
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΙΓΑΙΟΥ
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Σχεδιασµός και Ανάλυση Πειραµάτων

∆ιδακτορική ∆ιατριβή

Ευθυµίου Ιφιγένεια

iefthimiou@aegean.gr

Καρλόβασι, 2015



ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΙΓΑΙΟΥ
ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Σχεδιασµός και Ανάλυση Πειραµάτων

∆ιδακτορική ∆ιατριβή
για την απόκτηση ∆ιδακτορικού ∆ιπλώµατος του Τµήµατος Μαθηµατικών

του Πανεπιστηµίου Αιγαίου

Ευθυµίου Ιφιγένεια



ΤΡΙΜΕΛΗΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ

Ξανθόπουλος Στέλιος
Επίκουρος Καθηγητής Τµήµατος Μαθηµατικών
(Επιβλέπων Καθηγητής)

Καραγρηγορίου Αλέξανδρος
Καθηγητής Τµήµατος Μαθηµατικών
(Μέλος)

Χατζησπύρος Σπύρος
Επίκουρος Καθηγητής Τµήµατος Μαθηµατικών
(Μέλος)



ΕΠΤΑΜΕΛΗΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ

Γεωργίου Στέλιος
Senior Lecturer School of Mathematical and Geospatial Sciences,
Building 8, Level 9, Room 74 RMIT University Melbourne, Victoria 3000
(Μέλος)

∆ηµητράκος Θεοδόσης
Λέκτορας Τµήµατος Μαθηµατικών Πανεπιστηµίου Αιγαίου
(Μέλος)

Ευαγγελάρας Χαράλαµπος
Επίκουρος Καθηγητής Τµήµατος Στατιστικής και Ασφαλιστικής
Επιστήµης Πανεπιστηµίου Πειραιώς
(Μέλος)

Καραγρηγορίου Αλέξανδρος
Καθηγητής Τµήµατος Μαθηµατικών Πανεπιστήµιου Αιγαίου
(Μέλος)

Ξανθόπουλος Στέλιος
Επίκουρος Καθηγητής Τµήµατος Μαθηµατικών Πανεπιστήµιου Αιγαίου
(Μέλος)

Στυλιανού Στέλλα
Lecturer RMIT University Bundoora East Campus, Melbourne, Australia.
(Μέλος)

Χατζησπύρος Σπύρος
Επίκουρος Καθηγητής του Τµήµατος Μαθηµατικών Πανεπιστήµιου Αιγαίου
(Μέλος)



Περιεχόµενα

Πρόλογος - Ευχαριστίες 9

1 Βασικές ΄Εννοιες 15
1.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2 Πίνακες Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.1 Ισοδύναµοι Πίνακες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.2 Κανονικοποιηµένος Πίνακας - Normalized

Hadamard Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.3 Ιδιότητες Πινάκων Hadamard . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Κατασκευές Πινάκων Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4 Απλό Γραµµικό Μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.4.1 Εκτιµητές των β0, β1, σ
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4.2 Ιδιότητες των εκτιµητών . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.4.3 Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση . . . . . . . . . . . 27

1.5 Πολλαπλό Γραµµικό Μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.5.1 Εκτιµητές Ελαχίστων Τετραγώνων στο πολλαπλό γραµ-

µικό µοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.6 Πολυωνυµικό Μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.6.1 Πειράµατα Κρησαρίσµατος . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.6.2 Κριτήρια Μεθόδων Κρησαρίσµατος . . . . . . . . . . . . 34

2 Κλασσικοί Πειραµατικοί Σχεδιασµοί 35
2.1 Πειραµατικοί Σχεδιασµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2 Παραγοντικοί Πειραµατικοί Σχεδιασµοί µε δύο ή περισσότερα

επίπεδα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.1 Παραγοντικοί Σχεδιασµοί µε Τρία ή

Περισσότερα Επίπεδα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.2.2 2k Παραγοντικοί Σχεδιασµοί . . . . . . . . . . . . . . . 44



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

2.2.3 Γραµµικό Μοντέλο για τους 22 Παραγοντικούς Σχεδιασ-
µούς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.4 Γραµµικό Μοντέλο για τους 2k Παραγοντικούς
Σχεδιασµούς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.2.5 Οµοιοµορφία (Uniformity) . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.3 Κλασµατικοί Παραγοντικοί Σχεδιασµοί µε δύο επίπεδα . . . . 56

3 Σχεδιασµοί Λατινικών Υπερκύβων 59
3.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2 Kriging Μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2.2 Περιγραφή Μοντέλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4 Ορθογώνιοι Σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων 65
4.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2 Αξιολόγηση Πειραµάτων Με Υπολογιστές . . . . . . . . . . . . 71
4.3 Γενική Κατασκευή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.3.1 Αλγόριθµος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3.2 Αποτελέσµατα και Παραδείγµατα . . . . . . . . . . . . . 77

4.4 Τεχνικές Πολλαπλασιασµού - Συγκρίσεις . . . . . . . . . . . . 86
4.5 Ιδιότητες των Σχεδιασµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5 Σχεδόν Ορθογωνίοι Σχεδιασµοί Λατινικών Υπερκύβων 93
5.1 Γενική Κατασκευή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.1.1 Αποτελέσµατα και Παραδείγµατα . . . . . . . . . . . . . 98
5.2 Συµπεράσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6 Εµφωλευµένοι (Τεµαχισµένοι) Σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων103
6.1 Εισαγωγή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.2 Γενική Κατασκευή . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6.2.1 Αλγόριθµοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.2.2 Γενικό Θεώρηµα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

6.3 Κατασκευές νέων σχεδιασµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.4 Παραδείγµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.5 Σχεδόν Ορθογώνιοι Εµφωλευµένοι Σχεδιασµοί Λατινικών υπ-

ερκύβων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
6.5.1 Αλγόριθµοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
6.5.2 Γενικό Θεώρηµα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

6.6 Συµπεράσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 7

Βιβλιογραφία 119

Α΄ Αλγόριθµοι -Πρόγραµµα σε γλώσσα Matlab 125
Α΄.1 Πρόγραµµα για την κατασκεύη OLHD kai NOLHD . . . . . . 125
Α΄.2 Πρόγραµµα για την κατασκευή Goeithal-Seidel Matrix . . . . 127
Α΄.3 Πρόγραµµα για την κατασκευή Kharaghani Array . . . . . . . 128
Α΄.4 Πρόγραµµα για την κατασκευή Amicability . . . . . . . . . . . 129
Α΄.5 Πρόγραµµα για την κατασκευή Is LHD . . . . . . . . . . . . . 143
Α΄.6 Πρόγραµµα για την κατασκευή OLHD . . . . . . . . . . . . . 143
Α΄.7 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 3 . . . . . . . . . . . 149
Α΄.8 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 4 . . . . . . . . . . . 150
Α΄.9 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 5 . . . . . . . . . . . 152
Α΄.10Πρόγραµµα για την κατασκευή NOHLD . . . . . . . . . . . . . 153

Ευρετήριο 154



8 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Πρόλογος - Ευχαριστίες

Τα πειράµατα µε υπολογιστές (Computer Experiments) και πιο συγκεκριµέ-
να οι σχεδιασµοί ορθογώνιων Λατινικών υπερκύβων (Orthogonal Latin hyper-
cube designs) εµφανίζονται στην ϐιβλιογραφία µόνο για πειράµατα µε πλήθος
δοκιµών να είναι δύναµη του 2 αφού η κατασκευή τους είναι εξαιρετικά
δύσκολο πρόβληµα λόγω των περιορισµών που πρέπει να ικανοποιούν.

Σκοπός της παρούσας διδακτορικής εργασίας είναι η παρουσίαση νέων
µεθόδων και διαδικασιών κατασκευής σχεδιασµών ορθογώνιων και σχεδόν
ορθογώνιων Λατινικών υπερκύβων. Κατασκευάσαµε ορθογώνιους σχεδιασ-
µούς Λατινικών υπερκύβων οι οποίοι έχουν ευέλικτο αριθµό πειραµατικών
εκτελέσεων. Αρχικά ϑα γίνει µια σύνοψη αποτελεσµάτων που αφορά την
κατασκευή νέων σχεδιασµών Λατινικών Υπερκύβων (που από δω και πέρα για
χάριν ευκολίας ϑα τους συµβολίζουµε ως LHDs ), Ορθογώνιων και σχεδόν
ορθογώνιων Λατινικών Υπερκύβων και Τεµαχισµένων σχεδιασµών Λατινικών
Υπερκύβων και στη συνέχεια ϑα παρουσιαστούν τα σηµαντικότερα κριτήρια
µελέτης και αξιολόγησης τους.

Οι νέοι σχεδιασµοί που ϑα παρουσιαστούν ικανοποιούν επίσης δύο σηµαν-
τικές ιδιότητες οι οποίες είναι επιθυµητές σε τέτοιους σχεδιασµούς. Αυτές
είναι η ορθογωνιότητα µεταξύ των παραγόντων και η οµοιοµορφία µεταξύ των
επιπέδων των µεταβλητών.

Τέλος τα προτεινόµενα κριτήρια ϑα υλοποιηθούν σε αλγόριθµους και προ-
γράµµατα που ϑα εφαρµοστούν για την εύρεση σχεδιασµών µε τις δυο παρα-
πάνω αναφερθείσες επιθυµητές ιδιότητες.

Στο πρώτο κεφάλαιο και πριν προχωρήσουµε στην περιγραφή και παρουσί-
αση των νέων µεθόδων κατασκευής µας, δηλαδή, των Ορθογώνιων και σχεδόν
Ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων καθώς και των Εµφωλευµέν-



10 Πρόλογος - Ευχαριστίες

ων σχεδιασµών Λατινικών Υπερκύβων, κρίνεται σκόπιµο να παρουσιαστούν
οι ϐασικές έννοιες και οι όροι που χρησιµοποιούνται στην παρούσα διατριβή.
ϑα παρουσιάσουµε τα σηµαντικότερα µοντέλα που χρησιµοποιηθηκαν για
την ανάλυση αυτών των σχεδιασµών. Συγκεκριµένα ϑα περιγραφούν το Απλό
και το Πολλαπλό Γραµµικό Μοντέλο καθώς και το Πολυωνυµικό Μοντέλο.

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφερόµαστε στους κλασσικούς πειραµατικούς
σχεδιασµούς και γίνεται µικρή ανασκόπηση των σηµαντικότερων κατηγοριών
τους. Παρόλα αυτά, οι σχεδιασµοί που αναφέρουµε σε αυτό το κεφάλαιο δεν
είναι κατάλληλοι για πειράµατα µε υπολογιστές και αυτό είχε σαν επακόλου-
ϑο να αναπτυχθούν οι σχεδιασµοί που παρουσιάζονται στα επόµενα κεφάλα-
ια.

Στο τρίτο κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε στους σχεδιασµούς Λατινικών Υπ-
ερκύβων, τι είναι, που χρειάζονται και πιο συγκεκριµένα στην εφαρµογή τους
µε την ϐοήθεια του Kriging µοντέλου.

Στο τέταρτο και πέµπτο κεφάλαιο ϑα αναφερθούµε στους ορθογώνιους
και σχεδόν ορθογώνιους σχεδιασµούς Λατινικών Υπερκύβων (Orthogonal and
Near Orthogonal Latin Hypercube Designs) αντίστοιχα. Θα παρουσιάσουµε
γνωστές µεθόδους κατασκευής τους και ϑα δούµε τις σηµαντικότερες ιδιότητ-
ες τους. Στο τέταρτο κεφάλαιο ϑα προτείνουµε νεες κατασκευές και µεθόδους
για LHDs ενώ στο πέµπτο κεφάλαιο ϑα επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα µας
σε σχεδόν LHDs. Η νέα ιδέα πίσω από αυτές τις κατασκευές είναι η χρήση
κυκλικών πινάκων σε µπλόκ δοµές.

Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο ϑα µιλήσουµε για τους Εµφωλευµένους (Τεµαχισ-
µένους) σχεδιασµούς Λατινικών υπερκύβων (Nested Latin Hypercube De-
signs) οι οποίοι αποτελούν µια ειδική κατηγορία σχεδιασµών Λατινικών υπ-
ερκύβων, που µπορούν να οδηγήσουν σε σχεδιασµούς Λατινικών υπερκύβων
µικροτέρων διαστάσεων (slices). Οι σχεδιασµοί αυτοί είναι πολύ χρήσιµοι
και έχουν πολλές εφαρµογές όπως για παράδειγµα σε πειράµατα µε υπολο-
γιστές που περιλαµβάνουν ποιοτικούς και ποσοτικούς παράγοντες ή πειρά-
µατα µε υπολογιστές σε πολλαπλά επίπεδα. Τόσο η ορθογωνιότητα όσο και
η οµοιοµορφία είναι σηµαντικές ιδιότητες τέτοιων σχεδιασµών.
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Για την εφαρµογή των µεθόδων, έχουν αναπτυχθεί αλγόριθµοι και έχουν
υλοποιηθεί τα αντίστοιχα προγράµµατα σε Matlab. Οι κώδικες των προ-
γραµµάτων αυτών ϐρίσκονται στο Παράρτηµα Α΄. Εκτός από τον αλγόριθµο
των µεθόδων στο παράρτηµα δίνονται και προγράµµατα για την κατασκευή
Ορθογώνιων και σχεδόν Ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών Υπερκύβων.

Ολοκληρώνοντας, η παρούσα διατριβή είναι αποτέλεσµα ερευνητικού έρ-
γου σχεδόν τεσσάρων ετών στο ΤµήµαΜαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αιγαίου
(Σάµου). Μέρος των αποτελεσµάτων του ερευνητικού µου έργου παρουσιάστηκε
µε επιστηµονικές οµιλίες σε Πανελλήνια Συνέδρια και µε δηµοσιεύσεις σε
ελληνικά και διεθνή επιστηµονικά περιοδικά. Βέβαια η ολοκλήρωση της
διατριβής ϑα ήταν αδύνατη χωρίς την ϐοήθεια αρκετών ανθρώπων.

Καταρχήν, ϑα ήθελα να εκφράσω τις ειλικρινείς ευχαριστίες µου στον κα-
ϑηγητή µου κύριο Στέλιο Γεωργίου. Τα λόγια δεν αρκούν για να περιγράψω
την ευγνωµοσύνη µου για την ανεκτίµητη ϐοήθεια του στην ολοκλήρωση της
διδακτορικής διατριβής µου και τη συνεχή καθοδήγηση. Θέλω να εκφράσω
την εκτίµηση µου για την ετοιµότητα και την αποτελεσµατικότητα του να
µου λύσει οποιαδήποτε απορία µου. Τον ευχαριστώ ολόψυχα για την άριστη
συνεργασία µας και τέλος για την υποµονή και κατανόηση που έδειξε όλα
αυτά τα χρόνια της συνεργασίας µας. Του εύχοµαι από ψυχής υγεία και
ευτυχία τόσο στον ίδιο όσο και στην οικογενειά του.

Επίσης ϑα ήθελα να εκφράσω τις ειλικρινείς ευχαριστίες µου στον επιβλέ-
ποντα µου κύριο Στέλιο Ξανθόπουλο για τη ϐοήθεια του στην ολοκλήρωση
αυτής της προσπάθειας.

Του εύχοµαι από ψυχής υγεία και ευτυχία τόσο στον ίδιο όσο και στην οικο-
γενειά του.

∆εν ϑα µπορούσα να µην ευχαριστήσω και τα άλλα µέλη της εξεταστικής
επιτροπής για το ενδιαφέρον που µου έδειχναν στην διάρκεια της εξέλιξης
της διδακτορικής µου εργασίας και για την διάθεση τους να µε ϐοηθήσουν
και να λύσουν οποιαδήποτε απορία µου. Τους εύχοµαι από ψυχής υγεία και
ευτυχία τόσο στους ίδιους όσο και στις οικογένειές τους.
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Τέλος ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τους γονείς µου για την αστείρευτη
αγάπη τους καθώς και για την συµπαράσταση και υποστήριξη που µου
παρείχαν καθ΄ όλη την διάρκεια των σπουδών µου και γενικά σε κάθε στιγµή
της Ϲωής µου.

Ως συγγραφέας της παρούσας διατριβής, είµαι αποκλειστικά υπεύθυν-
η για τυχόν λάθη παραλείψεις ή ασάφειες που ενδεχοµένως υπάρχουν στο
κείµενο.

Καρλόβασι Σάµου, 2015
Ιφιγένεια Ν. Ευθυµίου



Στους γονείς µου Νίκο και Ανδρούλα
και στα ανίψια µου

Εφραιµιάνα, Αντριάννα και Ιωάννη.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες

1.1 Εισαγωγή

Παρακάτω δίνονται οι ορισµοί ορισµένων ϐασικών εννοιών που ϑα χρησι-
µοποιήσουµε στην συνεχεια της παρούσας διατριβής.

1.2 Πίνακες Hadamard

Ορισµός 1 ΄Ενας πίνακας H λέγεται πίνακας Hadamard τάξης n αν είναι
ένας n× n πίνακας µε στοιχεία ±1 που ικανοποιεί τη σχέση

HHT = HTH = nIn,

όπου HT είναι ο ανάστροφος του H και In είναι ο ταυτοτικός πίνακας τάξης n.

∆ηλαδή οι γραµµές και οι στήλες του H είναι ανά δύο ορθογώνιες µε την
έννοια του ευκλείδειου εσωτερικού γινοµένου. Με Hn ϑα συµβολίζουµε
ένα πίνακα Hadamard τάξης n.

Η τάξη ενός πίνακα Hadamard είναι απαραίτητα 1, 2 ή πολλαπλάσιο του 4,

Για περισσότερες πληροφορίες για πίνακες Hadamard δείτε A.V. Geramita
and J. Seberry (1979).
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Παράδειγµα 1 Οι παρακάτω πίνακες, είναι πίνακες Hadamard τάξης 2 και 4
αντίστοιχα.

H2 =

[
+1 +1
+1 −1

]
πίνακας Hadamard τάξης 2,

H4 =


+1 +1 +1 +1
−1 +1 +1 −1
−1 −1 +1 +1
−1 +1 −1 +1


πίνακας Hadamard τάξης 4,

Οι πίνακες Hadamard µελετήθηκαν για πρώτη ϕορά από τον Sylvester
το 1897, ο οποίος στο σύγγραµµα του είχε ϐρει τέτοιους πίνακες για όλες τις
δυνάµεις του 2. Αλλά, το όνοµα τους όµως δεν το οφείλουν σ΄ αυτόν (άλλωστε
είναι προφανές) αλλά στο Γάλλο µαθηµατικό Jacque Hadamard (1893), ο
οποίος κατασκεύασε τους τετραγωνικούς πίνακες τάξης 12 και 20 µε στοιχεία
±1. Στους πίνακες αυτούς, όλες οι γραµµές και οι στήλες είναι ανά δύο ορ-
ϑογώνιες. ΄Εδειξε ότι, αν X = (xij) είναι ένας τετραγωνικός πίνακας τάξης n
τότε :

|detX|2 ≤
n∏
i=1

n∑
j=1

|Xij|2

όπου µε det συµβολίζουµε την ορίζουσα του πίνακα X.

Παρατηρούµε ότι αν Xij = ±1 τότε, από την προηγούµενη σχέση, προκύπτει
ότι : |detX|2 ≤ nn ή αλλιώς |detX| ≤ n

n
2 .

΄Αρα, αν ο H είναι ένας Hadamard πίνακας τάξης n τότε

|detH| = n
n
2 ,

δηλαδή ισχύει η ισότητα στην παραπάνω ανισότητα του Hadamard.
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1.2.1 Ισοδύναµοι Πίνακες

Ορισµός 2 ∆ύο πίνακες Hadamard ονοµάζονται ισοδύναµοι αν ο ένας προκύπτει
από τον άλλο µε εναλλαγή γραµµών ή / και στηλών, ή / και πολλαπλασιασµό
γραµµών ή / και στηλών µε −1.

Από έναν πίνακα Hadamard Hn µε ϐάση τον παραπάνω ορισµό (δηλαδή
τους ισοδύναµους πίνακες) µπορούµε να έχουµε µέχρι και (n!2n)2 ισοδύνα-
µους πίνακες Hadamard.

1.2.2 Κανονικοποιηµένος Πίνακας - Normalized
Hadamard Matrix

Ορισµός 3 ΄Ενας πίνακας Hadamard λέγεται κανονικοποιηµένος αν όλα
τα στοιχεία της πρώτης γραµµής και της πρώτης στήλης του είναι ίσα µε +1.
Τότε, όλες οι υπόλοιπες n− 1 στήλες ϑα αποτελούνται από ίσο αριθµό +1 και
−1.

΄Ενας κανονικοποιηµένος πίνακας προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε µε
−1 τις γραµµές και τις στήλες του πίνακα που έχουν πρώτο στοιχείο το −1.
Είναι προφανές ότι ο πίνακας που προκύπτει είναι ισοδύναµος µε τον αρχικό.

Παράδειγµα 2 ΄Εστω λοιπόν ο παρακάτω πίνακας Hadamard τάξης 4. Θέλουµε
να ϐρούµε τον κανονικοποιηµένο πίνακα Hadamard.

H4 =


+1 −1 −1 −1
+1 +1 −1 +1
−1 +1 −1 −1
+1 +1 +1 −1


• Βήµα 1 Πολλαπλασιάζουµε την 3η γραµµή µε (−1). Συνεπώς ο πίνακας

µας ϑα γίνει :

−r3→=


+1 −1 −1 −1
+1 +1 −1 +1
+1 −1 +1 +1
+1 +1 +1 −1


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• Βήµα 2 Πολλαπλασιάζουµε την 2η στήλη µε (−1). Συνεπώς ο πίνακας
µας τώρα ϑα γίνει :

−C2→ =


+1 +1 −1 −1
+1 −1 −1 +1
+1 +1 +1 +1
+1 −1 +1 −1


• Βήµα 3 Πολλαπλασιάζουµε την 3η στήλη µε (−1). Συνεπώς ο πίνακας

µας τώρα ϑα γίνει :

−C3→ =


+1 +1 +1 −1
+1 −1 +1 +1
+1 +1 −1 +1
+1 −1 −1 −1


• Βήµα 4 Πολλαπλασιάζουµε την 4η στήλη µε (−1). ΄Ετσι έχουµε στην

1η γραµµή και στην 1η στήλη όλο µονάδες (+1).

−C4→ =


+1 +1 +1 +1
+1 −1 +1 −1
+1 +1 −1 −1
+1 −1 −1 +1


΄Αρα σχηµατίστηκε ο Κανονικοποιηµένος Πίνακας Hadamard
τάξης 4.

Ορισµός 4 ΄Ενας πίνακας Hadamard H ονοµάζεται κανονικός (regular) αν
το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής και στήλης του είναι σταθερό, έστω
K. Τότε ϑα ισχύει :

HJ ≡ JH ≡ KJ
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1.2.3 Ιδιότητες Πινάκων Hadamard

Συνοπτικά, κάποιες ιδιότητες των πινάκων Hadamard είναι :

1. HHT=HTH= nIn
όπου, HT είναι ο ανάστροφος του H

2. |detH|=n
n
2

όπου, det είναι η ορίζουσα του πίνακα H

3. Οι πίνακες Hadamard µπορούν να µετασχηµατιστούν σε νέους πίνακες
Hadamard, µε πολλαπλασιασµό γραµµών ή / και στηλών µε −1, ή
αντιµεταθέσεις γραµµών ή / και στηλών. Οι πίνακες που προκύπτουν
ονοµάζονται H-ισοδύναµοι.

4. Κάθε πίνακας είναι H-ισοδύναµος (ή ισοδύναµος πίνακας) µε έναν
πίνακα Hadamard, ο οποίος έχει κάθε στοιχείο της πρώτης γραµµής
και της πρώτης στήλης του ίσο µε +1.

5. Εάν ο Η είναι κανονικοποιηµένος Hadamard τάξεως 4n τότε κάθε
γραµµή/στήλη, εκτός από την πρώτη, εµφανίζει 2n ϕορές το -1 και 2n
ϕορές το +1.

6. Η τάξη κάθε πίνακα Hadamard είναι απαραίτητα 1, 2 ή πολλαπλάσιο
του 4.

1.3 Κατασκευές Πινάκων Hadamard

Ορισµός 5 ΄Εστω X = (xij) και Y = (yij) δύο n × n πίνακες. Τότε το
γινόµενο Hadamard των X και Y, είναι ο πίνακας που συµβολίζεται µε
X ∗ Y και ορίζεται να είναι το γινόµενο στοιχείο προς στοιχείο, δηλαδή:

X ∗ Y = (xijyij).
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Ορισµός 6 ΄Εστω A = (aij) ένας m × n πίνακας και B = (bij) ένας s × t
πίνακας, τότε το γινόµενο Kronecker των A και B, συµβολίζεται µε A ⊗ B
και είναι ένας ms⊗ nt πίνακας, που δίνεται από τη σχέση :

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

. . .
...

am1B am2B · · · amnB


όπου aijB είναι το σύνηθες γινόµενο του πίνακα B επί τον πραγµατικό αριθµό
aij.

Λήµµα 1 Αν A,B,C,D είναι n× n πίνακες τότε ισχύει :

(A⊗B) ∗ (C ⊗D) = (A ∗ C)⊗ (B ∗D)

όπου ⊗ είναι το γινόµενο Kronecker και ∗ είναι το γινόµενο Hadamard.

Απόδειξη
(A⊗B) ∗ (C ⊗D) = (aijB) ∗ (cijD)
= (aijcijB ∗D) = (A ∗ C)⊗ (B ∗D)

Λήµµα 2 Για το γινόµενο Kronecker ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

Αν A,A1, A2 είναι m× n πίνακες και B,B1, B2 είναι p× q πίνακες τότε :

1. λ(A⊗B) = (λA)⊗B = A⊗ (λB)
για κάθε πραγµατικό αριθµό λ.

2. (A1 + A2)⊗B = (A1 ⊗B) + (A2 ⊗B)
= A⊗ (B1 +B2)
(A⊗B1) + (A⊗B2)

3. (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2)=(A1A2)⊗ (B1B2)

4. (A⊗B)T = AT ⊗BT .
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5. (A⊗ A1)⊗ A2 = A⊗ (A1 ⊗ A2).

Θεώρηµα 1 ΄ΕστωHn και Tm δύο πίνακες Hadamard τάξης n. ΤότεHn⊗Tm
(γινόµενο Kronecker) είναι πίνακας Hadamard τάξης nm.

Απόδειξη Αφού Hn και Tm είναι πίνακες Hadamard τάξης n και m αντίσ-
τοιχα. Ορίζουµε G = Hn ⊗ Tm όπου ⊗ είναι το γινόµενο Kronecker. Θα
δείξουµε ότι ο G είναι πίνακας Hadamard τάξης n×m. Πράγµατι, εφαρµό-
Ϲοντας τις ιδιότητες του γινόµενου Kronecker
έχουµε:
GGT = (Hn ⊗ Tm)(Hn ⊗ Tm)T

=(Hn ⊗ Tm)(HT
n ⊗ T Tm)

=(HnH
T
n ⊗ TmT Tm)

=nIn ⊗mIm
=nm(In ⊗ Im)
=nmInm
⇔ GGT = nmInm.

Τώρα ϑα παρουσιάσουµε εν συντοµία τρεις µεθόδους κατασκευής πινάκων
Hadamard.

• Η µέθοδος Sylvester ή Μέθοδος του ∆ιπλασιασµού.

ΑνHn πίνακας Hadamard τάξεως n τότε οH2n είναι πίνακας Hadamard

τάξεως 2n:

H2n =

[
Hn Hn

Hn −Hn

]
Εφαρµόζοντας επαναληπτικά τη µέθοδο Sylvester µπορούµε να κατασκευά-
σουµε πίνακα Hadamard τάξης 2k, k = 1, 2, . . . .
Επίσης αν υπάρχει πίνακας Hadamard τάξης n τότε η µέθοδος Sylvester
µας δίνει πίνακες Hadamard τάξης 2kn για κάθε k = 1, 2, . . ..
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• Η µέθοδος µε δύο Κυκλικούς Πίνακες.

Ορισµός 7 ΑνA = (aij) είναι ένας n×n πίνακας, τότε αυτός ονοµάζεται
κυκλικός (circulant ) αν ισχύει :

aij = a1,j−i+1

όπου ϑεωρούµε το j − i+ 1 mod n.

Παράδειγµα 3 Ο παρακάτω πίνακας A είναι ένας 4× 4 κυκλικός
πίνακας 

5 3 2 4
4 5 3 2
2 4 5 3
3 2 4 5


Θεώρηµα 2 Αν A και B κυκλικοί πίνακες, µε στοιχεία ±1, τάξης n,
n άρτιος, µε

AAT + BBT = 2nIn

τότε υπάρχει πίνακας Hadamard τάξης 2n.

Απόδειξη Ορίζουµε :

H =

[
A B

−BT AT

]
και έχουµε ότι :

HT =

[
AT −B
BT A

]
Τότε :
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HHT =

[
AAT +BBT 0

0 AAT +BBT

]
.

όπου 0 είναι ο n×n πίνακας µε όλα τα στοιχεία του µηδέν, οπότε σύµ-
ϕωνα µε την παραπάνω σχέση έχουµε:

HHT = 2nI2n

που σηµαίνει ότι ο H πράγµατι είναι πίνακας Hadamard τάξης 2n.

Το παραπάνω ϑεώρηµα οφείλεται στον Yang (1971).

• Η µέθοδος κατασκευής Goethals-Seidel (1970).

Θεώρηµα 3 ΄Εστω ότι υπάρχουν τέσσερις κυκλικοί πίνακεςA,B,C,D
τάξης n, που ικανοποιούν τη σχέση :

AAT + BBT + CCT + DDT = 4nIn.

΄Εστω R ο πίσω-διαγώνιος πίνακας, δηλαδή ο R είναι ένας n × n
πίνακας µε στοιχεία

aij =


1, i+ j = n+ 1

0, αλλού.

Τότε ο πίνακας

GS =


A BR CR DR

−BR A DTR −CTR
−CR −DTR A BTR
−DR CTR −BTR A


είναι ένας πίνακας Hadamard τάξης 4n.
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1.4 Απλό Γραµµικό Μοντέλο

΄Ενα σηµαντικό πρόβληµα στη Στατιστική είναι η εύρεση του κατάλληλου
µοντέλου που προσαρµόζεται στα δεδοµένα του πειράµατος ή των παρατηρή-
σεων. Το Γραµµικό Μοντέλο είναι το απλούστερο και ίσως το σηµαντικότερο
από τα γνωστά µοντέλα, διότι είναι πολύ απλό, γρήγορο στην εφαρµογή του,
και τέλος διότι πολλά άλλα µοντέλα για την µελέτη τους, προϋποθέτουν την
κάλη γνώση του γραµµικού µοντέλου.

Το γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης (regression) χρησιµοποιείται για
να µελετήσουµε τη σχέση µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής και διάφορων
ανεξάϱτητων µεταβλητών (independent variables) .

Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι µας δίνονται n Ϲεύγη παρατηρήσεων (x1, y1),
(x2, y2), . . . , (xn, yn). Η x λέγεται ανεξάρτητη µεταβλητή ή µεταβλητή
πρόβλεψης ή ερµηνευτική µεταβλητή (independent or predictor or ex-
planatory variable), διότι συνήθως η τιµή της προσδιορίζεται ή ελέγχεται από
µας ή είναι ευκολότερο να µετρηθεί. Η y λέγεται εξαρτηµένη ή αποκριτική
µεταβλητή (dependent or response variable) διότι η τιµή της εξαρτάται από
την τιµή που ϑα έχει η µεταβλητή x.

Η µορφή του απλού γραµµικού µοντέλου είναι :

yi = b0 + b1xi + ei, i = 1, . . . , n, (1.1)

όπου:

yi: είναι η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής στην i-στή παρατήρηση,

xi: είναι η τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής στην i-στή παρατήρηση,

ei: είναι η τιµή του τυχαίου σφάλµατος στην i-στή παρατήρηση,

b0: είναι η τεταγµένη (intersept) της ευθείας παλινδρόµησης,

b1: είναι η κλίση (slope) της ευθείας παλινδρόµησης.

Τα b0 και b1 είναι οι άγνωστες παράµετροι τις τιµές των οποίων ϑα εκτιµή-
σουµε από τα δεδοµένα και η y = b0 + b1x λέγεται ευθεία παλινδρόµησης.
Στο µοντέλο µας οι άγνωστες παράµετροι b0 και b1, καθώς και η ανεξάρτητη
µεταβλητή x, ϑεωρούνται σταθερές ενώ τα σφάλµατα ei και κατ΄ επέκταση η
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εξαρτηµένη µεταβλητή y ϑεωρούνται τυχαίες µεταβλητές. ∆εν είναι προφανές
σε πρακτικά προβλήµατα ποιές είναι οι ανεξάρτητες και ποιές οι εξαρτηµένες
µεταβλητές, η επιλογή είναι πρόβληµα του ερευνητή και εξαρτάται από τον
τρόπο που γίνεται η συλλογή των δεδοµένων.

Παράδειγµα 4 Ο παρακάτω πίνακας δίνει το ϐάρος x σε κιλά και το επίπεδο
χοληστερίνης y σε ένα δείγµα 10 ασθενών, πριν εφαρµοστεί ϑεραπευτική αγ-
ωγή.

Ασθενής 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Βάρος x 84 73 65 70 76 69 63 72 79 75
Χολ/νη y 354 190 405 263 451 302 288 385 402 365

Παράδειγµα 5 Πριν αντικατασταθούν µεταλλικοί σωλήνες από πλαστικό ή
από άλλα συνθετικά υλικά, µελετήθηκε η αντοχή 20 πειραµατικών τεµαχί-
ων από πολυεστέρα. ΄Εγινε έλξη του υλικού µε ταχύτητα X (cm/min) και
µετρήθηκε η αντοχή Y σε κιλά ανά τετραγωνικό εκατοστό (kgr/cm2). Οι
µετρήσεις έδωσαν:

X 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 1 1 1 1 1
Y 5520 5390 5730 4940 5810 6840 5720 6120 6400 6240
X 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 20.0 20.0 20.0 20.0 20.0
y 7100 7150 7260 7650 8210 7960 7950 7470 7720 8460

1.4.1 Εκτιµητές των β0, β1, σ2

Για την εκτίµηση των παραµέτρων β0, β1 ϑα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο
ελαχίστων τετραγώνων 1.

Σκοπός είναι να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα τετραγώνων των αποκ-
λίσεων yi − ŷi, δηλαδή των n παρατηρηθέντων τιµών yi από τις εκτιµήσεις

1Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται όταν δεν χρειάζεται να κάνουµε καµία υπόθεση για την
κατανοµή των ei και συνεπώς των yi.
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τους ŷi, όπου ŷi = β̂0 + β̂1xi. Θέλουµε δηλαδή να ελαχιστοποιήσουµε την
ποσότητα

ε̂′ε̂ =
n∑
i=1

ε̂2i =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 =
n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi)
2. (1.2)

Παίρνοντας µερικές παραγώγους ως προς β0 και β1 αντίστοιχα και ϑέτον-
τας τη µερική παράγωγο ίση µε µηδέν ϑα προκύψουν οι εκτιµητές ελαχίστων
τετραγώνων.

Είναι λοιπόν
∂ε̂′ε̂

∂β̂0

= −2
n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0 (1.3)

και
∂ε̂′ε̂

∂β̂1

= −2
n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi)xi = 0 (1.4)

από όπου προκύπτει

β̂1 =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
(1.5)

και
β̂0 = ȳ − β̂1x̄. (1.6)

Επιβεβαιώνει κανείς ότι οι εκτιµητές αυτοί πράγµατι ελαχιστοποιούν την
(1.2) αφού αν υπολογίσει τις δεύτερες µερικές παραγώγους στα σηµεία β̂0, β̂1,
ϑα δεί ότι αυτές είναι ϑετικές.

1.4.2 Ιδιότητες των εκτιµητών

Στην υποενότητα αυτή αναφέρονται ϐασικές ιδιότητες των εκτιµητών ελαχίστ-
ων τετραγώνων. ∆ίνονται χωρίς απόδειξη, καθώς οι αποδείξεις είναι όµοιες
µε την περίπτωση του πολλαπλού γραµµικού µοντέλου, το οποίο αναλύεται
στην επόµενη ενότητα.

1. E(β̂0) = β0,

2. E(β̂1) = β1,

3. V ar(β̂0) = σ2
[

1
n

+ x̄2∑n
i=1(xi−x̄)2

]
,
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4. V ar(β̂1) = σ2∑n
i=1(xi−x̄)2

.

Στις παραπάνω ιδιότητες χρειαζόµαστε µία εκτίµηση της διακύµανσης σ2.
Από τον ορισµό της διακύµανσης σ2 = E (yi − E(yi))

2, αν χρησιµοποιήσουµε
για E(yi) την εκτίµηση του ŷi ϑα προκύψει ως εκτιµητής της διακύµανσης
σ2 ο

s2 =

∑n
i=1(yi − ŷi)2

n− 2
=

∑n
i=1(yi − β̂0 − β̂1xi)

2

n− 2
=
SSE

n− 2
. (1.7)

Η ποσότητα SSE =
∑n

i=1(yi − ŷi)
2 λέγεται άθροισµα τετραγώνων των κατ-

αλοίπων ή σφαλµάτων.
Ο λόγος που διαιρέσαµε µε n− 2 είναι γιατί χρησιµοποιήθηκαν 2 ϐαθµοί

ελευθερίας για την εκτίµηση των β0, β1 και επιπλέον ο εκτιµητής s2 είναι
αµερόληπτος εκτιµητής του σ2. ∆ηλαδή ισχύει ότι

E(s2) =
E(SSE)

n− 2
=

(n− 2)σ2

n− 2
= σ2. (1.8)

1.4.3 Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση

΄Οταν έχουµε, όπως στο παρακάτω παράδειγµα, περισσότερες από µια ανεξάρτη-
τες µεταβλητές που ϑεωρούµε ότι δίνουν περισσότερη πληροφορία για την
εξαρτηµένη µεταβλητή και πρέπει να περιληφθούν στο µοντέλο, τότε έχουµε
Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση.

Παράδειγµα 6 ΄Ενας παρασκευάστης κρασιού ϑεώρησε ότι ο ϐαθµός επιτυχίας
y ενός τύπου κρασιού έχει σχέση µε την σκληρότητα x1 του ξύλου του ϐαρε-
λιού ή/και τη µέση ϑερµοκρασία x2 του περιβάλλοντος των ϐαρελιών. Πήρε
παρατηρήσεις από 10 διαφορετικούς συνδυασµούς που έδωσαν:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 35.0 81.7 42.5 98.3 52.7 82.0 34.5 95.4 56.9 84.4
x1 130 174 134 191 165 194 143 186 139 188
x2 190 176 205 210 230 192 220 235 240 230

Στο παράδειγµα αυτό οι ανεξάρτητες µεταβλητές είναι δύο, η ϑερµοκρασία
του περιβάλλοντος x1 και η σκληρότητα του ξύλου του ϐαρελιού x2, ενώ η
εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η ποιότητα του κρασιού y.
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Αν το µοντέλο µας είναι γραµµικό (πρώτου ϐαθµού) ως προς τις παραµέτρους,
έχουµε Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση, αλλιώς έχουµε Μή-Γραµµική
Πολλαπλή Παλινδρόµηση. Στην παράγραφο αυτή ϑα ασχοληθούµε µε την
Πολλαπλή Γραµµική Παλινδρόµηση (Multiple Linear Regression).

Αν X1, X2, . . . , Xp−1 είναι οι ανεξάρτητες µεταβλητές, Y η εξαρτηµένη
µεταβλητή και στην i-στή παρατήρηση οι αντίστοιχες τιµές τους είναι :
Xi1, Xi2, . . . , Xi,p−1, Yi µε ei το σφάλµα της παρατήρησης, τότε το µοντέλο
µας για n παρατηρήσεις είναι :

Yi = b0 + b1Xi1 + . . .+ bp−1Xi,p−1 + ei i = 1, . . . , n. (1.9)

1.5 Πολλαπλό Γραµµικό Μοντέλο

Στην περίπτωση που ϑέλουµε να κάνουµε πρόβλεψη της τιµής της ανεξάρτητη-
ς µεταβλητής (µεταβλητής απόκρισης) y από ένα πλήθος επεξηγηµατικών
µεταβλητών (predictors), x1,x2, . . . ,xk, µπορεί να χρησιµοποιηθεί το πολ-
λαπλό γραµµικό µοντέλο. Το πολλαπλό γραµµικό µοντέλο µπορεί να εκ-
ϕραστεί ως

y = β0 + β1x1 + β2x2 + . . .+ βkxk + ε. (1.10)

Στην παραπάνω εξίσωση y είναι η τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής Y
όταν µετράται από τις τιµές xj των επεξηγηµατικών µεταβλητών Xj αντίσ-
τοιχα και ε είναι το τυχαίο σφάλµα. Οι συντελεστές βj καλούνται συντελεστές
παλινδρόµησης και είναι άγνωστες αλλά σταθερές ποσότητες.

Η έννοια ‘‘γραµµικό’’, όπως και στο απλό µοντέλο, αφορά τους συντε-
λεστές βj. Με τα παρακάτω παραδείγµατα ϑα αποσαφηνιστεί η έννοια του
γραµµικού µοντέλου καλύτερα.

Παράδειγµα 7 ΄Ενα µοντέλο που είναι γραµµικό ως προς βj αλλά όχι ως
προς xj είναι το

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x
2
1 + β4x

2
2 + β5x1x2 + ε.

Παράδειγµα 8 Το µοντέλο της (1.10) είναι γραµµικό ως προς τους συντε-
λεστές βj.
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Επίσης δίνεται ένα παράδειγµα ενός µοντέλου που δεν είναι γραµµικό.

Παράδειγµα 9 Το παρακάτω µοντέλο δεν είναι γραµµικό αφού τα βj δεν είναι
γραµµικά.

y = β0 + eβ1x1 + eβ2x2 + ε.

Σκοπός της παλινδρόµησης είναι να εκτιµήσει τους συντελεστές βj για
να µπορεί να κάνει πρόβλεψη για τις µελλοντικές παρατηρήσεις. Για την
εκτίµηση των παραµέτρων πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα τυχαίο δείγµα n
παρατηρήσεων της µεταβλητής y και των αντίστοιχων τιµών για τις επεξηγη-
µατικές µεταβλητές xj. ΄Οταν έχουµε στη διάθεση µας αυτό το δείγµα, τότε η
i µέτρηση της yi µπορεί να εκφραστεί από την εξίσωση

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βkxik + εi, i = 1, 2, . . . , n. (1.11)

Τα τυχαία σφάλµατα ϑεωρούµε ότι είναι τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν
µία κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διακύµανση σ2. Αργότερα ϑα εισάγουµε
την υπόθεση κανονικότητας για την κατανοµή των σφαλµάτων.

Πριν προχωρήσουµε στην εκτίµηση των παραµέτρων βj, όπως και στο
απλό µοντέλο, έτσι και εδώ κάνουµε τις υποθέσεις :

1. E(εi) = 0 ή ισοδύναµα E(yi) = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . . + βkxik, i =
1, 2, . . . , n,

2. V ar(εi) = σ2 ή ισοδύναµα V ar(yi) = σ2,

3. Cov(εi, εj) = 0, ∀i 6= j ή ισοδύναµα Cov(yi, yj) = 0.

΄Οταν ισχύουν οι παραπάνω υποθέσεις, τότε οι εκτιµητές ελαχίστων τετραγών-
ων των συντελεστών παλινδρόµησης βj έχουν πολύ καλές ιδιότητες τις οποίες
ϑα αναλύσουµε παρακάτω.

Αφού εκτιµήσουµε τους συντελεστές παλινδρόµησης, τότε µπορούµε να
προσαρµόσουµε στα δεδοµένα µας ένα υπερεπίπεδο ώστε το άθροισµα των
αποστάσεων των παρατηρήσεων yi από το υπερεπίπεδο να είναι ελάχιστο.
Στην δισδιάστατη περίπτωση προσαρµόζουµε µία ευθεία, στην τρισδιάστατη
ένα επίπεδο και σε διαστάσεις µεγαλύτερες του 3 ένα υπερεπίπεδο.

Για να ϐρούµε τους εκτιµητές ελαχίστων τετραγώνων γράφουµε το µοντέλο
σε µορφή πινάκων, για να κάνουµε χρήση ϑεωρηµάτων και ιδιοτήτων πινάκων
από τη γραµµική άλγεβρα. Γράφοντας την εξίσωση του µοντέλου για κάθε
µία από τις n παρατηρήσεις έχουµε:

y1 = β0 + β1x11 + β2x12 + . . .+ βkx1k + ε1
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y2 = β0 + β1x21 + β2x22 + . . .+ βkx2k + ε2

y3 = β0 + β1x31 + β2x32 + . . .+ βkx3k + ε3
...

yn = β0 + β1xn1 + β2xn2 + . . .+ βkxnk + εn.

Οι παραπάνω εξισώσεις µπορούν να γραφούν µε τη µορφή πινάκων ως
y1

y2
...
yn

 =


1 x11 x12 . . . x1k

1 x21 x22 . . . x2k
...

...
...

...
1 xn1 xn2 . . . xnk



β0

β1
...
βk

+


ε1
ε2
...
εn

 .

Από όπου προκύπτει τελικά ότι

y = Xβ + ε. (1.12)

Στο µοντέλο, ο σταθερός όρος β0 υπάρχει όταν η πρώτη στήλη στον πίνακα
X είναι ίση µε τη στήλη των µονάδων, δηλαδή X1 = 1 και λέγεται στήλη
που αντιστοιχεί στον µέσο όρο (intercept). Καλό είναι να χρησιµοποιούνται
µοντέλα που περιέχουν το β0 αφού αυτό ϑα έχει ως αποτέλεσµα την ϐελτίωση
των εκτιµήσεων.

Οι υποθέσεις που κάναµε για το µοντέλο µας παραπάνω τώρα µετασχη-
µατίζονται αντίστοιχα ως

1. E(ε) = 0 ή E(y) = Xβ,

2. V ar(y) = σ2I.

Στα παραπάνω, το διάνυσµα y είναι διάστασης n× 1, και ο πίνακας X διάσ-
τασης n× (k + 1). Υποθέτουµε ότι n > (k + 1) και ότι ο ϐαθµός του πίνακα
X είναι rank(X) = k + 1. Τα διανύσµατα β και ε είναι διάστασης k + 1 και
n× 1 αντίστοιχα.

1.5.1 Εκτιµητές Ελαχίστων Τετραγώνων στο πολλαπλό γραµ-
µικό µοντέλο

΄Οπως και στο απλό γραµµικό µοντέλο, έτσι και στο πολλαπλό, ϑέλουµε να
ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα τετραγώνων των αποκλίσεων yi− ŷi, δηλαδή
των n παρατηρηθέντων τιµών yi από τις προβλέψεις τους ŷi, όπου τώρα

ŷi = β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2 + . . .+ β̂kxik.
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Αναζητούµε δηλαδή διάνυσµα β̂ =
(
β̂0 β̂1 · · · β̂k

)′
τέτοιο ώστε να ε-

λαχιστοποιεί την ποσότητα

SSE =
n∑
i=1

ε̂2i =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2

=
n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi1 − β̂2xi2 − . . .− β̂kxik)2. (1.13)

Το διάνυσµα αυτό προκύπτει από την απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 4 ΄Εστω y = Xβ+ε µεX να είναι διάστασης n×(k+1) και ϐαθµού
k + 1 < n. Τότε οι εκτιµητές ελαχίστων τετραγώνων που ελαχιστοποιούν την
(1.4) δίνονται από τη σχέση

β̂ = (X′X)−1X′y. (1.14)

Απόδειξη Η (1.14) µπορεί να γραφεί (λόγω ότι ε̂ = y − ŷ) ως

ε̂′ε̂ = (y −Xβ̂)′(y −Xβ̂) (1.15)
= y′y − y′Xβ̂ − (Xβ̂)′y + (Xβ̂)′Xβ̂ (1.16)

= y′y − 2y′Xβ̂ + β̂
′
X′Xβ̂. (1.17)

Για να ϐρούµε το διάνυσµα β̂ που ελαχιστοποιεί την (1.13) 2αρκεί να ϑέσουµε
την µερική παράγωγο ως προς β̂ ίση µε 0 και να λύσουµε ως προς β̂. Είναι
λοιπόν

∂ε̂′ε̂

∂β̂
= −2X′y + 2X′Xβ̂

απ΄ όπου προκύπτουν οι κανονικές εξισώσεις

X′Xβ̂ = X′y. (1.18)

Λόγω ότι ο ϐαθµός του πίνακα X είναι k + 1 τότε ο πίνακας X′X είναι µή-
ιδιάζων, άρα αντιστρέφεται. Πολλαπλασιάζοντας την (1.9) από αριστερά µε
(X′X)−1 έχουµε

β̂ = (X′X)−1X′y.

2Από την (1.12) καταλήξαµε στην (1.13) επειδή τα στοιχεία y′Xβ̂ και (Xβ̂)′y έχουν
διάσταση 1× 1, οπότε έχουµε ισότητα των δύο αυτών πινάκων.
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Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη πρέπει να δείξουµε ότι ο εκτιµητής της (1.15)
όντως είναι αυτός που ελαχιστοποιεί την (1.16). ΄Εστω b ένας άλλος εκτιµητής.
Τότε ο b ϑα πρέπει να ελαχιστοποιεί την

ε̂′ε̂ = (y −Xb)′(y −Xb).

Προσθαφαιρώντας τον όρο Xβ̂ έχουµε

ε̂′ε̂ = (y −Xβ̂ + Xβ̂ −Xb)′(y −Xβ̂ + Xβ̂ −Xb) (1.19)
= (y −Xβ̂)′(y −Xβ̂) + (β̂ − b)′X′X(β̂ − b)

+2(β̂ − b)′(X′y −X′Xβ̂). (1.20)

Η ποσότητα X′y−X′Xβ̂ = 0 λόγω της (1.19) και η ποσότητα (β̂−b)′X′X(β̂−
b) > 0 αφού είναι τετραγωνική µορφή, ϑετικά ορισµένη. Εποµένως για να
ελαχιστοποιείται η ποσότητα ε̂′ε̂ πρέπει να ισχύει β̂ = b. ΄Αρα ο εκτιµητής
της (1.15) είναι εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων. 2

Αφού έχουµε κάνει τις εκτιµήσεις των παραµέτρων, µπορούµε τώρα να
προσαρµόσουµε στα δεδοµένα την καµπύλη παλινδρόµησης από ŷ = Xβ̂.
Να σηµειωθεί ότι µε ŷ εκτιµάµε το E(y) και όχι το y.

1.6 Πολυωνυµικό Μοντέλο

Τα πολυωνυµικά µοντέλα έχουν χρησιµοποιηθεί και εφαρµοστεί από πολλούς
ερευνητές όπως τους Engelund et al. 1993 , Unal et al. 1996, Venter et
al. 1996, Chen et al. 1996, Simpson et al. 1997 κ.τ.λ, για το σχεδιασµό
πολύπλοκων µηχανικών συστηµάτων.

΄Ενα δεύτερης τάξης πολυωνυµικό µοντέλο µπορεί να εκφραστεί ως :

Y = β0 +
∑
i≤m

βixi +
∑

i1≤i2≤m

βi1i2xi1xi2

+ . . .+
∑

i1≤...ik≤m

βi1...ikxi1 . . . xik + ε,

όπου:

xi: είναι οι ανεξάρτητες µεταβλητές,
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βi: είναι οι γραµµικές επιδράσεις των xi,

βi1 . . .it: είναι η αλληλεπίδραση t-τάξης των xi1 , . . . , xit.

βii: αντιστοιχούν στην τετραγωνική επίδραση του παράγοντα xi

βi1i2: αντιστοιχεί στην αλληλεπίδραση δεύτερης τάξης των παραγόντων
xi1xi2, για i1 6= i2,.

Κατά τη δηµιουργία των πολυωνυµικών µοντέλων, είναι δυνατόν να προσ-
διοριστεί η σηµαντικότητα των διαφορετικών παραγόντων σχεδιασµού απευ-
ϑείας από τους συντελεστές στο κανονικοποιηµένο γραµµικό µοντέλο παλιν-
δρόµησης.

΄Οταν µελετάµε σχεδιασµούς µε µεγάλο αριθµό διαστάσεων, είναι σηµαν-
τικό να χρησιµοποιούµε γραµµικά µοντέλα ή δεύτερης τάξης πολυωνυµικά
µοντέλα για να περιορίσουµε τις µεταβλητές σχεδιασµού κρατώντας στο µον-
τέλο µας τις πιο σηµαντικές από αυτές. Αυτή η τεχνική ονοµάζεται και
κρησάρισµα.

1.6.1 Πειράµατα Κρησαρίσµατος

΄Ενας σχεδιασµός δύο συµβόλων (συνήθως χρησιµοποιούνται τα +1 και −1)
µε n γραµµές (πειραµατικές εκτελέσεις) και k-στήλες (παράγοντες) ονοµάζε-
ται σχεδιασµός ή πείραµα Κρησαρίσµατος (screening experiments) µε
παραµέτρους (n, k, p) αν για κάθε επιλογή p-στηλών του σχεδιασµού, όλες οι
πειραµατικές εκτελέσεις του πλήρους 2p παραγοντικού σχεδιασµού, εµφαν΄-
ιζονται τουλάχιστον µια ϕορά η καθεµιά. Τότε λέµε ότι ο σχεδιασµός είναι
προβολικότητας p. Αν κάποιες από τις γραµµές εµφανίζονται i ϕορές, ενώ οι
υπόλοιπες εµφανίζονται j- ϕορές, τότε ο σχεδιασµός έχει τύπο προβολής (i, j),
και στην περίπτωση που κάποιο από τα i ή j είναι µηδέν, τότε ο σχεδιασµός
δεν είναι προβολικότητας p. Στην συνέχεια, οι στήλες του σχεδιασµού που
αντιστοιχούν στους σηµαντικούς παράγοντες επιλέγονται για να σχηµατίσουν
ένα νέο σχηµατισµό (που ονοµάζεται προβολή). Ο νέος αυτός σχεδιασµός
χρησιµοποιείται για περαιτέρω έρευνα των σηµαντικών παραγόντων και των
αλληλεπιδράσεων τους. Παραδοσιακά, τέτοιοι σχεδιασµοί προκύπτουν απο
πίνακες Hadamard.
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1.6.2 Κριτήρια Μεθόδων Κρησαρίσµατος

Για να διαλέξουµε µέθοδο κρησαρίσµατος, υπάρχουν τρία ϐασικά κριτήρια.
Αυτά είναι :

• η αποδοτικότητα (Efficiency)

• η αποτελεσµατικότητα (Effectivity)

• η ανθεκτικότητα. (Robustness)

Αποδοτικές χαρακτηρίζονται οι µέθοδοι που απαιτούν ένα µικρό αριθµό
εκτελέσεων του πειράµατος. Αξίζει εδώ να επισηµάνουµε ότι η αποδοτικότητα
είναι ένα ποιοτικό µέτρο, στηριζόµενη στο µέγεθος του προβλήµατος, δηλαδή
στον αριθµό των παραγόντων.

Το δεύτερο κριτήριο είναι η αποτελεσµατικότητα (πόσους παράγοντες
µπορούµε να εκτιµήσουµε και πόσο καλά τους εκτιµάµε), που είναι δύσκολο
να µετρηθεί. Συχνά είναι δύσκολο να µετρήσουµε την αποτελεσµατικότη-
τα, εξαιτίας των άγνωστων συντελεστών των παραγόντων, µπορούµε όµως να
συγκρίνουµε τις διάφορες µεθόδους στις προσοµοιωµένες περιπτώσεις µε γν-
ωστούς τους συντελεστές και να ϐρούµε την αποτελεσµατικότερη κάθε ϕορά.

Τη ϑέση του τρίτου κριτηρίου κατέχει η ανθεκτικότητα. Κάποιες µέθοδοι
µπορούν να λειτουργήσουν αν εκπληρώνονται κάποιες συνθήκες. ∆εν είναι,
όµως, και λίγες οι ϕορές που οι υποθέσεις αυτές είναι άγνωστο αν πληρούνται.
Για το λόγο αυτό αναζητούµε µεθόδους που δουλεύουν καλά ακόµα και αν
οι υποθέσεις που απαιτούνται δεν πληρούνται.

Τέλος, ϑα µπορούσαµε να αναφέρουµε ως τέταρτο κριτήριο την ευ-
κολία στη χρήση της µεθόδου κρησαρίσµατος, αλλά πρώτα προσπαθούµε
να διασφαλίσουµε τα τρία αρχικά κριτήρια.

Παρόλα τα πλεονεκτήµατα που έχει η εφαρµογή του πολυωνυµικού µον-
τέλου, εντούτοις η χρήση του δεν ενδείνυεται πάντοτε, ειδικά σε εξαιρετικά
µη-γραµµικές συµπεριφορές των µοντέλων, όπου σε αυτές τις περιπτώσεις
µπορούν να χρησιµοποιηθούν µόνο πολυώνυµα υψηλότερης τάξης. Ωστόσο,
ενδέχεται και πάλι να προκύψουν αστάθειες (ϐλ. Barton 1992 ), ή µπορεί
να είναι πολύ δύσκολο να λάβουµε επαρκή δεδοµένα για την εκτίµηση του
δείγµατος και των συντελεστών της πολυωνυµικής εξίσωσης, ιδιαίτερα σε σχε-
διασµούς και σε µοντέλα µε µεγάλες διαστάσεις.



Κεφάλαιο 2

Κλασσικοί Πειραµατικοί
Σχεδιασµοί

2.1 Πειραµατικοί Σχεδιασµοί

Το πείραµα ϑεωρείται η ϐασική ερευνητική µέθοδος όλων των επιστηµών.
Στο πείραµα µας ενδιαφέρουν οι σχέσεις µεταξύ µεταβλητών, όπου µεταβλη-
τή ορίζεται ο παράγοντας εκείνος για τον οποίο συγκεντρώνονται οι πληρο-
ϕορίες σε µια έρευνα. Το κύριο χαρακτηριστικό κάθε µεταβλητής είναι ότι
µεταβάλλεται (δεν έχει µία µόνο σταθερή τιµή) και ότι µπορεί να µετρηθεί
(η εκάστοτε τιµή της µπορεί να εκφρασθεί µε αριθµό ή σύµβολο). Ο ερε-
υνητής διατυπώνει το ερευνητικό πρόβληµα και, στη συνέχεια, προβαίνει
στη µελέτη του. Η διατύπωση ενός ερευνητικού προβλήµατος χρησιµεύει
ως ϐάση για να καθοριστεί η αρχική υπόθεση, γνωστή ως µηδενική (ή στατισ-
τική) υπόθεση (null hypothesis ). Η µηδενική υπόθεση εκφράζει πάντοτε την
άποψη ότι ο υπό µελέτη παράγοντας δεν ασκεί την αποδιδόµενη σε αυτόν
επίδραση και ότι δεν υπάρχουν εξαιτίας του παράγοντα αυτού διατοµικές και
διοµαδικές διαφορές. Για κάθε µηδενική υπόθεση διατυπώνεται µια εναλ-
λακτική ή ερευνητική υπόθεση (alternative ή research hypothesis ), η οποία
εκφράζει ακριβώς το αντίθετο της µηδενικής υποθέσεως. Η εναλλακτική υπ-
όθεση δηλαδή εκφράζει πάντοτε την άποψη ότι ο υπό µελέτη παράγοντας
ασκεί επίδραση στα υποκείµενα.

Η µεταβλητή, η οποία εξαρτάται, ονοµάζεται εξαρτηµένη µεταβλητή (de-
pendent variable). Η µεταβλητή που είναι ανεξάρτητη και µια αλλαγή σε
αυτή µεταβάλλει την εξαρτηµένη µεταβλητή ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλη
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- τή (independent variable).
Σε ένα πείραµα ο πειραµατιστής χειρίζεται (µεταβάλλει συστηµατικά) την

ανεξάρτητη µεταβλητή και το αποτέλεσµα που µετράται είναι η εξαρτηµένη
µεταβλητή. Η εξαρτηµένη µεταβλητή ονοµάζεται έτσι επειδή η τιµή της ϑεω-
ϱείται ότι εξαρτάται από την τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής.

Ο πειραµατιστής είναι αυτός που διαµορφώνει και παρέχει τις συνθήκες
για την πρόκληση της επιθυµητής διαφοροποίησης. Είναι προφανές ότι
απαραίτητη προϋπόθεση για τη χρησιµοποίηση ενός χαρακτηριστικού ή µιας
ιδιότητας ως µεταβλητής πρέπει να είναι η δυνατότητά του να παρουσιαστεί µε
δύο τουλάχιστον µορφές, έστω και αν η µία συνίσταται απλώς στην απουσία
αυτής της µεταβλητής.

Για να µπορέσει ο ερευνητής να ελέγξει την επίδραση µιας ανεξάρτητης
µεταβλητής (που µπορεί να είναι παρούσα ή απούσα) πάνω στις εξαρτη-
µένες, χωρίζει συνήθως τα υποκείµενα του πειράµατος (τα οποία αποτελούν
το δείγµα) σε δύο ισοδύναµες οµάδες, την πειραµατική (experimental - µε τη
συνθήκη παρούσα) και την οµάδα ελέγχου (control group - µε τη συνθήκη
απούσα).

Η διαδικασία την οποία ακολουθεί ο ερευνητής προκειµένου να διερε-
υνήσει τις σχέσεις ανάµεσα στις µεταβλητές του ϕαινοµένου που εξετάζεται
ονοµάζεται πειραµατικός σχεδιασµός (experimental design).

Σύµφωνα µε τον Kirk (1995), ο όρος ¨Πειραµατικός Σχεδιασµός ¨ (exper-
imental design) αναφέρεται : (a) σε µια διαδικασία ή µεθοδολογικό σχέδιο
σύµφωνα µε το οποίο οι διαθέσιµες πειραµατικές µονάδες (π.χ. αντικείµενα ή
υποκείµενα) ϑα ενταχθούν σε διάφορες πειραµατικές συνθήκες (αγωγές) και
(b) στην κατάλληλη στατιστική ανάλυση των δεδοµένων σύµφωνα µε το σχέδιο
αυτο. Ο Ronald Fisher, στο πρώτο τέταρτο του εικοστού αιώνα, έθεσε τις ϐά-
σεις των ϐιοµετρικών πειραµατικών σχεδιασµών και όχι µόνον (Fisher 1940,
Pearce 1979, Preece 1990, Κίτσος 1994). Σηµαντική ήταν επίσης η µετέπειτα
συνεισφορά και του Frank Yates(Sprent, 1973), µε αποτέλεσµα το 1950, οι
Πειραµατικοί Σχεδιασµοί να αποτελούν ήδη ένα καλά τεκµηριωµένο πεδίο
έρευνας της Στατιστικής. ΄Εκτοτε η σχετική ϑεωρία και µεθοδολογία αποτελεί
ερευνητικό αντικείµενο µε συνεχή εξέλιξη και επέκταση.

Ο πειραµατικός σχεδιασµός περιλαµβάνει γενικά τις µεθόδους συγκέντρ-
ωσης και ανάλυσης των δεδοµένων της έρευνας. Ειδικότερα, ο σχεδιασµός
επεξηγεί και υποδεικνύει το είδος και τον τρόπο πραγµατοποίησης των µετρή-
σεων, τον τρόπο ελέγχου των διαδικασιών του πειράµατος, καθώς και τις ε-
ϕικτές στατιστικές µεθόδους ανάλυσης µε ϐάση τα δεδοµένα. Ο πειραµατικός
σχεδιασµός ορίζει επίσης, σε γενικές γραµµές, τα δυνατά συµπεράσµατα που
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µπορούν να εξαχθούν από τη στατιστική ανάλυση των δεδοµένων.
Ο πειραµατικός σχεδιασµός που ϑα χρησιµοποιηθεί σε µια έρευνα έχει

δύο ϐασικούς σκοπούς :
a) να ελέγξει την αποδοχή ή µη µιας µηδενικής υπόθεσης, δηλαδή να

ϐεβαιώσει ή όχι ότι, κάτω από ορισµένες ειδικά προσδιορισµένες συνθήκες,
υπάρχει σχέση µεταξύ δύο ή περισσότερων µεταβλητών, και

b) να εντοπίσει και να ελέγξει τις µεταβλητές που, ενώ δεν αποτελούν το
επίκεντρο του ενδιαφέροντος του πειράµατος, µπορούν να επηρεάσουν τα
αποτελέσµατα και να δηµιουργήσουν πειραµατικά σφάλµατα.

Πειράµατα σχεδιάζονται και εκτελούνται σε όλους σχεδόν τους επιστη-
µονικούς τοµείς (Κίτσος 1994, Montgomery 1999) µε σκοπό τη µελέτη της
επίδρασης, µιας ή περισσοτέρων µεταβλητών πάνω σε κάποιες άλλες, ελέγχον-
τας ταυτόχρονα και άλλους τοπικούς εξωγενείς, σε σχέση µε το υπό εξέταση
ϕαινόµενο, παράγοντες (Wuebben 1968, Pearce 1979). Βέβαια, οι πειρα-
µατικές διαδικασίες και µέθοδοι που εφαρµόζονται εξαρτώνται κάθε ϕορά
από τις συνθήκες που επιβάλει το επιστηµονικό πεδίο στο πλαίσιο του οποίου
διενεργείται το πείραµα. Για παράδειγµα άλλες µέθοδοι εφαρµόζονται στην
Γεωπονία και άλλες στο Βιοµηχανικό ΄Ελεγχο Ποιότητας (Hamaker, 1995)

2.2 Παραγοντικοί Πειραµατικοί Σχεδιασµοί µε
δύο ή περισσότερα επίπεδα

Αρχικά πρέπει να ορίσουµε τι καλούµε πείραµα.

Ορισµός 8 Πείραµα είναι µια δοκιµή ή ένα σύνολο δοκιµών στις οποίες
σκόπιµες αλλαγές γίνονται στις ανεξάρτητες µεταβλητές µιας διαδικασίας. Οι
αλλαγές αυτές µπορούν να ϐοηθήσουν στην παρατήρηση και αξιολόγηση των
αλλαγών στην εξαρτηµένη µεταβλητή.

Μέχρι τώρα έχουµε αναφερθεί σε τύπους πειραµατικής διαδικασίας στους
οποίους χρησιµοποιείται µια µόνο ανεξάρτητη µεταβλητή. ΄Ετσι, σε ένα πεί-
ϱαµα εξετάζεται η ταυτόχρονη λειτουργία και αλληλεπίδραση δύο ή περισ-
σότερων ανεξάρτητων µεταβλητών. ∆ύο ανεξάρτητες µεταβλητές µπορεί να
αλληλεπιδρούν στον τρόπο µε τον οποίο επηρεάζουν την ερευνώµενη συµπερ-
ιφορά. ∆ηλαδή, η επίδραση της µιας ανεξάρτητης µεταβλητής είναι ποσοτικά
διαφορετική ως συνάρτηση του επιπέδου της τιµής που παίρνει µια άλλη
ανεξάρτητη µεταβλητή. Στα πειράµατα όπου εξετάζονται περισσότερες από
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µία ανεξάρτητες µεταβλητές, χρησιµοποιείται συνήθως παραγοντικός σχε-
διασµός (factorial design). ΄Ενας παραγοντικός σχεδιασµός περιλαµβάνει
το σύνολο των δυνατών συνδυασµών όλων των παραγόντων σε όλες τις κατη-
γορίες ή επίπεδα τιµών του κάθε παράγοντα. ΄Ετσι, µε τους παραγοντικούς
σχεδιασµούς µπορούµε να µελετήσουµε τις ξεχωριστές, αλλά και τις συνδ-
υασµένες επιδράσεις πολλών ειδών ανεξάρτητων µεταβλητών σε πολλά είδη
εξαρτηµένων µεταβλητών. Σε έναν παραγοντικό σχεδιασµό στον οποίο εξετά-
Ϲονται δύο παράγοντες υπάρχουν τρεις επιδράσεις : δύο κύριες επιδράσεις
και µια αλληλεπίδραση. Κύρια επίδραση είναι η επίδραση καθενός από τους
δύο παράγοντες, αγνοώντας τις διαφοροποιήσεις στις κατηγορίες του άλλου
παράγοντα. Προφανώς, οι κύριες επιδράσεις των δύο παραγόντων ϑα µ-
πορούσαν να προσδιοριστούν και από δύο ξεχωριστά πειράµατα. Αντίθετα, ο
έλεγχος των αλληλεπιδράσεων απαιτεί έναν παραγοντικό σχεδιασµό αφού οι
αλληλεπιδράσεις µπορούν να προσδιοριστούν µόνο αν εξεταστούν και οι δύο
ανεξάρτητες µεταβλητές ταυτόχρονα.

Οι παραγοντικοί σχεδιασµοί χρησιµοποιούνται ευρύτατα σε πειράµατα
που πεϱιλαµβάνουν αρκετούς παράγοντες, και Ϲητείται η µελέτη της επίδραση-
ς των παραγόντων αυτών στην απόκριση (y).
Οι απλούστεροι τύποι παραγοντικών σχεδιασµών είναι αυτοί µε δύο µόνο
επίπεδα (levels) γνωστοί και ως 2k Παραγοντικοί Σχεδιασµοί.

Ορισµός 9 Με τον όρο ′′Παραγοντικός Σχεδιασµός′′ εννοούµε τον πειρα-
µατικό σχεδιασµό κατά τον οποίο σε κάθε πλήρη δοκιµή ή επανάληψη του
πειράµατος, εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των επιπέδων (levels) των
παραγόντων.

Για παράδειγµα, αν υπάρχουν a επίπεδα του παράγοντα Α και b επίπε-
δα του παράγοντα Β τότε λέµε ότι είναι ταξινοµηµένα σε έναν παραγοντικό
σχεδιασµό, όταν κάθε επανάληψη του πειράµατος περιλαµβάνει όλους του-
ς ab συνδυασµούς των επιπέδων. Συνήθως ένας παραγοντικός σχεδιασµός
επαναλαµβάνεται n ϕορές.

Ορισµός 10 Αν έχουµε δύο µόνο παράγοντες, έστω Α και Β, καθένα σε δύο
επίπεδα (levels) τότε λέµε ότι έχουµε έναν ′′δύο στην δευτέρα παραγοντικό
σχεδιασµό′′ και τον συµβολίζουµε ως εξής : 22 παραγοντικό σχεδιασµό. Τα
επίπεδα (στάθµες) των παραγόντων µπορούν χάρην ευκολίας να ονοµασθούν
′′χαµηλή′′ και ′′υψηλή′′ στάθµη αντίστοιχα.
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Συνήθως συµβολίζουµε την επίδραση ενός παράγοντα µε ένα κεφαλαίο Λα-
τινικό γράµµα. ΄Ετσι το A αναφέρεται στην επίδραση του παράγοντα Α, το
B αναφέρεται στην επίδραση του παράγοντα Β και το AB αναφέρεται στην
αλληλεπίδραση των παραγόντων Α και Β.
Στον 22 παραγοντικό σχεδιασµό η χαµηλή και υψηλή στάθµη των Α και Β
συµβολίζεται µε − και + αντίστοιχα στους παράγοντες Α και Β.
΄Ετσι το − στον παράγοντα Α παριστάνει την χαµηλή στάθµη του Α,
το + στον παράγοντα Α παριστάνει την υψηλή στάθµη του Α,
το − στον παράγοντα Β παριστάνει την χαµηλή στάθµη του Β,
και τέλος το + στον παράγοντα Β παριστάνει την υψηλή στάθµη του Β.
Οι τέσσερις αγωγές (συνδυασµοί επιπέδων) στο σχεδιασµό συνήθως παριστάνον-
ται µε µικρά γράµµατα. Εποµένως η υψηλή στάθµη οποιουδήποτε παράγον-
τα σε αγωγή συµβολίζεται µε το αντίστοιχο µικρό γράµµα και η χαµηλή στά-
ϑµη ενός παράγοντα συµβολίζεται µε την απουσία του αντίστοιχου γράµ-
µατος. ∆ηλαδή, η αγωγή a παριστάνει τον παράγοντα Α στην υψηλή στάθµη
και τον Β στην χαµηλή στάθµη, η αγωγή b παριστάνει τον παράγοντα Α στην
χαµηλή στάθµη και τον Β στην υψηλή στάθµη και το ab παριστάνει και τους
δύο παράγοντες στην υψηλή στάθµη. Συνήθως το (1) το χρησιµοποιούµε για
να συµβολίζουµε την περίπτωση στην οποία και οι δύο παράγοντες ϐρίσκον-
ται στην χαµηλή στάθµη.

Παράδειγµα 10 ΄Εστω ο 22 Παραγοντικός Σχεδιασµός µε παράγοντες A, B
και αλληλεπίδραση AB. Οι επιδράσεις, οι αγωγές και οι στάθµες δίνονται στο
παρακάτω πίνακα.

Επιδράσεις (1) a b ab
A −1 +1 −1 +1
B −1 −1 +1 +1
AB +1 −1 −1 +1

Παράδειγµα 11 Ο παρακάτω πίνακας δίνει τα Αλγεβρικά Πρόσηµα για τον
υπολογισµό των επιδράσεων στον 22 παραγοντικό σχεδιασµό.

Η επίδραση ενός παράγοντα ορίζεται να είναι η αλλαγή που γίνεται στην
απόκριση (response) από την αλλαγή στο επίπεδο του παράγοντα. Αυτό
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ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΣ ΑΓΩΓΗΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΕΠΙ∆ΡΑΣΗ
(I) A B AB

(1) + − − +
a + + − −
b + − + −
ab + + + +

συνήθως καλείται κύρια επίδραση (main effect) επειδή αναφέρεται στους
παράγοντες που είναι πρωταρχικής σηµασίας στο πείραµα.
Σε κάποια πειράµατα παρατηρούµε µερικές ϕορές ότι η διαφορά στην απόκρ-
ιση µεταξύ των επιπέδων ενός παράγοντα δεν είναι η ίδια σ΄ όλα τα επίπεδα
των άλλων παραγόντων. Σε αυτή την περίπτωση, λέµε ότι υπάρχει αλλη-
λεπίδραση (interaction) µεταξύ των παραγόντων.
Παρατηρούµε εποµένως ότι οι παραγοντικοί σχεδιασµοί 2 ή και περισσότερων
επιπέδων έχουν αρκετά πλεονεκτήµατα. Αρχικά είναι περισσότερο αποδοτικοί
απ΄ ότι τα πειράµατα ενός παράγοντα την ϕορά τα αποία αλλάζουν ένα παράγον-
τα κάθε ϕορά. Επιπλέον, ένας παραγοντικός σχεδιασµός είναι αναγκαίος,
όταν υπάρχουν αλληλεπιδράσεις (interactions) για να αποφύγουµε τυχόν
παραπλανητικά συµπεράσµατα. Τέλος οι παραγοντικοί σχεδιασµοί επιτρέ-
πουν, οι επιδράσεις ενός παράγοντα να εκτιµώνται σε αρκετά επίπεδα των
άλλων παραγόντων, παρέχοντας µας συµπεράσµατα, τα οποία είναι έγκυρα
σ’ενα εύρος πειραµατικών συνθηκών.

Ορισµός 11 Ορίζουµε την µέση επίδραση ενός παράγοντα, σαν την αλλαγή
που προξενείται στην απόκριση από την αλλαγή στη στάθµη αυτού του παράγον-
τα, που προσδιορίζεται κατά µέσο όρο πάνω στις στάθµες του άλλου παράγοντα.

Η επίδραση του Α στην χαµηλή στάθµη του Β ισούται :

a− (1)

n
.

Η επίδραση του Α στην υψηλή στάθµη του Β ισούται :
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ab− b
n

.

Παίρνοντας τον µέσο όρο των δύο ποσοτήτων έχουµε:

A =
ab+ a− b− (1)

2n
. (2.1)

Η µέση επίδραση του Β ϐρίσκεται από τον µέσο όρο των επιδράσεων του
Β στη χαµηλή στάθµη του Α που ισούται µε : b−(1)

n
και της επίδρασης του Β

στην υψηλή στάθµη του Α που ισούται µε : ab−a
n

.
΄Εχουµε λοιπόν :

B =
ab− a+ b− (1)

2n
. (2.2)

Τέλος ορίζουµε την αλληλεπίδραση ΑΒ σαν την µέση διαφορά µεταξύ
της επίδρασης του Α ή Β στη υψηλή στάθµη του Β ή Α και της επίδρασης
του, του Α ή Β στη χαµηλή στάθµη του Β ή Α.
Εποµένως έχουµε:

AB =
ab+ (1)− a− b

2n
. (2.3)

Στην συνέχεια ϑέλουµε να προσδιορίσουµε ποιες µεταβλητές είναι πιθανόν
να είναι σηµαντικές. Για να το κάνουµε αυτό µπορούµε να χρησιµοποιή-
σουµε πίνακα ANOVA.

Στην περίπτωση µας όπου k = 2 (2k σχεδιασµοί) ϑεωρούµε τα αθροίσ-
µατα τετραγώνων για τους παράγοντες Α, Β και την αλληλεπίδραση ΑΒ.
Σηµειώνουµε ότι από την σχέση (1.1), χρησιµοποιούµε µια αντίθεση (con-
trast)για την εκτίµηση του Α. Ορίζουµε :

Contrast(A) = ab− b+ a− (1) (2.4)

Συνήθως την αντίθεση αυτή την ονοµάζουµε συνολική επίδραση του Α.
Αντιστοίχως από τις σχέσεις (2.2) και (2.3) ϐρίσκουµε την συνολική επίδραση
των Β και ΑΒ.
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Ανάλυση ∆ιασποράς µπορούµε να κάνουµε χρησιµοποιώντας πολλαπλή
γραµµική παλινδρόµηση όπου ο πίνακας σχεδιασµού Χ έχει στοιχεία 0 και
1 (ψευδοµεταβλητές). Η ειδική µορφή του πίνακα σχεδιασµού επιτρέπει την
αντιστροφή του πίνακα πληροφορίας XTX και την εκτίµηση των άγνωστων
παραµέτρων, ευκολότερα µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Στα προβλήµατα Ανάλυσης ∆ιασποράς έχουµε ένα πείραµα, όπου συµ-
µετέχουν διάφοροι παράγοντες (factors)και το αποτέλεσµα του πειράµατος
είναι η εξαρτηµένη µεταβλητή Y. Κάθε παράγοντας εµφανίζεται σε δύο ή
περισσότερες στάθµες (levels). ΄Οταν στο πείραµα έχουµε ένα παράγον-
τα σε Κ-στάθµες (επίπεδα), τότε λέµε ότι έχουµε Ανάλυση ∆ιασποράς µ’ε-
ναν παράγοντα (One way factor Analysis of Variance), όταν έχουµε δύο
παράγοντες έχουµε Ανάλυση ∆ιασποράς µε δύο παράγοντες (Two factors
Analysis of Variance) κτλ.
Το άθροισµα των τετραγώνων για οποιαδήποτε αντίθεση είναι :

SSc =
[
∑2k

i=1 ciYi]
2

n
∑2k

i=1 c
2
i

(2.5)

και έχει ένα ϐαθµό ελευθερίας (ϐ.ε).

Στην ειδική περίπτωση όπου k = 2, από την εξίσωση (2.5) έχουµε:

SSA =
[ab+ a− b− (1)]2

4n
(2.6)

SSB =
[ab+ b− a− (1)]2

4n
(2.7)

SSAB =
[ab+ (1)− a− b]2

4n
(2.8)

να είναι τα αθροίσµατα τετραγώνων για τους παράγοντες A, B, και την αλλη-
λεπίδραση AB αντίστοιχα.
Το συνολικό άθροισµα τετραγώνων ϐρίσκεται κατά συνήθη τρόπο, ως εξής :

SST =
2∑
i=1

2∑
j=1

n∑
k=1

Y 2
ijk −

Y 2
...

4n
(2.9)
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όπου Y... =
∑2

i=1

∑2
j=1

∑n
k=1 Yijk.

Γενικά, το SST έχει 4n−1 ϐαθµούς ελευθερίας. Το άθροισµα των τετραγώνων
των σφαλµάτων έχει 4(n− 1) ϐαθµούς ελευθερίας και υπολογίζεται ως εξής :

SSE = SST − SSA− SSB − SSAB. (2.10)

2.2.1 Παραγοντικοί Σχεδιασµοί µε Τρία ή
Περισσότερα Επίπεδα

Οι πιο δηµοφιλείς παραγοντικοί σχεδιασµοί είναι αυτοί των δύο επιπέδ-
ων. Παρόλα αυτά όµως χρησιµοποιούνται (σπανιότερα ίσως) και παραγον-
τικοί σχεδιασµοί µε περισσότερα από δύο επίπεδα όπως για παράδειγµα οι
παραγοντικοί σχεδιασµοί 3k, 4k, . . . κ.τ.λ.

Οι πλήρεις παραγοντικοί σχεδιασµοί τριών ή περισσοτέρων επιπέδων
είναι πολύ χρήσιµοι στην εύρεση των τετραγωνικών επιδράσεων (quadratic
effects), και συµβολίζονται ως εξής : lk. Αυτό σηµαίνει ότι οι k παράγοντες
εξετάζονται ο κάθε ένας σε l επίπεδα. Παραδείγµατος χάριν στην περίπτωση
του 3k σχεδιασµού ο κάθε ένας από τους k παράγοντες εξετάζεται σε τρία
επίπεδα. ΄Οµοια, ίδιο αποτέλεσµα ισχύει και στην περίπτωση περισσοτέρων
επιπέδων. Γενικά τα l επίπεδα ϑα τα συµβολίζουµε αριθµητικά ως 0, 1, 2 . . . , l.

Ο λόγος για τον οποίο µπορεί κάποιος ερευνητής να χρησιµοποιήσει στην
έρευνα του ένα παραγοντικό σχεδιασµό µε τρία ή περισσότερα επίπεδα εί-
ναι για να µπορεί να προσαρµόσει την πιθανή κυρτότητα (curvate) στη-
ν συνάρτηση απόκρισης και για να µπορέσει επίσης να αντιµετωπίσει την
περίπτωση στην οποία µπορεί να εµφανιστούν περισσότερα από δύο ονοµασ-
τικά ή ποιοτικά επίπεδα στους k-παράγοντες µας.

Τέλος οι Παραγοντικοί Σχεδιασµοί µε τρια ή περισσότερα επίπε-
δα διευκολύνουν την έρευνα του επιστήµονα και του επιτρέπουν την µελέτη
τετραγωνικών σχέσεων (quadratic relationship) µεταξύ της συνάρτησης απόκρ-
ισης και κάθε ενός από τους παράγοντες του µοντέλου που εξετάζει.

∆υστυχώς όµως, παρόλα τα πλεονεκτήµατα που µπορεί να προσφέρουν
οι παραγοντικοί σχεδιασµοί µε περισσότερα από δύο επίπεδα, από πλευράς
κόστους η εκτέλεση τέτοιων σχεδιασµών είναι πολύ δαπανηρή και χρονοβόρα,
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και έτσι οι σχεδιασµοί αυτοί αποφεύγονται. ΄Ετσι εναλλακτικοί σχεδιασµοί
χρησιµοποιούνται σε αυτές τις περιπτώσεις.

2.2.2 2k Παραγοντικοί Σχεδιασµοί

Η πιο γενική περίπτωση παραγοντικού σχεδιασµού µε δύο µόνο στάθµες
(επίπεδα) είναι αυτή µε k παράγοντες. Αυτές οι στάθµες µπορεί να είναι
είτε ποσοτικές µεταβλητές, όπως είναι δύο τιµές της ϑερµοκρασίας ή του
χρόνου, είτε να είναι ποιοτικές, όπως παραδείγµατος χάρην δύο µηχανές ή
η παρουσία ή η απουσία ενός παράγοντα. Μια πλήρης επανάληψη ενός
τέτοιου σχεδιασµού απαιτεί 2× 2× 2× . . .× 2=2k παρατηρήσεις και ο σχε-
διασµός καλείται 2k παραγοντικός σχεδιασµός.

Ο 2k παραγοντικός σχεδιασµός είναι ιδιαίτερα χρήσιµος στα αρχικά
στάδια της πειραµατικής εργασίας, όταν υπάρχουν πολλοί παράγοντες που
πρέπει να εξεταστούν. Αυτός µας εφοδιάζει µε το µικρότερο αριθµό εκτελέ-
σεων µε τις οποίες οι k παράγοντες πρέπει να µελετηθούν σ΄ έναν πλήρη
παραγοντικό σχεδιασµό.

Το στατιστικό µοντέλο για έναν 2k σχεδιασµό ϑα περιέχει k κύριες

επιδράσεις,
(
k
2

)
αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων,

(
k
3

)
αλληλεπιδρά-

σεις τριων παραγόντων, . . . , και µια αλληλεπίδραση k -παραγόντων. ∆ηλαδή,
για έναν 2k παραγοντικό σχεδιασµό το πλήρες µοντέλο ϑα περιέχει 2k − 1
επιδράσεις. Ο συµβολισµός που εισάγαµε προηγουµένως για τις αγωγές
(συνδυασµούς επιπέδων) χρησιµοποιείται επίσης και εδώ.

Παράδειγµα 12 Σε εναν 25 σχεδιασµό το abd συµβολίζει τις αγωγές (συνδυ-
ασµό επιπέδων) µε τους παράγοντες A,B και D στην υψηλή στάθµη και τους
παράγοντες C και E στην χαµηλή στάθµη. Οι αγωγές (συνδυασµοί επιπέδων)
µπορούν να γραφούν στην τυπική διάταξη εισάγοντας τους παράγοντες έναν
κάθε ϕορά, µε κάθε νέο παράγοντα να συνδυάζεται µε όλους όσους προηγούν-
ται από αυτόν. Για παράδειγµα η τυπική διάταξη για έναν 24 σχεδιασµό είναι :

(1), a, b, ab, c, ac, bc, abc, d, ad, bd, abd, cd, acd, bcd και abcd.

Για να εκτιµήσουµε µια επίδραση ή να υπολογίσουµε το άθροισµα τετραγών-
ων για µια επίδραση, πρέπει πρώτα να προσδιορίσουµε την αντίθεση που αν-
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τιστοιχεί σ΄ αυτήν την επίδραση. Αυτό µπορεί να γίνει πάντοτε χρησιµοποιών-
τας έναν πίνακα µε ϑετικά και αρνητικά πρόσηµα. Εντούτοις, για µεγάλες
τιµές του k αυτό δεν είναι ϐολικό και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια
εναλλακτική µέθοδο.

Γενικά, προσδιορίζουµε την αντίθεση (contrast) για την αλληλεπίδραση
AB . . .K αναπτύσσοντας το δεξιό µέρος της παρακάτω σχέσης :

Contrast(AB...K) = (a± 1)(b± 1) . . . (k ± 1) (2.11)

Κατά την ανάπτυξη της σχέσης (2.11) χρησιµοποιείται η συνήθης άλγεβρα
όπου στην τελική έκφραση αντικαθιστούµε το 1 µε το (1). Το πρόσηµο σε κά-
ϑε Ϲευγάρι παρενθέσεων είναι αρνητικό αν ο παράγοντας συµπεριλαµβάνεται
στην αλληλεπίδραση και ϑετικό αν ο παράγοντας δεν περιλαµβάνεται. ΄Ενα
παράδειγµα για να εξηγήσουµε την χρήση της σχέσης (2.11) είναι το ακόλου-
ϑο.

Παράδειγµα 13 Θεωρούµε έναν 25 παραγοντικό σχεδιασµό. Η αντίθεση για
την ABCD ϑα είναι :

Contrast(ABCD) = (a− 1)(b− 1)(c− 1)(d− 1)(e+ 1) = abcde+ cde+
bde+ade+ bce+ace+abe+ e+abcd+ cd+ bd+ad+ bc+ac+ab+ (1)−a−
b−c−d−abc−abd−acd−bcd−ae−be−ce−abce−de−abde−acde−bcde.

΄Οταν υπολογισθούν οι αντιθέσες για τις αλληλεπιδράσεις, µπορούµε να
εκτιµήσουµε τις αλληλεπιδράσεις και να υπολογίσουµε τα αθροίσµατα
τετραγώνων σύµφωνα µε τις σχέσεις :

AB . . .K =
2

n2k
(ContrastAB . . .K) (2.12)

και

SSAB...K =
1

n2k
(ContrastAB . . .K)2 (2.13)

αντίστοιχα, όπου το n συµβολίζει τον αριθµό επαναλήψεων.
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Ορισµός 12 Αν έχουµε µια µόνο επανάληψη ενός 2k σχεδιασµού τότε αυτός
ονοµάζεται µη-επαναλαµβανόµενος (unreplicated) παραγοντικός σχεδιασµός.

Με µια µόνο επανάληψη δεν µπορούµε να εκτιµήσουµε το σφάλµα. Μια
προσέγγιση στην ανάλυση ενός µη-επαναλαµβανόµενου παραγοντικού σχε-
διασµού είναι να υποθέσουµε ότι µερικές υψηλής τάξης αλληλεπιδράσεις
είναι ασήµαντες και έτσι συνδυάζουµε τα µέσα τετράγωνα αυτών για να εκ-
τιµήσουµε το σφάλµα. Αυτό στηρίζεται στην ′′Αρχή της Σποραδικότητας
των Αλληλεπιδράσεων′′ (Sparcity of Interactions Principle) . ∆ηλαδή, τα
περισσότερα συστήµατα κυριαρχούνται από µερικές κύριες επιδράσεις και
αλληλεπιδράσεις χαµηλής τάξης και οι περισσότερες αλληλεπιδράσεις υψη-
λής τάξης είναι αµελητέες.

Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί κανείς να ϐρει στους Σ. Γεωργίου και
Σ. Στυλιανού, (2009).

2.2.3 Γραµµικό Μοντέλο για τους 22 Παραγοντικούς Σχε-
διασµούς

΄Εστω Yijk είναι η παρατηρούµενη απόκριση, όταν ο παράγοντας Α είναι στο
i-στο επίπεδο για i = 1, . . . , a και ο παράγοντας Β είναι στο j-στο επίπεδο
για j = 1, . . . , b για την k-οστή επανάληψη για k = 1, . . . , n. Η σειρά µε
την οποία παίρνονται οι abn παρατηρήσεις επιλέγεται τυχαία και έτσι αυτός
ο σχεδιασµός είναι ένας πλήρως τυχαιοποιηµένος σχεδιασµός.

Οι παρατηρήσεις µπορούν να περιγραφούν από το γραµµικό στατιστικό
µοντέλο που είναι της µορφής :

Yijk = µ+ τi + βj + (τβ)ij + εijk

i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, k = 1, . . . , n, (2.14)

όπου:
µ: είναι η επίδραση του γενικού µέσου,

τi: είναι η επίδραση του i-στου επιπέδου του παράγοντα A,

βj: είναι η επίδραση του j-στου επιπέδου του παράγοντα B,
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(τβ)ij: είναι η αλληλεπίδραση µεταξύ των παραγόντων A και B,

εijk: είναι η συνιστώσα του τυχαίου σφάλµατος.

Και οι δύο παράγοντες αρχικά υποτίθεται ότι είναι σταθεροί και εποµένως
ορίζουµε τις επιδράσεις των αγωγών σαν τις αποκλίσεις από τον γενικό µέσο.
Για την µονοσήµαντη εκτίµηση των παραµέτρων τi και βj υποθέτουµε ότι :

a∑
i=1

τi = 0 (2.15)

b∑
j=1

βj = 0 (2.16)

Παρόµοια και οι αλληλεπιδράσεις είναι σταθερές και υποθέτουµε ότι :
a∑
i=1

(τβ)ij = 0. (2.17)

και
b∑

j=1

(τβ)ij = 0. (2.18)

Αφού υπάρχουν n επαναλήψεις του πειράµατος, υπάρχουν συνολικά abn
παρατηρήσεις.

Συνεχίζοντας, έστω τώρα Yi.. συµβολίζει το άθροισµα όλων των παρατηρή-
σεων το i-επίπεδο του παράγοντα A, Y.j. συµβολίζει το άθροισµα όλων των
παρατηρήσεων το j-επίπεδο του παράγοντα B, Yij. συµβολίζει το άθροισµα
όλων των παρατηρήσεων στο (i, j) κελί και Y... συµβολίζει το γενικό άθροισµα
όλων των παρατηρήσεων.
Ορίζουµε :
Ȳi.., Ȳ.j., Ȳij., και Ȳ... να είναι ο µέσος όρος της i-γραµµής , της j-στήλης,
του (i, j) κελιού και ο γενικός µέσος αντίστοιχα. Τα αθροίσµατα και οι µέσοι
δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις :
Yi.. =

∑b
j=1

∑n
k=1 Yijk
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Ȳi.. = Yi..

bn
, i = 1, . . . , a

Y.j. =
∑a

i=1

∑n
k=1 Yijk

Ȳ.j. =
Y.j.

an
, j = 1, . . . , b

Yij. =
∑n

k=1 Yijk

Ȳij. =
Yij.

n
, i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b,

Y... =
∑a

i=1

∑b
j=1

∑n
k=1 Yijk

Ȳ... = Y...
abn

Το συνολικό διορθωµένο (corrected) άθροισµα τετραγώνων
µπορεί να γραφεί και ως εξής :

a∑
i=1

b∑
j=1

n∑
k=1

[Yijk − Ȳ...]2 =
a∑
i=1

b∑
j=1

n∑
k=1

[(Ȳi.. − Ȳ...) + (Ȳ.j. − Ȳ...)

+ (Ȳij. − ¯Yi..−Ȳ.j. − Ȳ...) + (Yijk − Ȳij.)]2

= bn
a∑
i=1

(Ȳi.. − Ȳ...)2 + an
b∑

j=1

(Ȳ.j. − Ȳ...)2

+ n
a∑
i=1

b∑
j=1

(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. − Ȳ...)2

+
a∑
i=1

b∑
j=1

n∑
k=1

(Yijk − Ȳij.)2 (2.19)

Μπορούµε να γράψουµε την εξίσωση (2.19) και ως εξής :

SST = SSA+ SSB + SSAB + SSE. (2.20)

Ο αριθµός των ϐαθµών ελευθερίας (ϐ.ε) που αντιστοιχεί σε κάθε άθροισµα
τετραγώνων δίνονται στο πίνακα 2.1.
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Πίνακας 2.1: ϐ.ε

Επίδραση Βαθµοί Ελευθερίας
A a− 1
B b− 1

Αλληλεπίδραση AB (a− 1)(b− 1)
Σφάλµα ab(n− 1)
Σύνολο abn− 1

Επισηµαίνουµε ότι τα :

SST: είναι το συνολικό άθροισµα τετραγώνων,

SSA: είναι το άθροισµα τετραγώνων που οφείλεται στον παράγοντα A,

SSB: είναι το άθροισµα τετραγώνων που οφείλεται στον παράγοντα B,

SSAB: είναι το άθροισµα τετραγώνων που οφείλεται στην αλληλεπίδραση
µεταξύ των παραγόντων A και B,

SSE: είναι το άθροισµα τετραγώνων που οφείλεται στο σφάλµα (error).

Τώρα χρειάζεται να ϐρούµε τα µέσα τετράγωνα. Κάθε άθροισµα
τετραγώνων διαιρούµενο µε τους ϐ.ε του, δίνει το αντίστοιχο µέσο τετράγωνο.
Συνεπώσ:

MSA =
SSA

a− 1
,

MSB =
SSB

b− 1
,
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MSAB =
SSAB

(a− 1)(b− 1)
,

MSE =
SSE

ab(n− 1)
.

Και έτσι δηµιουργήσαµε τον πίνακα ανάλυσης διασποράς (ANOVA) για
έναν παραγοντικό σχεδιασµό µε δύο παράγοντες :

Πίνακας 2.2: Πίνακας ANOVA για έναν παραγοντικό σχεδιασµό µε δύο
παράγοντες

Πηγή ΄Αθρ. Βαθµοί Μέσα Fo -
Μεταβολής Τετρ. Ελευθερίας Τετράγωνα Στατιστικό

Αγωγές του A SSA a− 1 MSA = SSA
(a−1) Fo =

MSA
MSE

Αγωγές του B SSB b− 1 MSB = SSB
(b−1) Fo =

MSB
MSE

Αλληλεπίδραση SSAB (a− 1)(b− 1) MSAB = SSAB
(a−1)(b−1) Fo =

MSAB
MSE

Σφάλµα SSE ab(n− 1) MSE = SSE
ab(n−1) −

Ολική SST abn− 1 − −

Για να υπολογίσουµε τα αθροίσµατα τετραγώνων στη σχέση (2.20) είναι
πιο εύκολο να χρησιµοποιήσουµε τους παρακάτω ισοδύναµους τύπους. Το
συνολικό άθροισµα τετραγώνων δίνεται από τη σχέση:

SST =
a∑
i=1

b∑
j=1

n∑
k=1

Y 2
ijk −

Y 2
...

abn
(2.21)
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Τα αθροίσµατα τετραγώνων για τις κύριες επιδράσεις είναι :

SSA =
a∑
i=1

Y 2
i..

bn
− Y 2

...

abn
(2.22)

και

SSB =
b∑

j=1

Y 2
.j.

bn
− Y 2

...

abn
. (2.23)

Το άθροισµα τετραγώνων για την αλληλεπίδραση AB είναι :

SSAB = SSsubtotal − SSA− SSB − SSAB, (2.24)

όπου subtotal είναι το υπό-άθροισµα.

SSsubtotal =
a∑
i=1

b∑
j=1

Y 2
ij.

n
− Y 2

...

abn
. (2.25)

Τέλος το άθροισµα τετραγώνων για το σφάλµα το υπολογίζουµε ως εξής :

SSE = SST − SSA− SSB − SSAB. (2.26)

Παράδειγµα 14 ΄Εστω ότι σε µια χηµική αντίδραση ϑέλουµε να µελετήσουµε
την συγκέντρωση του χηµικού αντιδραστηρίου και την ποσότητα του καταλύτη.
Ονοµάζουµε παράγοντα Α την συγκέντρωση του χηµικού αντιδραστηϱίου µε
επίπεδα 15% και 25% και παράγοντα Β την ποσότητα του καταλύτη µε επίπεδα
1kg και 2kg. Το πείραµα επαναλαµβάνεται τρεις ϕορές οπότε προκύπτουν οι
παρακάτω παρατηρήσεις :

Αρχικά ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τις κύριες επιδράσεις και τις αλληλεπιδρά-
σεις των παραγόντων.
Εποµένως :
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Παράγοντες Συνδυασµοί Επαναλήψεις Σύνολο
A B Επιπέδων Ι ΙΙ ΙΙΙ

− − A χαµηλό, B χαµηλό 28 25 27 80

+ − A υψηλό, B χαµηλό 36 32 32 100

− + A χαµηλό, B υψηλό 18 19 23 60

+ + A υψηλό, B υψηλό 31 30 29 90

Η κύρια επίδραση του παράγοντα Α είναι :

A =
ab+ a− b− (1)

2n
=

90 + 100− 60− 80

6
=

190− 140

6
= 8.33

Η κύρια επίδραση του Β είναι :

B =
ab− a+ b− (1)

2n
=

90 + 60− 100− 80

6
=

150− 180

6
= −5.00

Τέλος η αλληλεπίδραση των ΑΒ είναι :

AB =
ab+ (1)− a− b

2n
=

90 + 80− 100− 60

6
=

170− 160

6
= 1.67

όπου το n συµβολίζει τον αριθµό των επαναλήψεων.
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Αντιθέσεις - Contrast
Στα 2k πειράµατα σαν αντιθέσεις ορίζουµε τη συνολική επίδραση (total

effects) των παραγόντων και των αλληλεπιδράσεων τους.
Εποµένως :

Contrast(A) = ab− b+ a− (1)

Contrast(B) = ab+ b− a− (1)

Contrast(AB) = ab+ (1)− b− a.

Τα αθροίσµατα τετραγώνων των παραγόντων και των αλληλεπιδρασεών
τους ϑα είναι :

SSA =
[ab+ a− b− (1)]2

4n
=

[90 + 100− 80− 60]2

12
=

2500

12
⇒ SSA = 208.33

SSB =
[ab+ b− a− (1)]2

4n
=

[90 + 60− 100− 80]2

12
=

900

12
⇒ SSB = 75

SSAB =
[ab+ (1)− a− b]2

4n
=

[90 + 80− 100− 60]2

12
=

100

12
⇒ SSAB = 8.33

Το συνολικό άθροισµα τετραγώνων ισούται :

SST =
2∑
i=1

2∑
j=1

n∑
k=1

Y 2
ijk −

Y 2 . . .

4n

=
(28)2 + (25)2 + (27)2 + (36)2 + (32)2 + (32)2

1

+
(18)2 + (19)2 + (23)2 + (31)2 + (30)2 + (29)2

1

=
[28 + 25 + 27 + 36 + . . .+ 30 + 29]2

12
= 9398− 9075 = 323

⇒ SST = 323.
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Τέλος το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων ισούται :

SSE = SST − SSA− SSB − SSAB ⇒

SSE = 323− 208.33− 75− 8.33 = 323− 291.66

⇒ SSE = 31.34.

Στην συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε τον πίνακα Ανάλυσης ∆ιασποράς (ANO-
VA) και ϑα συµπεράνουµε από τα αποτελέσµατα που ϑα ϐρούµε, ποιές επιδρά-
σεις και αλληλεπιδράσεις είναι σηµαντικές.

Πίνακας 2.3: Πίνακας Ανάλυσης ∆ιασποράς (ANOVA)

Πηγή ΄Αθροισµα Βαθµοί Μέσα Fo -
Μεταβολής Τετραγώνων Ελευθερίας Τετράγωνα Στατιστικό

Αγωγές του A SSA=208.33 1 MSA =208.33 Fo=53.15

Αγωγές του B SSB=75 1 MSB=75 Fo=19.13

Αλληλεπίδραση AB SSAB=8.33 1 MSAB=8.33 Fo=2.13

Σφάλµα SSE=31.34 4(n− 1)=8 MSE=3.92 −

Ολική SST=323 4n− 1=11 − −
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Για τον παράγοντα A έχουµε :
Fa,v1,v2 = F0.01,1,8 = 11.26 < |Fo| = |53.15|.
΄Αρα ο παράγοντας Α είναι στατιστικά σηµαντικός.

Οµοίως για τον παράγοντα B έχουµε :
Fa,v1,v2 = F0.01,1,8 = 11.26 < |Fo| = | − 19.13|.
΄Αρα ο παράγοντας Β είναι στατιστικά σηµαντικός.

Τέλος για την αλληλεπίδραση AB έχουµε :
Fa,v1,v2 = F0.01,1,8 = 11.26 > |Fo| = |2.13|.
΄Αρα η αλληλεπίδραση ΑΒ δεν είναι στατιστικά σηµαντική.

2.2.4 Γραµµικό Μοντέλο για τους 2k Παραγοντικούς
Σχεδιασµούς

Ισχύουν ακριβώς τα ίδια µε το γραµµικό µοντέλο για παραγοντικούς σχεδι-
ασµούς µε 2 παράγοντες απλά τώρα εδώ δεν έχουµε δύο κύριες επιδράσεις
και µια αλληλεπίδραση αλλά το στατιστικό µοντέλο για έναν 2k παραγοντικό

σχεδιασµό ϑα περιέχει k-κύριες επιδράσεις,
(
k
2

)
αλληλεπιδράσεις δύο

παραγόντων,
(
k
3

)
αλληλεπιδράσεις τριών παραγόντων, . . . και µια αλλη-

λεπίδραση k- παραγόντων. Τέλος οι ϐαθµοί ελευθερίας (ϐ.ε.) για το σφάλµα
ϑα είναι 2k(n− 1) ενώ για το σύνολο (ολικό) ϑα είναι n2k − 1 όπου n είναι ο
αριθµός των επαναλήψεων και k οι παράγοντες.

2.2.5 Οµοιοµορφία (Uniformity)

Η οµοιοµορφία είναι µια σηµαντική ιδιότητα των Παραγοντικών Σχεδιασ-
µών για πειράµατα µε τη χρήση του υπολογιστή (computer experiments). Η
ιδιότητα αυτή προτάθηκε από τους Fang, Li and Sudjianto το (2006). Χρησι-
µοποιήθηκαν διάφορα κριτήρια οµοιοµορφίας για την ταξινόµηση των Ο-
µοιόµορφων Σχεδιασµών (uniform design) σύµφωνα µε τους Fang and Wang
(1994), Fang, Lin, Winker and Zhang (2000).

Συγκεκριµένα οι Fang and Mukerjee το (2000) ανακάλυψαν ότι υπάρχει
µια στενή σχέση µεταξύ του Κριτηρίου Ελάχιστης Απόκλισης (Minimum Aber-
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ration) και του Κριτηρίου της Οµοιοµορφίας (Uniformity) για τους Κανον-
ικούς Παραγοντικούς Σχεδιασµούς δύο-επιπέδων.
Αυτή η σχέση µελετήθηκε και από άλλους ερευνητές όπως για παράδειγµα
από τους Ma and Fang το (2001), που κατάφεραν να αποδείξουν ότι η παρα-
πάνω σχέση ισχύει γενικά για όλους τους Παραγοντικούς Σχεδιασµούς δύο
επιπέδων.

2.3 Κλασµατικοί Παραγοντικοί Σχεδιασµοί µε δύο
επίπεδα

Σ’εναν 2k παραγοντικό σχεδιασµό, καθώς αυξάνει ο αριθµός των παραγόν-
των, ο αριθµός των εκτελέσεων που απαιτούνται για µια πλήρη επανάληψη
του σχεδιασµού αυξάνει πάρα πολύ γρήγορα.

Παράδειγµα 15 Μια πλήρης επανάληψη του 26 σχεδιασµού απαιτεί 64 εκ-
τελέσεις. Σ΄ αυτόν τον σχεδιασµό από τους 63 ϐαθµούς ελευθερίας (ϐ.ε) µόνο
οι 6 αντιστοιχούν στις κύριες επιδράσεις και µόνο 15 ϐαθµοί ελευθερίας αντι-
στοιχούν στις αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων. Οι υπόλοιποι 42 ϐ.ε. αντισ-
τοιχούν στις αλληλεπιδράσεις τριών και περισσοτέρων παραγόντων.

Υποθέτωντας ότι ορισµένες υψηλής τάξης αλληλεπιδράσεις είναι ασή-
µαντες, µπορούµε να πάρουµε πληροφορίες για τις κύριες επιδράσεις και τις
αλληλεπιδράσεις χαµηλής τάξης εκτελώντας µόνο ένα κλάσµα του πλήρους
παραγοντικού πειράµατος.

Η κυριότερη χρήση των κλασµατικών παραγοντικών σχεδιασµών είναι σε
πειράµατα κρησαρίσµατος (screening experiments).

Ορισµός 13 ΄Ενας σχεδιασµός ϑα καλείται κλασµατικός παραγοντικός
σχεδιασµός (fractional factorial designs) δύο επιπέδων και ϑα συµβολίζεται
µε 2k−p εάν :

• Κάθε παράγοντας του έχει 2 επίπεδα

• Οι παράγοντες είναι ανά δύο ορθογώνιοι.

• ΄Εχει k-παράγοντες (στήλες).
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• ΄Εχει 2k−p εκτελέσεις (γραµµές) (runs).

• Μπορεί να εκτιµά µέχρι k-κύριες επιδράσεις (main effects).

• ΄Εχει p ανεξάρτητες ορίζουσες σχέσεις.

Παρατήρηση 1 Ορθογώνιος Σχηµατισµός (Orthogonal Array)
OA(n, k, s, t) ονοµάζεται ο σχεδιασµός ο οποίος είναι ένας n× k πίνακας µε σ-
τοιχεία±1 στον οποίο όλες οι st γραµµές οποιονδήποτε t στηλών του (x1, x2, . . .,
xt) εµφανίζονται ίσο πλήθος ϕορών. Με n συµβολίζουµε τον αριθµό των εκ-
τελέσεων, k είναι ο αριθµός των παραγόντων, s ο αριθµός των επιπέδων και t
η ισχύς του πίνακα.

Παράδειγµα 16 Ο παρακάτω 4 × 3 πίνακας είναι ένας ορθογώνιος σχηµα-
τισµός µε παραµέτρους n = 4, k = 3, s = 2 και t = 2.

OA :


+1 +1 +1
+1 −1 −1
−1 +1 −1
−1 −1 +1


Ορισµός 14 Κανονικοί σχεδιασµοί καλούνται οι κλασµατικοί παραγοντικοί
σχεδιασµοί που παράγονται από ορίζουσες σχέσεις (defining relations).

Παρατήρηση 2 Ορίζουσα Σχέση (Defining Relation) για έναν κλασµατικό
παραγοντικό σχεδιασµό ϑα καλείται το σύνολο όλων των στηλών του σχεδιασ-
µού που είναι ίσες µε την µοναδιαία στήλη I.

Ορισµός 15 Κανονικοί Κλασµατικοί Παραγοντικοί Σχεδιασµοί ή γνω-
στοί συνήθως και ως 2n−p κανονικοί σχεδιασµοί είναι οι κλασµατικοί παραγον-
τικοί σχεδιασµοί που έχουν p ορίζουσες σχέσεις (defining relations).

΄Ενα παράδειγµα για να κατανοήσουµε τους κανονικούς κλασµατικούς
παραγοντικούς σχεδιασµούς είναι το ακόλουθο.
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Παράδειγµα 17 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να κατασκευάσουµε έναν 23−1 κλασµατικό
παραγοντικό σχεδιασµό, όπου το 3 συµβολίζει τις στήλες του πίνακα που ϑέλουµε
να κατασκευάσουµε και το 23−1 = 4 συµβολίζει τις γραµµές του πίνακα. Ονοµά-
Ϲουµε τους παράγοντες A, B, C. Εχουµε ότι n−p = 2 και έτσι κατασκευάζουµε
τον πλήρη 22 σχεδιασµό για τους πρώτους δύο παράγοντες τους A, B. Για τον
τρίτο παράγοντα ορίζουµε την ορίζουσα σχέση C = AB (I = ABC).

Για πειράµατα µε υπολογιστές απαιτείται η εξέταση παραγόντων σε πολλά
επίπεδα και έτσι οι παραπάνω σχεδιασµοί που αναφέραµε δεν είναι κατάλληλοι.
Αυτό είχε σαν επακόλουθο να αναπτυχθούν οι σχεδιασµοί που παρουσιά-
Ϲονται στα επόµενα κεφάλαια. Σε αυτούς τους σχεδιασµούς δεν υπάρχει
τυχαιοποίηση ή σφάλµα και δεν χρειάζονται επαναλήψεις για να προκύψουν
εκτίµησεις του σφάλµατος. Βασικό είναι ότι στα πειράµατα αυτά κάθε ίδια
εκτέλεση του πειράµατος δίνει ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα.



Κεφάλαιο 3

Σχεδιασµοί Λατινικών
Υπερκύβων

3.1 Εισαγωγή

Στα πειράµατα µε υπολογιστές (Computer Experiments) και πιο συγκεκριµέ-
να οι σχεδιασµοί ορθογώνιων Λατινικών υπερκύβων (Orthogonal Latin hy-
percube designs), εµφανίζονται στην ϐιβλιογραφία µόνο για πειράµατα µε
πλήθος δοκιµών να είναι δύναµη του 2. Αυτό, γίνεται γιατί η κατασκευή
τους είναι εξαιρετικά δύσκολο πρόβληµα λόγω των περιορισµών που πρέπει
να ικανοποιούν. Στην διατριβή αυτή δίνονται νέες µέθοδοι και διαδικασίες
κατασκευής σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων και ορθογώνιων Λατινικών υ-
περκύβων και κατασκευάζονται ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβ-
ων (OLHD) οι οποίοι έχουν ευέλικτο αριθµό εκτελέσεων. Για την ανάλυση
τέτοιων σχεδιασµών χρησιµοποιούνται διάφορα µοντέλα (όπως το Πολυωνυ-
µικό Μοντέλο και το Μοντέλο Kriging) ενώ για την κατασκευή τους αναπ-
τύχθηκαν κατάλληλοι αλγόριθµοι που υλοποιήθηκαν σε γλώσσα προγραµ-
µατισµού Matlab .

3.2 Kriging Μοντέλο

3.2.1 Εισαγωγή

Το µοντέλο Kriging είναι εµπνευσµένο από το έργο του Krige, γεωλόγου από
τη Νότια Αφρική ο οποίος είχε προτείνει καινοτόµες ιδέες για την εκτίµηση
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των παραµέτρων, αλλά ποτέ δεν τυποποίησε τη µέθοδο του. Στη συνέχεια, ο
George Matheron (1971) ανέπτυξε την Θεωρία Περιφερειοποιηµένων Μεταβλ-
ητών (Theory of Regionalized Variable) µε ϐάση το έργο που επιτέλεσε ο Krige
και έτσι ονόµασε την µέθοδο του, µέθοδο Kriging προς τιµήν του.

Μια παραλλαγή της µεθόδου αυτής που ονοµάστηκε Ordinary Kriging ε-
ϕαρµόστηκε για πρώτη ϕορά σε ντετερµινιστικές προσοµοιώσεις σε ηλεκτρον-
ικούς υπολογιστές από τους Sacks et al (1989) και την ονόµασαν ”Σχεδιασµός
και Ανάλυση Πειραµάτων σε Υπολογιστές ”. Από τότε χρησιµοποιούνται ευ-
ϱέως στα προσεγγιστικά µοντέλα µε χρήση υπολογιστών.

Το µοντέλο Kriging είναι ευέλικτο και αρκετά ανθεκτικό σε προσεγγιστικές
σύνθετες πολυδιάστατες συναρτήσεις, καθιστώντας έτσι την εφαρµογή του
πολύ χρήσιµη σε αυτές τις περιπτώσεις.

3.2.2 Περιγραφή Μοντέλου

Η απλούστερη µορφή του Kriging µοντέλου δίνεται από τη σχέση:

y(x) = µ+ Z(x)

όπου :
x: είναι ένα m-διάστατο διάνυσµα (αγωγή του σχεδιασµού),
µ: είναι µια άγνωστη σταθερά (ο µέσος όρος)
Z(x): είναι µια πολυδιάστατη τυχαία µεταβλητή δηλ, ένας στοχαστικός όρος
µε µέση τιµή µηδέν και διακύµανση σ2.

Η συσχέτιση µεταξύ Z(xi) και Z(xj) συνδέεται στενά µε την απόσταση
µεταξύ των δύο αντίστοιχων γραµµών, xi και xj.

Η σταθµισµένη απόσταση µεταξύ των σηµείων xi και xj δίνεται από τη
σχέση:

d(xi, xj) =
∑

θk
∣∣xik − xjk∣∣2

όπου:
θk(0 ≤ θk ≤ ∞) είναι ένα άγνωστο διάνυσµα συντελεστών συσχέτισης που
ψάχνουµε για να µεγιστοποιήσει ή να ελαχιστοποιήσει την πιθανοφάνεια µας.

Η συσχέτιση µεταξύ των σηµείων xi και xj ορίζεται ως η συσχέτιση των Zi
x

και Zj
x :

Corr[Z(xi), Z(xj)] = exp[−d(xi, xj)].
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Η εκτιµήτρια του Kriging µοντέλου δίνεται από τη σχέση:

ŷ(x) = µ̂+ r′R−1(y − 1µ̂)

όπου:
µ̂: είναι η εκτιµώµενη τιµή του µ,
R: είναι ο n× n πίνακας συσχετίσεων µε (i, j) στοιχείο :

Corr[Z(xi), Z(xj)].

r: είναι το διάνυσµα του οποίου το ι-οστό στοιχείο ισούται :

ri(x) = Corr[Z(x), Z(xi]

και
y : y = [y(x1) . . . y(xn)].

Το kriging µοντέλο υπολογίζει τις τιµές της συνάρτησης y(x) σε τιµές που
δεν υπάρχουν στον σχεδιασµό δηλ, διαφορετικές τιµές του x από αυτές του
σχεδιασµού. Για να διακρίνουµε την πραγµατική τιµή από την εκτιµώµενη
τιµή ϑα χρησιµοποιόυµε τον συµβολισµόˆ(καπέλο) όπου υποδηλώνει τις εκ-
τιµώµενες τιµές όπως π.χ. y είναι η πραγµατική τιµή της απόκρισης και ŷ
είναι η εκτιµώµενη τιµή της απόκρισης.

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα ορίζεται ως το τετράγωνο της αναµενόµενης
τιµής των διαφορών µεταξύ της πραγµατικής απόκρισης και της προσεγ-
γιστικής απόκρισης σε οποιοδήποτε σηµείο. Από µαθηµατική άποψη αυτή
εκφράζεται ως :

MSE = E[y(x)− y(x̂)]2.

Επειδή το kriging µοντέλο περνάει από τα σηµεία, το µοντέλο ϑα έχει
µηδενικό MSE σε ένα σηµείο δείγµατος. Εάν ελαχιστοποιήσουµε το MSE,τότε
η kriging predictor ισούται :

ŷ = fµ̂+ rT (x)R−1(y − fµ̂)

όπου:
y: είναι το διάνυσµα των αποκρίσεων (αντικειµενικές τιµές), στους χώρους
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των δειγµάτων (x1, . . . , xn) και
f : είναι ένα διάνυσµα µήκους n, µε όλα τα στοιχεία του µονάδες.

Στην παραπάνω σχέση, το διάνυσµα συσχέτισης, r(x), είναι η συσχέτιση
µεταξύ της τιµής σε µια νέα ϑέση της µεταβλητής x και οι τιµές στους χώρους
του δείγµατος. Για να χρησιµοποιήσουµε αυτό το µοντέλο, ϑα πρέπει να
υπολογίσουµε τα µ̂ και θk, αφού r και R εξαρτώνται από το θk.

Το διάνυσµα συσχέτισης ορίζεται ως :

r(x)T = [R(x, x1), . . . , R(x, xn)].

Τις άγνωστες παραµέτρους θk µπορούµε να τις υπολογίσουµε χρησιµοποιών-
τας την εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE ). Αυτή η προσέγγιση χρησι-
µοποιεί την πιθανοφάνεια του υποτιθέµενου Gaussian υπολογιστικού µον-
τέλου µε τις kriging παραµέτρους θk των δοθέντων y παρατηρήσεων. Η πι-
ϑανοφάνεια ορίζεται ως :

L(θk|y) = e
−(y−fµ̂)TR(θk)

−1(y−fµ̂)

2
ˆ
σ2

√
(2πσ̂2)ns |R(θk) |.

Συνήθως, για χάριν ευκολίας, χρησιµοποιούµε τη λογαριθµική πιθανοφάνεια
(log-likelihood ) που απλοποιεί τη παραπάνω σχέση.

l(θk|y) =
−(y − fµ̂)TR(θk)

−1(y − fµ̂)

2σ̂2
− nsln(2πσ̂2 + ln(|R(θk) |)

2
.

Με την εύρεση των παραγώγων και ϑέτοντας τις ίσες µε µηδέν, παίρνουµε
τις ακόλουθες σχέσεις ως προς µ̂ και σ̂2:

µ̂ = (fTR−1f)−1fTR−1y,

σ̂2 =
1

ns

(y − fµ̂)TR−1(y − fµ̂)

2σ̂2
.

Τέλος, τις παραµέτρους συσχέτισης, θk, µπορούµε να τις υπολογίσουµε
µεγιστοποιώντας την λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας γνωστή και ως
µέθοδος εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE) το οποίο µπορεί να αναχ-
ϑεί σε :
Μεγιστοποίηση της συνάρτησης −nsln(σ̂2+ln(|R|)

2
.
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ως προς θk
µε τους περιορισµούς 0 ≤ θk ≺ ∞.

Αυτό είναι ένα n− διάστατο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης και είναι καλά
ορισµένο. Παρατηρήστε ότι ένα Kriging µοντέλο µπορεί να κατασκευαστεί
για οποιαδήποτε τιµή του θk. Αυτή η ϐελτιστοποίηση διασφαλίζει ότι ϑα γίνει
η καλύτερη επιλογή από τις θk τιµές που έχουµε να επιλέξουµε.
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Κεφάλαιο 4

Ορθογώνιοι Σχεδιασµοί
Λατινικών υπερκύβων

Οι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων (LHDs) χρησιµοποιούνται ευρέως στο
σχεδιασµό πειραµάτων µε υπολογιστές. Τα τελευταία χρόνια ολοένα και
περισσότεροι ερευνητές προσελκύονται για να τους µελετήσουν. Πολλοί ερε-
υνητές έχουν ασχοληθεί µε τους σχεδιασµούς αυτούς δίνοντας νέες µεθόδους
και διαδικασίες κατασκευής OLHDs και NOLHDs .

Πιο συγκεκριµένα, κάνοντας µια ιστορική αναδροµή µπορεί να παρατηρή-
σει κανείς ότι οι McKay et al (1979) ήταν οι πρώτοι που εισήγαγαν και µελέτη-
σαν τις ιδιότητες των σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων ως εναλλακτική λύση
για ανεξάρτητα και ισόνοµα κατανεµηµένη δειγµατοληψία.

Ακολούθησαν το 1994 και 1998 αντιστοίχως οι Owen (1994) και Tang
(1998) που χρησιµοποίησαν ορθογώνιους σχηµατισµούς και υπολογιστικούς
αλγορίθµους για να κατασκευάσουν νέους σχεδιασµούς Λατινικών υπερκύβ-
ων (LHDs) και έκαναν συγκρίσεις µε τους κλασσικούς LHDs.

Στους OLHDs που κατασκευάστηκαν από τους Ye (1998), ο αριθµός εκ-
τελέσεων n είναι της µορφής n = 2k ή 2k + 1 και ο αντίστοιχος αριθµός
παραγόντων είναι m = 2k − 2, όπου k ≥ 2.

Ο Butler (2001) κατασκεύασε ορθογώνιους LHDs για µια κλάση µοντέλων
τριγωνοµετρικής παλινδρόµησης.

Οι Steinberg and Lin (2006) πρότειναν µια µέθοδο για την κατασκευή
σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων µε 2k εκτελέσεις και 2k−1 παράγοντες υπό
τον περιορισµό όµως ότι το k = 2m.

Ο Georgiou (2009) διερεύνησε τη σχέση µεταξύ των γενικευµένων Ορ-
ϑογώνιων σχεδιασµών και των Ορθογώνιων LHDs.
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Πρόσφατα, οι Georgiou (2009),Georgiou and Stylianou (2011) και Georgiou
and Stylianou (2012) παρουσίασαν µεθόδους για την κατασκευή OLHDs και
σχεδιασµούς για πειράµατα µε υπολογιστές χρησιµοποιώντας γενικευµένους
ορθογώνιους σχεδιασµούς, ορθογώνιους σχεδιασµούς και διανύσµατα µε µη-
δενική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Σε αυτούς τους σχεδιασµούς ο αριθµός
των εκτελέσεων τους δεν είναι απαραίτητα δύναµη του 2, αλλά οι κατασκευές
τους απαιτούν περαιτέρω µελέτη και έρευνα.

Οι Sun Liu and Lin (2009) κατασκεύασαν σχεδιασµούς της µορφής
OLHD(2c+1, 2c). Επίσης, οι Lin et al. (2010) έδωσαν κάποιες µεθόδους πολ-
λαπλασιασµού για την κατασκευή νέων µεγάλων OLHDs χρησιµοποιώντας
γνωστούς σχεδιασµούς και το γινόµενο Kronecker, ενώ οι Sun Liu and Lin
(2010) έδειξαν πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει OLHD(2c+1r, 2c) χρησι-
µοποιώντας τα αποτελέσµατα των Sun Liu and Lin (2009).

Οι Pang, Liu and Lin (2009) ανάπτυξαν ορθογώνιους LHDs µέσω των
µέσων των εκ περιτροπής παραγοντικών σχεδιασµών. (by means rotating
factorial designs.)

Συνεχίζοντας, οι Bingham, Sitter and Tang (2009), Lin et al. (2010)
και Sun Liu and Lin (2010) πρότειναν µεθόδους κατασκευής ορθογώνιων και
σχεδόν ορθογώνιων LHDs.

Πρόσφατα, οι Georgiou (2009), και Yang and Liu (2012) πρότειναν ευέ-
λικτες µεθόδους για την κατασκευή ορθογώνιων LHDs µε ιδιότητες όπως ότι
όλες οι γραµµικές επιδράσεις ειναι αµοιβαία ορθογώνιες.

Να σηµειώσουµε ότι και οι Cioppa and Lucas (2007) κατασκεύασαν σχε-
διασµούς µε παρόµοιες ιδιότητες.

Το 2009 οι Lin, Mukerjee and Tang (2009) πρότειναν και αυτοί µε την
σειρά τους µια εξαιρετική µέθοδο για την κατασκευή ορθογώνιων ή σχεδόν
ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων. Η µέθοδός τους χρησιµοποιεί
έναν µικρότερης τάξης σχεδιασµό (LHD) ο οποίος παράγει έναν σχεδιασµό
µεγαλύτερης τάξης κατάλληλο για πειράµατα µε υπολογιστές.

Οι Lin et al. (2010) πρότειναν µια µέθοδο για την κατασκευή νέων σχε-
διασµών για πειράµατα µε υπολογιστές χρησιµοποιώντας το γινόµενο Kro-
necker σε µικρής τάξης σχεδιασµών που πληρούν συγκεκριµένες ιδιότητες.
Υπό ορισµένες παραδοχές σχετικά µε τους (parent ) σχεδιασµούς, οι σχεδι-
ασµοί που δηµιουργούνται από τη µέθοδο τους είναι ορθογώνιοι ή σχεδόν
ορθογώνιοι LHDs.

Ακόµη, οι Viana et al (2010) πρότειναν µια µέθοδο κατασκευής ϐέλτιστων
και σχεδόν ϐέλτιστων LHDs χωρίς να χρησιµοποιήσουν την µέθοδο ϐελτιστο
- ποίησης.
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Ολοκληρώνοντας αυτή την σύντοµη ιστορική ανασκόπηση, πρέπει να ανα-
ϕέρουµε ότι οι Hernandez et al (2012) πρότειναν µεθόδους και αλγορίθµους
για την κατασκευή σχεδιασµών Λατινικών Υπερκύβων που είναι OLHDs ή
σχεδόν OLHDs (NOLHDs) µε συσχέτιση µεταξύ οποιονδήποτε ανά δύο στηλών
µικρότερη από 0,05. Οµοίως και οι Yang and Liu (2012) πρότειναν µεθόδους
για την κατασκευή ορθογώνιων και σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών
υπερκύβων, όπου οι σχεδόν ορθογώνιοι σχεδιασµοί έχουν µικρή συσχέτιση
(ελάχιστη ή την µικρότερη δυνατή µη µηδενική συσχέτιση) ανάµεσα σε δύο
οποιεσδήποτε στήλες (ϐλέπε Theorems 4,5 and Table 1 in Yang and Liu
(2012)).

Οι OLHDs που κατασκευάστηκαν µέχρι τώρα είχαν αριθµό εκτελέσεων
που ήταν δύναµη του 2 (η δύναµη του 2 συν µια µονάδα) (Cioppa and Lucas
(2007); Sun Liu and Lin (2009); Ye (1998); Lin et al. (2010)).

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάζεται συνοπτικά µια καινούρια µέθοδος για
την κατασκευή ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων (OLHDs) µε
12, 16, 20 και 24 παράγοντες και µε ευέλικτο αριθµό πειραµατικών εκτελέ-
σεων. Αποδεικνύεται ότι αν υπάρχει ένας OLH(n,m), τότε υπάρχει και ένας
OLH(24n,12m), ένας OLH(32n, 16m), ένας OLH(40n, 20m), ένας OLH(48n,
24m), ένας OLH(24n + 1, 12m), ένας OLH(32n + 1, 16m), ένας OLH(40n
+ 1, 20m) και ένας OLH(48n + 1, 24m). Κατασκευάζονται OLHDs µε την
ιδιότητα ότι κάθε τετραγωνική επίδραση ή οποιαδήποτε αλληλεπίδραση δύο
παραγόντων είναι ορθογώνια ως προς όλες τις κύριες επιδράσεις του σχεδι-
ασµού.

Τέλος, προτείνονται νέες µέθοδοι πολλαπλασιασµού και άλλες κατασκευές
πολλών άπειρων οικογενειών ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων
µε πολλούς παράγοντες. Οι κλάσεις των OLHD που προκύπτουν είναι νέες
αφού σχεδιασµοί µε αυτές τις παραµέτρους δεν µπορούν να κατασκευαστούν
από άλλες γνωστές µεθόδους της ϐιβλιογραφίας.
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4.1 Εισαγωγή

Θα χρειαστούµε τους παρακάτω ορισµούς για καλύτερη κατανόηση και επεξήγηση
των µέθοδων και διαδικασιών που ϑα προτείνουµε.

Ορισµός 16 ΄Ενας πειραµατικός σχεδιασµός µε n γραµµές καιm στήλες είναι
ένας n×m πίνακας X = [x1, x2, . . . , xm], όπου xj είναι ο j-οστός παράγοντας
(διάνυσµα στήλη) και xij είναι το επίπεδο του παράγοντα j στην ι-οστή πειρα-
µατική εκτέλεση (γραµµή).

Ορισµός 17 ΄Ενας σχεδιασµός X = L(n,m) είναι LHD µε n γραµµές και m
στήλες (παράγοντες) αν κάθε στήλη του σχεδιασµού περιλαµβάνει n οµοιόµορ-
ϕα κατανεµηµένα επίπεδα.

Συνήθως στην ανάλυση παλινδρόµησης ένα πολυωνυµικό µοντέλο ϐαθ-
µού k µε m παράγοντες είναι της µορφής :

Y = β0 +
∑
i≤m

βixi +
∑

i1≤i2≤m

βi1i2xi1xi2 + . . .+
∑

i1≤...ik≤m

βi1...ikxi1 . . . xik + ε,

όπου:

xi είναι οι ανεξάρτητες µεταβλητές,

βi είναι οι γραµµικές επιδράσεις των xi,

βi1 . . .it είναι οι επιδράσεις τάξης t των αλληλεπιδράσεων των xi1 , . . . , xit.

Εδώ τα βii αντιστοιχούν στην τετραγωνική επίδραση του παράγοντα xi,
ενώ το βi1i2 για i1 6= i2 αντιστοιχεί στη δεύτερης τάξης αλληλεπιδράσεων των
παραγόντων xi1 και xi2.

Είναι επιθυµητό να περιλαµβάνουµε ορθογώνιες ανεξάρτητες µεταβλητές
σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης έτσι ώστε να είναι ασυσχέτιστες οι εκτιµήσεις
των συντελεστών παλινδρόµησης. Οι OLHDs µπορούν να µας εξασφαλίσουν
ανεξάρτητη εκτίµηση των γραµµικών επιδράσεων των µεταβλητών, όπου ένας
LHD σχεδιασµός καλείται ορθογώνιος αν και µόνο αν κάθε Ϲεύγος ανά δύο
των παραγόντων έχουν µηδενική συσχέτιση.
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Για να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους LHDs που κατασκευάσαµε
σε ένα µοντέλο δεύτερης τάξης για κρησάρισµα, ϑα πρέπει οι LHDs να
ικανοποιούν τις εξής ιδιότητες : α) Κάθε στήλη να είναι ορθογώνια ως προς τις
άλλες στήλες του σχεδιασµού. ϐ) Κάθε στήλη να είναι ορθογώνια µε οποιαδή-
ποτε στήλη που αντιστοιχεί σε τετραγωνική επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο
παραγόντων.

Ορισµός 18 Περιοδική Συνάρτηση Αυτοσυσχέτισης (PAF) : ΄Εστω A = {Aj :
Aj = (aj0, aj1, ..., aj(n−1)), j = 1, . . . , `}, ένα σύνολο από ` διανυσµάτα µήκους
n. Η περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης PA(s) (ϑα την συµβολίζουµε ως
PAF) ορίζεται, µειώνοντας i+ s modulo n, ως εξής :

PA(s) =
∑̀
j=1

n−1∑
i=0

ajiaj,i+s, s = 0, 1, ..., n− 1. (4.1)

Το σύνολο των διανυσµάτων A ϑα λέµε ότι έχει µηδενική PAF αν

PA(s) = 0,∀s = 1, 2, . . . , n− 1

και γενικότερα ϑα λέµε ότι έχει σταθερή PAF αν

PA(s) = γ, ∀s = 1, 2, . . . , n− 1

για κάποιον ακέραιο αριθµό γ.

΄Εχουµε ότι PA(s) = PA(n−s) και έτσι s = 1, 2, . . . , [n/2], όπου [x] είναι το
ακέραιο µέρος του x. Σύνολα διανυσµάτων µε σταθερή PAF χρησιµοποιούν-
ται για να κατασκευάσουµε LHDs που ικανοποιούν τις ιδιότητες α) και ϐ).
Παρακάτω, µε Rk ορίζουµε τον πίσω διαγώνιο ταυτοτικό πίνακα τάξης k.

Ορισµός 19 ΄Ενας κυκλικός πίνακας ορίζεται ως ένας τετραγωνικός πίνακας
B = (bij) τάξης n µε την πρώτη του γραµµή b1 = (b1,0, b1,1, . . . , b1,n−1) και κάθε
επόµενη γραµµή του να είναι κυκλική µεταθέση των προηγούµενων γραµµών,
bij = b1,j−i+1, όπου j − i + 1 λαµβάνεται modulo n, i = 2, 3, . . . , n και j =
0, 1, . . . , n− 1.

Στα ακόλουθα λήµµατα χρησιµοποιούνται κυκλικοί πίνακες για την κατασκευή
ορθογώνιων πινάκων.
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Λήµµα 3 (Geramita and Seberry, 1979, Theorem 4.49) .΄Εαν υπάρχουν τέσσερις
κυκλικοί πίνακες A, B, C, D τάξης n που ικανοποιούν την σχέση

AAT +BBT + CCT +DDT = fIn,

τότε ο Goethal-Seidel σχεδιασµός

GS = GS(A,B,C,D) =


A BRn CRn DRn

−BRn A −DTRn CTRn

−CRn DTRn A −BTRn

−DRn −CTRn BTRn A


είναι ένας ορθογώνιος πίνακας τάξης 4n.

Πόρισµα 1 ΄Εστω ότι υπάρχουν τέσσερα διανύσµατα A, B, C και D µήκ-
ους n µε µηδενική περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, τότε µπορούµε να τα
χρησιµοποιήσουµε ως πρώτες γραµµές για την κατασκευή κυκλικών πινάκων
και µετά να χρησιµοποιήσουµε αυτούς στον Goethals-Seidel σχεδιασµό για να
κατασκευάσουµε έναν ορθογώνιο πίνακα τάξης 4n.

(Kharaghani (2000)). ΄Ενα σύνολο {A1, A2, . . . , A2k} από τετραγωνικούς
πίνακες ϑα λέµε οτι είναι amicable αν

k∑
i=1

(
A2i−1A

T
2i − A2iA

T
2i−1

)
= 0. (4.2)

Λήµµα 4 (Kharaghani, 2000, Theorem 1) . ΄Εστω {Ai}8
i=1 να είναι ένα ami-

cable σύνολο από κυκλικούς πίνακες τάξης n, που ικανοποιούν
∑8

i=1AiA
T
i =

fIn. Τότε ο σχηµατισµός Kharaghani

H =



A1 A2 A4Rn A3Rn A6Rn A5Rn A8Rn A7Rn

−A2 A1 A3Rn −A4Rn A5Rn −A6Rn A7Rn −A8Rn

−A4Rn −A3Rn A1 A2 −AT8Rn AT7Rn AT6Rn −AT5Rn

−A3Rn A4Rn −A2 A1 AT7Rn AT8Rn −AT5Rn −AT6Rn

−A6Rn −A5Rn AT8Rn −AT7Rn A1 A2 −AT4Rn AT3Rn

−A5Rn A6Rn −AT7Rn −AT8Rn −A2 A1 AT3Rn AT4Rn

−A8Rn −A7Rn −AT6Rn AT5Rn AT4Rn −AT3Rn A1 A2

−A7Rn A8Rn AT5Rn AT6Rn −AT3Rn −AT4Rn −A2 A1


είναι ένας ορθογώνιος πίνακας τάξης 8n.
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Παρατήρηση 3 Οπως και στο πόρισµα 1, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε οκ-
τώ amicable διανύσµατα µήκους n µε µηδενική PAF για την δηµιουργία οκτώ
κατάλληλων κυκλικών πινάκων για το Λήµµα 4 .

Στους Lin et al. (2010) κατασκευάστηκε ένας OLHD συνενώνοντας δυο
ορθογώνιους πίνακες µε αµοιβαία αποκλειόµενο σύνολο επιπέδων. Εστω S
το σύνολο όλων των n επιπέδων ενός LHD σχεδιασµού µε n εκτελέσεις, και
έστω S = S1

⋃
S2 µε S1

⋂
S2 = ∅, όπου n1 και n2 τα επίπεδα των S1 και S2,

αντίστοιχα.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας n1×m ορθογώνιος πίνακαςD1 µε S1 επίπε-

δα και έστω ένας n2 ×m ορθογώνιος πίνακας D2 µε S2 επίπεδα όπου, τόσο
για τον σχεδιασµό D1 όσο και για τον D2, κάθε επίπεδο εµφανίζεται ακριβώς
µια ϕορά σε κάθε στήλη. Τότε ο πίνακας :

L =

[
D1

D2

]
είναι ένας n×m OLHD µε n = n1+n2. Σηµειώστε ότι οD1 καιD2 δεν είναι α-
παραίτητο να είναι LHD . Στην ίδια εργασία είχαν δείξει, ότι εάν υπάρχει ένας
OLHD(n,m) τότε υπάρχει και ο OLHD(2an, am) για a = 1, 2, 4, 8. Χρησι-
µοποιώντας αυτήν την προσέγγιση οι Lin et al. (2010) κατασκεύασαν OLHDs
µε n = 16k εκτελέσεις καιm = 12 παράγοντες για k = 2, 3, 4, . . . .(∆είτε Table
3 in Lin et al. (2010)).

Χρησιµοποιώντας κυκλικούς πίνακες, επεκτείναµε τα παραπάνω αποτελέσ-
µατα των Lin et al. (2010). Πιο συγκεκριµένα, ϑα δείξουµε ότι υπάρχει ένας
OLHD µε n εκτελέσεις και m παράγοντες για (n,m) ∈ [(24k, 12), (32k, 16),
(40k, 20), (48k, 24)], για όλα τα k = 1, 2, 3, . . . . Επιπρόσθετα, ϑα δείξουµε ότι
εαν υπάρχει ένας OLHD(n,m), τότε υπάρχει και ένας OLHD(2an, am) όχι
µόνο για a = 1, 2, 4, 8 αλλά και για a = 12, 16, 20, και 24.

4.2 Αξιολόγηση Πειραµάτων Με Υπολογιστές

Ακόµα κι αν οι παράγοντες ενός LHDs κυµαίνονται οµοιόµορφα στο διάστη-
µα [−1, 1], αυτό δεν εξασφαλίζει καλή κάλυψη του χώρου (good space filling)
για ένα δεδοµένο αριθµό εκτελέσεων. Επιπλέον, αυτή η οµοιοµορφία δεν
εγγυάται ότι ο σχεδιασµός έχει µικρές συσχετίσεις µεταξύ όρων µεγαλύτερης
τάξης, όπως για παράδειγµα µε αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων ή καθαρές
τετραγωνικές επιδράσεις. Οι Steinberg and Lin (2006), και Georgiou (2009)
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όρισαν γενικά κριτήρια αξιολόγησης υπολογισµού πινάκων συσχετίσεων για
την εκτίµηση του γραµµικού µοντέλου (πρώτης τάξης) όταν µπορεί να υπ-
άρχουν ενεργές επιδράσεις δεύτερης τάξης. Ας υποθέσουµε ότι ο πίνακας
X είναι ένας LHD µε n εκτελέσεις και m παράγοντες. ΄Εστω X1 ο πίνακας
παλινδρόµησης για την εκτίµηση του γραµµικού µοντέλου (πρώτης τάξης),
που περιλαµβάνει ένα διάνυσµα στήλης µε µονάδες και τις m στήλες του X.
΄Εστω Xint ο n ×

(
m(m − 1)/2

)
πίνακας µε όλες τις αλληλεπιδράσεις δύο

παραγόντων και Xquad ο n×m πίνακας µε όλους τους καθαρά τετραγωνικούς
όρους (Steinberg and Lin, (2006)). Οι πίνακες ανάµιξης για την εκτίµηση
του γραµµικού µοντέλου (πρώτης τάξης) υπό την ύπαρξη σηµαντικών αλλη-
λεπιδράσεων δύο παραγόντων ή καθαρών τετραγωνικών επιδράσεων δίδονται
από τη σχέση:

T = Aint = (XT
1 X1)−1XT

1 Xint (4.3)

και

Q = Aquad = (XT
1 X1)−1XT

1 Xquad (4.4)

αντίστοιχα.
Η σχέση (4.3) χρησιµοποιείται όταν το µοντέλο έχει παραµέτρους δεύτερης

τάξης bi1i2 για i1 6= i2 ενώ bii = 0 και η σχέση (4.4) όταν το µοντέλο έχει µόνο
τετραγωνικές επιδράσεις bii ενώ οι υπόλοιπες ισούνται µε bi1i2 = 0 για i1 6= i2.

Για την αξιολόγηση της απόδοσης ενός σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου
ως προς τις αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων έχουµε τα εξής µέτρα (Georgiou
(2009) ):

ave(|t|) = E(|t|) =
2
∑m+1

i=1

∑m(m−1)/2
j=1 |tij|

m(m2 − 1)
και max t = max

i,j
|tij|

Για την αξιολόγηση της απόδοσης ενός σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου
ως προς τους τετραγωνικούς όρους έχουµε τα εξής µέτρα:

ave(|q|) = E(|q|) =

∑m+1
i=1

∑m
j=1 |qij|

m(m+ 1)
και max q = max

i,j
|qij|

΄Ενας σχεδιασµός D1 ϑα λέγεται ότι είναι καλύτερος από έναν σχεδιασµό
D2 ανν η τιµή του κριτηρίου που µας ενδιαφέρει στον D1 είναι µικρότερη
από την τιµή του ίδιου κριτηρίου στον D2.

Το ακόλουθο Λήµµα παρέχει ένα κάτω ϕράγµα για τα κριτήρια E(|q|) και
maxi,j |qij|.
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Λήµµα 5 (Georgiou, 2009) ΄Εστω X ένας ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού
υπερκύβου µε στοιχεία από τον µοναδιαίο κύβο, [−1, 1]n×m, µε n αγωγές και
m παράγοντες µε (

−n+ 1

n− 1
,
−n+ 3

n− 1
, . . . ,

n− 3

n− 1
,
n− 1

n− 1

)
.

επίπεδα.
΄Εστω ο πίνακας X1 = [1n X] για µοντέλο παλινδρόµησης πρώτης τάξης,ο

οποίος συµπεριλαµβάνει µια στήλη όλο µονάδες και όλες τις στήλες του πίνακα
X. Τότε ο πίνακας (XT

1 X1)−1 είναι ένας διαγώνιος πίνακας τάξης m+ 1 και η
διαγώνιος του είναι (n−1, γ−1, γ−1, . . . , γ−1), όπου

γ =
n(n+ 1)

3(n− 1)
. (4.5)

Λήµµα 6 (Georgiou, 2009, Lemma 2) ΄Εστω X είναι όπως το ορίσαµε στο
Λήµµα 5. Τότε

E(|q|) ≥ γ

n(m+ 1)
= LBEq και max |qij| ≥

γ

n
= LBmaxq,

όπου γ δίνεται από την σχέση (4.5).

΄Ενα άλλο χρήσιµο κριτήριο προτάθηκε από τους Morris and Mitchell
(1995). Αυτό το κριτήριο ϐασίζεται στην αποστάση µεταξύ των σηµείων και
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µέτρο για το πόσο καλός είναι ένας σχεδιασµός
ως προς την ιδιότητα του να καλύπτει τον χώρο (space-filling ). Η Τετραγωνική
απόσταση (Rectangular distance) dR(s, u) δυο σηµείων (γραµµών) s και u
ενός πίνακα σχεδιασµού X δίνεται απο την σχέση :

dR(s, u) =
m∑
i=1

|si − ui|,

ενώ η Ευκλείδεια απόσταση dE(s, u) είναι

dE(s, u) =

(
m∑
i=1

(si − ui)2

)1/2

.
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Για συγκεκριµένο σχεδιασµό και για δοθείσα απόσταση (Τετραγωνική ή Ευκ-
λείδεια), ορίζουµε ένα διάνυσµα D = (D1, . . . , D`) στο οποίο τα στοιχεία του
είναι οι διαφορετικές αποστάσεις µεταξύ των σηµείων, ταξινοµηµένα από το
µικρότερο στο µεγαλύτερο. Η τιµή του δείκτη µπορεί να είναι τόσο µεγάλη
όσο n(n− 1)/2. ∆ηλ µπορούµε να έχουµε µέχρι και n(n− 1)/2 διαφορετικές
αποστάσεις. ΄Εστω ότι Ji είναι ο αριθµός των Ϲευγών των γραµµών ενός σχεδι-
ασµού που έχουν απόσταση Di. Τότε, ο σχεδιασµός X ϑα καλείται maximin
σχεδιασµός αν µεγιστοποιεί διαδοχικά τα Di και ελαχιστοποιεί τα Ji µε την
ακόλουθη σειρά : (D1, J1, D2, J2, . . ., D`, J`). Μια συνάρτηση η οποία
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να συγκρίνει ανταγωνιστικούς σχεδιασµούς
είναι απαραίτητη. Η συνάρτηση ϑα πρέπει να οριστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να
δίνει στον maximin σχεδιασµό την υψηλότερη τιµή. Μια οικογένεια τέτοιων
συναρτήσεων, συναρτήσει του p, είναι η ακόλουθη :

Φp =

(∑̀
i=1

JiD
−p
i

)1/p

,

όπου p ένας ϑετικός ακέραιος. Για αρκετα µεγάλο p, ο σχεδιασµός που
ελαχιστοποιεί την Φp είναι maximin σχεδιασµός. Κατά την αξιολόγηση των
σχεδιασµών στα παραδειγµατα που ακολουθούν, δίνουµε τα διανύσµατα γραµ-
µής D και J . Αυτό δίνει τη δυνατότητα στον αναγνώστη να υπολογίσει Φp για
κάθε τιµή του p. Ως παράδειγµα, στα δοθείσα αριθµητικά αποτελέσµατα
παρουσιάζουµε τις τιµές των Φp για p = 100, που λαµβάνονται µε τη χρήση
και των δύο αποστάσεων, της Τετραγωνικής και της Ευκλείδειας απόστασης.
Στα D και J έχουµε εκχωρήσει ένα δείκτη E ή R για να τους διακρίνουν,
οµοίως και στο Φp.

Παρατήρηση 4 ΄Ενα απλό κάτω ϕράγµα για το E(|t|) και max|tj| είναι
µηδέν, αφού µπορούν να κατασκευαστούν LHDs µε όλες τις αλληλεπιδράσεις
δύο παραγόντων, να είναι ορθογώνιες σε κάθε στήλη του LHD . 2

΄Ενα σχεδιασµός που ικανοποιεί οποιοδήποτε από τα κατώτερα όρια που
αναφέρονται στο Λήµµα 6 λέγεται ότι είναι ϐέλτιστος ως προς τις τετραγωνικές
επιδράσεις. Επιπλέον, κάθε σχεδιασµός µε E(|t|) = 0 ή max|tij| = 0 λέγεται
ϐέλτιστος ως προς τις αλληλεπιδράσεις (interaction-optimal). Σηµειώστε ότι
αν ένας σχεδιασµός έχει ϐέλτιστες αλληλεπιδράσεις για max|tj|, τότε είναι
επίσης ϐέλτιστος και ως προς το E(|t|), αλλά δεν ισχύει το αντίστροφο. Στην
περίπτωση µη-ορθογώνιων σχεδιασµών, απαιτείται περαιτέρω έρευνα για να
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ϐρούµε κάτω ϕράγµα το οποίο πιθανώς να εξαρτάται από τον αριθµό των n
εκτελέσεων και τον αριθµό των m παραγόντων που αποτελούν το σχεδιασµό.

4.3 Γενική Κατασκευή

Με τη χρήση κατάλληλων διανυσµάτων µε περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέ-
τισης ίση µε µηδέν κατασκευάζουµε νέες άπειρες οικογένειες ορθογώνιων
σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων (OLHDs). Η εύρεση τέτοιων διανυσµάτων
είναι πολύ ευκολότερη από την αναζήτηση ενός ολόκληρου σχεδιασµού. Η
ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε ορθογώνιους πίνακες και πλήρης fold-over
πίνακες για να κατασκευάσουµε τον επιθυµητό OLHD. Στο Θεώρηµα 5 τέ-
ϑηκαν οι απαιτούµενες συνθήκες ώστε τα διανύσµατα που τις ικανοποιούν
να µπορούν να δηµιουργήσουν OLHDs. Η κατασκευή αυτή είναι γενική και
µπορεί να οδηγήσει σε OLHDs µε πολλές διαφορετικές παραµέτρους.

Θεώρηµα 5 ΄Εστω Db ένας ορθογώνιος n× n πίνακας µε απόλυτη τιµή κάθε
στήλης του στοιχείο προς στοιχείο να είναι µια µετάθεση του (b+1, b+3, . . . , b+
2n− 1), όπου b ένας οποιοσδήποτε ϕυσικός αριθµός. Τότε ύπαρχει ένας OLHD
µε 2nk γραµµές και n στήλες για κάθε k = 1, 2, . . . .

Απόδειξη Εξ ορισµού, εχουµε ότι ο Db είναι ορθογώνιος σχεδιασµός, και
έτσι :

DT
b Db = zbIn, όπουzb =

n∑
i=1

(b+ 2i− 1)2 =
n(4n2 + 6bn+ 3b2 − 1)

3
.

Για k = 1, 2, . . . ορίζουµε

Xk =
(
DT

0 , DT
2n, · · · , DT

2n(k−1), −DT
0 , −DT

2n, · · · , −DT
2n(k−1)

)T
.

Είναι εύκολο να εξακριβωθεί ότι τα επίπεδα της κάθε στήλης του Xk είναι µια
µετάθεση των (1, 3, 5, . . . , 2nk − 1,−1,−3,−5, . . . ,−2nk − 1). Οι στήλες του
Xk είναι ανά δύο ορθογώνιες αφού οι στήλες τουDb είναι ανά δύο ορθογώνιες
για κάθε ϕυσικό αριθµό b. ΄Ετσι έχουµε:

XT
k Xk =

(
k−1∑
`=0

DT
2n`D2n`

)
In =

(
2

nk∑
j=1

(2j − 1)2

)
In

=

(
2nk(2nk − 1)(2nk + 1)

3

)
In
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Και έτσι ο πίνακας Xk είναι ο επιθυµητός OLHD που ψάχναµε. 2

Για κάθε κατάλληλο σύνολο τεσσάρων ή οκτώ διανυσµάτων, το Θεώρηµα
5 παρέχει µια νέα µέθοδο πολλαπλασιασµού και άπειρες οικογένειες OL-
HDs. Για να παρουσιάσουµε ορισµένες µεθόδους πολλαπλασιασµού και
να δώσουµε άπειρες οικογένειες LHDs µε ευέλικτο µέγεθος εκτελέσεων, ϑα
περιγράψουµε µια απλή διαδικασία - αλγόριθµο για την εύρεση κατάλληλων
συνόλων τέτοιων διανυσµάτων. Αυτά τα διανύσµατα µπορούν στη συνέχεια
να χρησιµοποιηθούν στον Goethals-Seidel ή Kharaghani σχηµατισµό για να
πάρουµε ορθογώνιο πίνακα που απαιτείται στο Θεώρηµα 5.

4.3.1 Αλγόριθµος

΄Εχουµε αναπτύξει και εφαρµόσει ένα απλό αλγόριθµο για την αναζήτηση
κατάλληλων διανυσµάτων. Για την εύρεση ενός OLHD(8h, 4h), χρειαζεται
να ϐρούµε τέσσερα διανύσµατα A1, A2, A3, A4 µήκους n που ικανοποιούν τη
σχέση (4.1). ΄Εστω Sn το σύνολο όλων των µεταθέσεων των n συµβόλων. Ο
αλγόριθµος µας µπορεί να περιγραφεί ως εξής :

1. Επέλεξε µια µετάθεση π από το S4n. ΄Εστω v = (v1, v2, . . . , v4n) =
π(1 + b, 3 + b, . . . , 8n + b − 1) είναι το αντίστοιχο διάνυσµα για την
µετάθεση του π και b είναι µια απροσδιόριστη µεταβλητή.

2. Ορίζουµε A1 = (a1v1, a2v2, . . . , anvn), A2 = (an+1vn+1, an+2vn+2,
. . . , a2nv2n), A3 = (a2n+1v2n+1, a2n+2v2n+2, . . . , a3nv3n), και A4 =
(a3n+1v3n+1, a3n+2v3n+2, . . . , a4nv4n).

3. Χρησιµοποιώντας τα διανύσµατα A1, A2, A3, και A4 στην σχέση (4.1),
δηµιούργησε ένα σύστηµα [n/2] εξισώσεων (για s = 1, 2, . . . , [n/2]).

4. Επίλυσε αυτό το σύστηµα για τον προσδιορισµό των ai έχοντας τον εξής
περιορισµό ai ∈ {−1, 1}, i = 1, 2, . . . , 4n.

5. Εαν δεν υπάρχει λύση στο Βήµα 4, τότε πήγαινε στο Βήµα 1 και συνέ-
χισε.

Με ϐάση την σχέση (4.1), για κάθε λύση τέτοιων διανυσµάτων µήκους n υπ-
άρχουν 244!n4 ισοδύναµες λύσεις (24 πιθανοί πολλαπλασιασµοί των τεσσάρων
διανυσµάτων µε −1, 4! µεταθέσεις των τεσσάρων διανυσµάτων και n κυκλικές
µεταθέσεις για κάθε διάνυσµα). Αυτό υποδηλώνει ότι υπάρχει ένας µεγάλος
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αριθµός λύσεων στο χώρο αναζήτησης και ϑα ήταν εύκολο να ϐρει κανείς έστω
µια πιθανή λύση. Αν ϑέλετε να αναζητήσετε διανύσµατα που είναι κατάλλη-
λα για την κατασκευή ενός OLHD(8n+ 1, 4n), αντικαθιστούµε το αντίστοιχο
διάνυσµα v στο Βήµα 1 µε u = (1, 2, . . . , 4n) και εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο
µε τον ίδιο τρόπο.

Η επιλογή της µετάθεσης π στο Βήµα 1 µπορεί να είναι είτε τυχαία ή
κάποιος µπορεί να επιλέξει να κάνει µια εξαντλητική αναζήτηση (για αυτή
την µέθοδο) επιλέγοντας όλες τις µεταθέσεις του S4n µια προς µια. Αυτό
ϐέβαια απαιτεί πολυ χρόνο και συγκεκριµένα υπάρχουν (4n)! µεταθέσεις για
να ελεγχθούν. Για να ϐρούµε έναν OLHD(16n, 8n) ή OLHD(16n + 1, 8n),
πρέπει κανείς να ψάξει για διανύσµατα, A1, A2, A3, A4 µήκους 2n που να
ικανοποιούν την σχέση (4.1) ή διανύσµατα A1, A2, A3, A4 A5, A6, A7, A8

µήκους n που να ικανοποιούν και τις δύο σχέσεις την (4.1) και την (4.2)
αντίστοιχα. Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται σε αυτή την περίπτωση ϑα
είναι παρόµοιος.

4.3.2 Αποτελέσµατα και Παραδείγµατα

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που ϐρέθηκαν από την εφαρµογή του
αλγορίθµου, παρουσιάζουµε την κατασκευή του OLHD µε m = 12, 16, 20, 24
παράγοντες και ευέλικτο αριθµό εκτελέσεων. Οι σχεδιασµοί αυτοί παρουσιά-
Ϲονται αναλυτικότερα µέσα από παραδείγµατα στην ενότητα αυτή. Τα πα-
ϱαδείγµατα που παραθέτουµε σε αυτή την ενότητα είναι χρήσιµα για την
κατανόηση της µεθόδου κατασκευής και ϑα την ξαναεφαρµόσουµε και στην
ενότητα 4.4 αφού πρώτα παρουσιάσουµε νέες τεχνικές πολλαπλασιασµού.

Το Πόρισµα 2 περιγράφει πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει έναν
OLHD(24k, 12) από το Θεώρηµα 5. ΄Ενα σύνολο από τέσσερα διανύσµα-
τα µήκους 3 παρέχονται και δίνονται οι απαιτούµενοι υπολογισµοί. Για
να πάρουµε τον κατάλληλο ορθογώνιο πίνακα χρησιµοποιήσαµε τα τέσσερ-
α διανύσµατα στον σχηµατισµό Goethal-Seidel καθώς και την απόδειξη του
Θεωρήµατος 5. Αξιοσηµείωτο είναι ότι, οι σχεδιασµοί αυτοί δεν µπορούν
να κατασκευαστούν χρησιµοποιώντας οποιαδήποτε άλλη µέθοδο στην ϐιβλι-
ογραφία.

Πόρισµα 2 Υπάρχει Ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου (OLHD) µε
n = 24k εκτελέσεις και m = 12 παράγοντες για κάθε k = 1, 2, . . ..
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Απόδειξη ΄Εστω

A1 = (b+ 15,−(b+ 5), b+ 19) A2 = (b+ 17,−(b+ 21), b+ 23)
A3 = (b+ 1, b+ 3,−(b+ 7)) A4 = (b+ 9, b+ 11, b+ 13)

}
(4.6)

όπου b είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Είναι εύκολο να
δείξουµε ότι

PA1(0) + PA2(0) + PA3(0) + PA4(0) = 12b2 + 288b+ 2300

και

PA1(s) + PA2(s) + PA3(s) + PA4(s) = 0 for s = 1, 2.

Για k ∈ {1, 2, . . .} b = 24(k − 1) ορίζουµε Db = GS(A1, A2, A3, A4) να είναι
ο Goethal-Seidel σχηµατισµός που παρουσιάσαµε στο πόρισµα 1, όπου τα
διανύσµατα A1, A2, A3, A4 είναι αυτά που δόθηκαν στην εξίσωση (4.6). Είναι
προφανές ότι :

DT
b Db = zbI12,

όπου zb = 12b2 + 288b+ 2300. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το Θεώρηµα 5.
2

Παράδειγµα 18 Για k = 1, b = 24(k − 1) ⇒ b = 0. Χρησιµοποιώντας
το Goethal-Seidel σχηµατισµό και b = 0, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο
πίνακα D0. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 5 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού υπερκύβου

X1 =

[
D0

−D0

]

µε 24 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 12 παράγοντες, όπου ο D0
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αναλυτικά είναι :

D0 =



15 -5 19 23 -21 17 -7 3 1 13 11 9
19 15 -5 -21 17 23 3 1 -7 11 9 13
-5 19 15 17 23 -21 1 -7 3 9 13 11
-23 21 -11 15 -5 19 -11 -13 -9 1 -7 3
21 -11 -23 19 15 -5 -13 -9 -11 3 1 -7
-11 -23 21 -5 19 15 -9 -11 -13 -7 3 1
7 -3 -1 11 13 9 15 -5 19 21 -23 -17
-3 -1 7 13 9 11 19 15 -5 -17 21 -23
-1 7 -3 9 11 13 -5 19 15 -23 -17 21
-13 -11 -9 -1 7 -3 -21 23 17 15 -5 19
-11 -9 -13 -3 -1 7 17 -21 23 19 15 -5
-9 -13 -11 7 -3 -1 23 17 -21 -5 19 15



.

Ο σχεδιασµός αυτός έχει E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) = 25
897

= LBEq,
max |qij| = 25

69
= LBmaxq, DR =

[
164
23
, 8, 188

23
, 192

23
, 200

23
, 204

23
, 208

23
, 212

23
, 216

23
, 288

23

]
,

JR = [24, 24, 48, 24, 48, 24, 24, 24, 24, 12], ΦR
100 = 12.837,DE = [2.949, 4.170],

JE = [264, 12] και ΦE
100 = 4.275. 2

Παράδειγµα 19 Για k = 2, b = 24(k − 1) ⇒ b = 24. Χρησιµοποιώντας
το Goethal-Seidel σχηµατισµό και b = 24, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο
πίνακα D24. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 5 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού υπερκύβου

X2 =


D0

D24

−D0

−D24


µε 48 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 24 παράγοντες, όπου ο D0
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είναι στο Παράδειγµα 4 και ο D24 αναλυτικά είναι :

D24 =



39 -29 43 47 -45 41 -31 27 25 37 35 33
43 39 -29 -45 41 47 27 25 -31 35 33 37
-29 43 39 41 47 -45 25 -31 27 33 37 35
-47 45 -41 39 -29 43 -35 -37 -33 25 -31 27
45 -41 -47 43 39 -29 -37 -33 -35 27 25 -31
-41 -47 45 -29 43 39 -33 -35 -37 -31 27 25
31 -27 -25 35 37 33 39 -29 43 45 -47 -41
-27 -25 31 37 33 35 43 39 -29 -41 45 -47
-25 31 -27 33 35 37 -29 43 39 -47 -41 45
-37 -35 -33 -25 31 -27 -45 47 41 39 -29 43
-35 -33 -37 -27 -25 31 41 -45 47 43 39 -29
-33 -37 -35 31 -27 -25 47 41 -45 -29 43 39



.

Ο σχεδιασµός αυτός έχει : E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) = 49
1833

= LBEq,
max |qij| = 49

141
= LBmaxq, DR =

[
164
47
, 184

47
, 4, 192

47
, 200

47
, 204

47
, 208

47
, 212

47
, 216

47
, 288

47
,

360
47
, 364

47
, 368

47
, 392

47
, 396

47
, 400

47
, 408

47
, 412

47
, 416

47
, 420

47
, 424

47
, 428

47
, 432

47
, 436

47
, 440

47
, 444

47
, 448

47
, 452

47
, 456

47
,

464
47
, 468

47
, 472

47
, 476

47
, 480

47
, 488

47
, 492

47
, 496

47
, 500

47
, 504

47
, 576

47
, 864

47

]
,JR = [24, 24, 48, 24, 48, 24, 24,

24, 24, 36, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 20, 36, 48, 60, 72, 60, 48, 36, 20, 32, 8, 8, 8, 32, 48, 24,
48, 24, 32, 32, 32, 24, 12] ,ΦR

100 = 18.846,DE = [1.443, 1.769, 2.041, 2.603, 2.620,
2.636, 2.733, 2.749, 2.765, 2.796, 2.812, 2.827, 2.843, 2.858, 2.873, 2.888, 2.903,
2.918, 2.933, 2.948, 2.962, 2.977, 3.006, 3.020, 3.035, 3.119, 3.133, 3.147, 3.681,
3.821, 5.403],JE = [264, 24, 12, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 20, 36, 48, 60, 72, 60, 48, 36,
20, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 24, 264, 12] , και ΦE

100 = 5.539. 2

Χρησιµοποιώντας παρόµοια επιχειρήµατα όπως αυτά στο Πόρισµα 2 παρου-
σιάζουµε µια µέθοδο κατασκευής για OLHD (32k, 16). ΄Ενα σύνολο οκτώ δι-
ανυσµάτων µήκους 2 παρουσιάζονται σε αυτή την ενότητα και, δεδοµένου ότι
σε αυτή τη ϱύθµιση έχουµε οκτώ διανύσµατα που πληρούν τις επιθυµητές
ιδιότητες, εφαρµόζουµε τον Kharaghani σχηµατισµό και µε τη ϐοήθεια του
Θεωρήµατος 2 έχουµε τα εξής αποτελέσµατα.

Πόρισµα 3 Υπάρχει Ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου OLHD µε
n = 32k πειραµατικές εκτελέσεις καιm = 16 παράγοντες για κάθε k = 1, 2, . . ..

Απόδειξη ΄Εστω

A1 = (b+ 1, b+ 3), A2 = (b+ 5,−(b+ 7)), A3 = (b+ 9,−(b+ 11)),
A4 = (b+ 13, b+ 15),A5 = (b+ 17,−(b+ 19)),A6 = (b+ 21, b+ 23),
A7 = (b+ 25, b+ 27),A8 = (b+ 29,−(b+ 31))

 , (4.7)
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όπου b είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Η υπόλοιπη απόδειξη
είναι παρόµοια µε αυτήν του πορίσµατος 2 (χρησιµοποιώντας τον Kharaghani
σχηµατισµό) και παραλείπεται. 2

Στο ακόλουθο παράδειγµα δείχνουµε πώς µπορεί κανείς να κατασκευά-
σει έναν OLHD µε n = 32k εκτελέσεις και m = 16 παράγοντες για k =
1. Σχεδιασµοί µε τέτοιες παραµέτρους προτάθηκαν παλαιότερα στην ϐιβλι-
ογραφία αλλά κατασκευάστηκαν από µια διαφορετική µέθοδο (ϐλέπε, για
παράδειγµα, Sun Liu and Lin (2010)).

Παράδειγµα 20 Αν k = 1 και b = 32(k−1), τότε b = 0. Χρησιµοποιώντας τα
οκτώ διανύσµατα της σχέσης (4.7) µε b = 0, έχουµε έναν 16 × 16 ορθογώνιο
πίνακα D0. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 5 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού υπερκύβου OL-
HD

X1 =

[
D0

−D0

]
µε 32 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 16 παράγοντες, όπου ο D0

αναλυτικά είναι :



1 3 17 -19 23 21 -7 5 27 25 -11 9 -31 29 15 13
3 1 -19 17 21 23 5 -7 25 27 9 -11 29 -31 13 15
-17 19 1 3 -7 5 -23 -21 -11 9 -27 -25 15 13 31 -29
19 -17 3 1 5 -7 -21 -23 9 -11 -25 -27 13 15 -29 31
-23 -21 7 -5 1 3 17 -19 31 -29 15 13 27 25 11 -9
-21 -23 -5 7 3 1 -19 17 -29 31 13 15 25 27 -9 11
7 -5 23 21 -17 19 1 3 15 13 -31 29 11 -9 -27 -25
-5 7 21 23 19 -17 3 1 13 15 29 -31 -9 11 -25 -27
-27 -25 11 -9 -31 29 -15 -13 1 3 -17 19 -23 -21 -7 5
-25 -27 -9 11 29 -31 -13 -15 3 1 19 -17 -21 -23 5 -7
11 -9 27 25 -15 -13 31 -29 -17 19 1 3 -7 5 23 21
-9 11 25 27 -13 -15 -29 31 19 -17 3 1 5 -7 21 23
31 -29 -15 -13 -27 -25 11 -9 23 21 7 -5 1 3 17 -19
-29 31 -13 -15 -25 -27 -9 11 21 23 -5 7 3 1 -19 17
-15 -13 31 -29 -11 9 27 25 7 -5 -23 -21 -17 19 1 3
-13 -15 -29 31 9 -11 25 27 -5 7 -21 -23 19 -17 3 1



.

Ο σχεδιασµός αυτός έχει : E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) = 11
527

= LBEq,
max |qij| = 11

31
= LBmaxq, DR =

[
272
31
, 336

31
, 352

31
, 368

31
, 384

31
, 512

31

]
,

JR = [32, 192, 128, 64, 64, 16], ΦR
100 = 0.118, DE = [3.370, 4.765],

JE = [480, 16] και ΦE
100 = 0.316.
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΄Ενας σχεδιασµός µε τον ίδιο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων και παραγόν-
των Sun Liu and Lin (2010). Ο σχεδιασµός τους έχει τα ίδια αποτελέσµατα
µε τα δικά µας σε όλα τα κριτήρια εκτός των DR και JR τιµών, οι οποίες είναι
DR =

[
272
31
, 288

31
, 320

31
, 384

31
, 512

31

]
και JR = [32, 64, 128, 256, 16].

Σηµειώστε ότι ο σχεδιασµός µας είναι καλύτερος από το σχεδιασµό των
Sun Liu and Lin (2010). σε σχέση µε την ορθογώνια απόσταση, δεδοµένου
ότι έχουν ίσες D1 και J1 ως προς τον σχεδιασµό µας, αλλά το D2 είναι από το
αντίστοιχο D2 του σχεδιασµού µας. 2

Πόρισµα 4 Υπάρχει ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου OLHD µε
n = 40k εκτελέσεις και m = 20 παράγοντες για κάθε k = 1, 2, . . ..

Απόδειξη ΄Εστω

A1 = (b+ 21, b+ 5,−(b+ 27), b+ 29, b+ 23),
A2 = (b+ 25, b+ 31, b+ 33, b+ 35,−(b+ 37)),
A3 = (b+ 39, b+ 1,−(b+ 3),−(b+ 7),−(b+ 9)),
A4 = (b+ 11, b+ 13,−(b+ 15), b+ 17,−(b+ 19))

 , (4.8)

όπου b µπορεί να είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Η υπόλοιπη
απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του πορίσµατος 2 και παραλείπεται. 2

Παράδειγµα 21 Αν k = 1 και b = 40(k−1), τότε b = 0. Χρησιµοποιώντας το
πόρισµα 1 µε τα διανύσµατα της σχέσης (4.8) και b = 0, έχουµε έναν 20× 20
ορθογώνιο πίνακα D0. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην
απόδειξη του Θεωρήµατος 5 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού
υπερκύβου OLHD

X1 =

[
D0

−D0

]
µε 40 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 20 παράγοντες, όπου D0

κατασκεύαστηκε χρησιµοποιώντας τα διανύσµατα της σχέσης (4.8) µε b = 0
στο Πορισµα 1. Ο σχεδιασµός αυτός έχει E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) =

41
2457

= LBEq, max |qij| = 41
117

= LBmaxq, DR =
[

160
13
, 484

39
, 164

13
, 512

39
, 172

13
,

40
3
, 524

39
, 176

13
, 532

39
, 536

39
, 548

39
, 184

13
, 556

39
, 560

39
, 188

13
, 568

39
, 44

3
, 192

13
, 580

39
, 584

39
, 196

13
, 200

13
, 800

39

]
,

JR = [40, 40, 40, 64, 32, 40, 40, 40, 16, 8, 8, 36, 64, 32, 72, 40, 20], ΦR
100 = 0.085,

DE = [3.744, 5.295], JE = [760, 20], και ΦE
100 = 0.285. 2
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Πόρισµα 5 Υπάρχει ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου OLHD µε
n = 48k εκτελέσεις και m = 24 παράγοντες για κάθε k = 1, 2, . . ..

Απόδειξη ΄Εστω

A1 = (b+ 1, b+ 27, b+ 3), A2 = (b+ 5, b+ 7,−(b+ 9))),
A3 = (b+ 11,−(b+ 13),−(b+ 15)),A4 = (b+ 17, b+ 19,−(b+ 21)),
A5 = (b+ 23,−(b+ 25), b+ 29), A6 = (b+ 31, b+ 33,−(b+ 35)),
A7 = (b+ 37, b+ 39, b+ 41), A8 = (b+ 43, b+ 45,−(b+ 47))

 , (4.9)

όπου b µπορεί να είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Η υπ-
όλοιπη απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του πορίσµατος 2 (χρησιµοποιών-
τας τον σχηµατισµό Kharaghani ) και παραλείπεται. 2

Παράδειγµα 22 Αν k = 1 και b = 48(k−1), τότε b = 0. Χρησιµοποιώντας τα
οκτώ διανύσµατα της σχέσης (4.9) µε b = 0, έχουµε έναν 24 × 24 ορθογώνιο
πίνακα D0. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 5 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού υπερκύβου OL-
HD

X1 =

[
D0

−D0

]
µε 48 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 24 παράγοντες, όπου ο D0

κατασκεύαστηκε χρησιµοποιώντας τα διανύσµατα της σχέσης (4.9) µε b = 0
και τον σχηµατισµό Kharaghani.

Ο σχεδιασµός αυτός έχει E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) = 49
3525

= LBEq,
max |qij| = 49

141
= LBmaxq, DR =

[
612
47
, 652

47
, 736

47
, 772

47
, 780

47
, 784

47
, 788

47
, 804

47
, 808

47
,

812
47
, 828

47
, 832

47
, 836

47
, 860

47
, 1152

47

]
, JR = [48, 48, 288, 144, 48, 48, 48, 48, 48, 48,

48, 48, 48, 144, 24], ΦR
100 = 0.080, DE = [4.084, 5.776], JE = [1104, 24], και

ΦE
100 = 0.263. 2

Το πόρισµα 6 είναι η πρώτη µας κατασκευή µε περιττό αριθµό πειρα-
µατικών εκτελέσεων (n = 24k+1). Οι κατασκευές αυτές είναι ενδιαφέρουσες,
δεδοµένου ότι, µε τη χρήση τους, µπορεί κανείς να αποκτήσει µια κατασκευή
για OLHD µε n − 1 πειραµατικές εκτελέσεις. Παρόµοια προσέγγιση έδωσαν
και οι Ye (1998)[Section 2.2] ) για την δική τους µέθοδο.

Πόρισµα 6 Υπάρχει ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου OLHD µε
n = 24k + 1 πειραµατικές εκτελέσεις και m = 12 παράγοντες για κάθε k =
1, 2, . . ..
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Απόδειξη ΄Εστω

A1 = (b+ 7,−(b+ 2), b+ 9), A2 = (b+ 8,−(b+ 10), b+ 11),
A3 = (b, b+ 1,−(b+ 3)), A4 = (b+ 4, b+ 5, b+ 6)

}
, (4.10)

όπου b µπορεί να είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Είναι εύκο-
λο να δειχθεί ότι

PA1(0) + PA2(0) + PA3(0) + PA4(0) = 12b2 + 132b+ 506

PA1(s) + PA2(s) + PA3(s) + PA4(s) = 0 gia s = 1, 2.

Για b ∈ {1, 2, . . .}, έστω Db = GS(A1, A2, A3, A4) ο πίνακας που παράγεται
από τον Goethal-Seidel σχηµατισµό χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 1 και τα δι-
ανύσµατα από την σχέση (4.10). Τότε DT

b Db = zbI12, όπου zb = 12b2 +132b+
506. Για κάποιο k ∈ {1, 2, . . .}, έστω

[
DT

1 , D
T
13, . . . , D

T
12k−11, 0

T
1×12,−DT

1 ,−DT
13,

. . . ,−DT
12k−11

]T
, όπου 01×12 είναι ο µηδενικός πίνακας διαστάσεων 1×12. Θα

πρέπει να δείξουµε ότι οXk είναι ο επιθυµητός OLHD µεm = 12 παράγοντες
n = 24k + 1 πειραµατικές εκτελέσεις.

ι) Για b ∈ {1, 2, . . .} έχουµε κάθε στήλη του πίνακα
[

Db

−Db

]
να είναι µετά-

ϑεση των (b, b + 1, b + 2, . . . , b + 11,−b,−b − 1,−b − 2, . . . ,−b − 11).
΄Ετσι, για k ∈ {1, 2, . . .}, κάθε στήλη του πίνακα Xk είναι µετάθεση των
(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . , 12k, −1, −2, −3, −4, −5, −6, . . . , −12k).

ιι) Οι στήλες του πίνακα Xk είναι ανά δύο ορθογώνιες αφού και οι στήλες
του Db είναι ανά δύο ορθογώνιες. ΄Ετσι

XT
k Xk = 2

k−1∑
`=0

DT
12`+1D12`+1 = 2

12k∑
`=1

`2I12

= 2
k−1∑
`=0

(
12(12`+ 1)2 + 132(12`+ 1) + 506

)
I12

=
(
4k(12k + 1)(24k + 1)

)
I12.

Από τα ι) και ιι) καταλήγουµε ότι για k ∈ {1, 2, . . . , }, ο πίνακας Xk είναι ο
επιθυµητός OLHD µε 24k+ 1 πειραµατικές εκτελέσεις και 12 παράγοντες. 2
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Παράδειγµα 23 Για k = 1 και b = 12k − 11 ⇒ b = 1. Χρησιµοποιώντας
τα διανύσµατα της σχέσης (4.7) µε b = 1, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο
πίνακα D1. Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του
Πορίσµατος 6 έχουµε έναν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού υπερκύβου OLHD

X1 =

 D1

01×12

−D1


µε 25 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 12 παράγοντες, όπου ο D1

αναλυτικά είναι :

D1 =



8 -3 10 12 -11 9 -4 2 1 7 6 5
10 8 -3 -11 9 12 2 1 -4 6 5 7
-3 10 8 9 12 -11 1 -4 2 5 7 6
-12 11 -9 8 -3 10 -6 -7 -5 1 -4 2
11 -9 -12 10 8 -3 -7 -5 -6 2 1 -4
-9 -12 11 -3 10 8 -5 -6 -7 -4 2 1
4 -2 -1 6 7 5 8 -3 10 11 -12 -9
-2 -1 4 7 5 6 10 8 -3 -9 11 -12
-1 4 -2 5 6 7 -3 10 8 -12 -9 11
-7 -6 -5 -1 4 -2 -11 12 9 8 -3 10
-6 -5 -7 -2 -1 4 9 -11 12 10 8 -3
-5 -7 -6 4 -2 -1 12 9 -11 -3 10 8



.

Ο σχεδιασµός αυτός έχει E(|t|) = max |tij| = 0, E(|q|) = 1
36

= LBEq,
max |qij| = 13

36
= LBmaxq, DR =

[
13
2
, 22

3
, 49

6
, 25

3
, 17

2
, 53

6
, 9, 55

6
, 28

3
, 19

2
, 13

]
,

JR = [24, 24, 24, 48, 24, 48, 24, 24, 24, 24, 12], ΦR
100 = 0.159,

DE = [2.125, 3.005, 4.249], JE = [24, 264, 12], και ΦE
100 = 0.486. 2

Πόρισµα 7 Υπάρχει ορθογώνιος σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου OLHD µε

ι. n = 32k + 1 πειραµατικές εκτελέσεις και m = 16 παράγοντες,

ιι. n = 40k + 1 πειραµατικές εκτελέσεις και m = 20 παράγοντες,

ιιι. n = 48k + 1 πειραµατικές εκτελέσεις και m = 24 παράγοντες,

για κάθε k = 1, 2, . . ..
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Απόδειξη ΄Εστω

ι.


A1 = (b+ 1, b+ 2), A2 = (b+ 3,−(b+ 4)),
A3 = (b+ 5,−(b+ 6)), A4 = (b+ 7, b+ 8),
A5 = (b+ 9,−(b+ 10)), A6 = (b+ 11, b+ 12),
A7 = (b+ 13, b+ 14), A8 = (b+ 15,−(b+ 16))

ιι.


A1 = (b+ 11, b+ 3,−(b+ 14), b+ 15, b+ 12),
A2 = (b+ 13, b+ 16, b+ 17, b+ 18,−(b+ 19)),
A3 = (b+ 20, b+ 1,−(b+ 2),−(b+ 4),−(b+ 5)),
A4 = (b+ 6, b+ 7,−(b+ 8), b+ 9,−(b+ 10)),

ιιι.


A1 = (b+ 1, b+ 14, b+ 2), A2 = (b+ 3, b+ 4,−(b+ 5)),
A3 = (b+ 6,−(b+ 7),−(b+ 8)), A4 = (b+ 9, b+ 10,−(b+ 11)),
A5 = (b+ 12,−(b+ 13), b+ 15), A6 = (b+ 16, b+ 17,−(b+ 18)),
A7 = (b+ 19, b+ 20, b+ 21), A8 = (b+ 22, b+ 23,−(b+ 24)),

όπου b µπορεί να είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. Η υπ-
όλοιπη απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν του πορίσµατος 6 χρησηµοποιών-
τας τον Kharaghani σχηµατισµό για τις περιπτώσεις ι και ιιι και παραλείπεται.
2

4.4 Τεχνικές Πολλαπλασιασµού - Συγκρίσεις

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της ενότητας 4.3, παίρνουµε διάφορες
τεχνικές πολλαπλασιασµού και νέες άπειρες οικογένειες των OLHDs.

Λήµµα 7 (Lin et al., 2010, (Theorem 3)).Υποθέτουµε ότι έχουµε έναν OLHD(n,m)
µε n πολλαπλάσιο του 4, και έστω ένας πίνακας Hadamard τάξης n. Τότε
µπορούν να κατασκευαστούν :
(ι) Οι ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων OLHD(2an, am), για a =
1, 2, 4, 8.
(ιι) Οι ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων OLHD(2an + 1, am), για
a = 1, 2, 4, 8.

Η τεχνική πολλαπλασιασµού στο παραπάνω Λήµµα των Lin et al. (2010)
γίνεται πολλαπλασιάζοντας τον αριθµό των εκτελέσεων µε 2c και τον αριθµό
των παραγόντων του σχεδιασµού µε 2c−1 για c = 1, 2, 3, 4.
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Θεώρηµα 6 [Georgiou, S.D. and Efthimiou, I. (2014)].Υποθέτουµε ότι έχουµε
ένα OLHD(n,m) µε n πολλαπλάσιο του 4, και έστω ένας πίνακας Hadamard
τάξης n. Τότε µπορούν να κατασκευαστούν :
(ι) Οι ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων OLHD(2an, am), για a =
12, 16, 20, 24.
(ιι) Οι ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων OLHD(2an + 1, am), για
a = 12, 16, 20, 24.

Απόδειξη Η απόδειξη παρέχει µια λεπτοµερή διαδικασία για την κατασκευή
αυτών των OLHDs. Η κατασκευή των σχεδιασµών της περίπτωσης (i)
µπορεί να δοθεί χρησιµοποιώντας το γίνοµενο Kronecker όπως δίνεται σ-
το Θεώρηµα 1 των Lin et al. (2010), για την κατασκευή των απαιτούµενων
πινάκων A,B,C, και D για κάθε περίπτωση. Επιλέγουµε τον πίνακα B να
είναι ο OLHD(n,m) πίνακας. Ο πίνακας D λήφθηκε παίρνοντας m στή-
λες ενός πίνακα Hadamard τάξης n. Ο πίνακας C επιλέγεται να είναι ο
OLHD(2a, a) που κατασκευάστηκε, για a = 12 στο Παράδειγµα 18, για
a = 16 στο Παράδειγµα 20, για a = 20 στο Παράδειγµα 21, και για a = 24
στο Παράδειγµα 22. Σηµειώνεται ότι ο πίνακας C µπορεί να γραφεί ως fold-
over κατασκευή ως εξής :

C =

[
D0

−D0

]
.

Τώρα, έστω A =

[
S0

S0

]
, όπου S0 λήφθηκε παίρνοντας a στήλες ενός πίνακα

Hadamard τάξης 2a. Επιλέγοντας µε αυτό τον τρόπο τους πίνακες A,B,C,
και D ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις (i), (ii), (iii) και (iv) στο Θεώρηµα 1
των Lin et al. (2010). Αυτό αποδεικνύει την περίπτωση (i) του Θεωρήµατος
2. Η απόδειξη για την περίπτωση (ii) είναι παρόµοια. 2

Σηµειώνεται ότι αν κάποιος εφαρµόσει επανειληµµένα το Θεώρηµα 5,
µπορεί να κατασκευάσει άπειρες οικογένειες OLHDs .

4.5 Ιδιότητες των Σχεδιασµών

Σε αυτή την ενότητα ϑα διερευνήσουµε τις ιδιότητες των κατασκευασµένων
σχεδιασµών και ϑα κάνουµε κάποιες συγκρίσεις µε γνωστούς σχεδιασµούς
από τη ϐιβλιογραφία. Συγκεκριµένα, ϑα συγκρίνουµε τους σχεδιασµούς που
κατασκευάσαµε µε αυτούς των Lin et al. (2010), Sun Liu and Lin (2009)
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και Sun Liu and Lin (2010) σε σχέση µε τον αριθµό των παραγόντων που µ-
πορούν να εξετάσουν, την ορθογωνιότητα τους και την ιδιότητα να καλύπτουν
(γεµίζουν) τον χώρο.

Πόρισµα 8 ΄Εστω X = (x1, . . . , xa) ένας LHD µε n = 2ak ή n = 2ak + 1
πειραµατικές εκτελέσεις και m = a παράγοντες, a = 12, 16, 20, 24 όπως τους
παρασουσιάσαµε στην παραπάνω ενότητα. Τότε,

ι. Κάθε τετραγωνική επίδραση ενός παράγοντα ή αλληλελεπίδραση δύο
παραγόντων είναι ορθογώνια ως προς τις κύριες επιδράσεις του σχεδιασ-
µού.

ιι. Ο πίνακας X είναι ένας ϐέλτιστος LHD ως προς τις τετραγωνικές επιδρά-
σεις (ως προς τα κριτήριαmax|qij| και E(|q|) επιτυγχάνουµε το ϐέλτιστο).

ιιι. Ο πίνακαςX είναι ένας ϐέλτιστος LHD ως προς τις αλληλεπιδράσεις (ως
προς τα κριτήρια max|tij| και E(|t|) επιτυγχάνουµε το ϐέλτιστο).

Σηµειώνεται ότι το Πορισµα 8 ισχύει και για τους σχεδιασµούς που κατασκευά-
στηκαν από τους Lin et al (2010), και για τους σχεδιασµούς που κατασκευά-
στηκαν από τους Sun Liu and Lin (2009) και Sun Liu and Lin (2010).

Στον πίνακα 4.1 συγκρίνουµε τον αριθµό παραγόντων OLHDs ίδιου αρι-
ϑµού πειραµατικών εκτελέσεων. Στην πρώτη στήλη του πίνακα αυτού δίνεται
ο αριθµός των εκτελέσεων, ενώ στη δεύτερη στήλη δίνεται ο αριθµός των
παραγόντων που µπορούν να εξετάσουν οι σχεδιασµοί µας. Στις στήλες LB-
ST Factors και SLL Factors παρουσιάζουµε τον αριθµό των παραγόντων των
σχεδιασµών που κατασκευάστηκαν από τους Lin et al (2010), και Sun Liu
and Lin (2010) αντίστοιχα. Στις τελευταίες τρεις στήλες αυτού του πίνα-
κα παρουσιάζονται οι παράµετροι που απαιτούνται για την κατασκευή των
δικών µας σχεδιασµών. Σηµειώνεται ότι οι σχεδιασµοί µέχρι 96 εκτελέσεις,
που παρουσιάζονται στο πίνακα 4.1, µπορούν να κατασκευαστούν και µε
τις µεθόδους που παρουσιάζονται στην ενότητα 5.1 και επίσης µπορούν να
κατασκευαστούν και µε fold-over δοµή. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι ο σχε-
διασµός που έχει fold-over δοµή είναι πολύ καλύτερος από τους σχεδιασµούς
που κατασκευάζονται από το Θεώρηµα 6 ή από τους σχεδιασµούς των Lin et
al (2010).

Στον πίνακα 4.1 παρουσιάζονται τρεις γνωστοί σχεδιασµοί από την ϐιβλι-
ογραφία οι οποίοι έχουν ίδιο αριθµό εκτελέσεων και παραγόντων. Αυτοί είναι
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οι OLHD(32, 16), που παρουσιάσαµε στο Παράδειγµα 20, ο OLHD(94, 24)
που κατασκευάστηκε µε διαφορετικές µεθόδους σε αυτή τη διατριβή (ϐλέπε
από πόρισµα 8, για k = 2 και το Θεώρηµα 6 και το Θεώρηµα 3 των Lin et al
(2010)),και ο OLHD(192, 48) που κατασκευάστηκε απο το Θέωρηµα 6 αυτής
της διατριβής και το Θεώρηµα 3 των Lin et al (2010).

Παράδειγµα 24 Στον πίνακα 4.2 υπολογίζουµε όλα τα κριτήρια που χρησι-
µοποιούνται σε αυτή τη διατριβή για τους σχεδιασµούς OLHD(96, 24) που
κατασκευάζονται απο τις τρεις µεθόδους που συγκρίνουµε. Τα αποτελέσµατα
δείχνουν ότι ο σχεδιασµός που έχει fold-over δοµή είναι πολύ καλύτερος από
τους σχεδιασµούς που κατασκευάζονται µε την µέθοδο του γινοµένου Kroneck-
er τόσο ως προς την ορθογωνιότητα αλλά και ως προς τα κριτήρια κάλυψης
του χώρου.

Παράδειγµα 25 Στον πίνακα 4,3 υπολογίζουµε όλα τα κριτήρια που χρησι-
µοποιούνται σε αυτή τη διατριβή για τους σχεδιασµούς OLHD(192, 48) που
κατασκευάζονται απο τις τρεις µεθόδους που συγκρίνουµε. Τα αποτελέσµατα
δείχνουν ότι ο σχεδιασµός που έχει fold-over δοµή είναι πολύ καλύτερος από
τους σχεδιασµούς που κατασκευάζονται µε την µέθοδο του γινοµένου Kroneck-
er, τόσο ως προς την ορθογωνιότητα αλλά και ως προς τα κριτήρια κάλυψης
του χώρου (space-filling.)
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Πίνακας 4.1: OLHDs που κατασκευάστηκαν από το Θεώρηµα 6.

Παράγοντες Κατασκευή
Εκτελέσεις Εδώ LBST SLL n m a

24 12 8 4 1 1 12
32 16 12 16 1 1 16
40 20 − 4 1 1 20
48 24 12 8 1 1 24
64 16 32 32 2 1 16
80 20 12 8 2 1 20
96 24 24 16 2 1 24
128 32 48 64 4 2 16
160 40 24 16 4 2 20
192 48 48 32 8 4 12
256 64 192 128 8 4 16
320 80 48 32 8 4 20
384 144 48 64 8 6 24
512 128 − 256 16 8 16
576 144 − 32 12 6 24
640 160 96 64 20 10 16
768 192 96 128 16 8 24
768 288 96 128 16 12 24
960 240 24 32 20 10 24
1024 256 384 512 32 16 16
1152 288 96 64 24 12 24
1280 320 192 128 32 16 20
1536 384 192 64 32 16 24
1600 400 − 32 40 20 20
1920 480 48 64 40 20 24
2304 576 192 128 48 24 24
4608 1152 192 256 96 48 24
9216 2304 384 512 192 96 24
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Πίνακας 4.2: Ιδιότητες του OLHD(96,24).

Cor. for 48k, k = 2 Θεώρηµα 6 Th. 3,(Linetal2010)
E(|t|) 0 0 1647481

317917500
= 0.0052

max |tij| 0 0 109557
875425

= 0.1251
E(|q|) 97

7125
= 0.0136 97

7125
= 0.0136 446648

21885625
= 0.0204

max |qij| 97
285

= 0.3404 97
285

= 0.3404 97
285

= 0.3404
DE [2.021, 2.475, . . .] [0.103, 3.994, . . .] [2.304, 2.308, 2.320, . . .]
JE [1104, 48, 24, . . .] [48, 2, 2, . . .] [2, 2, 2, . . .]

ΦE
100 0.531 10.079 0.473
DR

[
612
95
, 652

95
, 736

95
, . . .

] [
45
95
, 1208

95
, 1212

95
, . . .

] [
528
95
, 544

95
, 112

19
, . . .

]
JR [48, 48, 208, . . .] [48, 2, 20, . . .] [4, 4, 4, . . .]

ΦR
100 0.161 2.057 0.191

Πίνακας 4.3: Ιδιότητες του OLHD(192,48).

Θεώρηµα 6 Th. 3, (Linetal2010)
E(|q|) 9370175

1035002451
= 0.0091 3037011

345000817
= 0.0088

max |qij| 193
573

= 0.3368 193
573

= 0.3368
E(|t|) 2906492

2316434057
= 0.0013 606716585

389160921576
= 0.0016

max |tij| 257600
7040833

= 0.0366 441333
7040833

= 0.0627
DE [3.867, 3.920, 3.921, . . .] [3.247, 3.253, 3.262, . . .]
JE [2, 4, 2, . . .] [1, 1, 1, . . .]

ΦE
100 0.265 0.318
DR

[
2280
191

, 2328
191

, 2376
191

, . . .
] [

1824
191

, 1840
191

, 1856
191

, . . .
]

JR [2, 2, 20, . . .] [4, 8, 4, . . .]
ΦR

100 0.085 0.107
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Κεφάλαιο 5

Σχεδόν Ορθογωνίοι Σχεδιασµοί
Λατινικών Υπερκύβων

Τα αποτελέσµατα του κεφαλαίου αυτού δηµοσιεύθηκαν στην εργασία µας
Efthimiou, Georgiou and Liu (2014), στο επιστηµονικό περιοδικό Metrika
χρησιµοποιώντας κυκλικούς πίνακες και κατάλληλες προυποθέσεις, επέκ-
τειναν τα παραπάνω αποτελέσµατα των Lin et al (2010) για a = 12, 16, 20, και
24.

Σε αυτή την ενότητα τροποποιήσαµε τα αποτελέσµατα των Georgiou and
Efthimiou (2014), για να κατασκευάσουµε NOLHDs.

Η γενική µορφή των διανυσµάτων µε µηδενική PAF που χρησιµοποιήθηκαν
σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται στους Πίνακες 5.1 και 5.2. Πιο συγ-
κεκριµένα, δείξαµε ότι υπάρχει ένας NOLHD µε n αγωγές και m παράγοντες
για (n,m) ∈ {(24k + 2, 12), (32k + 2, 16), (40k + 2, 20), (48k + 2, 24), (24k +
3, 12), (32k + 3, 16), (40k + 3, 20), (48k + 3, 24)}, για όλα k = 1, 2, 3, . . . .

5.1 Γενική Κατασκευή

Στην ενότητα αυτή παρέχουµε µεθόδους για την κατασκευή ορθογώνιων σχε-
διασµών Λατινικών Υπερκύβων µε µικρή συσχέτιση. Αυτό είναι ιδιαίτερα εν-
διαφέρον, όταν δεν µπορούν να υπάρξουν ορθογώνιοι σχεδιασµοί Λατινικών
Υπερκύβων. Επιπλέον, αυτοί οι σχεδιασµοί Λατινικού υπερκύβου µε µικρή
συσχέτιση ικανοποιούν τις ιδιότητες (a′) και (b).

Για να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους LHDs µε µικρή συσχέτιση
που κατασκευάσαµε σε ένα µοντέλο δεύτερης τάξης για κρησάρισµα, ϑα
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Πίνακας 5.1: ∆ιανύσµατα µε µηδενική PAF για NOLHDs µε περιττό αριθµό
εκτελέσεων, οπου µε Α.Π. συµβολίζουµε τον αριθµό των παραγόντων στον
σχεδιασµό

Α. Π. ∆ιανύσµατα
12 A1 = (b+ 15,−(b+ 5), b+ 19), A2 = (b+ 17,−(b+ 21), b+ 23),

A3 = (b+ 1, b+ 3,−(b+ 7)), A4 = (b+ 9, b+ 11, b+ 13)
16 A1 = (b+1, b+3), A2 = (b+5,−(b+7)), A3 = (b+9,−(b+11)),

A4 = (b+13, b+15), A5 = (b+17,−(b+19)), A6 = (b+21, b+23),
A7 = (b+ 25, b+ 27), A8 = (b+ 29,−(b+ 31))

20 A1 = (b+21, b+5,−(b+27), b+29, b+23), A2 = (b+25, b+31, b+
33, b+35,−(b+37)), A3 = (b+39, b+1,−(b+3),−(b+7),−(b+9)),
A4 = (b+ 11, b+ 13,−(b+ 15), b+ 17,−(b+ 19))

24 A1 = (b + 1, b + 27, b + 3), A2 = (b + 5, b + 7,−(b + 9)),
A3 = (b+11,−(b+13),−(b+15)), A4 = (b+17, b+19,−(b+21)),
A5 = (b+ 23,−(b+ 25), b+ 29), A6 = (b+ 31, b+ 33,−(b+ 35)),
A7 = (b+ 37, b+ 39, b+ 41), A8 = (b+ 43, b+ 45,−(b+ 47))

πρέπει οι LHDs να ικανοποιούν τις εξής ιδιότητες :
a′) Κάθε στήλη να είναι σχεδόν ορθογώνια ως προς τις άλλες στήλες του σχε-
διασµού.
b) Κάθε στήλη να είναι ορθογώνια µε οποιαδήποτε στήλη που αντιστοιχεί σε
τετραγωνική επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο παραγόντων.

Η ακόλουθη µέθοδος είναι εµπνευσµένη από ένα ϑεώρηµα των Liu and
Dean (2004) όπου οι συγγραφείς πρόσθεσαν µια γραµµή µε µονάδες σε k
κυκλικούς σχεδιασµούς για να κατασκευαστούν οι επιθυµητοί υπερκορεσ-
µένοι σχεδιασµοί. Επεκτείνοντας αυτή την ιδέα, µπορούµε να κατασκευά-
σουµε σχεδόν ορθογώνιους σχεδιασµούς Λατινικού υπερκύβου προσθέτοντας
µια γραµµή σε κατάλληλους πίνακες που κατασκευάζονται χρησιµοποιώντας
διανύσµατα µε µηδενική PAF.

Θεώρηµα 7 ΄Εστω A,B,C,D είναι τέσσερα διανύσµατα γραµµής µήκους l µε
µηδενική PAF και n = 4l. Εάν οι απόλυτες τιµές των στοιχείων του διανύσµατος
γραµµής (A,B,C,D) είναι µια µετάθεση των

(i) (b + 1, b + 3, . . . , b + 2n− 1), τότε για b = 2, 2n + 2, . . . , 2n(k − 1) + 2
υπάρχει ένας σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου µε µικρή συσχέτιση (NOLHD)
L(2nk + 2, n), για κάθε k = 1, 2, . . . . Η συσχέτιση ruv, δύο οποιονδήποτε



5.1 Γενική Κατασκευή 95

Πίνακας 5.2: ∆ιανύσµατα µε µηδενική PAF για NOLHDs µε άρτιο αριθµό
εκτελέσεων, οπου µε Α.Π. συµβολίζουµε τον αριθµό των παραγόντων στον
σχεδιασµό

Α.Π. ∆ιανύσµατα
12 A1 = (b + 7,−(b + 2), b + 9), A2 = (b + 8,−(b + 10), b + 11),

A3 = (b, b+ 1,−(b+ 3)), A4 = (b+ 4, b+ 5, b+ 6)
16 A1 = (b+ 1, b+ 2), A2 = (b+ 3,−(b+ 4)), A3 = (b+ 5,−(b+ 6)),

A4 = (b+ 7, b+ 8), A5 = (b+ 9,−(b+ 10)), A6 = (b+ 11, b+ 12),
A7 = (b+ 13, b+ 14), A8 = (b+ 15,−(b+ 16))

20 A1 = (b+11, b+3,−(b+14), b+15, b+12), A2 = (b+13, b+16, b+
17, b+18,−(b+19)), A3 = (b+20, b+1,−(b+2),−(b+4),−(b+5)),
A4 = (b+ 6, b+ 7,−(b+ 8), b+ 9,−(b+ 10))

24 A1 = (b + 1, b + 14, b + 2), A2 = (b + 3, b + 4,−(b + 5)),
A3 = (b + 6,−(b + 7),−(b + 8)), A4 = (b + 9, b + 10,−(b + 11)),
A5 = (b+ 12,−(b+ 13), b+ 15), A6 = (b+ 16, b+ 17,−(b+ 18)),
A7 = (b+ 19, b+ 20, b+ 21), A8 = (b+ 22, b+ 23,−(b+ 24))

στηλών u και v, του σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε
είναι ruv = 3/(nk + 1)(2nk + 1)(2nk + 3).

(ii) (b, b+1 . . . , b+n−1), τότε για b = 2, n+2, . . . , n(k−1)+2 υπάρχει ένας
σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου µε µικρή συσχέτιση (NOLHD) L(2nk + 3, n),
για κάθε k = 1, 2, . . . . Η συσχέτιση ruv, δύο οποιονδήποτε στηλών u και v,
του σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι ruv = 6/(nk+
1)(nk + 2)(2nk + 3).

Απόδειξη (i) Τα τέσσερα διανύσµατα που χρησιµοποιήσαµε στο Πόρισµα 1
µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να κατασκευάσουµε ορθογώνιους τετραγ-
ωνικούς πίνακες Db τάξης n µε n διαφορετικά επίπεδα και έτσι

DT
b Db = zbIn, όπου zb =

n∑
i=1

(b+ 2i− 1)2 =
n(4n2 + 6bn+ 3b2 − 1)

3
.

Για k = 1, 2, . . . ορίζουµε

Tk =
(
DT

2 , DT
2n+2, · · · , DT

2n(k−1)+2

)T
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και

Xk =


Tk
1n
−1n
−Tk

 ,
όπου 1n είναι 1× n διάνυσµα µε όλα του τα στοιχεία να είναι µονάδες.

Είναι εύκολο να εξακριβωθεί ότι τα επίπεδα της κάθε στήλης του Xk είναι
µια µετάθεση των (1, 3, 5, . . . , 2nk − 1,−1,−3,−5, . . . ,−2nk − 1). Οι στή-
λες του Xk είναι ανά δύο ορθογώνιες αφού οι στήλες του Db είναι ανά δύο
ορθογώνιες για κάθε ϕυσικό αριθµό b. ΄Ετσι έχουµε:

XT
k Xk = 2

(
k−1∑
`=0

DT
2n`+2D2n`+2

)
In + 2Jn = 2

(
nk+1∑
i=1

(2i− 1)2 − 1

)
In + 2Jn

=

(
2(nk + 1)(2nk + 1)(2nk + 3)

3
− 2

)
In + 2Jn.

Κάθε στήλη του πίνακα Xk είναι µια µετάθεση των (1, 3, 5, . . . , 2nk +
1,−1,−3,−5, . . . ,−(2nk + 1)), µε XT

k Xk = 2(
∑nk+1

i=1 (2i − 1)2 − 1)In + 2Jn,
όπου In είναι ο ταυτοτικός πίνακας τάξης n και Jn είναι ο n× n πίνακας µε
όλα τα στοιχεία του µονάδες. Και έτσι, ο πίνακας Xk, για k = 1, 2, . . ., είναι
ο επιθυµητός NOLHD που ψάχναµε. Για δύο οποιεσδήποτε στήλες u, v του
πίνακα Xk µε u 6= v, έχουµε ότι ruv = 3/(nk + 1)(2nk + 1)(2nk + 3).

(ii) Τα τέσσερα διανύσµατα που χρησιµοποιήσαµε στο Πόρισµα 1 µπορούν
να χρησιµοποιηθούν για να κατασκευάσουµε ορθογώνιους τετραγωνικούς πί-
νακες Db τάξης n µε n διαφορετικά επίπεδα και έτσι

DT
b Db = zbIn, όπου zb =

n−1∑
i=0

(b+ i)2 =
n(2n2 − 3n+ 6bn+ 6b2 − 6b+ 1)

6
.

Για k = 1, 2, . . . ορίζουµε

Tk =
(
DT

2 , DT
n+2, · · · , DT

n(k−1)+2

)T
και

Xk =


Tk
1n
0n
−1n
−Tk

 .



5.1 Γενική Κατασκευή 97

Είναι εύκολο να εξακριβωθεί ότι τα επίπεδα κάθε στήλης του Xk είναι µια
µετάθεση των (1, 2, 3, . . . , nk+1, 0,−1,−2,−3, . . . ,−(nk+1)). Οι στήλες του
πίνακα Xk έχουν εσωτερικό γινόµενο ίσο µε 2 αφού οι στήλες του Db είναι
ανά δύο ορθογώνιες για κάθε b = 2, . . . , n(k − 1) + 2. Εποµένως, εχουµε

XT
k Xk = 2

(
k−1∑
`=0

DT
n`+2Dn`+2

)
In + 2Jn = 2

(
nk+1∑
i=1

i2 − 1

)
In + 2Jn

=

(
(nk + 1)(nk + 2)(2nk + 3)

3
− 2

)
In + 2Jn.

Κάθε στήλη του πίνακα Xk είναι µια µετάθεση των (0, 1, 2, 3 . . . , nk +
1,−1,−2,−3 . . . ,−(nk + 1), µε XT

k Xk = 2(
∑nk+1

i=1 i2 − 2)In + 2Jn. Και έτσι,
ο πίνακας Xk για k = 1, 2, . . ., είναι ο επιθυµητός NOLHD που ψάχναµε.
Για δύο οποιεσδήποτε στήλες u, v του πίνακα Xk µε u 6= v έχουµε ότι ruv =
6/(nk + 1)(nk + 2)(2nk + 3).

Θεώρηµα 8 ΄ΕστωA1, A2, . . . οκτώ διανυσµατα γραµµής µήκους l µε µηδενική
PAF και n = 8l. Εάν οι απόλυτες τιµές των στοιχείων του διανύσµατος γραµµής
(A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8) είναι µια µετάθεση των

(ι) (b+1, b+3, . . . , b+2n−1), τότε για b = 2, 2n+2, . . . , 2n(k−1)+2 υπάρχει
ένας σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου µε µικρή συσχέτιση L(2nk + 2, n). Η
συσχέτιση ruv, δύο οποιονδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λατινικού
υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι : ruv = 3/(nk + 1)(2nk + 1)(2nk + 3).

(ιι) (b, b + 1 . . . , b + n− 1), τότε για b = 2, n + 2, . . . , n(k − 1) + 2 υπάρχει
ένας σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου µε µικρή συσχέτιση L(2nk + 3, n). Η
συσχέτιση ruv, δύο οποιονδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λατινικού
υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι : ruv = 6/(nk + 1)(nk + 2)(2nk + 3).

Απόδειξη Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 7
και έτσι παραλείπεται.

Παρατήρηση 5 Οι σχεδιασµοί που κατασκευάσαµε σε αυτή την ενότητα ικανοποιούν
τις παρακάτω ιδιότητες : α΄) Κάθε στήλη να είναι σχεδόν ορθογώνια ως προς τις
άλλες στήλες του σχεδιασµού. ϐ) Κάθε στήλη να είναι ορθογώνια µε οποιαδή-
ποτε στήλη που αντιστοιχεί σε τετραγωνική επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο
παραγόντων.
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5.1.1 Αποτελέσµατα και Παραδείγµατα

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που ϐρέθηκαν από την εφαρµογή της
γενικής κατασκευής, παρουσιάζουµε την κατασκευή του NOLHD µε m =
12, 16, 20, 24 παραγόντες και ευέλικτο αριθµό εκτελέσεων. Οι σχεδιασµοί αυ-
τοί παρου- σιάζονται σε αυτή την ενότητα. Τα παραδείγµατα που παρουσιά-
Ϲονται στην ενότητα αυτή είναι χρήσιµα για την κατανόηση της µεθόδου
κατασκευής. Η απόδειξη του Θεωρήµατος 7 περιγράφει πώς µπορεί κανείς να
κατασκευάσει NOLHD L(2nk+2, n) µε 2nk+2 εκτελέσεις και n παράγοντες,
για κάθε k = 1, 2, . . . .. Το σύνολο των τεσσάρων διανυσµάτων που χρειαζό-
µαστε δίνονται στους πίνακες 5.1 και 5.2. Για να πάρουµε τους απαιτού-
µενους ορθογώνιους πίνακες, χρησιµοποιούµε είτε τέσσερα διανύσµατα στον
Goethal-Seidel σχηµατισµό (και ακολουθούµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος
7) ή οκτώ διανύσµατα στον Kharaghani σχηµατισµό (και ακολουθούµε την
απόδειξη του ϑεωρήµατος 8).

Σηµειώνεται ότι τέτοιοι σχεδιασµοί δεν µπορούν να κατασκευαστούν χρησι-
µοποιώντας οποιαδήποτε άλλη µέθοδο στην ϐιβλιογραφία. Χρησιµοποιώντας
τα διανύσµατα που δίνονται στους Πίνακες 5.1 και 5.2 µε τις κατασκευές
τους όπως τις περιγράψαµε στα Θεωρήµατα 7 και 8 προκύπτει το ακόλουθο
πόρισµα.

Πόρισµα 9 Υπάρχει ένας NOLHD µε

i. n = 24k + 2, n = 24k + 3 εκτελέσεις και m = 12 παράγοντες,

ii. n = 32k + 2, n = 32k + 3 εκτελέσεις και m = 16 παράγοντες,

iii. n = 40k + 2, n = 40k + 3 εκτελέσεις και m = 20 παράγοντες,

iv. n = 48k + 2, n = 48k + 3 εκτελέσεις και m = 24 παράγοντες,

για κάθε k = 1, 2, . . .

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα δείξουµε πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει
έναν NOLHD(26, 12).

Παράδειγµα 26 Για k = 1, b = 24(k − 1) + 2 ⇒ b = 2. Χρησιµοποιώντας
το πόρισµα 1 και τα τέσσερα διανύσµατα µήκους 3 όπως παρουσιάζονται στο
πίνακα 5.1 και b = 2, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο πίνακα D2. Εφαρ-
µόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 7(i)
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για n = 4l και l = 3 έχουµε έναν σχεδόν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού
Υπερκύβου (NOLHD)

X1 =

[
D0

−D0

]
µε 26 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 12 παράγοντες, όπου D2

είναι ο πίνακας

D2 =



17 -7 21 25 -23 19 -9 5 3 15 13 11
21 17 -7 -23 19 25 5 3 -9 13 11 15
-7 21 17 19 25 -23 3 -9 5 11 15 13
-25 23 -19 17 -7 21 -13 -15 -11 5 -9 3
23 -19 -25 21 17 -7 -15 -11 -13 -9 3 5
-19 -25 23 -7 21 17 -11 -13 -15 3 5 -9
9 -5 -3 13 15 11 17 -7 21 23 -25 -19
-5 -3 9 15 11 13 21 17 -7 -25 -19 23
-3 9 -5 11 13 15 -7 21 17 -19 23 -25
-15 -13 -11 -5 9 -3 -23 25 19 17 -7 21
-13 -11 -15 9 -3 -5 25 19 -23 21 17 -7
-11 -15 -13 -3 -5 9 19 -23 25 -7 21 17



.

Η συσχέτιση, ruv δύο οποιοδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λα-
τινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι ruv = 3/8775⇒ ruv = 3.419×
10−4 = 0.0003419. Παρόλο που ο σχεδιασµός δεν είναι ορθογώνιος εν-
τούτοις η ιδιότητα (ϐ) ικανοποιείται. ∆ηλαδή, κάθε στήλη είναι ορθογώνια
µε οποιαδήποτε στήλη που αντιστοιχεί σε τετραγωνική επιδραση ή αλλη-
λεπίδραση δύο παραγόντων. 2

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα δείξουµε πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει
έναν NOLHD(50, 12).

Παράδειγµα 27 Για k = 1, b = 24(k − 1) + 2 ⇒ b = 26. Χρησιµοποιώντας
το πόρισµα 1 και τα τέσσερα διανύσµατα µήκους 3 όπως παρουσιάζονται
στο πίνακα 5.1 και b = 26, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο πίνακα D26.
Εφαρµόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του Θεωρήµατος
7(ι) για n = 4l και l = 3 έχουµε έναν σχεδόν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού
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Υπερκύβου (NOLHD)

X2 =


D2

D26

11×12

−11×12

−D2

−D26


µε 50 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 12 παράγοντες, όπου D26

είναι ο πίνακας

D26 =



41 -31 45 49 -47 43 -33 29 27 39 37 35
45 41 31 -47 43 49 29 27 -33 37 35 39
-31 45 41 43 49 -47 27 -33 29 35 39 37
-49 47 -43 41 -31 45 -37 -39 -35 29 -33 27
47 -43 -49 45 41 -31 -39 -35 -37 -33 27 29
-43 -49 47 -31 45 41 -35 -37 -39 27 29 -33
33 -29 -27 37 39 35 41 -31 45 47 -49 -43
-29 -27 33 39 35 37 45 41 -31 -49 -43 47
-27 33 -29 35 37 39 -31 45 41 -43 47 -49
-39 -37 -35 -29 33 -27 -47 49 43 41 -31 45
-37 -35 -39 33 -27 -29 49 43 -47 45 41 -31
-35 -39 -37 -27 -29 33 43 -47 49 -31 45 41



.

Η συσχέτιση, ruv δύο οποιοδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λα-
τινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι ruv = 3/62475⇒ ruv = 4.802×
10−5 = 0.00004802. Παρόµοια µε το παράδειγµα 26 η ιδιότητα (ϐ) ισχύει και
εδώ. 2

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα δείξουµε πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει
έναν NOLHD(27, 12).

Παράδειγµα 28 Για k = 1, b = 12k − 10 ⇒ b = 2. Χρησιµοποιώντας το
πόρισµα 1 και τα τέσσερα διανύσµατα µήκους 3 όπως παρουσιάζονται στο
πίνακα 5.2 και b = 2, έχουµε έναν 12 × 12 ορθογώνιο πίνακα D2. Εφαρ-
µόζοντας την µέθοδο που περιγράφεται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 7(ii)
για n = 4l και l = 3 έχουµε έναν σχεδόν ορθογώνιο σχεδιασµό Λατινικού
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Υπερκύβου (NOLHD)

X2 =


D2

D26

11×12

−11×12

−D2

−D26


µε 27 πειραµατικές εκτελέσεις (παρατηρήσεις) και 12 παράγοντες, όπου D2

είναι ο πίνακας

D2 =



9 -4 11 13 -12 10 -5 3 2 8 7 6
11 9 -4 -12 10 13 3 2 -5 7 6 8
-4 11 9 10 13 -12 2 -5 3 6 8 7
-13 12 -10 9 -4 11 -7 -8 -6 3 -5 2
12 -10 -13 11 9 -4 -8 -6 -7 -5 2 3
-10 -13 12 -4 11 9 -6 -7 -8 2 3 -5
5 -3 -2 7 8 6 9 -4 11 12 -13 -10
-3 -2 5 8 6 7 11 9 -4 -13 -10 12
-2 5 -3 6 7 8 -4 11 9 -10 12 -13
-8 -7 -6 -3 5 -2 -12 13 10 9 -4 11
-7 -6 -8 5 -2 -3 13 10 -12 11 9 -4
-6 -8 -7 -2 -3 5 10 -12 13 -4 11 9



.

Η συσχέτιση, ruv δύο οποιοδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λα-
τινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε είναι ruv = 6/4914⇒ ruv = 1.221×
10−3 = 0.001221. Κάθε στήλη είναι ορθογώνια µε οποιαδήποτε στήλη που
αντιστοιχεί σε τετραγωνική επιδραση ή αλληλεπίδραση δύο παραγόντων. 2

5.2 Συµπεράσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο, προτείναµε ορισµένες µεθόδους κατασκευής για NOL-
HDs µε 12, 16, 20, και 24 παράγοντες µε ευέλικτο πλήθος εκτελέσεων. Η
κατασκευή τέτοιων σχεδιασµών είναι αρκετά σηµαντική, αφού δεν υπάρχουν
OLHDs ίδιων παραµέτρων. Η µέθοδος είναι µία τροποποίηση της προηγού-
µενης µεθόδου που προτείνεται σε αυτή τη διατριβή για την κατασκευή των
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OLHDs, αλλά τα αποτελέσµατα που λήφθηκαν για τους NOLHDs είναι νέα
και πολύ χρήσιµα σε ειδικές πειραµατικές καταστάσεις. Περαιτέρω έρε-
υνα απαιτείται για την επίτευξη καλών µη-ορθογώνιων σχέδιασµών µε άλλες
παραµέτρους και σε άλλες περιπτώσεις, όταν δεν υπάρχουν OLHDs.



Κεφάλαιο 6

Εµφωλευµένοι (Τεµαχισµένοι)
Σχεδιασµοί Λατινικών
υπερκύβων

6.1 Εισαγωγή

Οι Εµφωλευµένοι (Τεµαχισµένοι) σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων (Sliced
Latin Hypercube Designs) είναι µια ειδική κατηγορία σχεδιασµών Λατινικών
υπερκύβων, οι οποίοι µπορούν να διαµεριστούν σε πολλούς σχεδιασµούς
Λατινικών υπερκύβων µικροτέρων διαστάσεων (slices). Οι σχεδιασµοί αυτοί
είναι πολύ χρήσιµοι και έχουν πολλές εφαρµογές όπως για παράδειγµα στα
πειράµατα µε υπολογιστές που περιλαµβάνουν ποιοτικούς και ποσοτικούς
παράγοντες ή εξετάζουν παράγοντες σε πολλαπλά στρώµατα. Τόσο η ορθογ-
ωνιότητα όσο και η οµοιοµορφία είναι σηµαντικές ιδιότητες τέτοιων σχεδιασ-
µών.

Οι Εµφωλευµένοι σχεδιασµοί Λατινικών υπερκύβων (LHDs) προτάθηκαν
για πρώτη ϕορά από τον Qian (2012). ΄Ενας Εµφωλευµένος σχεδιασµός
Λατινικών υπερκύβων πρέπει να ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες : (α) Κάθε στήλη
να είναι ορθογώνια ως προς τις άλλες στήλες του σχεδιασµού (ϐ) Κάθε στήλη
να είναι ορθογώνια µε οποιαδήποτε στήλη που αντιστοιχεί σε τετραγωνική
επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο παραγόντων,(ϐλ., Ye (1998), Sun, Liu και
Lin (2010), Yang και Liu (2012)).

Οι Johnson, Moore και Ylvisaker (1990) εισήγαγαν το κριτήριο της απόσταση-
ς maximin,η οποία µεγιστοποιεί την ελάχιστη απόσταση µεταξύ των αποσ-
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τάσεων. Οι Morris και Mitchell (1995) εφάρµοσαν το κριτήριο αυτό για την
ϐελτιστοποίηση των NLHDs. Ωστόσο, οι NLHDs που προτάθηκαν από τον
(Qian, 2012) ικανοποιούν µόνο την µια ιδιότητα, αυτή της οµοιοµορφίας αλ-
λά όχι και της ορθογωνιότητας. Πρόσφατα, οι Yang, Lin, Qian και Lin (2013)
πρότειναν διάφορες µεθόδους για την κατασκευή ορθογώνιων τεµαχισµένων
σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων (NLHDs) .

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάζεται µια νέα µέθοδος για την κατασκευή
ορθογώνιων και σχεδόν ορθογώνιων Εµφωλευµένων σχεδιασµών Λατινικών
υπερκύβων (NLHDs) χρησιµοποιώντας για την κατασκευή τους διανύσµατα
µε µηδενική συνάρτηση περιοδικής αυτοσυσχέτισης (PAF).

Οι σχεδιασµοί που προκύπτουν ικανοποιούν τις ιδιότητες που παραθέ-
σαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο (a) και (b) και (a′) και (b) και έχουν ευ-
έλικτο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων και µε 2, 4, 8, 12, 16, 20 και 24
παράγοντες, οι οποίοι δεν µπορούν να ληφθούν από τους Yang, Liu kai Lin
(2014) .

Ορισµός 20 ΄Ενας LHD σχεδιασµός X = L(n,m) καλείται Εµφωλευµένος
σχεδιασµός Λατινικού υπερκύβου αν τα επίπεδα είναι παρόµοια αλλά όχι
τα ίδια για διαφορετικά επίπεδα κάποιου άλλου παράγοντα.
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6.2 Γενική Κατασκευή

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε ορισµένες προσεγγίσεις για την κατασκευή
Εµφωλευµένων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων (NLHDs) χρησιµοποιώντας
µια ειδική κατηγορία ορθογώνιων πινάκων τάξης 2l, 4l και 8l. Οι σχεδιασ-
µοί που προκύπτουν έχουν ευέλικτο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων και
ικανοποιούν τις ιδιότητες (a) και (b).

Θα παρουσιάσουµε δύο αλγορίθµους για την κατασκευή των σχεδιασµών
µας µεm παράγοντες και ευέλικτο πλήθος πειραµατικών εκτελέσεων. Για µια
δοθείσα ϑετική σταθερά a, αν οι απόλυτες τιµές των διανυσµάτων είναι µια
µετάθεση των (b+ (2p− 1)a : p = 1, 2, . . . ,m), τότε ϑα χρησιµοποιούµε τον
NOL Αλγόριθµο 1 για να κατασκευάσουµε τους ορθογώνιους Εµφωλευµέ-
νους LHDs µε m παράγοντες, ενώ εαν οι απόλυτες τιµές των διανυσµάτων
είναι µια µετάθεση των b+ pa : p = 1, 2, . . . ,m, ϑα χρησιµοποιούµε τον NOL
Αλγόριθµο 2.

Σηµειώνεται ότι οι Εµφωλευµένοι LHDs που κατασκευάζονται από τους
δύο αλγορίθµους µπορεί να έχουν τον ίδιο αριθµό εκτελέσεων και τον ίδιο
αριθµό παραγόντων. Χρησιµοποιούµε τα ίδια διανύσµατα µε αυτά του προ-
ηγούµενου κεφαλαίου µε µηδενική συνάρτηση περιοδικής αυτοσυσχέτισης
(PAF). Για χάρην ευκολίας χρησιµοποιούµε το r για µια σταθερά 2, 4 ή 8 σε
αυτή και στις υπόλοιπες ενότητες του κεφαλαίου.

6.2.1 Αλγόριθµοι

Nested orthogonal LHDs Αλγόριθµος 1 (NOL Αλγόριθµος 1)

Βήµα 1: Θεωρούµε ένα ϑετικό ακέραιο a, και έστω Ab1 , Ab2, Ab3, . . . , Abr
όπου r διανύσµατα γραµµής µήκους l µε µηδενική PAF. Οι απόλυτες τιµές
των διανυσµάτων Ab2, Ab3, . . . , Abr είναι µια µετάθεση των
(b+ (2p− 1)a : p = 1, 2, . . . ,m), όπου m = rl.

Βήµα 2: Για j = 0, 1, . . . , k − 1 µε k να είναι ένας ϑετικός ακέραιος, και
έστω

Ej =
(
DT

2amj, D
T
2amj±1, . . . , D

T
2amj±(a−1), D

T
2amj+a

)T
,
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όπουDb είναι ένας ορθόγωνιος τετραγωνικός πίνακας τάξηςm που κατασκευάζε-
ται από τα διανύσµατα Ab2, Ab3, . . . , Abr και χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 10,
ορίζουµε :

L1 =
(
−ET

k−1, . . . ,−ET
0 , 0m, E

T
0 , . . . , E

T
k−1,

)T
,

L2a =
(
−DT

2am(k−1), . . . ,−DT
2am,−DT

0 , D
T
0 , D

T
2am, . . . , D

T
2am(k−1)

)T
,

και

L2b =
(
−DT

2am(k−1)+a, . . . ,−DT
2am+a,−DT

a , 0m, D
T
a , D

T
2am+a, . . . , D

T
2am(k−1)+a

)T
.

Βήµα 3: ΄Εστω
F1 = (L1;L2a) και F2 = (L1;L2b).

Nested orthogonal LHDs Αλγόριθµος 2 (NOL Αλγόριθµος 2)

Βήµα 1: Θεωρούµε ένα ϑετικό ακέραιο a, και έστω Ab1 , Ab2, Ab3, . . . , Abr
όπου r διανύσµατα γραµµής µήκους l µε µηδενική PAF. Οι απόλυτες τιµές
των διανυσµάτωνAb2,Ab3, . . . ,Abr είναι µια µετάθεση των (b+ pa : p = 1, 2, . . . ,m),
όπου m = rl.

Βήµα 2: Για j = 0, 1, . . . , k − 1 µε k να είναι ένας ϑετικός ακέραιος, και
έστω

Ej =
(
DT
amj, D

T
amj−1, . . . , D

T
amj−(a−1),

)T
,

όπουDb είναι ένας ορθόγωνιος τετραγωνικός πίνακας τάξηςm που κατασκευάζε-
ται από τα διανύσµατα Ab2, Ab3, . . . , Abr, και χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 10
ορίζουµε :

L1 =
(
−ET

k−1, . . . ,−ET
0 , 0m, E

T
0 , . . . , E

T
k−1,

)T
,
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L2a =
(
−DT

am(k−1), . . . ,−DT
am,−DT

0 , 0m, D
T
0 , D

T
am, . . . , D

T
am(k−1)

)T
,

και

L2b =
(
−DT

am(k−1)−a
2
, . . . ,−DT

am−a
2
,−DT

−a
2
, DT
−a

2
, DT

am−a
2
, . . . , DT

am(k−1)−a
2

)T
.

Βήµα 3: ΄Εστω
G1 = (L1;L2a) και G2 = (L1;L2b).

6.2.2 Γενικό Θεώρηµα

Με τη χρήση κατάλληλων διανυσµάτων µε περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέ-
τισης PAF ίση µε µηδέν κατασκευάζουµε νέους Εµφωλευµένους σχεδιασµούς
Λατινικών υπερκύβων (NLHDs).

Θεώρηµα 9 (i) Για τους σχεδιασµούς που κατασκευάστηκαν από τον Αλ-
γόριθµο 1, F1 είναι ο NLHD L((4amk + 1, 2mk),m) και F2 είναι ο SHLD
L((4amk+ 1, 2mk+ 1),m), όπου L1, L2a και L2b είναι ορθογώνιοι LHDs µεm
παράγοντες και 4amk + 1, 2mk, και 2mk + 1 γραµµές, αντίστοιχα.

(ii) Για τους σχεδιασµούς που κατασκευάστηκαν από τον Αλγόριθµο 2, G1

είναι ο SLHD L((2amk + 1, 2mk + 1),m) και G2 είναι ο NHLD L((2amk +
1, 2mk),m), όπου L1, L2 και L2b είναι ορθογώνιοι LHDs µε m παράγοντες και
2amk + 1, 2mk + 1, και 2mk γραµµές, αντίστοιχα.

Απόδειξη Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε r = 4, τέσσερα διανύσµα-
τα Ab1 , Ab2, Ab3,Ab4. Για r = 2 ή 8 η απόδειξη είναι παρόµοια.

(i) Είναι προφανές ότι L2a ⊂ L1 και L2b ⊂ L1 (από τους ορισµούς των
L1, L2a και L2b και από τον Αλγόριθµο 1). Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι τα
στοιχεία κάθε στήλης των πινάκων L1, L2a και L2b ισαπέχουν.

Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι, για j = 0, . . . , k−1, οι απόλυτες τιµές
των στοιχείων κάθε στήλης τουEj είναι (2jam+ 1, 2jam+ 2, . . . , 2(j + 1)am).
Αυτό δείχνει ότι τα στοιχεία κάθε στήλης του πίνακα L1 είναι (0,±1,±2,
. . . ,±2kma). Από τον ορισµό του πίνακα Db, γνωρίζουµε ότι τα στοιχεία
κάθε στήλης των πινάκων L2a και L2b είναι (±a,±3a, . . . ,±(2mk − 1)a) και
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(0,±2a,±4a, . . . ,±2amk), αντίστοιχα. ΄Ετσι και οι δύο πίνακες (L1, L2a) και
(L1, L2b) είναι LHDs. Η ορθογωνιότητα των πινάκων L1, L2a και L2b µπορεί
εύκολα να αποδειχθεί αφού το σύνολο των διανυσµάτων (Ab1, Ab2, Ab3, Ab4) που
χρησιµοποιουµε έχει µηδενική PAF.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή της περίπτωσης (i) και έτσι παρ-
αλείπεται.

6.3 Κατασκευές νέων σχεδιασµών

Πόρισµα 10 (i) Αν ορίσουµεL′1 = (LT2a, L
T
2b)

T όπουL2a καιL2b όπως δόθηκαν
από τον Αλγόριθµο 1, τότε (L′1, L2a) είναι ο ορθογώνιος Εµφωλευµένος LHD
L((4mk + 1, 2mk),m) και (L′1, L2a) είναι ο ορθογώνιος Εµφωλευµένος LHD
L((4mk + 1, 2mk + 1),m).

(ii) Αν ορίσουµε L′1 = (LT2a, L
T
2b)

T όπου L2a και L2b όπως δόθηκαν από τον
Αλγόριθµο 2, τότε (L′1, L2a) είναι ο ορθογώνιος Εµφωλευµένος LHD L((4mk+
1, 2mk+1),m) και (L′1, L2a) είναι ο ορθογώνιος Εµφωλευµένος LHD L((4mk+
1, 2mk),m).

Παρατήρηση 6 Σηµειώνεται ότι ο Αλγόριθµος 2 λειτουργεί επίσης για κάθε
ϑετικό ακέραιο a. Το γεγονός ότι το a είναι ένας ϑετικός ακέραιος, µας εξασ-
ϕαλίζει ότι όλα τα επίπεδα των παραγόµενων σχεδιασµών είναι επίσης ακέραιοι.
Στην πραγµατικότητα, οι Αλγόριθµοι 1 και 2 είναι σε ϑέση να παράγουν πολλούς
νέους Ορθογώνιους Εµφωλευµένους LHDs που δεν µπορούν να κατασκευασ-
τούν από καµία µέθοδο στην ϐιβλιογραφία.

Τα ακόλουθα δύο παραδείγµατα δείχνουν πώς µπορεί κανείς να κατασκευά-
σει σχεδιασµούς µε m = 12 και m = 20 παράγοντες, αντιστοίχως.

6.4 Παραδείγµατα

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα δείξουµε πώς µπορεί κανείς να κατασκευάσει
δύο NLHD L(193, 48), 12)) και L(193, 49), 12)).

Παράδειγµα 29 Θα κατασκευάσουµε Ορθογώνιους Εµφωλευµένους LHDs
L((48ak + 1, 24k), 12), L((48ak + 1, 24k + 1), 12), L((48k + 1, 24k), 12) και
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L((48k + 1, 24k + 1), 12) για κάθε k = 1, 2, . . ., αντίστοιχα και µε m = 12
παράγοντες.

Ορίζουµε a = 2 και k = 2 από τον Αλγόριθµο 1 έχουµε b=−1, 0, 1, 2, 47,
48, 49, 50. Χρησιµοποιώντας το Goethal-Seidel σχηµατισµό, µε τα ακόλουθα
τέσσερα διανύσµατα µε µηδενική PAF

Ab1 = (b+ 15a,−(b+ 5a), b+ 19a),
Ab2 = (b+ 17a,−(b+ 21a), b+ 23a),
Ab3 = (b+ a, b+ 3a,−(b+ 7a)),
Ab4 = (b+ 9a, b+ 11a, b+ 13a),

έχουµε οκτώ 12×12 ορθογώνιους πίνακεςD−1,D0,D1,D2,D47,D48, D49,
D50. Εφαρµόζοντας τη µέθοδο που περιγράφεται στο Θεωρήµα 6 έχουµε δύο
Εµφωλευµένους σχεδιασµούς Λατινικού υπερκύβου (L1, L2a), και (L1, L2b),
L = ((193, 48), 12) και L = ((193, 49), 12) αντίστοιχα όπου :

L1 =



−D48

−D0

D0

D48

−D50

−D2

D2

D50

−D−1

D−1

−D1

D1

−D47

D47

−D49

D49



L2a =


−D48

−D0

D0

D48


είναι ένας ορθογώνιος LHD L(48, 12)
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L2b =


−D50

−D2

D2

D50


είναι ένας ορθογώνιος LHD L(49, 12) µε 193 αγωγές και 12 παράγοντες, όπου
ο D0 αναλυτικά είναι



30 −10 38 46 −42 34 −14 6 2 26 22 18
38 30 −10 −42 34 46 6 2 −14 22 18 26
−10 38 30 34 46 −42 2 −14 6 18 26 22
−46 42 −22 30 −10 38 −22 −26 −18 2 −14 6
42 −22 −46 38 30 −10 −26 −18 −22 6 2 −14
−22 −46 42 −10 38 30 −18 −22 −26 −14 6 2
14 −6 −2 22 26 18 30 −10 38 42 −46 −34
−6 −2 14 26 18 22 38 30 −10 −34 42 −46
−2 14 −6 18 22 26 −10 38 30 −46 −34 42
−26 −22 −18 −2 14 −6 −42 46 34 30 −10 38
−22 −18 −26 −6 −2 14 34 −42 46 385 30 −10
−18 −26 −22 14 −6 −2 46 34 −42 −10 38 30



.

D−1 αναλυτικά είναι



29 −9 37 45 −41 33 −13 5 1 25 21 17
37 29 −9 −41 33 45 5 1 −13 21 17 25
−9 37 29 33 45 −41 1 −13 5 17 25 21
−45 41 −33 29 −9 37 −21 −25 −17 5 −13 1
41 −33 −45 37 29 −9 −25 −17 −21 −13 1 5
−33 −45 41 −9 37 29 −17 −21 −25 1 5 −13
13 −5 −1 21 25 17 29 −9 37 41 −45 −33
−5 −1 13 25 17 21 37 29 −9 −45 −33 41
−1 13 −5 17 21 25 −9 37 29 −33 41 −45
−25 −21 −17 −5 13 −1 −41 45 33 29 −9 37
−21 −17 −25 13 −1 −5 45 33 −41 37 29 −9
−17 −25 −21 −1 −5 13 33 −41 45 −9 37 29



.
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D1 αναλυτικά είναι

31 −11 39 47 −43 35 −15 7 3 27 23 19
39 31 −11 −43 35 47 7 3 −15 23 19 27
−11 39 31 35 47 −43 3 −15 7 19 27 23
−47 43 −35 31 −11 39 −23 −27 −19 7 −15 3
43 −35 −47 39 31 −11 −27 −19 −23 −15 3 7
−35 −47 43 −11 39 31 −19 −23 −27 3 7 −15
15 −7 −3 23 27 19 31 −11 39 43 −47 −35
−7 −3 15 27 19 23 39 31 −11 −47 −35 43
−3 15 −7 19 23 27 −11 39 31 −35 43 −47
−27 −23 −19 −7 15 −3 −43 47 35 31 −11 39
−23 −19 −27 15 −3 −7 47 35 −43 39 31 −11
−19 −27 −23 −3 −7 15 35 −43 47 −11 39 31



.

D2 αναλυτικά είναι

32 −12 40 48 −44 36 −16 8 4 28 24 20
40 32 −12 −44 36 48 8 4 −16 24 20 28
−12 40 32 36 48 −44 4 −16 8 20 28 24
−48 44 −36 32 −12 40 −24 −28 −20 8 −16 4
44 −36 −48 40 32 −12 −28 −20 −24 −16 4 8
−36 −48 44 −12 40 32 −20 −24 −28 4 8 −16
16 −8 −4 24 28 20 32 −12 40 44 −48 −36
−8 −4 16 28 20 24 40 32 −12 −48 −36 44
−4 16 −8 20 24 28 −12 40 32 −36 44 −48
−285 −24 −20 −8 16 −4 −44 48 36 32 −12 40
−24 −20 −28 16 −4 −8 48 36 −44 40 32 −12
−20 −28 −24 −4 −8 16 36 −44 48 −12 40 32



.

Οµοίως µε τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουµε και τους υπόλοιπους 12×12 ορθογώνιους
πίνακες D47, D48, D49, D50 αντίστοιχα.

Παράδειγµα 30 Θα κατασκευάσουµε Ορθογώνιους Εµφωλευµένους LHDs µε
m = 20 παράγοντες. Ορίζουµε a = 2 και k = 1 από τον Αλγόριθµο 2 έχουµε
b = −1, 0. Χρησιµοποιώντας το Goethal-Seidel σχηµατισµό, µε τα ακόλουθα
τέσσερα διανύσµατα µε µηδενική PAF

Ab1 = (b+ 11a, b+ 3a,−(b+ 14a), b+ 15a, b+ 12a),
Ab2 = (b+ 13a, b+ 16a, b+ 17a, b+ 18a,−(b+ 19a)),
Ab3 = (b+ 20a, b+ a,−(b+ 2a),−(b+ 4a),−(b+ 5a)),
Ab4 = (b+ 6a, b+ 7a,−(b+ 8a), b+ 9a,−(b+ 10a)),
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τότε σύµφωνα µε τον Αλγόριθµο 2 και τη µέθοδο που περιγράφεται στο
Θεωρήµα 6 έχουµε δύο Εµφωλευµένους σχεδιασµούς Λατινικού υπερκύβου
(L1, L2a), και (L1, L2b), µε L = ((81, 40), 20) και L = ((81, 41), 20) αντίστοιχα
όπου :

L1 =

[
L2a

L2b

]

L2a =

−D0

020

D0


L2b =

[
−D−1

D−1

]

6.5 Σχεδόν Ορθογώνιοι Εµφωλευµένοι Σχεδιασ-
µοί Λατινικών υπερκύβων

Για ορισµένες παραµέτρους, οι ορθογώνιοι Εµφωλευµένοι LHD µπορεί να
µην υπάρχουν. Σε αυτή την περίπτωση, ένας σχεδόν ορθογώνιος Εµφωλευµένος
LHD ϑεωρείται µια καλή επιλογή.
Σε αυτή την ενότητα ϑα προτείνουµε µεθόδους κατασκευής σχεδόν ορθογώνι-
ων Εµφωλευµένων LHD µε µικρή συσχέτιση. Αυτό είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον,
όταν δεν µπορούν να υπάρξουν ορθογώνιοι Εµφωλευµένοι σχεδιασµοί Λα-
τινικών Υπερκύβων. Οι σχεδιασµοί που προκύπτουν έχουν ευέλικτο αρι-
ϑµό πειραµατικών εκτελέσεων και ικανοποιούν τις ιδιότητες (a′) και (b) που
προαναφέραµε πιο πάνω και χρησιµοποιώντας r διανύσµατα µε µηδενική
συνάρτηση αυτοσυσχέτισης PAF .

Θα παρουσιάσουµε δύο αλγορίθµους για την κατασκευή των σχεδιασµών
µας µε m παράγοντες και ευέλικτο πλήθος πειραµατικών εκτελέσεων.

6.5.1 Αλγόριθµοι

Nested nearly orthogonal LHDs Αλγόριθµος 1 (NNOL Αλγόριθµος 1)

Βήµα 1: Θεωρούµε ένα ϑετικό ακέραιο a ≥ 2, και έστω Ab1 , Ab2, Ab3, . . . ,
Abr όπου r διανύσµατα γραµµής µήκους l µε µηδενική PAF. Οι απόλυτες
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τιµές των διανυσµάτωνAb2,Ab3, . . . ,Abr είναι µια µετάθεση των (b+ (2p− 1)a : p = 1, 2, . . . ,m),
όπου m = rl.

Βήµα 2: Για j = 0, 1, . . . , k − 1 µε k να είναι ένας ϑετικός ακέραιος, και
έστω

Ej =
(
DT

2amj, D
T
2amj±1, . . . , D

T
2amj±(a−1), D

T
2amj+a, D

T
2amj+(a+1)

)T
,

όπουDb είναι ένας ορθόγωνιος τετραγωνικός πίνακας τάξηςm που κατασκευάζε-
ται από τα διανύσµατα Ab2, Ab3, . . . , Abr και χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 10,
ορίζουµε :

L1 =
(
−ET

k−1, . . . ,−ET
0 ,−1m, 0m, 1m, E

T
0 , . . . , E

T
k−1,

)T
,

L2a =
(
−DT

2am(k−1), . . . ,−DT
2am,−DT

0 , D
T
0 , D

T
2am, . . . , D

T
2am(k−1)

)T
,

και

L2b =
(
−DT

2am(k−1)+a, . . . ,−DT
2am+a,−DT

a , 0m, D
T
a , D

T
2am+a, . . . , D

T
2am(k−1)+a

)T
.

Βήµα 3: ΄Εστω
W1 = (L1;L2a) και W2 = (L1;L2b).

Nested nearly orthogonal LHDs Αλγόριθµος 2 (NNOL Αλγόριθµος 2)

Βήµα 1: Θεωρούµε ένα ϑετικό ακέραιο a, και έστω Ab1 , Ab2, Ab3, . . . , Abr
όπου r διανύσµατα γραµµής µήκους l µε µηδενική PAF. Οι απόλυτες τιµές
των διανυσµάτωνAb2,Ab3, . . . ,Abr είναι µια µετάθεση των b+ pa : p = 1, 2, . . . ,m,
όπου m = rl.
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Βήµα 2: Για j = 0, 1, . . . , k − 1 µε k να είναι ένας ϑετικός ακέραιος, και
έστω

Ej =
(
DT
amj+1, D

T
amj, D

T
amj−1, . . . , D

T
amj−(a−2),

)T
,

όπουDb είναι ένας ορθόγωνιος τετραγωνικός πίνακας τάξηςm που κατασκε-
υάζεται από τα διανύσµατα Ab2, Ab3, . . . , Abr, και χρησιµοποιώντας το Πόρισµα
10 ορίζουµε :

L1 =
(
−ET

k−1, . . . ,−ET
0 ,−1m, 0m, 1m, E

T
0 , . . . , E

T
k−1,

)T
,

L2a =
(
−DT

am(k−1), . . . ,−DT
am,−DT

0 , 0m, D
T
0 , D

T
am, . . . , D

T
am(k−1)

)T
,

και

L2b =
(
−DT

am(k−1)−a
2
, . . . ,−DT

am−a
2
,−DT

−a
2
, DT
−a

2
, DT

am−a
2
, . . . , DT

am(k−1)−a
2

)T
.

Βήµα 3: ΄Εστω
W1 = (L1;L2a) και W2 = (L1;L2b).

6.5.2 Γενικό Θεώρηµα

Με τη χρήση κατάλληλων διανυσµάτων µε περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέ-
τισης PAF ίση µε µηδέν κατασκευάζουµε νέους σχεδόν Ορθογώνιους Εµ-
ϕωλευµένους σχεδιασµούς Λατινικών υπερκύβων (NNLHDs).

Θεώρηµα 10 (i) Για τους σχεδιασµούς που κατασκευάστηκαν από τον Αλ-
γόριθµο 1, W1 είναι ο σχεδόν Ορθογώνιος NNLHD L((4amk + 3, 2mk),m) και
W2 είναι ο NNLHDL((4amk+3, 2mk+1),m), όπουL1 είναι σχεδόν ορθογώνιος
LHD µε µικρή αυτοσυσχέτιση ίση µε ruv = 6/(2amk+1)(2amk+2)(4amk+3)
δύο οποιονδήποτε στηλών u και v, του σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου που
κατασκευάσαµε, L2a και L2b είναι ορθογώνιοι LHDs µεm παράγοντες και 2mk
και 2mk + 1 γραµµές, αντίστοιχα.
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(ii) Για τους σχεδιασµούς που κατασκευάστηκαν από τον Αλγόριθµο 2, W1

είναι ο NNLHD L((2amk+ 3, 2mk+ 1),m) και W2 είναι ο NNLHD L((2amk+
3, 2mk),m), όπου L1, είναι σχεδόν ορθογώνιος LHD µε µικρή αυτοσυσχέτιση
ίση µε ruv = 6/(amk+1)(amk+2)(2amk+3). δύο οποιονδήποτε στηλών u και
v, του σχεδιασµού Λατινικού υπερκύβου που κατασκευάσαµε,L2 και L2b είναι
ορθογώνιοι LHDs µεm παράγοντες και 2mk+ 1 και 2mk γραµµές, αντίστοιχα.

Απόδειξη Παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 9 ϑεωρούµε r = 4,
τέσσερα διανύσµατα Ab1 , Ab2, Ab3,Ab4 για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα.

(i) Είναι προφανές ότι L2a ⊂ L1 και L2b ⊂ L1 (ισχύει από τους ορισµούς
των L1, L2a και L2b από τον NNOL Αλγόριθµο 1). Στην συνέχεια ϑα δείξουµε
ότι τα στοιχεία κάθε στήλης των πινάκων L1, L2a και L2b ισαπέχουν.

Από τον ορισµό των Db και EJ γνωρίζουµε ότι τα στοιχεία κάθε στήλης
των πινάκων L1, L2a και L2b είναι :

(0,±1,±2, . . . ,±(2amk + 1)),

(±a,±3a, . . . ,±(2m− 1)a,±(2am+ a), . . . ,±(4am− a) . . . ,±(2amk − a)),

και

(0,±2a,±4a, . . . ,±2am,±(2am+ 2a), . . . ,±4am, . . . ,±2amk),

αντίστοιχα. ΄Ετσι και οι δύο πίνακες (L1, L2a) και (L1, L2b) είναι Εµφωλευµένοι
LHDs.

Από την ορθογωνιότητα του Db έχουµε:

LT1L1 = 2

(
k−1∑
j=0

ET
j Ej

)
+ 2Jm = 2

(
2amk+1∑
i=1

i2 − 1

)
Im + 2Jm

=

(
(2amk + 1)(2amk + 2)(4amk + 3)

3
− 2

)
Im + 2Jm.

,

όπου Im είναι ο ταυτοτικός πίνακας τάξηςm και Jm είναι οm×m πίνακας
µε όλα τα στοιχεία του µονάδες.
Με απλούς υπολογισµούς καταλήγουµε ότι :

ruv = 6/(2amk + 1)(2amk + 2)(4amk + 3), για δύο οποιεσδήποτε στήλες
u, v του πίνακα L1.
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΄Ετσι, ο πίνακας L1, είναι σχεδόν ορθογώνιος LHD. Από τον ορισµό του
Db γνωρίζουµε ότι :

LT2aL2a =

(
2a2mk(2mk + 1)(2mk − 1)

3

)
Im ,

LT2bL2b =

(
2a2mk(2mk + 1)(2mk + 2)

3

)
Im .

Εποµένως αποδείξαµε την σχεδόν ορθογωνιότητα του πίνακα L1, και την
ορθογωνιότητα των πινάκων L2a και L2b.

(ii) Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή της περίπτωσης (i). ∆ηλαδή, είναι
προφανές ότι L2a ⊂ L1 και L2b ⊂ L1 (ισχύει από τους ορισµούς των L1, L2a

και L2b από τον NNOL Αλγόριθµο 2).
Από τον ορισµό τουDb γνωρίζουµε ότι τα στοιχεία κάθε στήλης του πινάκα

L1 είναι : (0,±1,±2, . . . ,±(amk + 1)), εποµένως η ruv = 6/(amk+1)(amk+
2)(2amk + 3), για δύο οποιεσδήποτε στήλες u, v του πίνακα L1. Ακολου-
ϑώντας την αποδειξη της περίπτωσης (i) γνωρίζουµε ότι (L1;L2a) είναι ο
επιθυµητός σχεδόν Ορθογώνιος Εµφωλευµένος σχεδιασµός Λατινικού υπ-
ερκύβου L((2amk+ 3, 2mk+ 1),m) και (L1;L2b) είναι ο NNLHD L((2amk+
3, 2mk),m), όπου L1, είναι σχεδόν ορθογώνιος LHD µε µικρή αυτοσυσχέτιση
ίση µε ruv = 6/(amk + 1)(amk + 2)(2amk + 3). ΄Ετσι ολοκληρώθηκε η
απόδειξη.

Παρατήρηση 7 Σηµειώνεται ότι ο Αλγόριθµος 2 λειτουργεί επίσης για κάθε
ϑετικό περιττό ακέραιο a > 2. Το γεγονός ότι το a είναι ένας ϑετικός ακέραιος,
µας εξασφαλίζει ότι όλα τα επίπεδα των παραγόµενων σχεδιασµών είναι επίση-
ς ακέραιοι. Στην πραγµατικότητα, οι Αλγόριθµοι 1 και 2 είναι σε ϑέση να
παράγουν πολλούς νέους σχεδόν Ορθογώνιους Εµφωλευµένους σχεδιασµούς
LHDs που δεν κατασκευάζονται από µεθόδους της ϐιβλιογραφίας.
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6.6 Συµπεράσµατα

Συνοψίζοντας, σε αυτό το κεφάλαιο προτείναµε νέες διαδικασίες για την
κατασκευή Εµφωλευµένων σχεδιασµών Λατινικών υπερκύβων (SLHDs) µε
ευέλικτο πλήθος αγωγών. Επιπρόσθετα, κατασκευάσαµε χρήσιµους Εµ-
ϕωλευµένους σχεδιασµούς Λατινικών υπερκύβων ορθογώνιους και σχεδόν
ορθογώνιους µε ευέλικτο αριθµό πειραµατικών εκτελέσεων που έχουν πολλές
εφαρµογές όπως για παράδειγµα σε πειράµατα µε υπολογιστές που περιλ-
αµβάνουν ποιοτικούς και ποσοτικούς παράγοντες ή σε πειράµατα µε υπολο-
γιστές σε πολλαπλά επίπεδα.
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Παράρτηµα Α΄

Αλγόριθµοι -Πρόγραµµα σε
γλώσσα Matlab

Α΄.1 Πρόγραµµα για την κατασκεύη OLHD kai
NOLHD

Τα παρακάτω πρόγραµµατα χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή ορθογώνι-
ων (OLHD) και σχεδόν ορθογώνιων σχεδιασµών Λατινικών Υπερκύβων (NOL-
HD). Παρουσιάζονται οι αναγκαίες υπορουτίνες για την κατασκευή και υπ-
ολογισµό των κριτηρίων που αναφέραµε παραπάνω.

function d = de( s,u )
d=sqrt(sum((s-u).*(s-u)));
end

function d = dr( s,u )
d=sum(abs(s-u));
end

function [ D,J ] = Euclid_D_J( X )
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mx=max(abs(X(:)));
[n,m]=size(X);
DEtemp=[];
for i=1:n-1

for j=i+1:n
dtemp=de(X(i,:),X(j,:));
DEtemp=[DEtemp dtemp];

end;
end;
DE=unique(DEtemp);

JE=[];
for i=1:length(DE)

JE=[JE sum(DEtemp==DE(i))];
end;

DE=DE./mx;

D=DE;
J=JE;

end
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Α΄.2 Πρόγραµµα για την κατασκευή Goeithal-Seidel
Matrix

function GS = GS_matrix(X,Y,Z,W)

n=length(X);
R=backunit_matrix(X);
A=circ_matrix(X);
B=circ_matrix(Y);
C=circ_matrix(Z);
D=circ_matrix(W);
GS=[A,B*R,C*R,D*R;-B*R,A,-D'*R,C'*R;-C*R,D'*R,A,-B'*R;-D*R,-C'*R,B'*R,A];

end

%paradeigma 1:estw
%X=[5 11 -7];
%Y=[9 13 15];
%Z=[-17 -19 21]; kai
%W=[-23 1 -3]; na vreite ton GS_matrix(X,Y,Z,W)

%GS =
% 11 -7 5 9 15 13 -17 21 -19 -23 -3 1
% 5 11 -7 15 13 9 21 -19 -17 -3 1 -23
% -7 5 11 13 9 15 -19 -17 21 1 -23 -3
% -9 -15 -13 11 -7 5 3 23 -1 21 -17 -19
%-15 -13 -9 5 11 -7 23 -1 3 -17 -19 21
%-13 -9 -15 -7 5 11 -1 3 23 -19 21 -17
% 17 -21 19 -3 -23 1 11 -7 5 -15 -9 -13
%-21 19 17 -23 1 -3 5 11 -7 -9 -13 -15
% 19 17 -21 1 -3 -23 -7 5 11 -13 -15 -9
% 23 3 -1 -21 17 19 15 9 13 11 -7 5
% 3 -1 23 17 19 -21 9 13 15 5 11 -7
% -1 23 3 19 -21 17 13 15 9 -7 5 11

%paradeigma 2:estw
%A=[1];
%B=[3];
%C=[5]; kai
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%D=[7]; na vreite ton GS_matrix(A,B,C,D)

%GS= 1 3 5 7
% -3 1 -7 5
% -5 7 1 -3
% -7 -5 3 1

%paradeigma 3:estw
%X=[1,-1];
%Y=[1,-1];
%Z=[1,1]; kai
%W=[1,1];
%Na vreite ton GS_matrix(A,B,C,D)

% GS =

% -1 1 1 -1 1 1 1 1
% 1 -1 -1 1 1 1 1 1
% -1 1 -1 1 -1 -1 1 1
% 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
% -1 -1 1 1 -1 1 -1 1
% -1 -1 1 1 1 -1 1 -1
% -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1
% -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1

Α΄.3 Πρόγραµµα για την κατασκευή Kharaghani
Array

function DKharaghaniarray8 = Kharaghaniarray8_matrix( A,B,C,D,E,F,G,H)

n=length(A);
R=backunit_matrix(A);
X=circ_matrix(A);
Y=circ_matrix(B);
Z=circ_matrix(C);
W=circ_matrix(D);
K=circ_matrix(E);
L=circ_matrix(F);
M=circ_matrix(G);
N=circ_matrix(H);
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DKharaghaniarray8=[X,Y,W*R,Z*R,L*R,K*R,N*R,M*R;
-Y,X,Z*R,-W*R,K*R,-L*R,M*R,-N*R;-W*R,-Z*R,X,Y,-N'*R,M'*R,L'*R,-K'*R;
-Z*R,W*R,-Y,X,M'*R,N'*R,-K'*R,-L'*R;-L*R,-K*R,N'*R,-M'*R,X,-Y,-W'*R,Z'*R;
-K*R,L*R,-M'*R,-N'*R,-Y,X,Z'*R,W'*R;-N*R,-M*R,-L'*R,-K'*R,W'*R,-Z'*R,X,Y;
-M*R,-N*R,K'*R,L'*R,-Z'*R,-W'*R,-Y,X];
end

%PARADEIGMA:
%A=[1];B=[3]; C=[5]; D=[7]; E=[9]; F=[11];G=[13];H=[15];
%DKharaghaniarray8 =

% 1 3 7 5 11 9 15 13
% -3 1 5 -7 9 -11 13 -15
%-7 -5 1 3 -15 13 11 -9
%-5 7 -3 1 13 15 -9 -11

% -11 -9 15 -13 1 -3 -7 5
% -9 11 -13 -15 -3 1 5 7
%-15 -13 -11 -9 7 -5 1 3

% -13 -15 9 11 -5 -7 -3 1

Α΄.4 Πρόγραµµα για την κατασκευή Amicability

syms b real
syms c real
A=[b+15, -(b+5), b+19];
A=[A;b+17, -(b+21), b+23];
A=[A;b+1, b+3,-(b+7)];
A=[A;b+9, b+11, b+13];
A=[A;c+15,-(c+5), c+19];
A=[A;c+17, -(c+21), c+23];
A=[A;c+1, c+3, -(c+7)];
A=[A;c+9, c+11, c+13];

A=[A; b+19, -(b+9), -(b+1)];
A=[A; b+21, -(b+23), -(b+3)];
A=[A; b+5, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; c+19, -(c+9), -(c+1)];
A=[A; c+21, -(c+23), -(c+3)];
A=[A; c+5, -(c+7), -(c+11)];
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A=[A; c+13, c+15, c+17];

A=[A; b+3, -(b+19), -(b+9)];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11) ];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; c+3, -(c+19), -(c+9)];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11) ];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];
A=[A; c+21, c+23, c+1];

A=[A; b+3, -(b+21), b+9];
A=[A; b+5, -(b+7), - (b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; b+19, -(b+23), -(b+1)];
A=[A; c+3, -(c+21), c+9];
A=[A; c+5, -(c+7), - (c+11)];
A=[A; c+13, c+15, c+17];
A=[A; c+19, -(c+23), -(c+1)];

A=[A; b+21, b+15, -(b+3)];
A=[A; b+23, b+1, -(b+5)];
A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; c+21, c+15, -(c+3)];
A=[A; c+23, c+1, -(c+5)];
A=[A; c+7, c+9, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];

A=[A; b+19, -(b+9), -(b+3)];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+9), -(c+3)];
A=[A; c+21, c+23, c+1];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11)];
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A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+21, b+15, -(b+5)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; c+21, c+15, -(c+5)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];

A=[A; b+19, -(b+5), -(b+7)];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; b+3, b+9, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+5), -(c+7)];
A=[A; c+21, c+23, c+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+19, -(b+7), -(b+5)];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; b+3, b+9, -(b+1)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+7), -(c+5)];
A=[A; c+21, c+23, c+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+1)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+5, -(b+21), -(b+15)];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+21), -(c+15)];
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A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+5, -(b+23), -(b+15)];
A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; b+21, b+1, -(b+3)];
A=[A; c+5, -(c+21), -(c+15)];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+9, b+5, -(b+19)];
A=[A; b+11, b+13, b+15];
A=[A; b+17, -(b+21), -(b+23)];
A=[A; b+1, -(b+3), b+7];
A=[A; c+9, c+5, -(c+19)];
A=[A; c+11, c+13, c+15];
A=[A; c+17, -(c+21), -(c+23)];
A=[A; c+1, -(c+3), c+7];

A=[A; b+15, b+19, -(b+5)];
A=[A; b+17, -(b+21), b+23];
A=[A; b+1, b+3, -(b+7)];
A=[A; b+9, b+11, b+13];
A=[A; c+15, c+19, -(c+5)];
A=[A; c+17, -(c+21), c+23];
A=[A; c+1, c+3, -(c+7)];
A=[A; c+9, c+11, c+13];

A=[A; b+19, -(b+1), -(b+9)];
A=[A; b+21, -(b+23), -(b+3)];
A=[A; b+5, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; c+19, -(c+1), -(c+9)];
A=[A; c+21, -(c+23), -(c+3)];
A=[A; c+5, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, c+15, c+17];
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A=[A; b+19, -(b+3), -(b+9)];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+3), -(c+9)];
A=[A; c+21, c+23, c+1];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+5, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+5, b+19, -(b+17)];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, c+19, -(c+17)];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+3, b+9, -(b+19)];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
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A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+19)];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];
A=[A; c+21, c+23, c+1];

A=[A; b+15, b+19, -(b+5)];
A=[A; b+17, -(b+21), b+23];
A=[A; b+1, b+3, -(b+7)];
A=[A; b+9, b+11, b+13];
A=[A; c+15, c+19, -(c+5)];
A=[A; c+17, -(c+21), c+23];
A=[A; c+1, c+3, -(c+7)];
A=[A; c+9, c+11, c+13];

A=[A; b+5, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+3, b+9, -(b+21)];
A=[A; b+5, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; b+19, -(b+23), -(b+1)];
A=[A; c+3, c+9, -(c+21)];
A=[A; c+5, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, c+15, c+17];
A=[A; c+19, -(c+23), -(c+1)];
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A=[A; b+21, -(b+3), b+15];
A=[A; b+23, b+1, -(b+5)];
A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; c+21, -(c+3), c+15];
A=[A; c+23, c+1, -(c+5)];
A=[A; c+7, c+9, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];

A=[A; b+5, -(b+15), -(b+23)];
A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; b+21, b+1, -(b+3)];
A=[A; c+5, -(c+15), -(c+23)];
A=[A; c+7, c+9, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];
A=[A; c+21, c+1, -(c+3)];

A=[A; b+9, -(b+19), b+5];
A=[A; b+11, b+13, b+15];
A=[A; b+17, -(b+21), -(b+23)];
A=[A; b+1, -(b+3), b+7];
A=[A; c+9, -(c+19), c+5];
A=[A; c+11, c+13, c+15];
A=[A; c+17, -(c+21), -(c+23)];
A=[A; c+1, -(c+3), c+7];

A=[A; b+15, -(b+5), b+19];
A=[A; b+21, -(b+17), -(b+23)];
A=[A; b+1, b+3, -(b+7)];



136 Κεφάλαιο Α΄. Σχεδιασµοί Λατινικών Υπερκύβων

A=[A; b+9, b+11, b+13];
A=[A; c+15, -(c+5), c+19];
A=[A; c+21, -(c+17), -(c+23)];
A=[A; c+1, c+3, -(c+7)];
A=[A; c+9, c+11, c+13];

A=[A; b+19, -(b+9), -(b+1)];
A=[A; b+23, -(b+21), b+3];
A=[A; b+5, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; c+19, -(c+9), -(c+1)];
A=[A; c+23, -(c+21), c+3];
A=[A; c+5, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, c+15, c+17];

A=[A; b+3, -(b+19), b+9];
A=[A; b+7, b+5, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; c+3, -(c+19), c+9];
A=[A; c+7, c+5, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];
A=[A; c+21, c+23, c+1];

A=[A; b+3, -(b+21), b+9];
A=[A; b+7, -(b+5), b+11];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; b+19, -(b+23), -(b+1)];
A=[A; c+3, -(c+21), c+9];
A=[A; c+7, -(c+5), c+11];
A=[A; c+13, c+15, c+17];
A=[A; c+19, -(c+23), -(c+1)];

A=[A; b+21, b+15, -(b+3)];
A=[A; b+1, b+23, -(b+5)];
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A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; c+21, c+15, -(c+3)];
A=[A; c+1, c+23, -(c+5)];
A=[A; c+7, c+9, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];

A=[A; b+19, -(b+9), -(b+3)];
A=[A; b+23, b+21, b+1];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+9), -(c+3)];
A=[A; c+23, c+21, c+1];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+21, b+15, -(b+5)];
A=[A; b+1, b+23, b+3];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; c+21, c+15, -(c+5)];
A=[A; c+1, c+23, c+3];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];

A=[A; b+19, -(b+5), -(b+7)];
A=[A; b+23, b+21, b+1];
A=[A; b+3, b+9, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+5), -(c+7)];
A=[A; c+23, c+21, c+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+19, -(b+7), -(b+5)];
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A=[A; b+23, b+21, b+1];
A=[A; b+3, b+9, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+7), -(c+5)];
A=[A; c+23, c+21, c+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+5, -(b+21), -(b+15)];
A=[A; b+9, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+21), -(c+15)];
A=[A; c+9, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+5, -(b+23), -(b+15)];
A=[A; b+9, b+7, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; b+21, b+1, -(b+3)];
A=[A; c+5, -(c+23), -(c+15)];
A=[A; c+9, c+7, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];
A=[A; c+21, c+1, -(c+3)];

A=[A; b+9, b+5, -(b+19)];
A=[A; b+13, b+11, b+15];
A=[A; b+17, -(b+21), -(b+23)];
A=[A; b+1, -(b+3), b+7];
A=[A; c+9, c+5, -(c+19)];
A=[A; c+13, c+11, c+15];
A=[A; c+17, -(c+21), -(c+23)];
A=[A; c+1, -(c+3), c+7];
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A=[A; b+15, b+19, -(b+5)];
A=[A; b+21, -(b+17), -(b+23)];
A=[A; b+1, b+3, -(b+7)];
A=[A; b+9, b+11, b+13];
A=[A; c+15, c+19, -(c+5)];
A=[A; c+21, -(c+17), -(c+23)];
A=[A; c+1, c+3, -(c+7)];
A=[A; c+9, c+11, c+13];

A=[A; b+19, -(b+1), -(b+9)];
A=[A; b+23, -(b+21), b+3];
A=[A; b+5, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; c+19, -(c+1), -(c+9)];
A=[A; c+23, -(c+21), c+3];
A=[A; c+5, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, c+15, c+17];

A=[A; b+19, -(b+3), -(b+9)];
A=[A; b+23, b+21, b+1];
A=[A; b+5, b+7, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; c+19, -(c+3), -(c+9)];
A=[A; c+23, c+21, c+1];
A=[A; c+5, c+7, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];

A=[A; b+5, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+9, -(b+7), -(b+11)];
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A=[A; b+13, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+9, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+5, -(b+19), -(b+17)];
A=[A; b+9, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+19), -(c+17)];
A=[A; c+9, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];

A=[A; b+3, b+9, -(b+19)];
A=[A; b+7, b+5, -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+15), b+17];
A=[A; b+21, b+23, b+1];
A=[A; c+3, c+9, -(c+19)];
A=[A; c+7, c+5, -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+15), c+17];
A=[A; c+21, c+23, c+1];

A=[A; b+5, -(b+15), -(b+21)];
A=[A; b+9, -(b+7), -(b+11)];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; b+23, b+1, b+3];
A=[A; c+5, -(c+15), -(c+21)];
A=[A; c+9, -(c+7), -(c+11)];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];
A=[A; c+23, c+1, c+3];
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A=[A; b+3, b+9, -(b+21)];
A=[A; b+7, -(b+5), b+11];
A=[A; b+13, b+15, b+17];
A=[A; b+19, -(b+23), -(b+1)];
A=[A; c+3, c+9, -(c+21)];
A=[A; c+7, -(c+5), c+11];
A=[A; c+13, c+15, c+17];
A=[A; c+19, -(c+23), -(c+1)];

A=[A; b+21, -(b+3), b+15];
A=[A; b+1, b+23, -(b+5)];
A=[A; b+7, b+9, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; c+21, -(c+3), c+15];
A=[A; c+1, c+23, -(c+5)];
A=[A; c+7, c+9, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];

A=[A; b+21, -(b+5), b+15];
A=[A; b+1, b+23, b+3];
A=[A; b+7, -(b+9), b+11];
A=[A; b+13, -(b+17), -(b+19)];
A=[A; c+21, -(c+5), c+15];
A=[A; c+1, c+23, c+3];
A=[A; c+7, -(c+9), c+11];
A=[A; c+13, -(c+17), -(c+19)];

A=[A; b+5, -(b+15), -(b+23)];
A=[A; b+9, b+7, b+11];
A=[A; b+13, b+17, -(b+19)];
A=[A; b+21, b+1, -(b+3)];
A=[A; c+5, -(c+15), -(c+23)];
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A=[A; c+9, c+7, c+11];
A=[A; c+13, c+17, -(c+19)];
A=[A; c+21, c+1, -(c+3)];

for i=1:47
i

A1=A(i,:);
A2=A(i+1,:);
A3=A(i+2,:);
A4=A(i+3,:);
A5=A(i+4,:);
A6=A(i+5,:);
A7=A(i+6,:);
A8=A(i+7,:);
B=sum(A1.ˆ2);
B=B+sum(A2.ˆ2);
B=B+sum(A3.ˆ2);
B=B+sum(A4.ˆ2);
B=B+sum(A5.ˆ2);
B=B+sum(A6.ˆ2);
B=B+sum(A7.ˆ2);
B=B+sum(A8.ˆ2);
C=[B,B,B];
v=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8);
v1=simplify(v'*v)
if isequal(v1,diag(C))
'ok'
end;

end;
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Α΄.5 Πρόγραµµα για την κατασκευή Is LHD

function ok= IsLHD(L)
L=sort(L);
[n,m]=size(L); %dilwnw tis diastaseis tou pinaka L.
x=L(:,1); %pare thn 1h sthlh tou pinaka L kai taksinomise kata auksousa

%seira ta stoixeia ths.
ok=true;
i=2;
while (i<=m)&&(ok) %edw elegxoume an oles oi stiles einai ises metaksu tous.

ok = isequal(x,L(:,i));
i=i+1;

end;
i=2;
d=x(i)-x(i-1);
while (ok)&&(i<n) %elegxoume an isapexoun ta stoixeia ths 1hs sthlhs, ean

%isxuei vevaia h prwth proupothesi (dld to prwto while).
i=i+1;
ok=(d==x(i)-x(i-1));

end;
end

%Genika edw elegxoume tis 2 idiothtes pou prepei na isxuoun gia na exoume
%LHD sxediasmo:
%(1)na exei n diaforetika stoixeia.(oses oi grammes).
%(2)Isapexoun ta stoixeia kathe sthlhs.

Α΄.6 Πρόγραµµα για την κατασκευή OLHD

% einai h kataskeuh foldover gia D24_12.
b=0;
A1=[b+15,-b-5,b+19];
A2=[b+17,-b-21,b+23];
A3=[b+1,b+3,-b-7];
A4=[b+9,b+11,b+13];
Do=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
X1=foldover(Do);



144 Κεφάλαιο Α΄. Σχεδιασµοί Λατινικών Υπερκύβων

D24_12=X1
X1=D24_12;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X1);

% einai h kataskeuh foldover gia D32_16 twn SLL(c=4, r=1).
b=0;
A1=[1 3];
A2=[5 -7];
A3=[9 -11];
A4=[13 15];
A5=[17 -19];
A6=[21 23];
A7=[25 27];
A8=[29 -31];
Do=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X1=foldover(Do);
D32_16=X1
X1=D32_16;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X1);
[Leven,Lodd] = SUN_LIN_LIU( 4,1 );
X=Leven;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

% einai h kataskeuh foldover gia D40_20.
b=0;
A1=[b+21 b+5 -b-27 b+29 b+23];
A2=[b+25 b+31 b+33 b+35 -b-37];
A3=[b+39 b+1 -b-3 -b-7 -b-9];
A4=[b+11 b+13 -b-15 b+17 -b-19];
Do=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
X1=foldover(Do);
D40_20=X1
X1=D40_20;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X1);

%einai h kataskeuh foldover gia D48_24.
b=0;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
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A8=[43,45 -47];
Do=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X1=foldover(Do);
D48_24=X1
X1=D48_24;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X1);

%Twra kanoume thn kataskeuh me foldover tou D96_24 twn EG2012
b=0;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
Do=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X1=foldover(Do);

b=24;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
D24=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X2=foldover(D24);
X=[X1;X2];
D96_24=X
X=D96_24;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me kronecker tou D96_24 twn EG2012

b=0;
A1=[b+15,-b-5,b+19];
A2=[b+17,-b-21,b+23];
A3=[b+1,b+3,-b-7];
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A4=[b+9,b+11,b+13];
Do=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
So=Do./abs(Do);
C=[Do;-Do];
A=[So;So];

g=4;
H=hadamard(g);
D=H(:,2:3);
B=[1,-3;3,1;-1,3;-3,-1];
L96_24=kron(A,B)+ g*kron(C,D);
ok=IsOrthogonalLHD(L96_24);
[n,m]=size(L96_24);
if ok

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
elseif IsLHD(L96_24)

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','LHD but not orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
else

fprintf(1,'%s%d%s%d%s\n','Matrix of size ',n,'x',m,' is not a LHD');
end;
X=L96_24;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me kronecker tou D96_24 twn LBST

So=hadamard(4);
A=[So;So];
g=12;
H=hadamard(g);
D=H(:,2:7);

B=[-5.5 -5.5 -1.5 -5.5 -3.5 -3.5;
-4.5 -2.5 -2.5 5.5 4.5 0.5;

-3.5 4.5 5.5 -4.5 -0.5 1.5;
-2.5 0.5 0.5 0.5 0.5 5.5;
-1.5 2.5 -0.5 1.5 5.5 -4.5;
-0.5 5.5 2.5 3.5 -2.5 -1.5;
0.5 1.5 -5.5 2.5 -5.5 -2.5;
1.5 -1.5 1.5 -1.5 1.5 2.5;
2.5 -4.5 3.5 4.5 -4.5 3.5;
3.5 -0.5 -4.5 -3.5 3.5 4.5;
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4.5 3.5 -3.5 -2.5 -1.5 -0.5;
5.5 -3.5 4.5 -0.5 2.5 -5.5];

C=[-3.5 1.5 -0.5 -2.5;
-2.5 -2.5 0.5 3.5;
-1.5 3.5 -1.5 2.5;
-0.5 -0.5 1.5 -3.5;
0.5 -3.5 -2.5 -1.5;
1.5 -1.5 3.5 1.5;
2.5 2.5 2.5 -0.5;
3.5 0.5 -3.5 0.5];

L96_24=kron(A,B)+ g*kron(C,D);
ok=IsOrthogonalLHD(L288_76);
[n,m]=size(L96_24);
if ok

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
elseif IsLHD(L96_24)

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','LHD but not orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
else

fprintf(1,'%s%d%s%d%s\n','Matrix of size ',n,'x',m,' is not a LHD');
end;
X=L96_24;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me Foldover tou D192_48 twn EG2012

b=0;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
Do=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X1=foldover(Do);

b=24;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
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A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
D24=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X2=foldover(D24);

b=48;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
D48=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X3=foldover(D48);
b=72;
A1=[1,27,3];
A2=[5,7,-9];
A3=[11,-13,-15];
A4=[17,19,-21];
A5=[23,-25,29];
A6=[31,33,-35];
A7=[37,39,41];
A8=[43,45 -47];
D72=Kharaghaniarray8_matrix(A1,A5,A2,A6,A3,A7,A4,A8);
X4=foldover(D72);

X=[X1;X2;X3;X4];
D192_48=X
X=D192_48;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me kronecker tou D192_48 twn EG2012

b=0;
A1=[b+15,-b-5,b+19];
A2=[b+17,-b-21,b+23];
A3=[b+1,b+3,-b-7];
A4=[b+9,b+11,b+13];
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Do=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
So=Do./abs(Do);
C=[Do;-Do];
A=[So;So];

g=8;
H=hadamard(g);
D=H(:,2:5);
B=[1 3 5 7; -3 1 7 -5; -5 -7 1 3;
-7 5 -3 1; -1 -3 -5 -7; 3 -1 -7 5;
5 7 -1 -3; 7 -5 3 -1;];
L192_48=kron(A,B)+ g*kron(C,D);
ok=IsOrthogonalLHD(L192_48);
[n,m]=size(L192_48);
if ok

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
elseif IsLHD(L192_48)

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','LHD but not orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
else

fprintf(1,'%s%d%s%d%s\n','Matrix of size ',n,'x',m,' is not a LHD');
end;

X=L192_48;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me kronecker tou D912_48 twn LBST

Α΄.7 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 3

E= [1 3 5 7; -3 1 7 -5; -5 -7 1 3; -7 5 -3 1;]
X= foldover(E);

%[A B] mas dinei ton suntheto pinaka
%[A B]
% h [A; B; C] mas dinei ton
%[A]
%[B]
%[C]
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% h [A B; C D] mas dinei ton
%[A B]
%[C D]

X1=addonecolumn(X);
% opou to B(:) simainei prosthese to nx1 dianusma-sthlh B ston pinaka Q
% kai etsi kataskeuasame ton nx(m+1) pinaka X1.
Xquad= quad(X);
% einai o pinakas me stoixeia ta tetragwna twn stoixeiwn tou X.
Aquad=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xquad)

% oi allilepidraseis tou pinaka Q
Xint=int_matrix(X);

Aint=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xint)
T=Aint;
Q=Aquad;
avet=mean(abs(T(:)))
maxt=max(abs(T(:)))
aveq=mean(abs(Q(:)))
maxq=max(abs(Q(:)))

[DR,JR]=Rec_D_J(X)
[DE,JE]=Euclid_D_J(X)
%D=(D1,D2,...,Dl) einai h apostasi stin opoia ta stoixeia tou pinaka Q
% einai oi diaforetikes times metaksu ton eswterikwn simeiwn apostasis
%taksinomontas ta apo tin mikroteri timi stin megaluteri.
%to JR kai JE mas deixnoun poses fores emfanizontai ta antistoixa DR kai
%DE.
F_R= (sum(JR.*DR.ˆ(-100)))ˆ(1/100)

F_E= (sum(JE.*DE.ˆ(-100)))ˆ(1/100)
% me F_(p) sumbolizoume thn oikogeneia sunarthsewn me anaprosarmogh ths
% timhs p, opou p=thetiko akeraio. Gia arketa megalo p o sxediasmos pou
%elaxistopoiei thn F_(p) tha einai kai o zitoumenos maxmin sxediasmos.

Α΄.8 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 4
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E= [1 3 7 5 11 9 15 13; -3 1 5 -7 9 -11 13 -15; -7 -5 1 3 -15 13 11 -9;
-5 7 -3 1 13 15 -9 -11; -11 -9 15 -13 1 3 -7 5; -9 11 -13 -15 -3 1 5 7;
-15 -13 -11 9 7 -5 1 3; -13 15 9 11 -5 -7 -3 1;]

X= foldover(E);

%[A B] mas dinei ton suntheto pinaka
%[A B]
% h [A; B; C] mas dinei ton
%[A]
%[B]
%[C]
% h [A B; C D] mas dinei ton
%[A B]
%[C D]

X1=addonecolumn(X);
% opou to B(:) simainei prosthese to nx1 dianusma-sthlh B ston pinaka Q
% kai etsi kataskeuasame ton nx(m+1) pinaka X1.
Xquad= quad(X);
% einai o pinakas me stoixeia ta tetragwna twn stoixeiwn tou X.
Aquad=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xquad)

% oi allilepidraseis tou pinaka Q
Xint=int_matrix(X);

Aint=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xint)
T=Aint;
Q=Aquad;
avet=mean(abs(T(:)))
maxt=max(abs(T(:)))
aveq=mean(abs(Q(:)))
maxq=max(abs(Q(:)))

[DR,JR]=Rec_D_J(X)
[DE,JE]=Euclid_D_J(X)

%D=(D1,D2,...,Dl) einai h apostasi stin opoia ta stoixeia tou pinaka Q
% einai oi diaforetikes times metaksu ton eswterikwn simeiwn apostasis
%taksinomontas ta apo tin mikroteri timi stin megaluteri.
%to JR kai JE mas deixnoun poses fores emfanizontai ta antistoixa DR kai
%DE.
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F_R= (sum(JR.*DR.ˆ(-100)))ˆ(1/100)

F_E= (sum(JE.*DE.ˆ(-100)))ˆ(1/100)
% me F_(p) sumbolizoume thn oikogeneia sunarthsewn me anaprosarmogh ths
% timhs p, opou p=thetiko akeraio. Gia arketa megalo p o sxediasmos pou
%elaxistopoiei thn F_(p) tha einai kai o zitoumenos maxmin sxediasmos.

Α΄.9 Πρόγραµµα για την κατασκευή Example 5

E= [1 2 3 4; -2 1 -4 3; -3 4 1 -2; -4 -3 2 1;]
X= foldoverzero(E);

%[A B] mas dinei ton suntheto pinaka
%[A B]
% h [A; B; C] mas dinei ton
%[A]
%[B]
%[C]
% h [A B; C D] mas dinei ton
%[A B]
%[C D]

X1=addonecolumn(X);
% opou to B(:) simainei prosthese to nx1 dianusma-sthlh B ston pinaka Q
% kai etsi kataskeuasame ton nx(m+1) pinaka X1.
Xquad= quad(X);
% einai o pinakas me stoixeia ta tetragwna twn stoixeiwn tou X.
Aquad=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xquad)

% oi allilepidraseis tou pinaka Q
Xint=int_matrix(X);

Aint=round14(inv(X1'*X1)* X1'*Xint)
T=Aint;
Q=Aquad;
avet=mean(abs(T(:)))
maxt=max(abs(T(:)))
aveq=mean(abs(Q(:)))
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maxq=max(abs(Q(:)))

[DR,JR]=Rec_D_J(X)
[DE,JE]=Euclid_D_J(X)
%D=(D1,D2,...,Dl) einai h apostasi stin opoia ta stoixeia tou pinaka Q
% einai oi diaforetikes times metaksu ton eswterikwn simeiwn apostasis
%taksinomontas ta apo tin mikroteri timi stin megaluteri.
%to JR kai JE mas deixnoun poses fores emfanizontai ta antistoixa DR kai
%DE.
F_R= (sum(JR.*DR.ˆ(-100)))ˆ(1/100)

F_E= (sum(JE.*DE.ˆ(-100)))ˆ(1/100)
% me F_(p) sumbolizoume thn oikogeneia sunarthsewn me anaprosarmogh ths
% timhs p, opou p=thetiko akeraio. Gia arketa megalo p o sxediasmos pou
%elaxistopoiei thn F_(p) tha einai kai o zitoumenos maxmin sxediasmos.

Α΄.10 Πρόγραµµα για την κατασκευή NOHLD

b=2;
A1=[b+15,-b-5,b+19];
A2=[b+17,-b-21,b+23];
A3=[b+1,b+3,-b-7];
A4=[b+9,b+11,b+13];
Tk=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
So=Tk./abs(Tk);
C=[Tk; -Tk];
A=[So;So];

g=4;
H=hadamard(g);
D=H(:,2:3);
B=[1,-3;3,1;-1,3;-3,-1];
L96_24=kron(A,B)+ g*kron(C,D);
ok=IsOrthogonalLHD(L96_24);
[n,m]=size(L96_24);
if ok

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
elseif IsLHD(L96_24)
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fprintf(1,'%s%d%s%d\n','LHD but not orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
else

fprintf(1,'%s%d%s%d%s\n','Matrix of size ',n,'x',m,' is not a LHD');
end;
X=L96_24;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);

%Twra kanoume thn kataskeuh me kronecker tou D192_48 twn EG2012

b=2;
A1=[b+15,-b-5,b+19];
A2=[b+17,-b-21,b+23];
A3=[b+1,b+3,-b-7];
A4=[b+9,b+11,b+13];
Do=GS_matrix(A1,A2,A3,A4);
So=Tk./abs(Tk);
C=[Tk;-Tk];
A=[So;So];

g=8;
H=hadamard(g);
D=H(:,2:5);
B=[1 3 5 7; -3 1 7 -5; -5 -7 1 3;
-7 5 -3 1; -1 -3 -5 -7; 3 -1 -7 5;
5 7 -1 -3; 7 -5 3 -1;];
L192_48=kron(A,B)+ g*kron(C,D);
ok=IsOrthogonalLHD(L192_48);
[n,m]=size(L192_48);
if ok

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
elseif IsLHD(L192_48)

fprintf(1,'%s%d%s%d\n','LHD but not orthogonal LHD of size ',n,'x',m);
else

fprintf(1,'%s%d%s%d%s\n','Matrix of size ',n,'x',m,' is not a LHD');
end;

X=L192_48;
[avet,maxt,aveq,maxq,DR,JR,DE,JE,F_R,F_E]=RunCriteriaOurPaperEG2012(X);
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