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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στην παρούσα εργασία µελετάµε τη ροή ρευστού σε πορώδη υλικά και µια εφαρµογή 

αυτής, το πρόβληµα του απλού ορθογωνίου φράγµατος.  

Τα φαινόµενα ροής ρευστών σε πορώδη υλικά είναι µια σηµαντική πηγή προβληµάτων 

ελεύθερου συνόρου, και συχνά σχετίζονται µε φαινόµενα διαρροών που απαντώνται 

στη φύση. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι και το πρόβληµα του απλού ορθογωνίου 

φράγµατος. 

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε µία εισαγωγή στα προβλήµατα ελεύθερου 

συνόρου, την εµπειρική σχέση για την ροή του νερού διαµέσου ενός πορώδους µέσου 

που ανέπτυξε το 1856, ο Γάλλος µηχανικός υδραυλικής ο Henry Darcy, γνωστή και ως 

νόµος του Darcy και τέλος τις εξισώσεις ροής που διέπουν το υπό µελέτη φαινόµενο. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τη κλασσική µοντελοποίηση του προβλήµατος 

του απλού ορθογωνίου φράγµατος, τις συναρτήσεις ροής που προκύπτουν από αυτή, 

τη χρήση του µετασχηµατισµού του Baiocci στη µοντελοποίηση του προβλήµατος και 

τέλος τη µεταβολική µορφή του προβλήµατος. 

Στο τρίτο κεφάλαιο ασχολούµαστε µε µια προσεγγιστική αναλυτική λύση του 

προβλήµατος του απλού ορθογωνίου φράγµατος και συγκεκριµένα µε τη προσέγγιση 

του Dupuit. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε µια εισαγωγή στις επαναληπτικές µεθόδους 

επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, στην µέθοδο πεπερασµένων διαφορών, η οποία είναι 

µία µέθοδος κατάλληλη για επίλυση ελλειπτικού τύπου µερικών διαφορικών εξισώσεων 

και τέλος περιγράφουµε την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος του απλού 

ορθογωνίου φράγµατος στη µορφή που παίρνει µε χρήση του µετασχηµατισµού 

Baiocchi. 

Τέλος στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα της αριθµητικής 

επίλυσης του προβλήµατος του απλού ορθογωνίου φράγµατος, την οποία περιγράψαµε 

στο τέταρτο κεφάλαιο. 

 

 
ΜΑΓΓΙΝΑ  ΧΡΥΣΑΝΘΗ 

Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα  
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που µου έδωσε, να ασχοληθώ µε ένα τόσο ενδιαφέρον θέµα. Χάρις στην απεριόριστη 
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παρούσα διπλωµατική εργασία. 
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Κεφάλαιο 1ο 
Εισαγωγή 
 
 
1.1 Προβλήµατα Ελεύθερου Συνόρου 
 

Τυπικά, ένα πρόβληµα ελεύθερου συνόρου αποτελείται από µία Μ.∆.Ε. ελλειπτικού 

τύπου που ικανοποιείται µέσα σε ένα φραγµένο χωρίο µαζί µε τις αναγκαίες 

συνοριακές συνθήκες. Ένα τµήµα του συνόρου ή και όλο το σύνορο, το ελεύθερο 

σύνορο, δεν είναι γνωστό και πρέπει να οριστεί ως µέρος της λύσης. Προκειµένου να 

καταστεί αυτό δυνατό, µια πρόσθετη συνθήκη πρέπει να οριστεί στο ελεύθερο σύνορο. 

 

Τα φαινόµενα ροής ρευστών σε πορώδη υλικά είναι µια σηµαντική πηγή προβληµάτων 

ελεύθερου συνόρου, και συχνά σχετίζονται µε φαινόµενα διαρροών που απαντώνται 

στη φύση. Παραδείγµατα τέτοιων φαινοµένων είναι οι διαρροές που απαντώνται σε 

φράγµατα, σε ανοιχτούς δίαυλους όπως ποτάµια, κανάλια, λιµνούλες και αρδευτικά 

συστήµατα ή µέσα σε πηγάδια. Ωστόσο, το πρακτικό ενδιαφέρον στα προβλήµατα 

ελεύθερου συνόρου δεν σχετίζεται µόνο µε φαινόµενα φυσικής διαρροής, αλλά 

εκτείνεται, για παράδειγµα και σε θέµατα που σχετίζονται µε τη φυσική πλάσµατος, 

τους ηµιαγωγούς, την ηλεκτροχηµική µηχανική κ.τ.λ.. 

 

Μια κατηγορία προβληµάτων ελεύθερου συνόρου εµφανίζεται σε πορώδη ροή όταν το 

πορώδες υλικό καταλαµβάνεται από δύο υγρά που χωρίζονται από µία σαφή 

διεπιφάνεια, η οποία είναι το ελεύθερο σύνορο. Σε αυτή τη κατηγορία προβληµάτων 

συχνά µελετάµε διεπιφάνειες νερού / αέρα, οι οποίες είναι οι πλέον συνηθισµένες, 

αλλά και διεπιφάνειες νερού / ατµού, λαδιού / νερού, λαδιού / αερίου και αλµυρού 

νερού / γλυκού νερού κ.τ.λ. Η υπόθεση, ότι υπάρχει µία σαφής διεπιφάνεια, 

υποδηλώνει ότι η πορώδης ροή είναι κορεσµένη, δηλαδή κάθε συγκεκριµένο µέρος 

του πορώδους είτε είναι κορεσµένο από το ένα υγρό είτε δεν περιέχει καθόλου από 

αυτό, έτσι ώστε να υπάρχει σαφής διάκριση µεταξύ των δύο καταστάσεων ανάµεσα στο 

ελεύθερο σύνορο και σαφής καθορισµός ανάµεσα στις περιοχές που καταλαµβάνονται 

από τα διαφορετικά υγρά. Για παράδειγµα, σε µια κορεσµένη ροή νερού / αέρα 

οποιοδήποτε τµήµα του πορώδους µέσου είναι είτε υγρό είτε στεγνό. Η κατασκευή 

προβληµάτων ελεύθερου συνόρου πορωδών ροών µπορούν εποµένως, να θεωρηθούν 

προσεγγίσεις φαινοµένων που προκύπτουν από µερικώς κορεσµένες ροές στις οποίες 

το υγρό µπορεί να υπάρχει ανάµεσα στη µηδενική και τη µέγιστη τιµή, που αντιστοιχεί 

στον κορεσµό. Μερικές φορές, η σύγκριση ανάµεσα στη µαθηµατική λύση (αναλυτική 

ή αριθµητική) ενός µοντέλου ελεύθερου συνόρου και τις λύσεις αντίστοιχων µοντέλων 
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που αναπαριστούν µερικώς κορεσµένες ροές καταδεικνύουν το εάν η υπόθεση 

κορεσµένης ροής δικαιολογείται. 

 

Παρακάτω θα παρουσιάσουµε τους βασικούς νόµους που διέπουν τα φαινόµενα ροής 

σε πορώδη υλικά. 

 

 
1.2 Νόµος Darcy 
 
Το 1856, ένας Γάλλος µηχανικός υδραυλικής ο Henry Darcy ανέπτυξε µία εµπειρική 

σχέση για την ροή του νερού διαµέσου ενός πορώδους µέσου. Βρήκε ότι η ειδική 

παροχή (specific discharge) vx (µήκος/χρόνο) είναι απευθείας ανάλογη µε την 

υδραυλική κλίση 
h
x

∆
∆

, δηλαδή: 

 x
hv
x

∆
∝
∆

, (1.1) 

όπου h = υδραυλική στάθµη (L) και είναι µέτρο της πίεσης του νερού.  
 
Η υδραυλική στάθµη (h) είναι το απόλυτο υψόµετρο, ως προς ένα επίπεδο αφετηρίας, 
της στάθµης του υπόγειου νερού σε µια γεώτρηση ανορυγµένη σε ελεύθερο υδροφορέα. 

 

Η εξίσωση (1.1) λοιπόν είναι µια καταστατική εξίσωση που προκύπτει µε τον εξής 

εµπειρικό τρόπο: Έστω ότι έχουµε µια διάταξη όπως αυτή του σχήµατος (1.1). 

Συγκεκριµένα σε αυτό το σχήµα (1.1) βλέπουµε τη  σχηµατική απεικόνιση του νόµου 

του Darcy. Έχουµε ότι σε έναν σωλήνα γεµάτο άµµο ή άλλο κατάλληλο πορώδες µέσο 

διπλασιάζοντας την υδραυλική κλίση 
h
x

∆
∆

, βρίσκουµε ότι διπλασιάζεται και η ειδική 

απόδοση vx. Άρα έχουµε ότι: 

x
hv
x

∆
∝
∆

. 

Επιπλέον προκειµένου να είναι διαστατικά σωστή η εξίσωση (1.1) χρειάζεται έναν 

συντελεστή αναλογίας, οπότε η (1.1) γίνεται: 

 x x
dhv K
dx

= − , (1.2) 

όπου:  vx: Ειδική απόδοση κατά την x – διεύθυνση (LT-1), 

 Kx: Κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα κατά την x – διεύθυνση (LT-1), 

 dh: η µεταβολή της στάθµης από το σηµείο 1 στο σηµείο 2 (L), 

 dx: η απόσταση µεταξύ των σηµείων 1 και 2 (L), 
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h
x

∆
∆

: η υδραυλική κλίση κατά την x – διεύθυνση (αδιάστατη). 

 

 
Σχήµα 1.1: Σχηµατική απεικόνιση του νόµου Darcy για ροή διαµέσου ενός πορώδους 

µέσου. 

 

Επίσης το αρνητικό πρόσηµο είναι απαραίτητο στην εξίσωση (1.2) καθώς το νερό ρέει 

από το σηµείο µε υψηλό δυναµικό προς το χαµηλό. Για να επιτευχθεί λοιπόν θετική 

τιµή για το vx απαιτείται αρνητική υδραυλική κλίση. 

 

Η ειδική απόδοση vx αναφέρεται πολλές φορές ως επιφανειακή ταχύτητα ή ταχύτητα 

Darcy. Έχει µονάδες ταχύτητας (LT-1) αλλά δεν είναι πραγµατική ταχύτητα µε την 

οποία κινείται το νερό διαµέσου του υδροφόρου γιατί πρέπει να λάβουµε υπ’ όψιν ότι 

το νερό κινείται στα κενά, στους πόρους του υλικού και όχι σε όλο τον όγκο του. Μέτρο 

της πραγµατικής ταχύτητας είναι η ux όπου είναι ίση µε την vx διαιρεµένη µε το 

πορώδες n (σε κορεσµένες συνθήκες): 

 x
x

vu
n

=      ή     x

e

v
n

, (1.3) 

όπου: ux: πραγµατική ταχύτητα (LT-1), 

 vx: ειδική παροχή (LT-1), 

 n: πορώδες, 

 ne: ενεργό πορώδες. 
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Το πορώδες (n) είναι η απορροφητικότητα ή τα διαθέσιµα κενά προς το συνολικό όγκο, 

δηλαδή έχουµε ότι 
γκοολικ

νκενγκος
όό

ώόn = , ενώ το ενεργό πορώδες (ne) είναι η 

αποτελεσµατική απορροφητικότητα ή τα ενεργά κενά (τα κενά που συνδέονται µεταξύ 

τους) προς το συνολικό όγκο, δηλαδή έχουµε ότι 
γκοολικ

νκεννενεργγκος
όό

ώώόn e = . 

 

Η πραγµατική ταχύτητα ux είναι µεγαλύτερη από την ταχύτητα Darcy vx γιατί καθώς το 

νερό διέρχεται µέσα από διόδους, όσο πιο στενές είναι αυτές τόσο αναπτύσσει και 

µεγαλύτερη ταχύτητα (εξάλλου έχουµε ότι 0 < n < 1 ή 0 < ne < 1). Σε συµπαγείς 

υδροφόρους το ενεργό πορώδες (όγκος των ενεργών κενών / ολικό όγκο) µπορεί να 

είναι µικρότερο από το ολικό (όγκος των κενών / ολικό όγκο) καθώς αντικατοπτρίζει 

τον όγκο των συνδεόµενων πόρων διαµέσου των οποίων κινείται το νερό. 

 

Παράδειγµα 1.1: Ταχύτητα και Χρόνος ∆ιαδροµής 

Πιεζόµετρα τοποθετούνται ανά 100 µέτρα κατά µήκος µιας τοµής σε φρεατικό 

υδροφόρο. Το πιεζόµετρο είναι ένας κατακόρυφος σωλήνας ο οποίος συνδέει ένα 

σηµείο του πορώδες υλικού µε την ατµόσφαιρα. Πρακτικά αυτό γίνεται µε τη διάνοιξη 

µίας ερευνητικής γεώτρησης. Το πιεζόµετρο χρησιµοποιείται στην υδραυλική για την 

µέτρηση του της υδραυλικής στάθµης h. 
 
Η ανάγνωση των υδραυλικών υψών σε σχέση µε το επίπεδο της θάλασσας δίνει το 

πίνακα (1.1). 

 

Ο φρεατικός υδροφόρος αποτελείται από λεπτή άµµος µε πορώδες 0.33 και κορεσµένη 

υδραυλική αγωγιµότητα 0.001 cm⋅s-1. Θέλουµε να υπολογίσουµε την ειδική απόδοση, 

την πραγµατική ταχύτητα και τον χρόνο ταξιδιού που κάνει το υπόγειο νερό για να 

µετακινηθεί από τη θέση Α1 στη θέση Α3 (πίνακας 1.1). 
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Πίνακας 1.1: Πίνακας τυπικών υδρογεωλογικών παραµέτρων για διαφορετικές 

µονάδες υδροφόρων και υλικών. 

Υλικό 

Πορώδες, 

Ν, % 

Ειδική 

απόδοση, % 

Υδραυλική 

αγωγιµότητα, Κ, cm 

s-1 

Περατότητα, 

k, cm2 

Χαλαρές αποθέσεις     

Χαλίκι 25 – 35 25 – 35 1 – 100 10-5 – 10-3  

Άµµος 30 – 45 25 – 40 10-4 – 10-1 10-9 – 10-6 

Πυλός 35 – 45 20 – 35 10-6 – 10-4 10-11 – 10-9 

Άργιλος 40 – 55 2 – 10 10-9 – 10-6 10-14 – 10-11 

Πετρώµατα     

Καρστικός ασβεστόλιθος 15 – 40 10 – 35 10-4 – 10-1 10-8 – 10-6 

Ασβεστόλιθος µη 

καρστικός 

5 – 15  2 – 10 10-6 – 10-4 10-11 – 10-9 

Ψαµµίτης 10 – 25 5 – 15 10-7 – 10-4 10-12 – 10-9 

Αργιλικός σχιστόλιθος 0 – 10 0 – 5 10-11 – 10-7 10-16 – 10-13 

Κρυσταλλικά πετρώµατα 

(θραυσµατοποιηµένα) 

1 – 10 1 – 10 10-6 – 10-4 10-11 – 10-9 

Κρυσταλλικά πετρώµατα 

(µη θραυσµατοποιηµένα) 

0 – 2 0 – 1 10-11 – 10-9 10-16 – 10-14 

Πιεζόµετρο Υδραυλική στάθµη, h Απόσταση, m 

Α1 150.0 0 

Α2 149.5 100 

Α3 149.0 200 

 

Λύση: Η υδραυλική κλίση είναι σταθερή κατά µήκος της τοµής των τριών πιεζόµετρων: 

13 1

3 1

h hh 149.0 150.0 0.005m m
x x x 200 0

−−∆ −
= = = − ⋅

∆ − −
. 

Χρησιµοποιώντας τον νόµο του Darcy µπορούµε να βρούµε την ειδική παροχή. Το 

υπόγειο νερό κινείται από το πιεζόµετρο Α1 (υψηλή στάθµη) στο Α3 (χαµηλή στάθµη): 

x x
dh 0.001cm 0.005mv K
dx s m

−⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

6 1
xv 5.0x10 cm s− −= ⋅ . 

Έτσι, η πραγµατική ταχύτητα είναι περίπου 1 εκατοστό την ηµέρα (τυπική τιµή): 

5 1 1x
x

vu 1.51x10 cm s 1.31cm d
n

− − −= = ⋅ = ⋅ . 
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Επίσης ο χρόνος ταξιδιού για 200 µέτρα είναι 41.8 έτη: 

  1
x

x 200mt 15300days 41.8 years
u 0.0131md−= = = = . ♦ 

 

Όταν θέλουµε να προσδιορίσουµε το ρυθµό ροής του νερού (Q) που κινείται στον 

υδροφόρο είναι απαραίτητο να καθορίσουµε τη διατοµή (Α) της περιοχής διαµέσου της 

οποίας περνάει ο υδροφόρος. Ως γνωστόν, η ογκοµετρική ροή (Σχήµα 1.2) δίνεται από 

τον τύπο: 

 x
dhQ K A
dx

= − , (1.4) 

όπου: Q: Ογκοµετρική ροή (L3T-1), 

 Kx: Κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα κατά την x-διεύθυνση (LT-1), 

 A: ∆ιατοµή της περιοχής διαµέσου της οποίας περνάει ο υδροφόρος (L2), 

 
dh
dx

: η υδραυλική κλίση κατά την x – διεύθυνση (αδιάστατη). 

 

 
Σχήµα 1.2: Η παροχή Q σε έναν υδροφόρο προσδιορίζεται από την επιφάνεια διατοµής 

Α και την υδραυλική κλίση µεταξύ των δύο γεωτρήσεων παρατήρησης 
 Q = –KxA(∆h/∆x). 

 

Η ταχύτητα Darcy vx όπως και η ογκοµετρική ροή Q εξαρτώνται άµεσα τόσο από τις 

ιδιότητες του υγρού (νερού) όσο και από τις ιδιότητες του µέσου.  

 

Η κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα Kx είναι ένα µέτρο των ιδιοτήτων του υγρού αλλά 

και του πορώδους µέσου του υδροφόρου.  
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Παρακάτω παραθέτουµε κάποιους εµπειρικούς νόµους για τον προσδιορισµό του Κ σε 

κάποιες συγκεκριµένες περιπτώσεις. 

 

Εµπειρικά έχει προκύψει ότι: 

 
2Cd ρg kρgK
µ µ

= = , (1.5) 

όπου: K: κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα (LT-1), 

 C: συντελεστής αναλογίας (αδιάστατο), 

 d: διάµετρος των κόκκων (L), 

 ρ: πυκνότητα υγρού (ML-3), 

 g: σταθερά βαρύτητας (LT-2), 

 µ: ιξώδες (ML-1T-1, N⋅s⋅m-2 ≡ k g m-1 s-1), 

 k: πραγµατική διαπερατότητα (ιδιότητα του µέσου) (L2, k = Cd2). 

 

Οι ιδιότητες του µέσου εµπεριέχονται στην παράµετρο Cd2 ενώ οι ιδιότητες του υγρού 

στις παραµέτρους ρ και µ. Η πυκνότητα του νερού εξαρτάται από την θερµοκρασία και 

την αλατότητα, ενώ το ιξώδες µ µόνο από την θερµοκρασία. 

 

Ο Hazen συσχέτισε εµπειρικά την κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα µε την διάµετρο 

των κόκκων στις οµοιογενώς διαβαθµισµένες άµµους, θέτοντας: 

 2
10Κ αd= , (1.6) 

όπου: α: σταθερά του Hazen – για το νερό, εάν το d10 εκφράζεται σε µονάδες mm 

και το Κ σε µονάδες cm/s τότε το α παίρνει την τιµή 1.0, 

 d10:  διάµετρος µορίων όπου το ποσοστό 10% των µορίων είναι µικρότερο από 

τη διάµετρο. 

 

Για να είναι διαστατικά σωστή η εξίσωση (1.6) η σταθερά του Hazen α έχει µονάδες    

L-1T-1. 

 

Η εµπειρική εξίσωση (1.7) των Carmen – Kozeny, είναι µια άλλη σχέση µε την οποία 

µπορούµε να εκτιµήσουµε την υδραυλική αγωγιµότητα. Προκύπτει από την (1.5) 

αντικαθιστώντας την σταθερά αναλογίας C µε την παρακάτω σχέση που βασίζεται στο 

πορώδες: 
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23

m
2

dn ρgK
(1 n) 180 µ

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

, (1.7) 

όπου: Κ: κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα (LT-1), 

 n: πορώδες (αδιάστατο), 

 ρ: πυκνότητα υγρού (ML-3), 

 dm: µέση διάµετρος κόκκων (L2), 

 g: σταθερά βαρύτητας (LT-2), 

 µ: ιξώδες (ML-1T-1). 

 

Ο νόµος του Darcy εφαρµόζεται και στις τρεις διαστάσεις όπως φαίνεται και παρακάτω 

στις εξισώσεις (1.8) – (1.10), αλλά δεδοµένου ότι είναι µια εµπειρική σχέση, υπόκειται 

σε κάποιους περιορισµούς: 

• Σε πολύ χαµηλές ταχύτητες σε πολύ λεπτόκοκκα υλικά µπορεί να υπάρξει κάποιο 
όριο υδραυλικής κλίσης κάτω από το οποίο δεν υφίσταται ροή. 

• Σε πολύ υψηλές ταχύτητες (τυρβώδη ροή), ο όρος της κινητικής ενέργειας που 

µπαίνει προκαλεί µία µη γραµµική σχέση µεταξύ vx και 
dh
dx

. Αυτό το φαινόµενο δεν 

συµβαίνει ιδιαίτερα συχνά στο υπόγειο νερό παρά µόνο σε περιπτώσεις που έχουµε 

κίνηση νερού σε βραχώδες πέτρωµα. Η µη-γραµµική ροή δεν εµφανίζεται συχνά στα 

υπόγεια νερά, αλλά η ροή σε θρυµµατισµένα πετρώµατα µπορεί να είναι τάχιστη. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις η ροή µπορεί να έχει γραµµική µορφή και να εξαρτάται από τη 

συνεκτικότητα των θραυσµάτων και επιπλέον ο υδροφόρος ορίζοντας µπορεί να µην 

συµπεριφέρεται σύµφωνα µε την εξίσωση Darcy. 

 

Ο καλύτερος, όµως, τρόπος εκτίµησης του Κ είναι από επιτόπιες αντλητικές δοκιµές σε 

αρκετές γεωτρήσεις: 

 Κατά µήκος:   x x
dhv K
dx

= −  (διαµήκη). (1.8) 

 Κατά πλάτος:   y y
dhv K
dy

= −  (εγκάρσια). (1.9) 

 Κατακόρυφα:   z z
dhv K
dz

= −  (κατακόρυφη). (1.10) 

Όταν το Κx διαφέρει από το Κy και το Kz σε ένα σηµείο του υδροφόρου, η ροή λέµε ότι 

είναι ανισοτροπική. Όταν η υδραυλική αγωγιµότητα διαφέρει από σηµείο σε σηµείο 

του υδροφόρου έχουµε µη-οµογενή κατάσταση. Το σχήµα (1.3) παρουσιάζει πιθανές 

καταστάσεις του υδροφορέα. Συχνά, µπορούν να παρατηρηθούν οµογενείς, 
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ανισοτροπικές συνθήκες σε οριζόντια ιζηµατογενή και σε αµµώδη στρώµατα. Συνήθως, 

ισχύει ότι Kx = Ky > Kz, επειδή η ροή σε οριζόντιο επίπεδο είναι συνήθως πιο ισχυρή 

από την κατακόρυφη, σε στρωµατοποιηµένες αποθέσεις. 

 

 
Σχήµα 1.3: Τέσσερες δυνατές περιπτώσεις οµοιογένειας και ισοτροπίας σε έναν 

τρισδιάστατο κορεσµένο υδροφόρο. 

 

Οι υδραυλικές κλίσεις κατά τις x και y διευθύνσεις µπορούν να µετρηθούν από 

πιεζόµετρα µέσα στον ίδιο υδροφόρο ενώ οι κατακόρυφες κλίσεις απαιτούν σύστηµα 

πιεζόµετρων σε διαφορετικά βάθη (όπως φαίνεται στο σχήµα (1.4)) ώστε να υπολογιστεί 

η διαφορά δυναµικού. 

 

Παρακάτω δίνουµε ένα παράδειγµα για το πώς µε τη χρήση πιεζόµετρου µπορούµε να 

υπολογίσουµε τις υδραυλικές κλίσεις. 

 

Τα πιεζόµετρα µετρούν τη στάθµη (head) του υδροφόρου µέσα στο οποίο βρίσκονται. 

Έτσι, τα πιεζόµετρα Α2, Α3, Β2, C2 και C3 στο σχήµα (1.4) µετρούν την ελεύθερη 

στάθµη (water table) του ελεύθερου υδροφόρου ενώ τα Α1, Β1 και C1 µετρούν την 

στάθµη του περιορισµένου υδροφόρου 1. Το πιεζόµετρο D1 µετρά την στάθµη του 

περιορισµένου υδροφόρου 2. Σηµειώνεται ότι, όταν η στάθµη ενός περιορισµένου 

υδροφόρου (όπως στο D1) υπερβεί την στάθµη του ελεύθερου υδροφόρου, τότε τον 

υδροφόρο τον αποκαλούµε «αρτεσιανό», ενώ αν υπερβεί και την επιφάνεια του 
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εδάφους τον αποκαλούµε «ρέοντα αρτεσιανό». Ροή υπάρχει µόνο όταν υπάρχει 

διαφορά στάθµης όπως για παράδειγµα ανάµεσα στα σηµεία Α και Β στο σχήµα (1.4), 

προκαλώντας µια διαµήκη ροή µεταξύ αυτών των σηµείων. Στο σχήµα (1.4) θεωρούµε 

ροή σε ένα στρώµα αργίλου. Αν και το στρώµα αργίλου είναι υδατοσταγές και το Κz 

είναι πάρα πολύ µικρό, παρουσιάζεται µία διαφορά στάθµης µεταξύ των σηµείων Α1 

και Α2 δείχνοντας µία κατακόρυφη ροή από τον ελεύθερο υδροφόρο προς τον 

περιορισµένο υδροφόρο1 µε αποτέλεσµα να τον τροφοδοτεί. Επίσης παρατηρείται µία 

κατακόρυφη ροή από τον περιορισµένο υδροφόρο 2 προς τον περιορισµένο υδροφόρο 

1 (κίνηση από την υψηλή στάθµη προς τη χαµηλή). 

 

 
Σχήµα 1.4: Σχηµατική απεικόνιση ενός ελεύθερου υδροφόρου και δύο περιορισµένων. 

Συστήµατα πιεζόµετρων βρίσκονται στα σηµεία Α, Β και C. 
 
Η υδραυλική στάθµη είναι ένα µέτρο της ενέργειας ανά µονάδα όγκου νερού: 

 
2p vh z

ρg 2g
= + + , (1.11) 

όπου: z: ανύψωση στάθµης πάνω από το σηµείο αναφοράς, L 

 h: υδραυλική στάθµη (L), 

 p: πίεση (ML-1T-2), 

 ρ: πυκνότητα νερού (ML-3), 

 g: επιτάχυνση της βαρύτητας (LT-2), 

 v: ταχύτητα νερού (LT-1). 
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Οι τρεις όροι στο δεξί µέλος της εξίσωσης (1.11) αντιστοιχούν στο γεωµετρικό ύψος, στο 

ύψος πίεσης και στην κινητική ενέργεια. Ο όρος της κινητικής ενέργειας µπορεί να 

αγνοηθεί στις περισσότερες περιπτώσεις εφόσον η ροή στους υδροφόρους υπόγειων 

νερών είναι οµαλή και οι ταχύτητες πολύ µικρές. (Μια εξαίρεση είναι κοντά σε φρεάτια 

αντλήσεως νερού όπου η ταχύτητα άντλησης είναι µεγάλη). Στο σχήµα (1.4) το 

γεωµετρικό ύψος και το ύψος πίεσης δείχνονται για το πιεζόµετρο D1. Το γεωµετρικό 

ύψος λαµβάνεται ως προς ένα επίπεδο αφετηρίας το οποίο λαµβάνεται αυθαίρετα ως 

σηµείο αναφοράς, συχνά λαµβάνεται η µέση στάθµη της θάλασσας. Το γεωµετρικό 

ύψος z, µετριέται στο σηµείο της µέτρησης, δηλαδή στο κάτω άνοιγµα του 

πιεζόµετρου. 

 

Παράδειγµα 1.2: Υπολογισµός κατακόρυφης ροής από δικτυωµένα πιεζόµετρα 

Να προσδιορίσετε την κατακόρυφη ταχύτητα µεταξύ του φρεατικού αµµώδους 

υδροφόρου (µε πορώδες n = 0.30) και του περιορισµένου υδροφόρου 1 (µε πορώδες n 

= 0.45) στο σηµείο Β στο σχήµα (1.4). Η υδραυλική αγωγιµότητα Κz της άµµου είναι 

10-4 cm⋅s-1. Η πιεζοµετρική στάθµη µετριέται στο κάτω άκρο των πιεζόµετρων, (όπου 

γίνεται η µέτρηση). 

Πιεζόµετρο Στάθµη, z Υδραυλική στάθµη, h 

B1 220 m 460 m 

B2 245 m 470 m 

 

Λύση: Υπολογίζουµε την κατακόρυφη υδραυλική κλίση: 

12 1

2 1

h hh 470 460 0.40m m
z z z 245 220

−−∆ −
= = = ⋅

∆ − −
. 

Σε µια πρώτη προσέγγιση η πιο σωστή υδραυλική αγωγιµότητα που πρέπει να ληφθεί 

είναι του αργιλικού στρώµατος αφού εκεί είναι η µεγαλύτερη αντίσταση στη ροή. 

Υπολογίζουµε την ειδική απόδοση και µετά την ταχύτητα: 

7 1 1 8 1
z z

dhv K (10 cm s ) (0.40m m ) 4 10 cm s
dz

− − − − −= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ , 

8 1
8 1 1z

x
v 4 10 cm su 8.9 10 cm s 2.8cm year
n 0.45

− −
− − −⋅ ⋅

= = − = − ⋅ ⋅ = − ⋅ . 

Το νερό κινείται προς τα κάτω από τον αµµώδη ελεύθερο υδροφόρο στον περιορισµένο 

υδροφόρο 1 µε πολύ αργό ρυθµό. Αν σηµειωνόταν, µόλυνση στον αµµώδη υδροφόρο, 

θα περνούσαν δεκάδες χρόνια πριν να φτάσει στο περιορισµένο υδροφόρο 1.  ♦ 

 

Στην επόµενη παράγραφο θα αναφερθούµε στις εξισώσεις κίνησης ρευστού έτσι ώστε 

να έχουµε µία πιο πλήρη εικόνα για τα φαινόµενα ροής ρευστών σε πορώδη υλικά. 
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1.3 Εξισώσεις Ροής 
 

Υποθέτουµε ότι µία περιοχή του τρισδιάστατου χώρου καταλαµβάνεται από ένα ρευστό 

(υγρό ή αέριο) σε κίνηση. Έχουµε δύο προσεγγίσεις για να περιγράψουµε τη κίνηση: 

• Τη προσέγγιση Lagrange, στην οποία προσπαθούµε να προσδιορίσουµε τη θέση 

(a, b, c, t) για κάθε χρονική στιγµή t ενός σωµατιδίου του ρευστού το οποίο 

βρίσκεται στο σηµείο (a, b, c) τη χρονική στιγµή t = 0. 

• Τη προσέγγιση Euler, στην οποία προσπαθούµε να προσδιορίσουµε την ταχύτητα 
υ(x, y, z, t)G

, τη πυκνότητα ρ(x, y, z) και άλλες φυσικές µεταβλητές όπως η πίεση   

P(x, y, z) για κάθε χρονική στιγµή t σε κάθε σηµείο (x, y, z) στη περιοχή που 

περιέχεται το ρευστό.  

 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε τη κίνηση του ρευστού χρησιµοποιώντας τη 

προσέγγιση Euler. 

 

Υποθέτουµε πάντα ότι η ταχύτητα, η πυκνότητα και η πίεση µεταβάλλονται οµαλά ως 

προς κάθε τους µεταβλητή. Θεωρούµε µία κλειστή επιφάνεια S στο ρευστό που 

περιέχει ένα χωρίο Ω. ∆ηλαδή συγκεντρώνουµε τη προσοχή µας σε ένα συγκεκριµένο 

στοιχειώδες χωρίο του ρευστού. Υποθέτουµε επιπλέον ότι δεν έχουµε πηγές ή διαρροές 

ρευστού σε κάποιο σηµείο. Με βάση αυτές τις υποθέσεις από το νόµο διατήρησης της 

µάζας έχουµε ότι ο ρυθµός µεταβολής της µάζας του ρευστού στο χωρίο Ω ισούται µε 

το ρυθµό µε τον οποίο το ρευστό εισέρχεται στο Ω κατά µήκος της S. 

 

 

Σχήµα 1.5: Ροή ρευστού στο σύνορο S. 
 

Έστω dS µία µικρή στοιχειώδη περιοχή στο σηµείο Q στην επιφάνεια S. Το ρευστό που 

διαπερνά το dS µεταξύ του χρόνου t και t + dt καταλαµβάνει ένα κύλινδρο βάσης dS 
και ύψους υ(Q)dt cos(θ)G

 όπου θ η γωνία των υ(Q)G
 και N(Q)

G
, όπου N(Q)

G
 είναι το 

κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια S στο σηµείο Q µε φορά προς τα έξω (Σχ. 1.5). 
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Εποµένως ο κύλινδρος έχει όγκο: 

 cV υ(Q)N(Q)dSdt=
GG

. (1.12) 

 

Επίσης, ο ρυθµός µε τον οποίο το ρευστό διαπερνά την επιφάνεια S µας δίνεται από το 

επιφανειακό ολοκλήρωµα: 

 
S S
υNdS υdS=∫ ∫
GG G � , (1.13) 

όπου dS NdS=
G� . Η σχέση (1.13) µας δίνει τον όγκο του ρευστού που διαπερνά το dS. 

Εποµένως η µάζα που διαπερνά το dS µεταξύ του χρόνου t και t + dt είναι: 

 ρυ(Q)N(Q)dSd
GG

, (1.14) 

όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού. Επιπλέον, ο ρυθµός µε τον οποίο η µάζα του 

ρευστού εξέρχεται από το Ω κατά µήκος της S είναι: 

 
S
ρυNdS∫
GG

. 

Ο ρυθµός µε τον οποίο η µάζα εισέρχεται στο Ω θα είναι 
S
ρυ(Q)N(Q)dS−∫

GG
, και άρα 

εφόσον έχουµε διατήρηση της µάζας από το θεώρηµα απόκλισης παίρνουµε ότι: 

Ω S Ω

ρ dV ρυNdS div(ρυ)dV
t

∂
= − = −

∂∫ ∫ ∫
GG G

, 

ή δεδοµένου ότι το Ω είναι ένα τυχαίο υποχωρίο που καταλαµβάνει το ρευστό έχουµε: 

 
ρ div(ρυ) 0
t

∂
+ =

∂
G

. (1.15) 

Η εξίσωση (1.15) ονοµάζεται εξίσωση συνέχεια και είναι ένας νόµος διατήρησης που 

αφορά στη κίνηση ενός ρευστού. Επίσης ισχύει για κάθε περιοχή που καταλαµβάνει το 

ρευστό. Για ένα ασυµπίεστο ρευστό (π.χ. το νερό είναι τέτοιο) έχουµε ότι η πυκνότητα 

δεν µεταβάλλεται, ρ = σταθερά και η εξίσωση συνέχειας γίνεται: 

 div(υ) 0=
G

, 

και η ταχύτητα υG  είναι ένα σωληνοειδές διανυσµατικό πεδίο. 

 

Ένα άλλο στοιχείο που πρέπει να λάβουµε υπ’ όψιν είναι ότι η κίνηση του ρευστού θα 

πρέπει να καθορίζεται και από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, δηλαδή ότι ο ρυθµός 

µεταβολής της ορµής κάθε µέρους του ρευστού είναι ίσος µε το άθροισµα των 

δυνάµεων που ασκούνται σε αυτό. 

 
Έχουµε ότι για κάθε χρονική στιγµή η ορµή είναι 

Ω
ρυdV∫
G

 και µεταβάλλεται µε 



 20

ρυθµό: 

Ω
(ρυ)dV

t
∂
∂∫

G
. 

 

Η µεταβολή της ορµής οφείλεται στους παρακάτω λόγους: 

α) στην ορµή κατά µήκους του S, 

β) στη πίεση που ασκείται στο ρευστό στο χωρίο Ω από το ρευστό που καταλαµβάνει το 

εξωτερικό χωρίο από το Ω, και 

γ) στις διάφορες εξωτερικές δυνάµεις όπως π.χ. βαρύτητα, ηλεκτροµαγνητικές 

δυνάµεις κ.τ.λ., που ασκούνται στο Ω. 

 

α) Η ορµή µεταφέρεται κατά µήκος της επιφάνειας S στο Ω µε ρυθµό: 

S
υ(ρυN)dS−∫

GG G
. 

 
β) Η πίεση του ρευστού στο Ω ασκείτε στο S στην κατεύθυνση του διανύσµατος N−

G
. 

Εποµένως, η δύναµη που εξασκείται στο Ω από το υπόλοιπο ρευστό είναι: 

S
PNdS−∫
G

 

 όπου P είναι η πίεση. 

 

γ) Οι εξωτερικές δυνάµεις (σε µονάδες δύναµης ανά µονάδα µάζας) θα είναι: 

Ω
ρFdV∫
G

. 

 

Συνοψίζοντας, η εφαρµογή του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα και του θεωρήµατος της 

απόκλιση, µας δίνει την εξίσωση: 

Ω
(ρυ)dV

t
∂
∂∫

G
 = 

S
υ(ρυN)dS−∫

GG G
S
PNdS−∫
G

+
Ω
ρFdV∫
G

 

 = [ ]
Ω
ρ(υ )υ υdiv(ρυ) dV⋅∇ +∫
G G G G

Ω
PdV− ∇∫ +

Ω
ρFdV∫
G

 

ή 

 
Ω

υ ρρ υ υdiv(ρυ) ρ(υ )υ P ρF dV 0
t t

∂ ∂⎡ ⎤+ + + ⋅∇ +∇ − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫
G GG G G G G

. (1.16) 

 

Στην εξίσωση (1.16), ο δεύτερος και ο τρίτος όρος του ολοκληρώµατος µας δίνει µηδέν 

λόγω της εξίσωσης της συνέχειας. Εποµένως αφού το χωρίο Ω είναι τυχαίο έχουµε: 
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υρ ρ(υ )υ P ρF
t

∂
+ ⋅∇ = −∇ +

∂

G GG G
. (1.17) 

Η εξίσωση (1.17) είναι η εξίσωση κίνησης του ρευστού. Οι εξισώσεις (1.15) και (1.17) 

ονοµάζονται εξισώσεις Euler. 

 

Εάν θέλουµε τώρα να µελετήσουµε την εξίσωση κίνησης του ρευστού σε πορώδες υλικό 

έχουµε την εξίσωση της συνέχειας που προκύπτει από τον νόµο διατήρησης της µάζας, 

αλλά µε τη διαφορά ότι η κίνηση του ρευστού γίνεται στα κενά , πόρους, του υλικού, 

δηλαδή σε όγκο n⋅v. Εποµένως η εξίσωση συνέχειας έχει τη µορφή: 

0)v(div
t
n)(

=+
∂

∂ Gρρ
 

ή 

  yx z
(ρv )(ρv ) (ρv ) (ρn)

x y z t
∂∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

, (1.18) 

όπου: vx,y,z: ειδική απόδοση (ταχύτητα Darcy) στις διευθύνσεις x, y και z (LT-1), 

 ρ: πυκνότητα νερού (ML-3), 

 n: πορώδες (αδιάστατο), 

 t: χρόνος (T). 

 

Ο όρος 
( )nρ

t
∂
∂

 αναφέρεται στην µεταβολή της µάζας του νερού λόγω της µεταβολής της 

πυκνότητας ρ ή λόγω της µεταβολής του πορώδους n. Από την ανάλυση του δεύτερου 

µέλους της εξίσωσης (1.18) προκύπτει ότι: 

  s
(ρn) ρ n hn ρ ρS

t t t t
∂ ∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂ ∂

, (1.19) 

όπου: Ss: ειδική υδροχωρητικότητα, Ss = ρg(α + nβ) (L-1), 

 α: συµπιεστότητα του υδροφορέα (α = 1/Ε όπου Ε = το µέτρο ελαστικότητας του 

υδροφορέα), 

 β: συµπιεστότητα του νερού (β = 1/Ε1 όπου Ε1 = το µέτρο ελαστικότητας του 

νερού), 

 n: πορώδες, 

 g: επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 

 

 



 22

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (1.19) στην (1.18) προκύπτει η (1.20): 

  yx z
s

(ρv )(ρv ) (ρv ) hρS
x y z t

∂∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
. (1.20) 

Αναλύοντας τις µερικές παραγώγους στο πρώτο µέλος της εξίσωσης (1.20) και 

δεδοµένου ότι οι όροι 
ρ
x
∂
∂

, 
ρ
y
∂
∂

 και 
ρ
z
∂
∂

 (η µεταβολή δηλαδή της πυκνότητας σε σχέση 

µε την απόσταση) θεωρούνται αµελητέοι προκύπτει ότι: 

  yx z
s

vv v hρ ρ ρ ρS
x y z t

∂∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
. (1.21) 

∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε την πυκνότητα ρ και αντικαθιστώντας την ταχύτητα 

Darcy προκύπτει ότι: 

  x y z s
h h h hK K K S

x x y y z z t
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. (1.22) 

Η εξίσωση (1.22) είναι µία δεύτερης τάξεως µερική διαφορική εξίσωση, τριών 

διαστάσεων η οποία απαιτεί κάποια αριθµητική λύση. Για την λύση της, απαιτούνται οι 

σχετικές αρχικές και συνοριακές συνθήκες όπως και οι παράµετροι Κ και Ss του 

υδροφόρου. Η (1.22) είναι η βασική εξίσωση για µη στάσιµη (µη µόνιµη) ροή σε 

υδροφόρο. 

 

Εάν ο υδροφόρος ορίζοντας είναι οµογενής και ισότροπος, µπορούµε να διαιρέσουµε 

και τα δύο µέλη της εξίσωσης (1.22) µε την κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα Κ, 

οπότε: 

 
2 2 2

s
2 2 2

Sh h h h
x y z K t
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

, (1.23) 

όπου το Κ είναι η κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα και στις τρεις διευθύνσεις. 

 

Για τη ροή σε γεώτρηση και το δίκτυο ροής που δηµιουργείται, η εξίσωση (1.23) 

συνήθως εκφράζεται συναρτήσει της λεγόµενης µεταβιβαστικότητας Τ = Κb και της 

αποθηκευτικότητας S = Ssb, όπου b είναι το πάχος του υδροφόρου: 

 
2 2

2 2

h h S h
x y T t
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

 (1.24) 

όπου: S = συντελεστής αποθηκευτικότητας (αδιάστατο), 

 Τ = µεταβιβαστικότητα (L2T-1). 

 

Παρατηρούµε ότι κάθε όρος της εξίσωσης (1.24) έχει διαστάσεις αντίστροφου µήκους. 
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Εάν οι συνθήκες είναι σταθερές (στάσιµη ροή), τότε προκύπτει η γνωστή εξίσωση 

Laplace σε δύο διαστάσεις: 

 
2 2

2 2

h h 0
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, (1.25) 

η οποία ισχύει για την µονάδα του όγκου κορεσµένου, οµογενούς και ισότροπου 

πορώδους µέσου κάτω από σταθερές συνθήκες (µόνιµη ροή). Για να είναι καλά 

ορισµένη η εξίσωση (1.25) και για την επίλυσή της απαιτούνται κατάλληλες συνοριακές 

συνθήκες. 

 

Η λύση της εξίσωσης (1.25) µας δίνει την τιµή της υδραυλικής στάθµης σε κάθε σηµείο 

του συστήµατος ροής και µπορεί να γίνει µε διάφορες αριθµητικές µεθόδους όπως µε 

την µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών η οποία παρουσιάζεται αναλυτικά στο 

Κεφάλαιο 4ο (σελ. 47) της παρούσας εργασίας.  

 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε ένα παράδειγµα αριθµητικής επίλυσης της εξίσωσης 

(1.25). 

 

Θεωρούµε ότι το χωρίο µας είναι το Ω = [0,1] x [0,1], δηλαδή το σηµείο Α αντιστοιχεί 

στο (0,0) το σηµείο Β στο (1,0), το σηµείο ∆ στο (0,1) και το σηµείο Γ στο (1,1)και οι 

συνοριακές συνθήκες για την (1.25) είναι: 

ΑΒ: h = (1 – γ)x + 1, 

Α∆: h = 1   (σταθερά), 

∆Γ: h = γ, 

ΒΓ: h = γ. 

 
 

A B

Γ∆ 

y h = 1 

h = γ

h =(1 – γ)x + 1

h = γ

x 

 

Σχήµα 1.6: Το χωρίο Ω και οι συνοριακές συνθήκες. 
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Σύµφωνα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών διακριτοποιούµε την περιοχή 

ΑΒΓ∆ χρησιµοποιώντας Μ σηµεία στον άξονα των x και M σηµεία στον άξονα των y.  

 

Εκτελώντας το πρόγραµµα που προκύπτει µε χρήση πεπερασµένων διαφορών (βλέπε 

Κεφάλαιο 4ο) και που παρουσιάζεται στο παράρτηµα Α (σελ. 69) για την εξίσωση (1.25) 

και για τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες και για Μ = 30 σηµεία και γ = 0.2 έχουµε 

την ακόλουθη τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης h της εξίσωσης (1.25) 

καθώς και των ισοσταθµικών καµπυλών της. 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

0.5

1

0

0.5

1

1.5

2

 
Σχήµα 1.7: Τρισδιάστατη γραφική παράσταση των τιµών της λύσης h  

της εξίσωσης (1.25) και των ισοσταθµικών καµπυλών της  
για Μ = 30 σηµεία διακριτοποίησης και γ = 0.2. 

 

Στο επόµενο κεφάλαιο εφαρµόζοντας τους βασικούς νόµους ροής ρευστού σε πορώδη 

υλικό θα παρουσιάσουµε και θα µελετήσουµε ένα πρόβληµα ελεύθερου συνόρου το 

πρόβληµα του απλού ορθογωνίου φράγµατος. 
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Κεφάλαιο 2ο 
Μοντελοποίηση του προβλήµατος του απλού 
ορθογωνίου φράγµατος 
 

 

Η απλούστερη περίπτωση διαρροής µέσα από ένα φράγµα που χωρίζει δύο δεξαµενές 

σε διαφορετικά επίπεδα µπορεί να θεωρηθεί ως η στάσιµη κορεσµένη ροή ενός 

ασυµπίεστου υγρού µέσα από ένα οµοιογενές ισοτροπικό µέσο. Το απλό ορθογώνιο 

φράγµα (Σχ. 2.1) που έχει παράλληλα κάθετα τοιχώµατα και µια αδιαπέραστη 

οριζόντια βάση έχει µελετηθεί πολύ και υιοθετήθηκε από πολλούς συγγραφείς ως ένα 

πρόβληµα µοντέλο για τον προσδιορισµό νέων µεθόδων επίλυσης προβληµάτων 

ελεύθερου συνόρου. Άλλη περίπτωση φράγµατος είναι το τραπεζοειδές φράγµα. (Σχ. 

2.2). 

 

Σχήµα 2.1: Απλό ορθογώνιο φράγµα. 
 

 
Σχήµα 2.2: Τραπεζοειδές φράγµα. 
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2.1 Κλασσική µοντελοποίηση: φυσική παραγωγή  
 
Η φυσική παραγωγή των µαθηµατικών εξισώσεων θα δοθεί κατ’ αρχήν µε αναφορά στο 

σχήµα (2.1). Το φράγµα θεωρείται ότι είναι αρκετά µακρύ ώστε η ροή να θεωρείται 

δυσδιάστατη στο επίπεδο (x, y), όπου x: µήκος και y: ύψος. 

 
Η ροή θεωρείται ότι διέπεται από το νόµο του Darcy (1856) εκφραζόµενη µε τη µορφή: 

 1
K kq grad h grad{p ρgy}
ρg µ
− −

= = + , (2.1) 

όπου: q1: το διάνυσµα της ταχύτητας, 

 p: η πίεση στο υγρό, 

 h: η υδραυλική στάθµη, 

 ρ: η πυκνότητα, 

 µ: το ιξώδες του υγρού, 

 K: η κορεσµένη υδραυλική αγωγιµότητα, 

 k: η πραγµατική διαπερατότητα του υλικού (ιδιότητα του µέσου 
g
Kk
ρ
µ

= ). 

Η κάθετη συντεταγµένη y είναι θετική προς τα πάνω. Για τις υποθέσεις που έχουν ήδη 

γίνει σχετικά µε το υγρό, το k είναι σταθερά και έτσι η συνάρτηση: 

 1φ  = 
k (p ρgy)

µ
−

+ , (2.2) 

είναι το δυναµικό ταχύτητας και ισχύει q1 = –grad 1φ . Αλλά από την εξίσωση της 

συνέχειας έχουµε: 

 div (q1) = 0. (2.3) 

Εποµένως, από τις σχέσεις (2.1 – 2.3) παίρνουµε: 

 div(grad 1φ ) = 2
1∇ φ  = 0, (2.4) 

δηλαδή, η 1φ  ικανοποιεί την εξίσωση Laplace στην περιοχή διαρροής Ω (σχήµα 2.1). 

Είναι βολικό, για διάφορους λόγους ευκολίας και απλότητας, να εµφανίσουµε ένα 
τροποποιηµένο δυναµικό ταχύτητας (x, y)φ , όπου: 

 1(x, y) p(x, y) y
k g g

µφ
φ = = +

ρ ρ
, (2.5) 

ώστε  

 q = –gradφ      και     2∇ φ = 0, (2.6) 
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όπου q = µq1 / kρg, ένας τροποποιηµένος ρυθµός ροής. 

 

Η περιοχή διαρροής ορίζεται από µέρη των τοιχωµάτων AF και BD και της βάσης AB 

του φράγµατος, αλλά επίσης και από την ελεύθερη επιφάνεια FD της οποίας το σχήµα 

και η θέση µένει να καθοριστούν, συµπεριλαµβανοµένης της περιοχής του «σηµείου 

αποσύνδεσης» D στο τοίχωµα BE. Το µέρος του συνόρου CD, είναι γνωστό και ως η 

«επιφάνεια διαρροής». 

 
Οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται από την φ (x, y) στα διαφορετικά µέρη του 

συνόρου της περιοχής Ω εξάγονται ως ακολούθως. Αφού δεν µπορεί να υπάρξει ροή 

µέσα από µία αδιαπέραστη επιφάνεια η κανονική παράγωγος 
y
∂φ
∂

 πρέπει να είναι 

µηδέν σε κάθε τέτοια επιφάνεια, π.χ., στη βάση ΑΒ, η 
y
∂φ
∂

 = 0. Αφού η ελεύθερη 

επιφάνεια FD είναι η διεπιφάνεια ανάµεσα στο νερό στην περιοχή ροής Ω και στον 

αέρα από πάνω, µέσα στον οποίο δεν διεισδύει καθόλου νερό, η συνθήκη 0
n
∂φ

=
∂

 

ισχύει και στην FD επίσης. Η δεύτερη συνθήκη στο ελεύθερο σύνορο είναι ότι η πίεση 

πρέπει να είναι συνεχής σε αυτό. Επιπλέον έξω από την περιοχή ροής και στις πλευρές 

ΑF και BC η πίεση είναι σταθερή και µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µηδέν. Θέτοντας το 
p = 0 στην (2.5) προκύπτει φ = y στην FD. Οµοίως, στην επιφάνεια διαρροής CD το φ  

= y, αφού έχουµε ότι η πίεση είναι ίση µε 0, επειδή πάλι το νερό εκεί βρίσκεται σε 

επαφή µε τον αέρα. Η συνθήκη κατά µήκος του συνόρου στο πορώδες υλικό, το οποίο 

έρχεται σ’ επαφή µε µία δεξαµενή ρευστού, εξαρτάται από το γεγονός ότι η ταχύτητα 

του υγρού σε µία δεξαµενή είναι αµελητέα συγκρινόµενη µε εκείνη µέσα στο πορώδες 

υλικό. Εποµένως, µηδενική ταχύτητα σηµαίνει ότι το δυναµικό της ταχύτητας          

φ = y + 
ρg
p

 είναι σταθερό και αφού η πίεση p = 0 στην επιφάνεια µίας δεξαµενής, 

έχουµε φ = y1 ή φ = y2 κατά µήκος των AF ή BC αντίστοιχα (Σχ. 2.1). 

 

Το πρόβληµα µοντέλο του απλού ορθογώνιου φράγµατος ορίζεται εποµένως σε σχέση 

µε το σχήµα (2.1), από την ακόλουθη εξίσωση και τις συνθήκες: 

 2 0∇ φ =    στο Ω,     0 < x < x1,     0 < y < f(x), (2.7) 

 φ  = y1   στο AF,     φ  = y2   στο BC, (2.8) 

 φ  = y,     0
n
∂φ

=
∂

   στο FD, (2.9) 

 φ  = y   στο CD, (2.10) 
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 0
y
∂φ

=
∂

   στο AB, (2.11) 

 0
x
∂φ

≤
∂

   στο CD. (2.12) 

Η συνθήκη (2.12) εκφράζει το γεγονός ότι κάποιο υγρό φεύγει από το πορώδες στην 

περιοχή διαρροής CD, αλλά καµία ποσότητα από το υγρό δεν µπορεί να εισχωρήσει 

στο πορώδες µέσο. Η πλήρης λύση περιλαµβάνει τον καθορισµό του ελεύθερου 

συνόρου y = f(x) έτσι ώστε: 

 f(0) = y1,     f(x1) > y2,     
d f (0) 0

dx
= ,     1

d f (x )
dx

= ∞ . (2.13) 

Σ’ αυτό το παράδειγµα, όπου φ =σταθερά, θα υπάρχουν γραµµές ροής κατά µήκος των 

οποίων έχουµε ότι 0
n
∂φ

=
∂

. Έπεται ότι η αδιαπέραστη βάση και η ελεύθερη επιφάνεια 

είναι και οι δύο γραµµές ροής. Σωµατίδια του υγρού κινούνται κατά µήκος µίας 

γραµµής ροής, πάντα στην ίδια διεύθυνση από την ανώτερη στην κατώτερη δεξαµενή 

και στη διεύθυνση του x καθώς αυτό αυξάνει (Σχ. 2.1). Έτσι η ταχύτητα του υγρού 
είναι θετική στην περιοχή ροής και η φ  πρέπει να φθίνει κατά µήκος οποιασδήποτε 

γραµµής ροής. Συγκεκριµένα, κατά µήκος της ελεύθερης επιφάνειας της γραµµής 
ροής, η φ  είναι φθίνουσα συνάρτηση του x, και αφού φ  = y = f(x) στο FD, έπεται, ότι η 

f(x) είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

Τελικά, επειδή η βάση και η ελεύθερη επιφάνεια είναι γραµµές ροής, ορίζουν ένα 

σωλήνα ροής µέσα από κάθε κάθετο τµήµα του οποίου η ροή του υγρού είναι η ίδια. 

Ειδικότερα, µέσα από οποιοδήποτε κάθετο τµήµα του φράγµατος έχουµε ένα σταθερό 

ρυθµό ροής που δίνεται από τον τύπο: 

 
f (x)

0
(x, y)dy

x
∂

− φ
∂∫ = σταθερά = q. (2.14) 

Η ποσότητα αυτή πολλές φορές αναφέρεται και ως «εκροή». 

 

 
2.2 Συνάρτηση ροής 
 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας q στην (2.6) δίνονται από τους τύπους: 

 u
x
∂φ

= −
∂

,          
y
∂φ

υ = −
∂

. (2.15α) 

Επίσης, υπάρχει µία συνάρτηση ροής ψ , που ικανοποιεί  την εξίσωση Laplace 
2 0∇ ψ =  και για την οποία: 
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 u
y

∂ψ
= −

∂
,          

x
∂ψ

υ =
∂

. (2.15β) 

Οι εξισώσεις Cauchy – Riemann x yφ = ψ  και y x−φ = ψ  συνεπάγονται από τις (2.15α) 

και (2.15β) ως συνήθως. 

 

Το απλό πρόβληµα φράγµατος που ορίζεται από τις εξισώσεις (2.7 – 2.12) µπορεί 

επίσης να εκφραστεί και σε όρους των δύο συναρτήσεων φ και ψ ως εξής: 

 1 2

0, 0
x y y x

y AF, y BC
y, 0 FD

y CD
q AB

∂φ ∂ψ ∂φ ∂ψ ⎫− = + = στο Ω⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪
φ = στο φ = στο ⎪⎪

⎬φ = ψ = στο ⎪
⎪φ = στο
⎪

ψ = στο ⎪⎭

 (2.16) 

όπου το q είναι ο ρυθµός ροής µέσα από το φράγµα που ορίσθηκε στην (2.14). 

 

Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι, σ’ αυτό το παράδειγµα, το q µπορεί να οριστεί ρητά 

από τις διαστάσεις του φράγµατος και τα επίπεδα του νερού. Στην πραγµατικότητα ο 

Charni (1951) [1] απέδειξε ότι για το φράγµα του σχήµατος (2.1) ισχύει: 

 
( )2 2

1 2

1

y y
q

2x
−

= . 

 

 
2.3 Μοντελοποίηση σε σταθερό χωρίο: Ο µετασχηµατισµός 

Baiocchi 
 
Το 1971 ο Baiocchi πρότεινε ένα νέο τρόπο θεώρησης των προβληµάτων ροής µέσα 

από πορώδη µέσα που έχει αποδειχθεί πολύ αποτελεσµατικός και από θεωρητική και 

από αριθµητική άποψη. Επιτρέπει θεωρήµατα ύπαρξης και µοναδικότητας που 

αποδεικνύονται µε αυστηρότητα, επίσης διευκολύνει την παραγωγή νέων αριθµητικών 

αλγορίθµων που είναι απλοί και αποτελεσµατικοί στη χρήση τους και οι οποίοι 

ανταγωνίζονται καλώς παλαιότερα σχήµατα που βασίζονται στις κλασσικές 

µοντελοποιήσεις των εξισώσεων (2.7-2.12) ή (2.16). Ο Baiocchi (1972) ([1]) ανέπτυξε τη 

θεωρητική πλευρά της ιδέας του για το πρόβληµα του απλού ορθογώνιου φράγµατος 

και η αριθµητική εφαρµογή οφείλεται στον Comincioli et al. (1971) ([1]).  
 

Η προσέγγιση του Baiocchi παρουσιάζεται εδώ µε αναφορά στο απλό ορθογώνιο 

φράγµα (Σχ. 2.1). Η εξαρτηµένη µεταβλητή εκτείνεται συνεχώς µέσα από την ελεύθερη 
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επιφάνεια, και από την άγνωστη περιοχή Ω, στην οποία το πρόβληµα ορίζεται από τις 

εξισώσεις (2.7 – 2.12), επεκτείνεται σε µια γνωστή περιοχή µε σταθερά σύνορα, στην 
περίπτωση αυτή την περιοχή ABEF και έτσι η φ  ορίζεται πάνω στο σύνολο της γνωστής 

εκτεταµένης περιοχής. 

 

Το χωρίο Ω στο σχήµα (2.1) εκτείνεται στη γνωστή περιοχή ABEF, η οποία δηλώνεται 

από το D (0 <x < x1, 0 < y < y1) έτσι ώστε D ≡ Ω + Ωext + Γ, όπου Γ είναι το ελεύθερο 

σύνορο FD που συµπεριλαµβάνει τα σηµεία F και D και το Ωext ορίζεται από 0 <x < x1, 
f(x) < y < y1. Η εξαρτηµένη µεταβλητή φ  εκτείνεται συνεχώς και ορίζεται στο D , 

δηλαδή στο χωρίο D µαζί µε τα σύνορα του, θέτοντας: 

 
�

�
(x, y) (x, y), ,

(x, y) y, D \ .

φ = φ στο Ω

φ = στο Ω
 (2.18) 

Ορίζουµε µια ασθενής λύση των εξισώσεων (2.7 – 2.12) να είναι µια τριάδα { f, Ω, φ } 

τέτοια ώστε: η f(x) να είναι µια συνεχής γνησίως φθίνουσα συνάρτηση για 0 ≤ x ≤ x1 µε 

f(0) = y1 και f(x1) ≥ y2, το Ω να είναι το ανοιχτό χωρίο που έχουµε, ήδη σηµειώσει, η 
φ (x, y) να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη µαζί µε τις πρώτες παραγώγους της στο Ω, 

να είναι συνεχής στο Ω , και µε αυτή την έννοια να ικανοποιεί τις  εξισώσεις: 

φ  = y1   στο AF,     φ  = y2   στο BC, 

φ  = y, 

φ  = y   στο CD, 

και η φ (x, y) να ικανοποιεί τη σχέση: 

 � �
x yx y( )dxdy 0

Ω

φ φ +φ φ =∫∫ , (2.19) 

για κάθε �(x, y)φ  ορισµένη στο [0, x1] x [0, y1] µε συνεχείς πρώτες παραγώγους και µε 
� 0φ =  σε µια περιοχή των AF και BE. Ως συνήθως η ασθενής λύση (2.19) συνεπάγεται 

ότι 2 0∇ φ =  στο Ω και ότι η φ  ικανοποιεί τις εξισώσεις: 

 0
n
∂φ

=
∂

   στο FD 

και 

 0
y
∂φ

=
∂

   στο AB. 

 

Ο µετασχηµατισµός του Baiocchi τώρα χρησιµοποιείται για να ορίσει µια νέα 

ανεξάρτητη µεταβλητή w η οποία δίνεται από τη σχέση: 
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 �1y

y
w(x, y) { (x,n) n}dn= φ −∫ . (2.20) 

 

Στη συνέχεια θα ερευνήσουµε ορισµένες ιδιότητες της w(x, t). Στην ελεύθερη επιφάνεια 
Γ και στο D \Ω , έχουµε ότι η w = 0 και έτσι η w είναι συνεχής στο D  επειδή η (2.20) 

συνεπάγεται: 

 �f (x)

y
w(x, y) { (x,n) n}dn= φ −∫ ,     στο  Ω . (2.20α) 

Επιπλέον, η αντικατάσταση της �φ  = y + 
ρg
p

 στην (2.20) δίνει: 

 
f (x)

y

p(x,n)w(x, y) dn
g

=
ρ∫ , 

και έτσι, αφού οι p και ρg είναι θετικές ποσότητες στο Ω, έχουµε ότι η w(x, y) > 0 στο 

Ω. Η παραγώγιση της (2.20a) ως προς  x δίνει: 

 xw (x, y)  = � �f (x)

xx y
f (x){ (x, f (x)) f (x)} (x,n)dnφ − + φ∫  

  = �f (x )

xy
(x, n)dnφ∫ , (2.21) 

αφού από την πρώτη της (2.9), η �(x, f (x))φ = f(x). Οµοίως, έχουµε ότι: 

 �
yw { (x, y) y}= − φ − . (2.22) 

Έτσι 

 wx = wy = 0   στο  y = f(x)  και  στο  D \Ω , 

και οι πρώτες παράγωγοι της w είναι συνεχείς σε ολόκληρο το D. 

 

Εποµένως το πρόβληµα που καλούµαστε να λύσουµε είναι: σε πια σηµεία του χωρίου 

ABCDEF (Σχ. 2.1), ισχύει w = 0 και σε ποια w > 0. Η λύση αυτού του προβλήµατος 

καθορίζει το ελεύθερο σύνορο Γ. 

 

Ένα κατάλληλο σηµείο έναρξης για την παραγωγή µίας διαφορικής εξίσωσης που 

ικανοποιείται από την w είναι το θεώρηµα του Green. Σύµφωνα µε αυτό ισχύει ότι: 

 �
D

wdxdy∇φ⋅∇∫∫ = � � 2

D
D

w dS wdxdy
δ

∂
φ − φ∇
∂η∫ ∫∫  

  = � 2

D

wdxdy− φ∇∫∫ , (2.23) 

ένεκα των συνοριακών συνθηκών για 
w
n

∂
∂

 και �φ . Η εισαγωγή µίας συνάρτησης Φ(x, y) 
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που δίνεται από τη σχέση: 

 �y

0
(x, n)dnΦ = φ∫ , (2.24) 

δηλαδή 

 �
y(x, y) (x, y)φ = Φ , (2.25) 

οδηγεί σε µια δεύτερη έκφραση για το ολοκλήρωµα � wdxdy∇φ⋅∇∫∫  ως ακολούθως: 

 �
D

wdxdy∇φ⋅∇∫∫ = � �
x yx y

D

{ w w }dxdyφ + φ∫∫  

  = x xy y yy
D

{w w }dxdyΦ + Φ∫∫  

  = x xx y yy{w w }dxdy
Ω

Φ + Φ∫∫ , (2.26) 

µετά από ολοκλήρωση κατά µέρη και µε την σηµείωση ότι η Φ µηδενίζεται µαζί µε 

όλες τις παραγώγους της στις FA, AB και BC και ότι η w µηδενίζεται στην FD. Τώρα η 

αντικατάσταση των εξισώσεων (2.22), (2.18) και (2.25) στην (2.26) δίνει: 

 �
D

wdxdy∇φ⋅∇∫∫ = xx yy[( y) ( y) ]dxdy
Ω

− φ− Φ + φ− Φ∫∫  

  = x x y y y( )dxdy
Ω

φ Φ + φ Φ −Φ∫∫  

  = idxdy
Ω

−φ∫∫ = ix dxdyΩ
Ω

−φ∫∫ , (2.27) 

χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Green, την εισαγωγή των συνοριακών συνθηκών, και µε 

∇2φ = 0 στο πεδίο Ω. Επιπλέον έχουµε ότι xΩ = 1 στο Ω και µηδέν έξω από το Ω. 

Τελικά, οι (2.23) και (2.27) µαζί δίνουν ότι η µεταβλητή w ικανοποιεί την εξίσωση: 

 
2

2

w 1 , w 0
w 0 D \ , w 0

⎫∇ = στο Ω >
⎬

∇ = στο Ω = ⎭
. (2.28) 

 

Για να ολοκληρωθεί η µοντελοποίηση του προβλήµατος του απλού φράγµατος 

χρειάζεται να προσδιορίσουµε τις συνθήκες που ικανοποιούνται από την w(x, t) στα 

σύνορα του D. Έτσι έχουµε: 

στο AF, �
1(0, y) yφ = , 

1y 2
1 1y

1w(0, y) (y n)dn (y y)
2

= − = −∫ , (2.29) 

στο BC, �
1 2(x , y) yφ = , 

2y 2
1 2 2y

1w(x , y) (y n)dn (y y)
2

= − = −∫ , (2.30) 

στο CD, �
1(x , y) yφ = , 1w(x , y) 0= , (2.31) 
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στο DE, �
1(x , y) yφ = , 1w(x , y) 0= , (2.32) 

στο FE, �
1(x, y ) yφ = , 1w(x, y ) 0= . (2.33) 

Αφού η ΑΒ είναι µία γραµµή ροής ισχύει ότι: 

 �1y

xx 0
w (x,0) (x, n)dn q= φ = −∫  

όπου το q είναι ο ρυθµός ροής µέσα από το φράγµα και είναι ανεξάρτητο του x. Η 

χρησιµοποίηση των εξισώσεων (2.29) και (2.30) για y = 0 δείχνει ότι: 

 

2 2
1 2

x
1

1 (y y )
2w

x

−
= − , 

και µε την ολοκλήρωση ως προς x της παραπάνω εξίσωσης, έχοντας υπόψη ότι για      

x = 0, w(0, 0) = 2
1y

2
1

, τελικά έχουµε: 

στο ΑΒ, �
y (x,0) 0φ = , 

2 2
1 2

2
1

1

1 (y y )x1 2w(x,0) y
2 x

−
= − . (2.34) 

 

Οι ιδιότητες της w και οι εξισώσεις στην (2.28) µπορούν να εκφραστούν από την 

ακόλουθη διαφορική εξίσωση και τις ανισότητες στο χωρίο D: 

 
2

2

w(1 w) 0,
1 w(x, y) 0, w(x, y) 0.

⎫−∇ =
⎬

−∇ ≥ ≥ ⎭
 (2.35) 

Σηµειώνουµε ότι αφού βρεθεί µια τέτοια λύση, το χωρίο Ω µπορεί να αναγνωριστεί ως 

η περιοχή στην οποία η w > 0, δηλαδή το Ω = {(x, y) | (x, y) ∈ D, w(x, y) > 0}, επίσης 

το ελεύθερο σύνορο y = f(x) δίνεται από τις σχέσεις: 

f(x) = sup{y | (x, y) ∈ Ω},     0 < x < x1, 

µε 

 f(0) = 
x 0
lim f (x)

+→
     και     f(x1) = 

1x x
lim f (x)
→

. 
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2.4 Μεταβολική µορφή του προβλήµατος 
 

Έχει αποδειχθεί (Duvaut και Lions 1976, Mosco 1973) ([1]) ότι αν η w(x, y) 

ικανοποιεί την (2.35) και τις συνθήκες (2.29 – 2.33) µε την (2.34), τότε επίσης 

ικανοποιεί την ανισότητα: 

 α(w, υ – w) ≥ (υ – w), (2.36) 

για όλες τις συναρτήσεις υ, οι οποίες, µαζί µε τις πρώτες παραγώγους τους, υπάρχουν 

και είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες στο D και οι οποίες συµφωνούν µε την w στο 

σύνορο του D. Η συνάρτηση w και οι πρώτες παράγωγοί της είναι οµοίως τετραγωνικά 

ολοκληρώσιµες στο D. Αναφορικά µε τη σχέση (2.36) έχουµε ότι η διγραµµική µορφή 

α(w, υ – w) ορίζεται ως εξής: 

 α(w, υ – u) = 
D

w ( u)dxdy∇ ⋅∇ υ−∫∫  

  = x x x y y y
D

{w ( w ) w ( w )}dxdyυ − + υ −∫∫  (2.37) 

και 
 

D

( w) ( w)dxdyυ− = − υ−∫∫ . (2.38) 

 

Μια απόδειξη της σχέσης (2.36) που σκιαγραφείτε από τον Bruch (1980) ([1]) έχει ως 
εξής:  

Εισάγουµε τη συνάρτηση β = υ – w, η οποία είναι µηδέν στο σύνορο του D, τότε: 

 
D D

{ w}dxdy dxdy∇β⋅∇ + β∫∫ ∫∫  = 
D D D

{ w}dxdy x dxdy dxdyΩ
−Ω

∇β⋅∇ + β + υ∫∫ ∫∫ ∫∫ , (2.39) 

αφού η w = 0 στο Ω\D . Ο ορισµός της 
y

0
(x, y) (x, )dΦ = β η η∫  και εποµένως της β(x, y) 

= Φy(x, y) και η παρατήρηση ότι η Φ µηδενίζεται µαζί µε όλες τις παραγώγους της στις 

FA, AB και BC, ενώ η w µηδενίζεται στην FE, οδηγεί στην εξίσωση (2.26). ∆ηλαδή 

έχουµε: 

 y xx y yy
D D

{ w}dxdy (w w )dxdy∇β⋅∇ = Φ + Φ∫∫ ∫∫ . (2.40) 

Με αντικατάσταση της (2.22) στην (2.40) έχουµε ότι: 

 xx yy
D D

{ w}dxdy ( { (x, y) y} { (x, y) y} )dxdy∇β⋅∇ = − φ − Φ − φ − Φ∫∫ ∫∫ . (2.41) 

Στη συνέχεια αντικαθιστώντας την (2.18) στην (2.41) έχουµε ότι: 

 xx yy
D

{ w}dxdy ( { (x, y) y} { (x, y) y} )dxdy
Ω

∇β⋅∇ = − φ − Φ − φ − Φ∫∫ ∫∫ . (2.42) 
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και λαµβάνοντας υπόψη ότι β(x, y) = Φy(x, y) η (2.42) γίνεται: 

 
D

{ w}dxdyβ⋅∇∫∫ = xx yy[( y) ( y) ]dxdy
Ω

− φ− Φ + φ− Φ∫∫  

  = x x y y y( )dxdy
Ω

φ Φ + φ Φ −Φ∫∫  

  = dxdy
Ω

−β∫∫ = x dxdyΩ
Ω

−β∫∫ . (2.43) 

Η απόδειξη της (2.36) ακολουθεί αµέσως χρησιµοποιώντας την (2.43) στην (2.39) και 
έχοντας υπόψη ότι υ ≥ 0 στο Ω\D . 

 

Επανερχόµενοι στη µοντελοποίηση του προβλήµατος, εξαιτίας της συµµετρίας στην 

ανισότητα (2.36), η ζητούµενη λύση w(x, y) είναι επίσης µία λύση του προβλήµατος 

ελαχιστοποίησης: 

 J(w) ≤ J(υ), (2.44) 

όπου οι συναρτήσεις υ(x, y), w(x, y) είναι όπως ορίζονται στην (2.36) και το 

συναρτησιακό J ορίζεται να είναι: 

 J(υ) = 2 2
x y

D

1 ( )dxdy dxdy
2

υ + υ + υ∫∫ ∫∫ . (2.45) 

Πράγµατι, µπορούµε να φέρουµε την εξίσωση (2.36) στη µορφή: 

 2 2
x y x x y y

D D D

(w w )dxdy wdxdy (w w )dxdy dxdy− + − ≥− υ + υ − υ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ , (2.46) 

χρησιµοποιώντας την (2.37). Η γενική ανισότητα (α – β)2 ≥ 0, δηλαδή 2αβ ≤ α2 + β2, 
δίνει 2wxυx ≤ 2 2

x xw + υ  και επίσης 2wyυy ≤ 2 2
y yw + υ  και έτσι η (2.46) συνεπάγεται την 

(2.44). 

 

Η µετατροπή του προβλήµατος σε µια µεταβολική µορφή είναι πολύ χρήσιµη 

δεδοµένου ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη της ύπαρξης και 

µοναδικότητας της λύσης του προβλήµατος. 

 

Αποδείξεις για την ύπαρξη και τη µοναδικότητα µίας λύσης της ανισότητας (2.36) και 

ως εκ τούτου του προβλήµατος ελαχιστοποίησης (2.44), δίνονται από τον Baiocchi et 
al. (1973b, 1976), τους Lions και Stampacchia (1967) και τον Glowinski (1976) ([1]). 
 

Ο Baiocchi (1980a) ([1]) επέκτεινε τη µελέτη του απλού ορθογώνιου φράγµατος για να 

συµπεριλάβει µια συνθήκη παραγώγου 1( y ), 0
x
∂φ

= λ φ− λ >
∂

, στην επιφάνεια 

εισαγωγής AF (Σχ. 2.1) αντί για τη συνθήκη (2.8), φ = y1. Προφανώς, η επίδραση των 
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ακαθαρσιών στην δεξαµενή όταν µεταφέρονται προς την επιφάνεια AF εκφράζεται 

καλύτερα από µία τέτοιου τύπου συνθήκη. Σε αυτή τη περίπτωση ο Baiocchi ([1]) 
παράγει την ανισότητα: 

 

1y

0
D

w ( w)dxdy [w(0, y){ (0, y) w(0, y)}]dy∇ ⋅∇ υ− + λ υ −∫∫ ∫  

1y 2
10

D

(w )dxdy [(y y y / 2){ (0, y) w(0, y)}]dy≥ − υ −λ − υ −∫∫ ∫ , 

όπου D είναι το σταθερό χωρίο ολόκληρου του φράγµατος. Ο Baiocchi (1980a) ([1]) 
βρίσκει ότι αυτό το πρόβληµα είναι καλά τοποθετηµένο, ότι η ύπαρξη και η 

µοναδικότητα µπορούν να αποδειχθούν και ότι η αριθµητική λύση είναι καλά 

ορισµένη. 

 

Η εκτεταµένη λίστα αναφορών του µετασχηµατισµού Baiocchi δίνει µια καλή αίσθηση 

του εύρους των εφαρµογών και της χρησιµότητάς του. 
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Κεφάλαιο 3ο  
Αναλυτική προσέγγιση του Dupuit 
 

 

Η πρακτική σηµασία προβληµάτων ελεύθερου συνόρου σε πορώδη ροή έχει 

ενθαρρύνει πολλές προσπάθειες ώστε να βρεθούν αναλυτικές λύσεις, και 

προσεγγιστικές και ακριβείς. Οι δεύτερες εξαρτώνται σχεδόν εξ’ ολοκλήρου από την 

εύρεση κατάλληλων σύµµορφων απεικονίσεων της περιοχής ροής από το φυσικό 

επίπεδο επάνω στο επίπεδο του δυναµικού της ροής, µε χρήση θεωρίας και εργαλείων 

από τη µιγαδική ανάλυση. Στη παρούσα εργασία δεν θα επεκταθούµε σε αυτές τις 

τεχνικές. Θα αναφερθούµε µόνο στην παρουσίαση µίας προσεγγιστικής αναλυτικής 

λύσης και  θα παρουσιάσουµε την αναλυτική προσέγγιση του Dupuit. 

 

 
3.1 Προσέγγιση του Dupuit 
 

Ο Dupuit (1963) έκανε την απλουστευτική υπόθεση ότι η κλίση της ελεύθερης 

επιφάνειας στην απειροστή ροή είναι πολύ µικρή. Αυτό φαίνεται να τεκµηριώνεται από 

παρατηρήσεις της συµπεριφοράς των περισσότερων ροών υδάτων στο έδαφος. Σε 

στάσιµη δυσδιάστατη ροή χωρίς συσσώρευση ουσιών στο κατακόρυφο επίπεδο x – z ή   

x – y, η ελεύθερη επιφάνεια είναι µια γραµµή ροής και σε κάθε σηµείο της και ο 

ρυθµός ροής ανά µονάδα επιφανείας (unit area) qs δίνεται από το νόµο του Darcy και 

είναι: 

 s
d dz dhq K K K
ds ds ds
φ

= − = − = − , (3.1) 

όπου το s µετριέται κατά µήκος της γραµµής ροής, αφού φ  = z = h στο ελεύθερο 

σύνορο. Ο Dupuit αντικατέστησε τον όρο 
ds
dh

 µε το 
dx
dh

 θεωρώντας µικρές κλίσεις, 

πράγµα που ισοδυναµεί µε την υπόθεση ότι οι ισοδυναµικές επιφάνειες είναι κάθετες, 
δηλαδή έχουµε ότι η φ  = φ (x) και είναι ανεξάρτητη του z, δηλαδή η ροή θεωρείται ότι 

είναι οριζόντια. Έτσι τώρα εξετάζουµε µια οµοιόµορφη µονοδιάστατη ροή που βασίζεται 

στην έκφραση: 

 x x
dhq K , h h(x)
dx

= − = , (3.2) 

και πρέπει να εξετάσουµε το σφάλµα που παρουσιάζεται από την παράβλεψη της 

κάθετης ροής z zq K
z
∂φ

= −
∂

. 
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Η ακριβής έκφραση για τη συνολική οριζόντια εκροή Q, µέσα από το υλικό, είναι: 

 
h(x) h(x) 2

x x x0 0

1Q K (x, z)dz K (x, z)dz h K
x x 2 x

′∂φ ∂ ∂φ⎧ ⎫= − = − φ − = −⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭∫ ∫ . (3.3) 

όπου 

� � h(x)2

0

1h h , h (x, z)dz
2

′φ = φ− φ = φ∫ . 

 

Από την υπόθεση του Dupuit παίρνουµε: 

 

2

x x

1 h
h 2Q K h K
x x

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠− = −
∂ ∂

� , (3.4) 

δηλαδή, η φ ′ έχει αντικατασταθεί από την 
1
2

h2. Η ολοκλήρωση κατά µέρη της 

έκφρασης για την φ ′ στην (3.3) δίνει: 

 
h(x) h(x)2 h(x) 2

00 0

1 1(x, z)dz h (z ) z dz h (x)
2 z 2

∂φ⎛ ⎞′φ = φ − = φ − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫  

 = 
h(x)2

z2 0
z

1 2h (x) 1 zq (x, z)dz
2 K h (x)

⎧ ⎫
+⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ , (3.5) 

όπου z z zq K , q (h) 0
z
∂φ

= − <
∂

. Ο ολοκληρωτικός όρος στην (3.5) µετρά το σφάλµα που 

παρουσιάζεται από την αντικατάσταση της φ ′ µε την 
2
1

h2, δηλαδή το σφάλµα είναι: 

h(x)

z2 0
z

2e(x) zq (x, z)dz
K h (x)

= ∫ . 

Επειδή πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια έχουµε ότι φ  = h, z

x

q dh
q dx

= , και 

x z

x z

q qd dh dh
dx dx K K dx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞φ
= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, µε τα qx, qz να παίρνουν τιµές για z = h, βλέπουµε ότι 

 

2

x

z 2
x

z

dhK
dxq , z h

K dh1
K dx

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
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Το εύρος του όρου του σφάλµατος εποµένως δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 
σηλικπροσεγγιστ

σηλαριθµητικσηλικπροσεγγιστ
ύή

ύήύή0 −
<

x

z
2

2

2
2 x

z

K
K
dh1 h dx2

1 K dhh 12 K dx

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

′− φ ⎜ ⎟
⎝ ⎠= <

⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. (3.6) 

 

Ως παράδειγµα, εφαρµόζουµε τον τύπο του Dupuit (3.4) στο πρόβληµα του απλού 

φράγµατος πλάτους L που χωρίζει δύο δεξαµενές µε ύψη νερού h0 και hL (Σχήµα (2.1) 

µε x1 = L, y1 = h0, y2 = hL). Ολοκληρώνοντας τη δεύτερη εξίσωση (3.4) και µε την 

παρατήρηση ότι η Q είναι σταθερή σε ολόκληρο το φράγµα για σταθερή ροή και µε   

Kx = K για ένα ισοτροπικό οµογενές φράγµα, έχουµε: 

 
2 2

2 2 0 L
0

(h h )Qxh (x) h 2 , Q K
K 2L

−
= − = . (3.7) 

Η σωστή έκφραση για την Q (δηλαδή χωρίς να κάνουµε τις υποθέσεις του Dupuit) 
έπεται από την ολοκλήρωση της (3.3) και εισάγοντας φ = h(x) = h0, για x = 0 για να 

πάρουµε (Charni, 1951) [1]: 

 
h(x) 2 2

00

Q 1x (x, z)dz (h h )
K 2

⎛ ⎞ = − φ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ . (3.8) 

Αλλά για x = L έχουµε φ (L, z) = hL, 0 < z ≤ hL και φ = z , hL ≤ z ≤ hS όπου hS είναι το 

ύψος του σηµείου διαχωρισµού. Ως εκ τούτου για x = L, χρησιµοποιώντας την (3.8) 

έχουµε: 

 
L S

L

h h 2 2 2 2
L S 0 0 L0 h

Q 1 1L h dz zdz (h h ) (h h )
K 2 2

⎛ ⎞ = − − + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ ∫ , 

και έτσι ο τύπος του Dupuit (3.7) για τη ολική εκροή (εκκένωση) Q καταλήγει σ’ αυτή 

την περίπτωση να είναι ακριβής (παράδοξο αφού η αναλυτική µέθοδος του Dupuit 

είναι προσεγγιστική µέθοδος). 

 

Από την άλλη πλευρά, το πρώτο µέλος της (3.7) προσεγγίζει την ελεύθερη επιφάνεια µε 

µια παραβολή που διέρχεται από το h = h0 για x = 0 και h =hL για x = L. Έτσι, η λύση 

του Dupuit δεν περιλαµβάνει µία επιφάνεια διαρροής και η παραβολική ελεύθερη 

επιφάνεια συναντά και την πλευρά εισόδου και την πλευρά εξόδου του φράγµατος σε 

πεπερασµένες γωνίες που δίνονται από: 



 40

0 L

dh Q dh Qx 0 x L
dx Kh dx Kh

= − για = και = − για = . 

 

Ένα πρόχειρο γενικό πλαίσιο αποδοχής της προσέγγισης και που προτείνεται για 

πρακτικούς σκοπούς είναι ότι οι τύποι του Dupuit είναι αποδεκτοί, αν τα µήκη στην 

κατεύθυνση ροής είναι µεγαλύτερα από το διπλάσιο του βάθους της περιοχής ροής. 

 

Τέλος θα παρουσιάσουµε γραφικά τη λύση της εξίσωσης (3.7) για h0 = 1, hL = 1/3 και 

L = 1. 
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Σχήµα 3.1: Γραφική παράσταση της λύσης h της εξίσωσης (3.7) 

για h0 = 1, hL = 1/3 και L = 1. 
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Κεφάλαιο 4ο  
Αριθµητική επίλυση του προβλήµατος του 
απλού ορθογωνίου φράγµατος 
 

Για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος του απλού ορθογωνίου φράγµατος θα 

χρειαστούµε να αναφέρουµε κάποια βασικά πράγµατα για τις µεθόδους επίλυσης 

γραµµικών συστηµάτων και τη µέθοδο επίλυσης ελλειπτικών Μερικών ∆ιαφορικών 

Εξισώσεων µε χρήση πεπερασµένων διαφορών. 

 
4.1 Επίλυση γραµµικών συστηµάτων 
 

Η επίλυση συστηµάτων n γραµµικών εξισώσεων, συνήθως µε το ίδιο πλήθος αγνώστων, 

δηλαδή ο υπολογισµός του διανύσµατος x µε n συνιστώσες που είναι η λύση του 

γραµµικού συστήµατος 

 A x b=  (4.1) 

όπου Α ένας δεδοµένος nxn πίνακας και b δεδοµένο διάνυσµα µε n συνιστώσες, είναι 

ένα πρόβληµα που συναντάµε συχνά στις εφαρµογές. Τυπικά, γραµµικά συστήµατα 

της µορφής (4.1) προκύπτουν κατά τη διακριτοποίηση συνεχών προβληµάτων όπως, 

π.χ. επίλυσης διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων, προσέγγισης συναρτήσεων, 

επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων κ.τ.λ. Έτσι οι αλγόριθµοι επίλυσης γραµµικών 

συστηµάτων αποτελούν βασικό δοµικό λίθο σχεδόν κάθε σύνθετης εφαρµογής των 

Υπολογιστικών Μαθηµατικών. 

 

Οι µέθοδοι επίλυσης γραµµικών συστηµάτων στην Αριθµητική Ανάλυση χωρίζονται σε 

δύο κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει τις άµεσες ή αναλυτικές 

µεθόδους, που δίνουν λύση απ’ ευθείας από τις σχέσεις, που προκύπτουν από ένα 

σύστηµα ισοδύναµο µε το αρχικό σύστηµα (4.1) και η δεύτερη κατηγορία 

περιλαµβάνει τις επαναληπτικές µεθόδους που δίνουν τη λύση έµµεσα από 

επαναληπτικές διαδικασίες. 

 

Οι πιο δηµοφιλείς αναλυτικές µέθοδοι είναι: η Μέθοδος απαλοιφής Gauss, η Μέθοδος 

Gauss-Jordan, η Παραγοντοποίηση LU, η Μέθοδος Choleski κ.τ.λ. Ενώ οι πιο 

δηµοφιλείς  επαναληπτικές µέθοδοι είναι: η Μέθοδος Jacobi, η Μέθοδος Gauss-

Seidel, η Μέθοδος Χαλάρωσης – SOR κ.τ.λ. 

 

Όταν, όµως, ένα σύστηµα έχει µεγάλο αριθµό εξισώσεων και πολλά µηδενικά στοιχεία 

οι αναλυτικές µέθοδοι επίλυσης αυτού είναι ασύµφορες, γιατί απαιτούν αρκετή 
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υπολογιστική εργασία και γιατί καταλαµβάνουν µεγάλο µέρος στη µνήµη ενός Η/Υ, 

αφού αποθηκεύουν και τα µηδενικά στοιχεία. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούµε 

προσεγγιστικές µεθόδους επίλυσης, δηλαδή τις επαναληπτικές µεθόδους, µε τις οποίες 

δηµιουργούµε ακολουθίες που συγκλίνουν στη λύση του συστήµατος. Συστήµατα 

µεγάλων διαστάσεων µε πολλά µηδενικά στοιχεία εµφανίζονται συχνά στην αριθµητική 

επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων. 

 

 
4.1.1 Γενική επαναληπτική µέθοδος 
 

Έστω ότι το γραµµικό σύστηµα (4.1) είναι οµαλό, δηλαδή det A ≠ 0. Αυτό σηµαίνει ότι 

το σύστηµα έχει µία µοναδική λύση. Για υπολογίσουµε προσεγγιστικά τη λύση του 

(4.1) γράφουµε τον πίνακα Α υπό µορφή διαφοράς πινάκων: 

Α = Q – P 

όπου ο πίνακας Q είναι αντιστρέψιµος. Τότε το σύστηµα (4.1) γίνεται: 

(Q – P)x = b 

ή 

Qx = Px + b 

ή 

x = Q-1Px + Q-1b. 

 

Αν θέσουµε Q-1P = D και Q-1b = c, τότε θα έχουµε: 

 x = Dx + c. (4.2) 

 

Η επαναληπτική µέθοδος ορίζεται από την (4.2) ως εξής: 

 x(k) = Dx(k-1) + c, (4.3) 

όπου k = 1, 2, …. και µε αρχικό διάνυσµα x(0) = δοθέν. 

 

 
4.1.2 Μέθοδος Jacobi 
 

Έστω ότι το γραµµικό σύστηµα (4.1) είναι οµαλό, δηλαδή det A ≠ 0 και τα διαγώνια 

στοιχεία του πίνακα Α είναι διάφορα του µηδενός, δηλαδή: 

aii ≠ 0,     i = 1, 2, … 

 



 43

Στην επαναληπτική µέθοδο του Jacobi παίρνουµε τους πίνακες P και Q της γενικής 

επαναληπτικής µεθόδου, ως εξής: 

11

22

nn

a 0 0
0 a 0

Q

0 0 a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # " #
"

, οπότε 

11

1
22

nn

1 0 0
a

10 0
aQ

10 0
a

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

"

# # " #

"

 

και  

12 1n

21 2n

n1 n 2

0 a a
a 0 a

P Q A

a a 0

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥= − =
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # " #
"

. 

 

Αν θέσουµε τώρα, όπως στη γενική επαναληπτική µέθοδο: 

Q-1P = D     και     Q-1b = c, 

τότε θα έχουµε τον επαναληπτικό τύπο της µεθόδου Jacobi: 

x(k) = Dx(k-1) + c,     k = 1, 2, …,     x(0) = δοθέν. 

 

∆ηλαδή 

12 1n 1

11 11 11

21 2n 2
(k) (k 1)

22 22 22

n1 n 2 n

nn nn nn

a a b0
a a a

a a b0
a a ax x

a a b0
a a a

−
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"

"

# # " # #

"

. 

 

Επειδή x(k) = ( )T(k) (k) (k) (k)
1 2 nx x , x ,..., x=  ο επαναληπτικός τύπος της µεθόδου Jacobi 

γράφεται: 

 
n

(k) (k 1)
i i ij j

j 1ii

1x b a x
a

−

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ,   j ≠ i   µε   i = 1, …, n   και   k=1, 2, … (4.4) 

 

Εποµένως, σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, πρακτικά λύνουµε την πρώτη εξίσωση του 
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συστήµατος ως προς x1, τη δεύτερη ως προς x2 κ.τ.λ. Μετά εφαρµόζουµε τη µέθοδο των 

διαδοχικών προσεγγίσεων σύµφωνα µε τον τύπο (4.4), αρχίζοντας από δοθέν διάνυσµα 

( )T(0) (0) (0)
1 nx x ,..., x= , οπότε παίρνουµε µία ακολουθία διανυσµάτων: 

( )T(k) (k) (k)
1 nx x ,..., x= . 

 

Αν η ακολουθία των διανυσµάτων αυτών, που είναι οι προσεγγίσεις της λύσης του 

συστήµατος (4.1), συγκλίνει στο διάνυσµα x, δηλαδή αν 
(k)

k
lim x x
→∞

= , 

τότε το x είναι λύση του συστήµατος (4.1). 

 

Κριτήριο διακοπής. Ορίζουµε ως κριτήριο διακοπής των διαδοχικών προσεγγίσεων, 

τη σχέση: 
(k) (k 1)x x −

∞
− ≤ ε , 

όπου ε είναι ένας δοθείς αριθµός µε ε < 1. 

 
Επειδή i1 i n

Y max | y |
∞ ≤ ≤
= , η παραπάνω σχέση γίνεται: 

(k) (k 1)
i i1 i n

max | x x |−

≤ ≤
− ≤ε . 

 

Ένα άλλο ανάλογο κριτήριο διακοπής δίνεται από τη σχέση: 
(k) (k 1)(k) (k 1)
i i1 i n

(k)(k)
i1 i n

max | x x |x x

max | x |x

−−
≤ ≤∞

∞ ≤ ≤

−−
= ≤ ε . 

 

Τέλος, µπορούµε ως κριτήριο διακοπής να ορίσουµε ένα µέγιστο αριθµό επαναλήψεων 

Μ, έτσι ώστε k ≤ M. 

 

Κριτήριο σύγκλισης. Αν ο πίνακας Α του συστήµατος (4.1) έχει αυστηρά διαγώνια 

υπεροχή κατά γραµµή, δηλαδή αν ισχύει η σχέση: 
n

ii ij
j 1

| a | | a |
=

>∑ ,     j ≠ i   µε   i = 1, …, n, 

τότε η επαναληπτική µέθοδος Jacobi αποδεικνύεται ότι συγκλίνει στη λύση x του 

συστήµατος για οποιαδήποτε αρχικό διάστηµα x(0) ([3]). 
 

Επειδή η συνθήκη της αυστηρά διαγώνιας υπεροχής είναι αρκετά περιοριστική 
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µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ως κριτήριο σύγκλισης τη συνθήκη της διαγώνιας 

υπεροχής, δηλαδή της σχέσης: 
n

ii ij
j 1

n

ii ij
j 1

| a | | a |, j i, i 1,..., n

| a | | a |, i

=

=

⎧
≥ ≠ =⎪

⎪
⎨
⎪ > για καποιο
⎪⎩

∑

∑
, 

η οποία είναι µία πιο ασθενής συνθήκη και για την οποία επίσης αποδεικνύεται ότι 

εξασφαλίζεται η σύγκλιση της µεθόδου για κάθε x(0) ([4]). 
 

Στο παράρτηµα Α (σελ. 77) υπάρχει πρόγραµµα, που δηµιουργήθηκε στο µαθηµατικό 

πακέτο Matlab, που υλοποιεί τη µέθοδο Jacobi. 

 

 
4.1.3 Μέθοδος Gauss – Seidel 
 

Για να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα (4.1) όπου ο πίνακας Α είναι οµαλός και µε aii ≠ 

0,   i = 1, …,n, µε τη µέθοδο Gauss – Seidel, παίρνουµε τους πίνακες P και Q της 

επαναληπτικής µεθόδου, ως εξής: 

11

21 22

n1 n 2 nn

a 0 0
a a 0

Q

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # # #
…

 

και 

12 1n

2n

0 a a
0 0 a

P Q A

0 0 0

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= − =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # # #
"

. 

 

Αν θέσουµε, όπως και στη γενική επαναληπτική µέθοδο: 

Q-1p = D     και     Q-1b = c, 

τότε θα έχουµε τον επαναληπτικό τύπο της µεθόδου Gauss-Seidel: 

x(k) = Dx(k-1) + c,     k = 1, 2, …,   µε x(0) δοθέν. 

 

∆ηλαδή θα έχουµε ένα γραµµικό επαναληπτικό σύστηµα ως προς x(k), που για κάθε k 

λύνεται µε εµπρός – αντικατάσταση: 
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 (k) (k) (k 1)
i i ij j ij j

j i j iii

1x b a x a x
a

−

< >

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ,   µε   i = 1, …, n (4.5) 

 

Κριτήριο διακοπής. Ορίζουµε ως κριτήριο διακοπής των διαδοχικών προσεγγίσεων, 

όπως και στη µέθοδο Jacobi, τη σχέση: 
(k) (k 1) (k) (k 1)

i i1 i n
x x max | x x |− −

∞ ≤ ≤
− ≤ − ≤ε  

ή τη σχέση: 
(k) (k 1)(k) (k 1)
i i1 i n

(k)(k)
i1 i n

max | x x |x x

max | x |x

−−
≤ ≤∞

∞ ≤ ≤

−−
= ≤ ε . 

 

ή τέλος, µπορούµε ως κριτήριο διακοπής να ορίσουµε ένα µέγιστο αριθµό 

επαναλήψεων Μ, έτσι ώστε k ≤ M. 

 

Κριτήριο σύγκλισης. Χρησιµοποιούµε ως κριτήριο σύγκλισης, όπως και στη µέθοδο 

Jacobi τη διαγώνια υπεροχή (αυστηρή ή µη) ([3], [4]). 
 

Στο παράρτηµα Α (σελ. 76) υπάρχει πρόγραµµα, που δηµιουργήθηκε στο µαθηµατικό 

πακέτο Matlab, που υλοποιεί τη µέθοδο Gauss-Seidel. 

 

Όπως φαίνεται από την σχέση (4.5), η µέθοδος Gauss-Seidel είναι παραπλήσια µε τη 

µέθοδο Jacobi. Η διαφορά µεταξύ των δύο µεθόδων είναι ότι, στην µεν µέθοδο Jacobi 
βάζουµε στα δεύτερα µέλη των επαναληπτικών ισοτήτων τις τιµές των (k 1)

ix − , που 

βρήκαµε στην προηγούµενη επανάληψη, ενώ στη µέθοδο Gauss-Seidel βάζουµε 
διαδοχικά τις τιµές των (k)

ix , που είναι διαθέσιµες. 

 

Όταν ο πίνακας Α του γραµµικού συστήµατος (4.1) είναι συµµετρικός και θετικά 
ορισµένος ( T nx Ax 0, x> ∀ ∈\ ) αποδεικνύεται ότι η µέθοδος Gauss-Seidel συγκλίνει 

πολύ ταχύτερα από τη µέθοδο Jacobi. Συγκεκριµένα, απαιτεί περίπου το µισό πλήθος 

βηµάτων για να επιτύχει την ίδια ακρίβεια. 

 

Επίσης, ο τύπος (4.4) της µεθόδου Jacobi, δείχνει ότι ο υπολογισµός της νέας τιµής 
(k)
ix  της i-συνιστώσας γίνεται συναρτήσει των τιµών (k 1)

ix −  και δεν προϋποθέτει γνώση 

καµίας άλλης νέας τιµής (k)
jx , j ≠ i, σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει µε τη µέθοδο Gauss-

Seidel (4.5). ∆ηλαδή στη µέθοδο Jacobi, τα (k)
ix , i = 1, 2, …, n, µπορούν να 

υπολογιστούν συγχρόνους σε n παράλληλους υπολογιστές οι οποίοι έχουν τα κοινά 

δεδοµένα A, b, x(k-1). Λέµε ότι η µέθοδος Jacobi έχει την ιδιότητα της παραλληλίας, 
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ενώ η µέθοδος Gauss-Seidel όχι. Οι λεγόµενες «παράλληλες» µέθοδοι αποκτούν όλο 

και µεγαλύτερη σηµασία µε την ανάπτυξη παράλληλων επεξεργαστών. 

 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε σε µία µέθοδο επίλυσης Μερικών ∆ιαφορικών 

Εξισώσεων, αυτή των πεπερασµένων διαφορών 

 
4.2 Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών 
 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών είναι γενίκευση των µεθόδων, που 

χρησιµοποιούνται για τη λύση συνήθων διαφορικών εξισώσεων, όπως π.χ. η µέθοδος 

Euler, Taylor, Runge-Kutta, κ.τ.λ. 

 

Έστω η ελλειπτική µερική διαφορική εξίσωση (εξίσωση Poisson): 

 
2 2

2 2

u u f (x, y)
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

   στο   ( ){ }x, y |a x b,c y dΩ = < < < < , (4.6) 

 u(x, y) = g(x, y)   στο Γ (Γ = ∂Ω). 

Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο πεδίο ορισµού και ότι το 

πρόβληµα έχει µοναδική λύση. 

 

Για να λύσουµε το πρόβληµα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων ∆ιαφορών διαιρούµε 

κατ’ αρχήν το διάστηµα [a, b] σε n ίσα υποδιαστήµατα µήκους 
b ah

n
−

=  και το 

διάστηµα [c, d] σε m ίσα υποδιαστήµατα µήκους 
d ck

m
−

= . Κατόπιν δηµιουργούµε ένα 

πλέγµα ευθύγραµµων τµηµάτων φέρνοντας κάθετους στα σηµεία xi και παράλληλους 

στα σηµεία yj (σχ. 4.1), όπου: 

xi = a + i⋅h     για   i = 0, 1, 2, …, n 

yi = c + j⋅k     για   j = 0, 1, 2, …, m. 
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Pij

x

y 

xi

yj 

a b

c 

d 

 

Σχήµα 4.1: Πλέγµα σηµείων. 

 

Αν u(xi, yj) είναι η λύση του προβλήµατος (4.6) σε κάθε κόµβο Pij = (xi, yj) του 

πλέγµατος, τότε, προσεγγίζουµε τις παραγώγους δεύτερης τάξης της u µε σχέσεις 

κεντρικών διαφορών: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
i 1 j i j i 1 j

i j2 2

2
i j 1 i j i j 1

i j2 2

u x , y 2u x , y u x , yu (x , y )
x h

u x , y 2u x , y u x , yu (x , y )
y k

+ −

+ −

⎧ − +∂⎪
∂⎪

⎨
− +∂⎪

⎪∂⎩

�

�

. (4.7) 

 

Αντικαθιστούµε τις (4.7) στην εξίσωση ελλειπτικού τύπου (4.6), οπότε έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i 1 j i j i 1 j
2

i j 1 i j i j 1
i j2

u x , y 2u x , y u x , y
h

u x , y 2u x , y u x , y
f (x , y ),

k

+ −

+ −

− +

− +
+ =

 (4.8) 

µε i = 1, 2, …, n-1 και j = 1, 2, …, m-1 και για τις συνοριακές τιµές έχουµε: 

u(xi, y0) = g(xi, y0),  i = 0, 1, 2, …, n, 

u(xi, ym) = g(xi, ym),  i = 0, 1, 2, …, n, 

u(x0, yj) = g(x0, yj),  j = 1, 2, …, m-1, 

u(xn, yj) = g(xn, yj),  j = 1, 2, …, m-1. 

 
Η εξίσωση (4.8), αντικαθιστώντας τις τιµές της u(xi, yj) µε τη προσέγγιση που προκύπτει 

από την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος, δηλαδή την ui,j, γράφεται: 

 
2 2

2
i, j i 1, j i 1, j i, j 1 i, j 1 i j

h h2 1 u (u u ) (u u ) h f (x , y )
k k+ − + −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.9) 
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και οι συνοριακές συνθήκες γράφονται: 

ui,0 = g(xi, y0),  i = 0, 1, 2, …, n, 

ui,m = g(xi, ym),  i = 0, 1, 2, …, n, 

u0,j = g(x0, yj),  j = 1, 2, …, m-1, 

un,j = g(xn, yj),  j = 1, 2, …, m-1. 

όπου ui,j = u(xi, yj). 

 

Η εξίσωση (4.9) συσχετίζει τις προσεγγίσεις της u(x, y) στα σηµεία 

(xi-1, yj),   (xi, yj),   (xi+1,yj),   (xi, yj-1),   (xi, yi+1). 

 

Στη περίπτωση που h = k, και τα διαστήµατα [a, b] και [c, d] χωρίζονται σε ίσα 

υποδιαστήµατα, η σχέση (4.9) γίνεται: 

 2
i, j i 1, j i 1, j i, j 1 i, j 1 i j4u u u u u h f (x , y )+ − + −− + + + + = . (4.10) 

 

Το σύστηµα των εξισώσεων (4.10), για i = 1, 2, …, n-1 και j= 1, 2, …, m-1, είναι ένα 

γραµµικό σύστηµα της µορφής (4.1), δηλαδή της µορφής Ax = b. 

 

 
4.3 Περιγραφή αριθµητικής επίλυσης του προβλήµατος του 

απλού ορθογωνίου φράγµατος 
 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος του 

προσδιορισµού του ελεύθερου συνόρου f(x) του χωρίου Ω του σχήµατος (2.1), δηλαδή 
του προσδιορισµού των σηµείων w του χωρίου D για τα οποία ισχύει 2w 1∇ = .  

 

Εφαρµόζουµε τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών για τις εξισώσεις (2.28) λαµβάνοντας 

υπόψιν, τη γεωµετρία του απλού ορθογωνίου φράγµατος (σχήµα 4.2): 
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Σχήµα 4.2: Απλό ορθογώνιο φράγµα µε χρήση του µετασχηµατισµού Baiocchi. 

 

Στη συνέχεια εφαρµόζοντας τις εξισώσεις: (2.29)-(2.34) στο χωρίο ABCDEF έχουµε: 

AF: 2
1

1w (y y)
2

= − , 

BC: 
2y 2

1 2 2y

1w(x , y) (y n)dn (y y)
2

= − = −∫ , 

CD, w 0= , 

DE, w 0= , 

FE, 1w(x, y ) 0= , 

ΑΒ, 

2 2
1 2

2
1

1

1 (y y )x1 2w y
2 x

−
= − . 

 

Θεωρούµε για παράδειγµα ότι x1 = 1, y1 = 1 και y2 = 1/3. Οπότε το χωρίο µας είναι το 

D = [0,1] x [0,1], δηλαδή το Α είναι στο σηµείο (0,0), το Β στο (1,0), το F στο (0,1) και 

το Ε είναι στο (1, 1). Τα παραπάνω αναπαριστώνται στο σχήµα (4.3): 

∇2w = 1

∇2w = 0
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A B

EF 

y1 

y2

w = 21 (1 y)
2

−  

w = 21 1( y)
2 3

−  

w = 0

w = 21 1 (1 (1/ 3) )x
2 2
− −  

C

D
w = 0

w = 0

x1

 
Σχήµα 4.3: Το χωρίο D και οι συνοριακές συνθήκες. 

 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών διακριτοποιούµε την περιοχή 

ABCDEF χρησιµοποιώντας Μ σηµεία στον άξονα των x και M σηµεία στον άξονα των y.  

 

Επειδή η περιοχή ABCDEF είναι το χωρίο D = [0,1] x [0,1] και για τη διακριτοποίησή 

της χρησιµοποιήσαµε Μ σηµεία στον άξονα των x και M σηµεία στον άξονα των y, 

έχουµε ότι το µήκος h του  διαστήµατος διαµέρισης στον άξονα των x είναι ίσο µε το 

µήκος k του διαστήµατος διαµέρισης στον άξονα των y. ∆ηλαδή έχουµε h = k. 

 

Για παράδειγµα θα µελετήσουµε την περίπτωση για την οποία θεωρούµε µία διαµέριση 

5 σηµείων, δηλαδή Μ = 5, οπότε έχουµε το παρακάτω πλέγµα σηµείων: 
 

A B

EF 

w2,2 w3,2

w2,3 w3,3

w1,1 w2,1 w3,1 w4,1

w1,2 w4,2

w1,3 w4,3

w1,4 w2,4 w3,4 w4,4 

w5,1

w1,5 

w5,2

w5,3

w5,4

w5,5w4,5w3,5w2,5

h
h 

 
Σχήµα 4.4: ∆ιακριτοποίηση του χωρίου Ω για Μ = 5 σηµεία ανά διεύθυνση. 

 

Αφού έχουµε διαµέριση 5 σηµείων και στις δύο διευθύνσεις, έχουµε 4 ίσα διαστήµατα 

ανά διεύθυνση και µήκους  h = 
1
4

 (διάστηµα διαµέρισης). 
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Οπότε στον x-άξονα τα σηµεία της διαµέρισης είναι τα: 
1 1 3x(1) 0, x(2) 0.25, x(3) 0.5, x(4) 0.75, x(5) 1
4 2 4

= = = = = = = = . 

Ενώ στον y-άξονα είναι τα: 
1 1 3y(1) 0, y(2) 0.25, y(3) 0.5, y(4) 0.75, y(5) 1
4 2 4

= = = = = = = = . 

 

Οι συνοριακές τιµές είναι τα µόνα γνωστά σηµεία του πλέγµατος. Συγκεκριµένα 

έχουµε: 

 • 

2 2 21 2
2

i,1 1
1

1 (y y )x(i)1 1 1 12w y 1 x(i)
2 x 2 2 3

− ⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
,  i = 1, 2, …, 5, 

 • i,5w 0=  i = 1, 2, …, 5, 

 • 2 2
1, j 1

1 1w (y y( j)) (1 y( j))
2 2

= − = −  j = 2, 3, 4, 

 • 

2
2

2 2

5, j

2

1 1 1 1(y y( j)) y( j) , αν y( j) y
2 2 3 3w

10, αν y( j) y
3

⎧ ⎛ ⎞− = − ≤ =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ > =⎪⎩

 j = 2, 3, 4. 

 

Θέτουµε: 

wi,j = Wk 

όπου τα i, j και k συνδέονται από τη σχέση: 

k (i 1) ( j 2) (M 2)= − + − ⋅ − . 

 

Συγκεκριµένα στο παράδειγµα που µελετάµε έχουµε: 

k (i 1) ( j 2) 3= − + − ⋅ . 

Οπότε:  w2,2 = W1, w3,2 = W2, w4,2 = W3, 

 w2,3 = W4, w3,3 = W5, w4,3 = W6, 

 w2,4 = W7, w3,4 = W8, w4,4 = W9. 

 

∆ηµιουργούµε έναν πίνακα w του οποίου τα στοιχεία είναι οι γνωστές τιµές των 

σηµείων του πλέγµατος ή µηδενικά χρησιµοποιώντας την αντιστοιχία: 
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 w(i, j)  = 
j,i

0, για i 2,..., M 1 και j 2,..., M 1
w , διαφορετικα

= − = −⎧
⎨
⎩

 (4.11) 

  
j,i

0, για i 2,..., 4 και j 2,..., 4
w , διαφορετικα

= =⎧
= ⎨
⎩

. 

 

Θέλουµε να βρούµε τα σηµεία του πλέγµατος για τα οποία ισχύει: 
2

i, jw 1∇ = . 

 

Για τον τελεστή Laplace έχουµε: 

 
2 2

i j i j
2 2

w(x , y ) w(x , y )
1

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

. 

 

Εκφράζοντας τις µερικές παραγώγους µε τις σχέσεις (4.7) καταλήγουµε στον τύπο: 

i 1, j i, j i 1, j i, j 1 i, j i, j 1
2 2

w 2w w w 2w w
1

h h
+ − + −− + − +

+ = , 

ο οποίος αντιστοιχεί στην εξίσωση (4.8) για h = k και f(xi, yj) = 1. 

 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (4.10) για f(xi, yj) = 1 και για το σηµείο w2,2 του πλέγµατος 

έχουµε: 

 
w2,2: 2

2,2 1,2 3,2 2,1 2,34w (w w ) (w w ) h− + + + + =  ⇔ 

 2
1 1,2 2 2,1 44W (w W ) (w W ) h− + + + + =  ⇔ 

2
1 2 4 1,2 2,14W W W h w w− + + = − − . (4.12) 

 

Στη συνέχεια εφαρµόζοντας την παραπάνω διαδικασία και για τα υπόλοιπα εσωτερικά 

σηµεία του πλέγµατος έχουµε: 

w3,2: 2
1 2 3 5 3,1W 4W W W h w− + + = − , (4.13) 

w4,2: 2
2 3 6 5,2 4,1W 4W W h w w− + = − − , (4.14) 

w2,3: 2
1 4 5 7 1,3W 4W W W h w− + + = − , (4.15) 

w3,3: 2
2 4 5 6 8W W 4W W W h+ − + + = , (4.16) 

w4,3: 2
3 5 6 9 5,3W W 4W W h w+ − + = − , (4.17) 

w2,4: 2
4 7 8 1,4 2,5W 4W W h w w− + = − − , (4.18) 
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w3,4: 2
5 7 8 9 3,5W W 4W W h w+ − + = − , (4.19) 

w4,4: 2
6 8 9 5,4 4,5W W 4W h w w+ − = − − . (4.20) 

 

Οπότε έχουµε να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων (4.12) – (4.18), το 

οποίο µε µορφή πινάκων γράφεται: 

A W b⋅ = , 

όπου 

4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 4 1 0 1 0 0

A 0 1 0 1 4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 4

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 

W = [W1, W2, W3, W4, W5, W6, W7, W8, W9]T, 

 

και 
2 2

1,2 2,1
2 2

3,1
2 2

5,2 4,1
2 2

1,3
2 2

2 2
5,3

2 2
1,4 2,5

2 2
3,5

2 2
5,4 4,5

h w w h w(2,1) w(1,2)
h w h w(1,3)
h w w h w(2,5) w(1,4)
h w h w(3,1)

b h h
h w h w(3,5)
h w w h w(4,1) w(5,2)
h w h w(5,3)
h w w h

⎡ ⎤− − − −
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎣ ⎦ w(4,5) w(5,4)

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Στη δεύτερη ισότητα το b είναι εκφρασµένο µε τιµές του πίνακα w που έχουµε 

δηµιουργήσει (σχέση 4.11): 

 

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για Μ = 6 σηµεία και Μ = 7 σηµεία 

καταλήγουµε στους πίνακες που φαίνονται στο παράρτηµα Β (σελ. 78). 
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Γενικεύοντας τα παραπάνω παραδείγµατα (Μ = 5, Μ = 6, Μ = 7) για Μ σηµεία και 

θέτοντας L = M – 2 µπορούµε να συµπεράνουµε ότι για τον πίνακα Α ισχύουν τα εξής: 

 
• Ο πίνακας Α είναι ένας τετραγωνικός πίνακας µε διαστάσεις L2 x L2. 

 
• Για τη πρώτη γραµµή του πίνακα Α: 

 Α(1, 1) = -4, 

 Α(1, 2) = 1, 

 Α(1, L) = 1. 

 
• Για τη 2η έως L – 1 γραµµή του πίνακα Α: 

 Α(k, k-1) = 1, 

 Α(k, k) = -4, 

 A(k, k+1)= 1, 

 A(k, k+L) = 1, 

 όπου k = 2, 3, …, L – 1. 

 
• Για τη L γραµµή του πίνακα Α: 

 Α(L, L-1) = 1, 

 Α(L, L) = -4, 

 A(k, k+1)= 1, 

 A(L, L+L) = 1. 

 
• Για τη L+1 έως L2 – L γραµµή του πίνακα Α: 

 Οι γραµµές χωρίζονται σε (L – 2) L-αδες. 

 Για τη πρώτη γραµµή κάθε L-αδας έχουµε: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  A(k, k+1)= 1, 

  A(k, k+L) = 1, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 2,   j = 3, 4, …, L. 

 

 Για τις ενδιάµεσες γραµµές κάθε L-αδας έχουµε: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k-1) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  A(k, k+1)= 1, 

  A(k, k+L) = 1, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 3, 4, …, L,   j = 3, 4, …, L. 
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 Για τη τελευταία  γραµµή κάθε L-αδας έχουµε: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k-1) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  A(k, k+L) = 1, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = Μ – 1,   j = 3, 4, …, L. 

 
• Για τη L2 – L + 1 γραµµή του πίνακα Α: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  A(k, k+1)= 1, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 2,   j = Μ – 1. 

 
• Για τη L2 – L + 2 έως L2 – 1 γραµµή του πίνακα Α: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k-1) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  A(k, k+1) = 1, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 3, 4, …, L,   j = M – 1. 

 
• Για τη τελευταία γραµµή του πίνακα Α: 

  Α(k, k-L) = 1, 

  Α(k, k-1) = 1, 

  Α(k, k) = -4, 

  όπου k = L2. 

 
• Όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα Α είναι µηδενικά. 

 

Ενώ για τον πίνακα b µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ισχύουν τα εξής: 

 
• Ο πίνακας b είναι ένας πίνακας στήλη µε διάσταση L2. 

 
• Για τη πρώτη τιµή του πίνακα b: 

 b(1) = h2 – w(1, 2) – w(2, 1). 

 
• Για τη 2η έως L – 1 τιµή του πίνακα b: 

 b(k) = h2 – w(1, k+1), 

 όπου k = 2, 3, …, L – 1. 
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• Για τη L τιµή του πίνακα b: 

 b(L) = h2 – w(2, M) – w(1, M-1). 

 
• Για τη L+1 έως L2 – L τιµή του πίνακα b: 

 Οι τιµές χωρίζονται σε (L – 2) L-αδες. 

 Για τη πρώτη τιµή κάθε L-αδας έχουµε: 

  b(k) = h2 – w(j, 1), 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 2,   j = 3, 4, …, L. 

 Για τις ενδιάµεσες τιµές κάθε L-αδας έχουµε: 

  b(k) = h2, 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 3, 4, …, L,   j = 3, 4, …, L. 

 Για τη τελευταία τιµή κάθε L-αδας έχουµε: 

  b(k) = h2 – w(j, M), 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = Μ – 1,   j = 3, 4, …, L. 

 
• Για τη L2 – L + 1 τιµή του πίνακα b: 

  b(k)= h2 – w(M – 1, 1) – w(M, 2), 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 2,   j = Μ – 1. 

 
• Για τη L2 – L + 2 έως L2 – 1 τιµή του πίνακα b: 

  b(k) = h2 – w(M, i), 

  όπου k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 3, 4, …, L,   j = M – 1. 

 
• Για τη τελευταία τιµή του πίνακα b: 

  b(L2) = h2 – w(M, 1) – w(1, M). 

 

Έχοντας δηµιουργήσει του πίνακες A και b για οποιαδήποτε διαµέριση Μ σηµείων 

µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα 

A W b⋅ =  

µε οποιαδήποτε επαναληπτική µέθοδο επίλυσης γραµµικών συστηµάτων, π.χ. Gauss-

Seidel, Jacobi,κ.τ.λ.. 

 

Για να λύσουµε το παραπάνω σύστηµα, µε χρήση της µεθόδου Gauss-Seidel, (σελ. 45) 

ή της µεθόδου Jacobi (σελ. 42), ξεκινάµε από µία αρχική τυχαία εκτίµηση W(0) για το 

W, άρα και για το ελεύθερο σύνορο, το οποίο προσδιορίζεται από τα σηµεία του 

πλέγµατος για τα οποία εκατέρωθεν αυτών ισχύει w = 0 και w > 0. Σε κάθε βήµα της 

επανάληψης βρίσκουµε µία νέα εκτίµηση W(k) για το W και στη πράξη µεταβάλλουµε 

τον πίνακα b. Θέτοντας µηδέν αντί του h2 σε κάθε σηµείο για το οποίο έχουµε πάρει 

τιµή Wk (= wi,j) = 0, από τη προηγούµενη επανάληψη, δεν λύνουµε την εξίσωση 
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2w 1∇ =  αλλά την εξίσωση 2w 0∇ = . Οι επαναλήψεις συνεχίζονται µέχρι οι ενδιάµεσες 

εκτιµήσεις W(k) να συγκλίνουν στη λύση W του συστήµατος. 

 

Αντικαθιστώντας τώρα τη λύση W του συστήµατος στο πίνακα w (4.11) σύµφωνα µε τη 

σχέση: 

w(j, i) = Wk  

όπου 

k = (i – 1) + (j – 2)*L,   i = 2 3, …, M-1,   j = 2, 3, …, Μ – 1 

αντικαθιστούµε τις εσωτερικές τιµές του  πίνακα w, οι οποίες είναι µηδέν (σχέση 4.11), 

µε τις τιµές της λύσεις του συστήµατος, οπότε έχουµε τελειώσει τη δηµιουργία του 

πίνακα w. 

 

Τέλος στο πίνακα w βλέπουµε για ποια σηµεία του πλέγµατος ισχύει ∇2w = 1 ή 

ισοδύναµα όπου w > 0. Αυτά θεωρούµε ότι ανήκουν στο χωρίο Ω και έτσι καθορίζεται 

το ελεύθερο σύνορο f(x). 

 

Το πρόγραµµα, που υλοποιεί τον παραπάνω αλγόριθµο επίλυσης, και που 

δηµιουργήθηκε στο µαθηµατικό πακέτο Matlab, βρίσκεται στο παράτηµα Α (σελ. 69). 
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Κεφάλαιο 5ο  
Αριθµητικά Αποτελέσµατα 
 
 
5.1 Μελέτη περιπτώσεων 
 

Στη πρώτη περίπτωση που µελετούµε έχουµε Μ = 30 σηµεία διαµέρισης σε κάθε 

διεύθυνση, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 
1
3

, η µέθοδος επίλυσης γραµµικού συστήµατος που 

χρησιµοποιήσαµε ήταν η µέθοδος Gauss-Seidel και το ε που χρησιµοποιήσαµε στο 

κριτήριο διακοπής της επαναληπτική µεθόδου είναι το έψιλον της µηχανής. 

 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στο σχήµα (5.1).  
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Σχήµα 5.1: (α) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28). 
 (β) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28) και 

των ισοσταθµικών καµπυλών της. 
 (γ) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (δ) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=30 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 1/3 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Gauss-Seidel. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 1880 επαναλήψεις. 
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Στη συνέχεια στο σχήµα (5.2) θα παρουσιάσουµε τις γραφικές παραστάσεις των 

ενδιάµεσων εκτιµήσεων του ελεύθερου συνόρου που έδωσε η εφαρµογή της µεθόδου 

Gauss-Seidel στη προηγούµενη περίπτωση.  

 

Γραφικές παραστάσεις των  ενδιάµεσων  εκτιµήσεων  του  ελεύθερου  συνόρου 
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Σχήµα 5.2: Γραφικές παραστάσεις των ενδιάµεσων (ανά 100) εκτιµήσεων  

του ελεύθερου συνόρου. 

 

Στο σχήµα (5.2) παρατηρούµε ότι στις γραφικές παραστάσεις του ελεύθερου συνόρου 

παρουσιάζονται, «σκαλοπατάκια». Αυτό είναι αναµενόµενο, αφού το χωρίο που 

µελετάµε το διακριτοποιούµε µε ένα πλήθος σηµείων σε κάθε διεύθυνση, µε 

αποτέλεσµα να δηµιουργείται ένα πλέγµα σηµείων, εποµένως έχουµε γραφική 

παράσταση διακριτών σηµείων και όχι συνεχόµενων τιµών. 

 

Επίσης στο σχήµα (5.2) παρατηρούµε ότι οι γραφικές παραστάσεις του ελεύθερου 

συνόρου για τις ενδιάµεσες εκτιµήσεις του, που δίνει η επαναληπτική µέθοδος Gauss-

Seidel, συγκλίνουν σχετικά γρήγορα (µετά τη 300η επανάληψη) στην λύση.  
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Στη συνέχεια µελετούµε την αρχική περίπτωση µε τη µόνη διαφορά ότι ως µέθοδο 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος χρησιµοποιήσαµε τη µέθοδος Jacobi. 

 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στο σχήµα (5.3).  
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Σχήµα 5.3: (α) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28). 
 (β) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28) και 

των ισοσταθµικών καµπυλών της. 
 (γ) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (δ) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=30 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 1/3 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Jacobi. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 3682 επαναλήψεις. 
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Στην επόµενη περίπτωση που µελετούµε έχουµε ότι: τα σηµεία διαµέρισης σε κάθε 

διεύθυνση είναι Μ = 50, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 
1
3

, η µέθοδος επίλυσης γραµµικού 

συστήµατος που χρησιµοποιούµε είναι η µέθοδος Gauss-Seidel και το ε που 

χρησιµοποιούµε στο κριτήριο διακοπής της επαναληπτική µεθόδου είναι το έψιλον της 

µηχανής. ∆ηλαδή διαφέρει µε την αρχική στο ότι χρησιµοποιούµε Μ = 50 σηµεία 

διαµέρισης ως προς κάθε διεύθυνση. 

 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στο σχήµα (5.4).  
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Σχήµα 5.4: (α) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28). 
 (β) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28) και 

των ισοσταθµικών καµπυλών της. 
 (γ) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (δ) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=50 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 1/3 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Gauss-Seidel. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 5211 επαναλήψεις. 
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Στη συνέχεια αυξάνουµε τα σηµεία διαµέρισης σε Μ = 60 κρατώντας τα υπόλοιπα 

δεδοµένα της προηγούµενης περίπτωσης σταθερά. 

 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στο σχήµα (5.5).  
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Σχήµα 5.5: (α) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28). 
 (β) Τρισδιάστατη γραφική παράσταση της λύσης w της εξίσωσης (2.28) και 

των ισοσταθµικών καµπυλών της. 
 (γ) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (δ) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=60 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 1/3 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Gauss-Seidel. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 7465 επαναλήψεις. 
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Τέλος στις δύο τελευταίες περιπτώσεις µελετούµε την αρχική περίπτωση για y2 = 
1
2

 και 

για y2 = 
3
4

. 

 

Τα αποτελέσµατα φαίνονται στα σχήµατα (5.6-5. 7) 
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Σχήµα 5.6: (α) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (β) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=30 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 1/2 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Gauss-Seidel. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 1993 επαναλήψεις. 
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(β) Γραφική παράσταση του ελεύθερου  συνόρου
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Σχήµα 5.7: (α) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών της λύσης w της 

εξίσωσης (2.28). 
 (β) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου του χωρίου Ω. 
 Για Μ=30 σηµεία διακριτοποίησης, x1 = 1 y1 = 1 και y2 = 3/4 και µέθοδος 

επίλυσης γραµµικού συστήµατος την Gauss-Seidel. 
 Ο αριθµός των επαναλήψεων είναι: 2247 επαναλήψεις. 
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Στο σχήµα (5.8) φαίνεται συγκριτικά η γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου 

για y2 = 
1
3

, y2 = 
1
2

 και y2 = 
3
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Σχήµα 5.8: H γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου 

για y2 = 1/3, y2 = 1/2 και y2 = 3/4. 
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5.2 Σύγκριση περιπτώσεων - Συµπεράσµατα 
 

Συγκρίνοντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου µπορούµε 

να καταλήξουµε στα εξής συµπεράσµατα: 

 

• Όταν χρησιµοποιούµε ως επαναληπτική µέθοδο επίλυσης του γραµµικού 
συστήµατος AW=b τη µέθοδο Gauss-Seidel η σύγκλιση γίνεται πιο γρήγορα από το 
να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Jacobi. Συγκεκριµένα, η µέθοδος Gauss-Seidel 
απαιτεί περίπου το µισό πλήθος επαναλήψεων από ότι η µέθοδος Jacobi για να 
επιτύχει την ίδια ακρίβεια.  

 

• Όταν ο αριθµός των σηµείων διαµέρισης Μ αυξάνει τότε: 

α. Οι ισοσταθµικές καµπύλες γίνονται πιο λείες, βλέπε σχήµατα (5.1γ), (5.4γ) και 

(5.5γ). 

β. Η τιµή της συνάρτησης f(x) του ελεύθερου συνόρου έχει µικρότερες αυξοµειώσεις, 

δηλαδή η γραφική της παράσταση γίνεται πιο λεία, βλέπε σχήµατα (5.1δ), (5.4δ) 

και (5.5δ). 

 

• Οι γραφικές παραστάσεις του ελεύθερου συνόρου για τις ενδιάµεσες τιµές της λύσης 
που δίνει η επαναληπτική µέθοδος Gauss-Seidel συγκλίνουν σχετικά γρήγορα (µετά 
τη 300η επανάληψη) στην γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου για την 
τελική λύση, βλέπε σχήµα (5.2). 

 

• Όταν αυξάνει το y2, τότε: 

α. Το δεξιό τέλος των ισοσταθµικών καµπυλών ανεβαίνει µε αποτέλεσµα οι 

ισοσταθµικές καµπύλες να χάνουν καµπυλότητα και να τείνουν σε ευθείες, βλέπε 

σχήµατα (5.1γ), (5.6α) και (5.7α). 

β. Το δεξιό τέλος της γραφικής παράστασης του ελεύθερου συνόρου ανεβαίνει µε 

αποτέλεσµα η γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου να τείνει σε ευθεία µε 

µικρότερη κλίση, βλέπε σχήµατα (5.1δ), (5.6β) και (5.7β). 
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Παράρτηµα A 
 

Προγράµµατα που δηµιουργηθήκαν στο 
µαθηµατικό πακέτο Matlab 
 
 
Πρόγραµµα που υλοποιεί τον αλγόριθµο επίλυσης που 
παρουσιάζεται στην παράγραφο 4.3 
 

Στο παρακάτω πρόγραµµα δουλεύουµε για Μ = 30 σηµεία, χ1 = y1 = 1, y2 = 1
3

 

και µέθοδο επίλυσης του γραµµικού συστήµατος την επαναληπτική µέθοδο 
Gauss-Seidel. 
 
M=30;  %Πλήθος σηµείων που χρησιµοποιούµε για τη διακριτοποίηση. 

L=M-2; 

h=1/(M-1);  %Είναι το διάστηµα µεταξύ δύο σηµείων. 

  

%Αρχικές τιµές στα x1, y1, y2 

X1=1; 

Y1=1; 

Y2=1/3; 

%∆ηµιουργία πινάκων µε τις τιµές των x και y 

v_x1=[0:h:X1]; 

v_y1=[0:h:Y1]; 

v_y2=[0:h:Y2]; 

  

w=zeros(M,M); 

  

%∆ηµιουργία των εξωτερικών (ακραίων) τιµών του πίνακα w 

%∆ηµιουργία της 1ης γραµµής 

for j=1:M 

    w(1,j)=(1/2)*Y1^2-((1/2)*(Y1^2-Y2^2)*v_x1(j))/X1; 

end 

%∆ηµιουργία της Μης γραµµής 

for j=1:M 

    w(M,j)=0; 

end 
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%∆ηµιουργία της 1ης στήλης 

for i=2:M-1 

    w(i,1)=1/2*(Y1-v_y1(i))^2; 

end 

%∆ηµιουργία της Μης στήλης 

n_y2=length(v_y2); 

for i=2:n_y2 

    w(i,M)=1/2*(Y2-v_y2(i))^2; 

end 

w(n_y2+1:M,M)=0; 

 

%∆ηµιουργία του πίνακα Α και του πίνακα b του συστήµατος 

A=zeros(L^2,L^2); 

b1=zeros(L^2,1); 

  

%∆ηµιουργία της 1ης γραµµής του πίνακα Α και της 1ης τιµής του πίνακα b 

A(1,1)=-4; 

A(1,2)=1; 

A(1,1+L)=1; 

b1(1)=-w(1,2)-w(2,1); 

  

%∆ηµιουργία της 2ης έως (L-1)ης γραµµής του πίνακα Α  

%και της 2ης έως (L-1)ης τιµής του πίνακα b 

for k=2:M-3 

    A(k,k-1)=1; 

    A(k,k)=-4; 

    A(k,k+1)=1; 

    A(k,k+L)=1; 

    b1(k)=-w(1,k+1); 

end 

  

%∆ηµιουργία της Lης γραµµής του πίνακα Α  

%και της Lης τιµής του πίνακα b 

A(L,L-1)=1; 

A(L,L)=-4; 

A(L,L+L)=1; 

b1(L)=-w(2,M)-w(1,M-1);  
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%∆ηµιουργία της (L+1)ης έως (L^2-L)ης γραµµής του πίνακα Α  

%και της L+1)ης έως (L^2-L)ης τιµής του πίνακα b 

for j=3:L 

    i=2; 

    k=(i-1)+(j-2)*L; 

    A(k,k-L)=1; 

    A(k,k)=-4; 

    A(k,k+1)=1; 

    A(k,k+L)=1; 

    b1(k)=-w(j,1); 

     

    for i=3:L 

        k=(i-1)+(j-2)*L; 

        A(k,k-L)=1; 

        A(k,k-1)=1; 

        A(k,k)=-4; 

        A(k,k+1)=1; 

        A(k,k+L)=1; 

        b1(k)=0; 

    end 

     

    i=M-1; 

    k=(i-1)+(j-2)*L; 

    A(k,k-L)=1; 

    A(k,k-1)=1; 

    A(k,k)=-4; 

    A(k,k+L)=1; 

    b1(k)=-w(j,M); 

end 
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%∆ηµιουργία της (L^2-L+1)ης γραµµής του πίνακα Α  

%και της (L^2-L+1)ης τιµής του πίνακα b 

i=2; 

j=M-1; 

k=(i-1)+(j-2)*L; 

A(k,k-L)=1; 

A(k,k)=-4; 

A(k,k+1)=1; 

b1(k)=-w(M-1,1)-w(M,2); 

  

%∆ηµιουργία της (L^2-L+2)ης έως (L^2-1)ης γραµµής του πίνακα Α  

%και της (L^2-L+2)ης έως (L^2-1)ης τιµής του πίνακα b 

for i=3:L  

    j=M-1; 

    k=(i-1)+(j-2)*L; 

    A(k,k-L)=1; 

    A(k,k-1)=1; 

    A(k,k)=-4; 

    A(k,k+1)=1; 

    b1(k)=-w(M,i); 

end 

  

%∆ηµιουργία της L^2ης γραµµής του πίνακα Α και της L^2ης τιµής του πίνακα b 

i=M-1; 

j=M-1; 

k=(i-1)+(j-2)*L; 

A(k,k-L)=1; 

A(k,k-1)=1; 

A(k,k)=-4; 

b1(k)=-w(M-1,M)-w(M,M-1); 

  

b2=h^2*ones(L^2,1); 

b=b1+b2; 
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%Λύση συστήµατος A*W=b µε τη µέθοδο Gauss-Seidel 

W=zeros(L^2,1); 

%∆ηµιουργία των πινάκων Q, P, D και c 

Q=tril(A); 

P=Q-A; 

D=Q^(-1)*P; 

c=Q^(-1)*b; 

 

%Αρχική τιµή στη λύση W 

W_old=zeros(L^2,1); 

%Αρχική τιµή στο dW έτσι ώστε η while νε εκτελεστεί µία φορά. 

dW=1; 

interation=0;%Αριθµός επαναλήψεων της Gauss-Seidel 

  

%Εφαρµογή της µεθόδου Gauss-Seidel 

i=1; 

while dW>=eps 

    W=D*W_old+c; 

    W=max(W,0); 

    dW=norm((W-W_old),inf); 

    W_old=W; 

    interation=interation+1; 

    if (mod(interation,100)==0) 

        for j=1:L^2 

            %W_values είναι ο πίνακας στον οποίο αποθηκεύουµε τις ενδιάµεσες τιµές 

            %του πίνακα W που δίνει η µέθοδος Gauss-Seidel 

            W_values(i,j)=W(j);  

        end 

        i=i+1;       

    end    

     

end 

interation 
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%∆ηµιουργία εσωτερικών τιµών του πίνακα w για την τελική λύση του W 

for i=2:M-1 

    for j=2:M-1 

        k=(i-1)+(j-2)*L; 

        w(j,i)=W(k); 

    end 

end 

  

x=[0:h:1]; 

y=[0:h:1]; 

subplot(2,2,1) 
mesh(x,y,w) 
title('(α) Γραφική παράσταση επιφάνειας','FontSize',6,'FontWeight','bold') 
xlabel('x - µήκος φράγµατος','FontSize',6) 
ylabel('y - ύψος φράγµατος','FontSize',6) 
subplot(2,2,2) 
mesh(x,y,w) 
hold on 
contour(x,y,w) 
title('(β) Γραφική παράσταση επιφάνειας και των ισοσταθµικών καµπυλών 

της','FontSize',6,'FontWeight','bold') 
xlabel('x - µήκος φράγµατος','FontSize',6) 
ylabel('y - ύψος φράγµατος','FontSize',6) 
subplot(2,2,3) 
[C,z]=contour(x,y,w); 
clabel(C,z) 
title('(α) Γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπυλών','FontSize',6,'FontWeight','bold') 
xlabel('x - µήκος φράγµατος','FontSize',6) 
ylabel('y - ύψος φράγµατος','FontSize',6) 
subplot(2,2,4) 
contour(x,y,w,[0,0+eps]) 
title('(β) Γραφική παράσταση του ελεύθερου συνόρου','FontSize',6,'FontWeight','bold') 
xlabel('x - µήκος φράγµατος','FontSize',6) 
ylabel('y - ύψος φράγµατος','FontSize',6) 
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Πρόγραµµα που δηµιουργεί γραφικές παραστάσεις για τις 
ενδιάµεσες τιµές του πίνακα W που δίνουν οι επαναληπτικές 
µέθοδοι Gauss-Seidel ή Jacobi 
 
M=30;  %Πλήθος σηµείων που χρησιµοποιούµε για τη διακριτοποίηση. 
L=M-2; 
h=1/(M-1);  %Είναι το διάστηµα µεταξύ δύο σηµείων. 
  
for z=1:18 

%∆ηµιουργία εσωτερικών τιµών του πίνακα w για ενδιάµεση λύση του W 
 for i=2:M-1 
  for j=2:M-1 
   k=(i-1)+(j-2)*L; 
   w(j,i)=W_values(z,k); 
  end 
  end 
  
 x=[0:h:1]; 
 y=[0:h:1]; 
 contour(x,y,w,[0,0+eps]) 
 hold on 
end 
  
title('Γραφικές παραστάσεις των ενδιάµεσων εκτιµήσεων του ελεύθερου συνόρου 

','FontSize',6,'FontWeight','bold') 
xlabel('x - µήκος φράγµατος','FontSize',6) 
ylabel('y - ύψος φράγµατος','FontSize',6) 
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Πρόγραµµα που υλοποιεί την επαναληπτική µέθοδο Gauss-
Seidel 
 
 
A=[7 1 1; -1 5 1; 2 -1 6] 

b=[12; 12; 18] 

M=3; %Πλήθος αγνώστων ή εξισώσεων του συστήµατος 

  

%∆ηµιουργία των πινάκων Q, P, D και c 

Q=tril(A); 

P=Q-A; 

D=Q^(-1)*P; 

c=Q^(-1)*b; 

  

%Αρχική τιµή στη λύση 

x_old=zeros(M,1); 

%Αρχική τιµή στο dx έτσι ώστε η while νε εκτελεστεί µία φορά. 

dx=1; 

iterations=0; 

  

while dx>=eps 

    x_new=D*x_old+c; 

    dx=norm((x_new-x_old),inf); 

    x_old=x_new; 

    iterations=iterations+1; 

end 

x_new 

iterations 
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Πρόγραµµα που υλοποιεί την επαναληπτική µέθοδο Jacobi 
 
 
A=[7 1 1; -1 5 1; 2 -1 6] 

b=[12; 12; 18] 

M=3; %Πλήθος αγνώστων ή εξισώσεων του συστήµατος 

  

%∆ηµιουργία των πινάκων Q, P, D και c 

Q=diag(diag(A)); 

P=Q-A; 

D=Q^(-1)*P; 

c=Q^(-1)*b; 

  

%Αρχική τιµή στη λύση 

x_old=zeros(M,1); 

%Αρχική τιµή στο dx έτσι ώστε η while νε εκτελεστεί µία φορά. 

dx=1; 

iterations=0; 

  

while dx>=eps 

    x_new=D*x_old+c; 

    dx=norm((x_new-x_old),inf); 

    x_old=x_new; 

    iterations=iterations+1; 

end 

x_new 

iterations 
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Παράρτηµα Β 
 
 

∆ιαµέριση Μ = 6 σηµείων 
 
 

4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 4 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 4 0 0 0 1 0 0 0 0

A
0 0 0 0 1 0 0 0 4 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 4 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

−
−

−
−

−
−

−
−

=
−

−
−

4 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 

W = [W1, W2, W3, W4, W5, W6, W7, W8, W9, W10, W11, W12, W13, W14, W15, W16]T, 

 

και 
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−⎢ ⎥
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2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)
h w(2,6) w(1,5)
h w(3,1)
h
h
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h
h
h w(4,6)
h w(5,1) w(6,2)
h w(6,3)
h w(6,4)
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 

 

 

 

 

∆ιαµέριση Μ = 7 σηµείων 
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4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0

A

−
−

−
−

−
−

−
−

=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

−
−

−
−

−
−

−
0 0 1 0 0 0 0 4 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 4 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1 0

−
−

−
−

−
−

−
−

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 4
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