
Η ΕΞΙΣΩΣΗ KDV ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ

Μεταπτυχιακη Εργασια

Γαβριηλ Ανδρεολας

α.µ. 2004001

Επιβλεπων Καθηγητης : Νικοσ Καραχαλιοσ

Τµηµα Μαθηµατικων

Πανεπιστηµιο Αιγαιου

Καρλοβασι 2006



i

.

Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή µου κ. Νίκο

Καραχάλιο για την πολύτιµη �οήθεια και καθοδήγησή του καθώς

και για το χρόνο που µου διέθεσε.



ii

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η εξίσωση KdV

(0.0.1) ut + uux + uxxx = 0,

αρχικά προτάθηκε ως µοντέλο για κυµατισµό µικρού πλάτους, που διαδίδεται σε

στενό κανάλι και σε �ηχό νερό, από τους D.J. Korteweg και G. de Vries το 1895.

Αργότερα η εξίσωση KdV εµφανίστηκε σε πλήθος ϕυσικών καταστάσεων όπου η µη

γραµµικότητα και η διασπορά είναι σηµαντικές. Παραδείγµατα άλλων τέτοιων ϕυσι-

κών συστηµάτων απαντώνται στη µετεωρολογία, τη ϕυσική πλάσµατος, τα laser, την

ακουστική, την οπτική, τους ηµιαγωγούς. Συνεπώς, η εξίσωση KdV ϑεωρείται µια

από τις σπουδαιότερες µονοδιάστατες µη γραµµικές µερικές διαφορικές εξισώσεις.

Βεβαίως, σε πληθώρα ϕαινοµένων δεν είναι δυνατόν να αγνοηθούν µηχανισµοί από-

σβεσης και εξωτερικές διεγέρσεις. Στις περιπτώσεις αυτές καταλήγουµε σε εξισώσεις

της µορφής

(0.0.2) ut + uux + uxxx + L(u) = f,

όπου η f εκφράζει τις εξωτερικές δυνάµεις και το L(u) την απόσβεση. Αυτή είναι

η εξίσωση που ϑα µελετηθεί στη συνέχεια και συγκεκριµένα µε τον όρο απόσβεσης

να είναι L(u) = γu όπου γ είναι µια ϑετική σταθερά και η f είναι ανεξάρτητη του

χρόνου.

Μια συνοπτική αναφορά στους χώρους Lp και Sobolev και γενικά στα εργαλεία

που ϑα είναι χρήσιµα για τη µελέτη της εξίσωσης (0.0.2) γίνεται στο πρώτο κεφάλαιο.

Επιπλέον, περιγράφεται η παραγωγή της εξίσωσης KdV.

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα ϑεώρηµα ύπαρξης λύσης για την εξίσωση

(0.0.2). Το ϑεώρηµα αυτό, των T. Kato & C. Lai αρχικά παρουσιάστηκε από τους

ίδιους ως εφαρµογή στην εξίσωση Euler [3], αλλά εφαρµόζεται και σε πληθώρα άλλων

προβληµάτων αρχικών τιµών. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος �ασίζεται στη διατύπωση

του προβλήµατος αρχικών τιµών σε γενικευµένη µορφή. Στη συνέχεια διατυπώνεται

ένα προσεγγιστικό πρόβληµα, το οποίο µας δίνει µια ακολουθία λύσεων, η οποία

δείχνουµε ότι συγκλίνει (ασθενώς) στη λύση του προβλήµατος.

Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφονται ορισµένα αποτελέσµατα που αφορούν

τη δυναµική συµπεριφορά των λύσεων της (0.0.2), και συγκεκριµένα την ύπαρξη

απορροφητικής σφαίρας.
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ΚΕΦýΑΛΑΙΟ 1

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΧΩΡΩΝ SOBOLEV ΣΕ

ΜΙΑ ∆ΙΑΣΤΑΣΗ - ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ KdV

Σε αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο ϑα παρουσιαστούν συνοπτικά �ασικά αποτε-

λέσµατα που αφορούν χώρους Banach και Hilbert και ειδικότερα χώρους Lp και

Sobolev. Οι χώροι αυτοί είναι πολύ χρήσιµοι στα Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά, γενι-

κά, και στη µελέτη προβληµάτων αρχικών τιµών για διαφορικές εξισώσεις, ειδικότερα,

αφού αποτελούν το ϕυσιολογικό πλαίσιο για την διατύπωση αυτών σε ασθενή µορφή.

Στις αµέσως επόµενες παραγράφους ϑα ασχοληθούµε µε χώρους συναρτήσεων σε µια

διάσταση δεδοµένου ότι και το πρόβληµα µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε στο επόµενο

κεφάλαιο είναι µονοδιάστατο. Βέβαια οι χώροι αυτοί γενικεύονται και σε περισσότερες

διαστάσεις, αλλά στην περίπτωση αυτή οι ιδιότητες τους καθορίζονται και από το χωρίο

και το σύνορό του. Κατά συνέπεια, η µονοδιάστατη περίπτωση είναι απλούστερη.

1.1. Ο ΧΩΡΟΣ Lp

Στην παράγρφο αυτή ϑα περιοριστούµε σε µια συνοπτική ανασκόπιση της ϑεωρίας

των χώρων Lp. Θα πρέπει να αναφέρουµε πως σε ότι ακολουθεί δεν χρησιµοποιούµε

το ολοκλήρωµα του Riemann, αλλά το ολοκληρωµα του Lebesque.

Ο Lp(0, 1) είναι ένα σύνολο κλάσεων ισοδυναµίας συναρτήσεων. Θεωρούµε ότι

δύο συναρτήσεις είναι ισοδύναµες και τις ταυτίζουµε αν είναι ίσες σχεδόν παντού στο

(0,1). Ωστόσο, χάριν ευκολίας ϑα αναφέρουµε τα στοιχεία του Lp ως συναρτήσεις και

ϑα γράφουµε f ∈ Lp, αν η |f |p είναι ολοκληρώσιµη στο (0,1).

΄Εστω p ∈ R µε 1 ≤ p < ∞. Συµβολίζουµε µε L1(0, 1) τον χώρο των Lebesque

ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο (0,1) µε τιµές στον R. Ορίζουµε Lp(0, 1) να είναι ο

εξής χώρος:

Lp(0, 1) :=
{

f : (0, 1) → R | |f |p ∈ L1(0, 1)
}

,

δηλαδή

∫ 1

0

|f(x)|pdx <∞.

Σε ότι ακολουθεί το διάστηµα (0,1) ϑα εννοείται και έτσι αντί για Lp(0, 1) ϑα

γράφουµε Lp .

Στον χώρο Lp ορίζουµε τη νόρµα

(1.1.1) ‖f‖Lp :=

[∫ 1

0

|f(x)|p dx
]1/p

.

Προταση 1.1.1. (Ο Lp είναι γραµµικός χώρος.) Ο χώρος Lp είναι γραµµικός χώρος
και η απεικόνιση ‖·‖Lp : Lp → R είναι νόρµα.

Αποδειξη. Για p ≥ 1 ισχύει η εκτίµηση

‖u+ v‖Lp ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp

1
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η οποία λέγεται ανισότητα Minkowski.

Η απόδειξη της ανισότητας Minkowski �ασίζεται στην ανισότητα Hölder, σύµφω-

να µε την οποία ισχύει το εξής: Αν q := p/(p− 1) είναι ο λεγόµενος συζυγής εκθέτης

του p, δηλαδή το q είναι τέτοιο ώστε

1

p
+

1

q
= 1

και u ∈ Lp, v ∈ Lq, τότε uv ∈ L1 και ‖uv‖L1 ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq .

Οι υπόλοιπες ιδιότητες της νόρµας ‖ · ‖Lp προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό της

και εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι ο Lp είναι γραµµικός χώρος. �

Με τη �οήθεια δύο ϑεµελιωδών αποτελεσµάτων της ϑεωρίας ολοκλήρωσης κατά

Lebesque, του ϑεωρήµατος της µονότονης σύγκλισης και του λήµµατος του Fatou,

µπορεί να αποδειχθεί ότι

Θεωρηµα 1.1.2. (Πληρότητα των χώρων Lp.) Οι χώροι Lp, 1 ≤ p < ∞, είναι πλή-
�εις.

Πορισµα 1.1.3. (Ο L2 είναι χώρος Hilbert.) Ο χώρος L2 είναι χώρος Hilbert µε το
εσωτερικό γινόµενο

(u, v) :=

∫ 1

0

uvdx.

Σχολιο. (Ο χώρος L∞.) Λέµε ότι µια µετρήσιµη συνάρτηση u στο (0,1) είναι

ουσιωδώς ϕραγµένη στο (0,1), αν υπάρχει µια σταθερά K τέτοια ώστε |u(x)| ≤ K σ.π.

στο (0,1). Το infimum των σταθερών K για τις οποίες ισχύει αυτή η σχέση, λέγεται

ουσιώδες supremum της |u| στο (0,1) και συµβολίζεται µε

ess sup
x∈(0,1)

|u(x)|.

Ο χώρος των ουσιωδώς ϕραγµένων συναρτήσεων στο (0,1) συµβολίζεται µε L∞(0, 1).
Ο L∞ είναι γραµµικός χώρος και η ‖ · ‖L∞ ,

‖u‖L∞ := ess sup
x∈(0,1)

|u(x)|

είναι νόρµα στον L∞. Μάλιστα ο (L∞,‖ · ‖L∞ ) είναι πλήρης χώρος.

Εύκολα �λέπει κανείς ότι στην περίπτωση που µια συνάρτηση u είναι συνεχής

στο (0,1) το ουσιώδες supremum της ταυτίζεται µε το supremum της.

Για p 6= 2 οι χώροι Lp είναι, όπως αναφέραµε ήδη, πλήρεις, δηλαδή χώροι Bana-

ch, αλλά η νόρµα τους δεν παράγεται από εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή αυτοί οι χώροι

δεν είναι χώροι Hilbert.

Ορισµος 1.1.4. ΄Εστω u µια συνεχής συνάρτηση στο (0,1). Φορέας της u καλείται

η κλειστή ϑήκη του συνόλου {x ∈ (0, 1) : u(x) 6= 0}. Το σύνολο των συνεχών συναρ-

τήσεων στο (0,1) µε ϕορέα ένα ϕραγµένο σύνολο που περιέχεται στο (0,1) συµβολίζεται

µε C0(0, 1). Ο δείκτης 0 σε αυτόν το συµβολισµό υποδηλώνει ότι οι συναρτήσεις αυτές

µηδενίζονται σε περιοχές κοντά στο σύνορο του (0,1).

Προταση 1.1.5. (Πυκνότητα του C0 στους Lp.) Για 1 ≤ p < ∞, ο χώρος C0 είναι
πυκνός στον Lp.
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Σχολιο. (Μη πυκνότητα του C0 στον L∞.) ΄Εστω u : (0, 1) → R, u(x) = 1.

Προφανώς u ∈ L∞. ΄Οµως �λέπουµε εύκολα ότι για κάθε φ ∈ C0 ισχύει ‖u−φ‖L∞ ≥ 1
και συνεπώς το αντίστοιχο της τελευταίας πρότασης για p = ∞ δεν ισχύει.

Προταση 1.1.6. (∆ιαχωρισιµότητα των χώρων Lp.) Για 1 ≤ p < ∞, ο χώρος Lp

είναι διαχωρίσιµος.

Σχολιο. (Μη διαχωρισιµότητα του L∞.) Αποδεικνύεται ότι ο χώρος L∞ δεν είναι

διαχωρίσιµος.

Θα αναφέρουµε ακόµα τον χώρο L1
loc(0, 1), ο οποίος αποτελείται από τις τοπικά

ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, δηλαδή, αν G είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του (0,1)

τέτοιο ώστε τοG να περιέχεται στο (0,1), τότε οι περιορισµοί των στοιχείων τουL1
loc(0, 1)

στο G περιέχονται στον L1(G). Ο L1(0, 1) είναι γνήσιος υπόχωρος του L1
loc(0, 1). Για

παράδειγµα η συνάρτηση u : (0, 1) → R, u(x) := 1/x, ανήκει στον L1
loc(0, 1), αφού,

για κάθε 0 < a < b < 1, το ολοκλήρωµα

∫ b

a

|u(x)|dx

είναι πεπερασµένο, αλλά δεν ανήκει στον L1(0, 1), αφού δεν είναι ολοκληρώσιµη στο

(0,1). Στον χώρο L1
loc(0, 1) δεν ορίζουµε κάποια νόρµα.

Οι χώροι Lp που έχουµε ήδη εξετάσει αφορούν συναρτήσεις που παίρνουν τιµές

στον R. Σε αυτό το σηµείο ϑα αναφερθούµε σε χώρους συναρτήσεων οι οποίες παίρ-

νουν τιµές σε ένα χώρο Banach X . Γενικεύοντας λοιπόν τους χώρους Lp(0, 1) έχουµε

τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµος 1.1.7. ΄ΕστωX ένας χώρος Banach και 0 < T <∞. Ο χώροςLp(0, T ;X)
µε 1 ≤ p < ∞ αποτελείται από όλες τις µετρήσιµες συναρτήσεις u : (0, T ) → X για

τις οποίες ισχύει:

(1.1.2) ‖u‖p :=

[

∫ T

0

‖u(t)‖p
X dt

]1/p

<∞.

Ορισµένες �ασικές ιδιότητες των χώρων Lp(0, T ;X) παρουσιάζονται στην επόµενη

πρόταση. Οι ιδιότητες αυτές είναι και ιδιότητες των χώρων Lp(0, T ) διότι Lp(0, T ) =
Lp(0, T ; R), αλλά εδώ διατυπώνονται σε πιο γενική µορφή.

Προταση 1.1.8. (Ιδιότητες των χώρων Lp(0, T ;X)). ΄Εστω X και Y χώροι Banach

και 1 ≤ p <∞. Τότε
a) Ο Lp(0, T ;X) µε την νόρµα 1.1.2 είναι χώρος Banach δεδοµένου ότι ταυτίζουµε τις
συναρτήσεις που είναι ίσες σχεδόν παντού στο (0,Τ).
b) Ο C([0, T ];X) είναι πυκνός στον Lp(0, T ;X) και η εµφύτευση

C([0, T ];X) ⊆ Lp(0, T ;X)

είναι συνεχής.
c) Αν ο χώρος X είναι χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο (·|·)X , τότε ο L2(0, T ;X)
είναι επίσης χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο

(u|v) =

∫ T

0

(u(t)|v(t))Xdt.

d) Ο χώρος Lp(0, T ;X) είναι διαχωρίσιµος αν ο X είναι διαχωρίσιµος και 1 ≤ p <∞.
e) Αν η εµφύτευση X ⊂ Y είναι συνεχής, τότε η εµφύτευση

Lr(0, T ;X) ⊂ Lq(0, T ;Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞,

είναι επίσης συνεχής.
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1.2. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΣΘΕΝΟΥΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

΄Εχοντας αναφερθεί στους χώρους Lp, είµαστε σε ϑέση να προχωρήσουµε σε µια

εισαγωγή στους χώρους Sobolev σε µια διάσταση. Ουσιαστικό �όλο στους χώρους του

Sobolev παίζουν οι γενικευµένες ή ασθενείς παράγωγοι. Στην παράγραφο αυτή ϑα

ασχοληθούµε λοιπόν µε τις γενικευµένες παραγώγους και µετά ϑα είµαστε σε ϑέση

να µιλήσουµε για τους χώρους του Sobolev.

Οι χώροι του Sobolev σε µια διάσταση µπορούν να οριστούν σε οποιοδήποτε

ανοικτό υποσύνολο του R. ΄Οµως, το πρόβληµα µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε στο

επόµενο κεφάλαιο, το µελετάµε στο διάστηµα (0,1). ΄Ετσι εδώ ϑα περιοριστούµε στην

περίπτωση του χωρίου αυτού.

Συµβολίζουµε µεC∞
0 (0, 1) το σύνολο των συναρτήσεων, που ορίζονται στο (0,1) και

έχουν συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο (0,1). Τον χώρο C∞
0 (0, 1) τον ονοµάζουµε

χώρο δοκιµής και τα στοιχεία του συναρτήσεις δοκιµής.

΄Εστω u ∈ C1(0, 1). Τότε µπορούµε να ορίσουµε κατά τα γνωστά την παράγωγο

της u σε κάθε σηµείο του (0,1). Αυτό δεν µπορεί να γίνει µε συναρτήσεις, για παρά-

δειγµα, u ∈ L1
loc(0, 1), αφού ούτε καν για τις τιµες τους σε κάθε σηµείο x ∈ (0, 1)

δεν µπορούµε να µιλήσουµε. Για να οδηγηθούµε σε µια γενίκευση της έννοιας της

παραγώγου ας δούµε πρώτα µια άλλη ιδιότητα της u′, για u ∈ C1(0, 1) στην οποία

υπεισέρχονται µόνο ολοκληρώµατα και όχι τιµές σε σηµεία.

΄Εστω λοιπόν u ∈ C1(0, 1) . Τότε για κάθε φ ∈ C∞
0 (0, 1) και µε ολοκλήρωση κατά

παράγοντες έχουµε:

(1.2.1)

∫ 1

0

uφ′dx = −
∫ 1

0

u′φdx.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η σχέση (1.2.1) χαρακτηρίζει τη u′. Πράγµατι, έστω

v ∈ C(0, 1) τέτοιο ώστε

(1.2.2)

∫ 1

0

uφ′dx = −
∫ 1

0

vφdx ∀φ ∈ C∞
0 .

Από τις (1.2.1) και (1.2.2) έπεται ότι

(1.2.3)

∫ 1

0

(u′ − v)φdx = 0 ∀φ ∈ C∞
0 .

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι u′ = v. Υποθέτουµε το αντίθετο και ϑα καταλήξουµε σε

άτοπο. ΄Εστω λοιπόν ότι για κάποιο x∗ ∈ (0, 1) ισχύει u′(x∗) 6= v(x∗) και µάλιστα

χωρίς περιορισµό της γενικότητας ότι u′(x∗) > v(x∗). ∆εδοµένου ότι οι u′ και v είναι

συνεχείς υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε u′(x) > v(x) για κάθε x ∈ (x∗ − δ, x∗ + δ).
Επιλέγοντας τη συνάρτηση δοκιµής φ έτσι ώστε να παίνει µόνο µη αρνητικές τιµές και

να έχει ϕορέα το διάστηµα [x∗ − δ, x∗ + δ], διαπιστώνουµε ότι

∫ 1

0

(u′ − v)φdx =

∫ x∗+δ

x∗−δ

(u′ − v)φdx > 0,

το οποίο είναι άτοπο, αφού έρχεται σε αντίφαση µε την (1.2.3). Συνεπώς, η (1.2.1)

χαρακτηρίζει όντως την u′.
Τώρα στη σχέση (1.2.1) ϑέτουµε w = u′ και έχουµε

(1.2.4)

∫ 1

0

uφ′ dx = −
∫ 1

0

wφdx , ∀φ ∈ C∞
0 (0, 1)
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΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, το κίνητρο για τον ορισµό της ασθενούς παραγώγου

είναι η παρατήρηση ότι η σχέση (1.2.4) ισχύει και για συναρτήσεις οι οποίες δεν είναι

αρκετά λείες.

Ορισµος 1.2.1. ΄Εστω u,w ∈ L1
loc(0, 1). Τότε, w καλείται ασθενής ή γενικευµένη

παράγωγος της u, πρώτης τάξης, αν και µόνο αν η σχέση (1.2.4) ικανοποιείται.

Φυσικά είναι δυνατό είτε να υπάρχει είτε να µην υπάρχει η ασθενής παράγωγος

µιας συνάρτησης του L1
loc.

Προταση 1.2.2. Αν u ∈ C(0, 1), τότε η κλασική παράγωγος της u είναι και ασθενής
παράγωγος.

Κάθε γενικευµένη (ασθενής) παράγωγος w = d
dxu είναι µοναδική µε την έννοια ότι

αν r = d
dxu τότε w = r σ.π.

Αποδειξη. ΄Εστω u ∈ C(0, 1) τότε η w = d
dxu είναι κλασική παράγωγος. Από τις

σχέσεις (1.2.1) και (1.2.4) είναι ϕανερό ότι η w είναι και ασθενής παράγωγος της u.

΄Εστω ότι w = d
dxu, r = d

dxu είναι ασθενείς παράγωγοι της u, τότε από την σχέση

(1.2.4) προκύπτει
∫ 1

0
(w − r)φdx = 0 ∀φ ∈ C∞

0 (0, 1). Συνεπώς w = r σ.π. �

Με παρόµοιο τρόπο ορίζεται και η παράγωγος v ∈ L1
loc(0, 1) οποιασδήποτε τάξης

n ∈ N, µιας συνάρτησης u ∈ L1
loc(0, 1) ως το µοναδικό στοιχείο, αν υπάρχει, τέτοιο

ώστε

∫ 1

0

uφ(n)dx = (−1)n

∫ 1

0

vφdx ∀φ ∈ C∞
0 (0, 1).

Τέλος πρέπει να σηµειώσουµε ότι για παράδειγµα η ασθενής δεύτερη παράγωγος δεν

ορίζεται ως η πρώτη παράγωγος της πρώτης παραγώγου αλλά κατ` ευθείαν.

1.3. Ο ΧΩΡΟΣ SOBOLEV W k,p

΄Εστω p ∈ [0,∞] και k ∈ N.

Ορισµος 1.3.1. (Χώροι Sobolev.) Ο χώρος Sobolev W k,p(0, 1) αποτελείται από τις

συναρτήσεις u ∈ Lp(0, 1) που έχουν ασθενείς παραγώγους u′, u′′, ..., u(k), τάξης έως

και k και όλες αυτές οι παράγωγοι ανήκουν στον Lp(0, 1). Στον W k,p(0, 1) ορίζουµε

τη νόρµα ‖ · ‖k,p

‖u‖k,p :=





k
∑

j=0

‖u(j)‖p
Lp





1/p

, αν p <∞

και για p = ∞

‖u‖k,∞ :=

k
∑

j=1

‖u(j)‖L∞

΄Οτι η συνάρτηση ‖ · ‖k,p είναι πράγµατι νόρµα στον W k,p αποδεικνύεται εύκολα

µε την ανισότητα του Minkowski αν χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι η ‖ · ‖Lp είναι

νόρµα στον Lp.

Για p = 2 συνήθως γράφουµε Hk αντί για W k,2. Ο λόγος είναι ότι όπως ϑα δούµε

στη συνέχεια οι χώροι αυτοί είναι χώροι Hilbert. Το αντίστοιχο εσωτερικό γινόµενο

(·, ·)k δίνεται ως εξής
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(u, v)k :=

k
∑

j=0

(u(j), v(j)) , ∀u, v ∈ Hk

όπου (·, ·) είναι το εσωτερικό γινόµενο στον L2(0, 1),

(u, v) :=

∫ 1

0

uv dx

Στη συνέχεια ϑα συµβολίζουµε µε ‖ · ‖k αντί για ‖ · ‖k,2 τη νόρµα του Hk όπου δεν

υπάρχει κίνδυνος να προκληθεί σύγχιση µε τη νόρµα του Lp.

Θεωρηµα 1.3.2. (Πληρότητα των χώρων Sobolev.) Οι χώροι του SobolevW k,p, k ∈
N και p ∈ [0,∞], είναι πλήρεις.

Αποδειξη. ΄Εστω (un)n∈N ⊂ W k,p µια ακολουθία Cauchy ως προς τη νόρµα

‖·‖k,p. Τότε, για κάθε j ∈ {0, ...k}, η ακολουθία (u
(j)
n )n∈N είναι προφανώς ακολουθία

Cauchy στον Lp. Λόγω της πληρότητας του Lp υπάρχουν συναρτήσεις vj ∈ Lp τέτοιες

ώστε για κάθε j ∈ {0, ..., k}

u(j)
n → vj , n→ ∞ , στoν Lp

και συγκεκριµένα για j = 0,

un → v0 := u, n→ ∞ , στoν Lp.

Τώρα αρκεί να αποδείξουµε ότι u ∈W k,p και ότι

un → u, n→ ∞ , στoν W k,p.

΄Εστω λοιπόν φ ∈ C∞
0 µια συνάρτηση δοκιµής. Τότε για j ∈ {1, ..., k},

∫ 1

0

unφ
(j)dx = (−1)j

∫ 1

0

u(j)
n φdx.

Τώρα αφήνοντας το n να τείνει στο άπειρο το αριστερό και το δεξί µέλος της τελευταίας

σχέσης τείνουν αντίστοιχα στα

∫ 1

0

uφ(j)dx και (−1)j

∫ 1

0

vjφdx,

έχουµε δηλαδή ότι

∫ 1

0

uφ(j)dx = (−1)j

∫ 1

0

vjφdx ∀φ ∈ C∞
0 ,

δηλαδή υπάρχει η ασθενής παράγωγος u(j) της u για j ∈ {1, ...k} και µάλιστα u(j) =
vj , j = 1, ...k. Χρησιµοποιώντας τώρα το γεγονός ότι vj ∈ Lp διαπιστώνουµε αµέσως

ότι u(j) ∈ Lp, j = 0, ...k οπότε u ∈ W k,p. Επί πλέον, για 1 ≤ p <∞,

‖u− un‖p
k,p =

k
∑

j=0

‖u(j) − u(j)
n ‖Lp =

k
∑

j=0

‖vj − u(j)
n ‖p

Lp → 0 , n→ ∞,

και παρόµοια για p = ∞,
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‖u− un‖p
k,∞ =

k
∑

j=0

‖u(j) − u(j)
n ‖L∞ =

k
∑

j=0

‖vj − u(j)
n ‖p

L∞ → 0 , n→ ∞,

δηλαδή un → u , n→ ∞ στον W k,p και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. �

Τέλος δίνουµε ορισµένα σηµαντικά αποτελέσµατα που αφορούν εµφυτεύσεις σε

χώρους Sobolev.

Θεωρηµα 1.3.3. (Εµφυτεύσεις σε χώρους Sobolev)
i) (Πυκνότητα.) Ο χώρος C∞[0, 1] είναι πυκνός στον Hk(0, 1) για k = 0, 1, 2, ...
ii) (Συµπαγείς εµφύτευσεις.) Οι εµφυτεύσεις L2 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ H3 ⊃ ... είναι

συµπαγείς.
iii) Η εµφύτευση Hk(0, 1) ⊂ Ck−1[0, 1] είναι συνεχής.

1.4. Ο ∆ΥΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ

΄Εστω X ένας χώρος Banach. Ως συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές στον χώρο X
ορίζεται η συνεχής γραµµική απεικόνιση f : X → R. Η νόρµα του συναρτησοειδούς

είναι ‖f‖ = sup‖u=1‖ |〈f, u〉|. ΄Αρα |〈f, u〉| ≤ ‖f‖ ‖u‖ ∀u ∈ X .

Με X∗ συµβολίζουµε το χώρο όλων των γραµµικών συναρτησοειδών στο X . Ο

χώρος X∗ µε την νόρµα ‖f‖, είναι χώρος Banach, και ονοµάζεται δυϊκός του X .

Θέτουµε X∗∗ = (X∗)
∗
.

΄Εστω u ∈ X . Αν ορίσουµε U(f) = 〈f, u〉 ∀f ∈ X , τότε U : X∗ → R είναι

ένα γραµµικό συνεχές συναρτησοειδές, δηλαδή, U ∈ X∗∗ και εύκολα �λέπουµε ότι

‖U‖ = ‖u‖. Ορίζουµε j(u) = U και παίρνουµε µια γραµµική ισοµετρία:

j : X → X∗

Ο τελεστής j είναι ένα προς ένα και για αυτό ο χώρος X προσδιορίζεται από το

υποσύνολο j(X) του X∗∗. Με αυτή την έννοια γράφουµε X ⊆ X∗∗.

Ο χώρος Banach X ονοµάζεται ανακλαστικός αν και µόνο αν ο τελεστής j είναι

επί του του X∗∗ και τότε µπορούµε να γράψουµε X = X∗∗. Επιπλέον, αν ταυτίσουµε

το u µε το U = j(u), µπορούµε να γράφουµε 〈f, u〉 = 〈u, f〉 , ∀f ∈ X∗, u ∈ X .

1.4.1. Ο ∆ΥΙΚΟΣ ΤΕΛΕΣΤΗΣ. ΄ΕστωX,Y δύο χώροι Banach και έστω T : X →
Y µια γραµµική απεικόνιση (συνήθως ονοµάζεται τελεστής) ορισµένη στο X . Ο T
ονοµάζεται ϕραγµένος τελεστής αν υπάρχει C τέτοιο ώστε ‖Tx‖Y ≤ C ‖x‖X για κάθε

x ∈ X . Αν ο T είναι ϕραγµένος, ορίζουµε

‖T ‖ = sup x 6=0
‖Tx‖
‖x‖

Προφανώς, αν ‖Tx‖ ≤ C για κάθε x ∈ X µε ‖x‖ = 1, τότε ‖T ‖ ≤ C. Επιπλέον,

η οικογένεια των ϕραγµένων γραµµικών τελεστών είναι γραµµικός χώρος. Εύκολα

µπορεί να ελεγχθεί ότι η ‖T ‖ ορίζει µια νόρµα. Ο χώρος των ϕραγµένων γραµµικών

τελεστών µε την παραπάνω νόρµα συµβολίζεται µε L(X,Y ). Από τον ορισµό της

νόρµας ‖T ‖, προκύπτει ότι για κάθε x ∈ X έχουµε ‖Tx‖ ≤ ‖T ‖ ‖x‖.

΄Εστω A : X → Y ένας ϕραγµένος γραµµικος τελεστής και έστω ϕ ∈ Y ∗. Τότε

f(x) = φ(Ax) για x ∈ X ορίζει ένα γραµµικό συναρτησοειδές στον X . Επιπλέον

|f(x)| ≤ ‖φ‖Y ∗ ‖A‖ ‖x‖. ΄Ετσι, f ∈ X∗ και έχουµε µια απεικόνιση φ 7→ f :=
A∗φ. Προφανώς αυτή η απεικόνιση είναι γραµµική. ΄Ετσι για κάθε x ∈ X και

φ ∈ Y ∗έχουµε φ(Ax) = (A∗φ)(x).
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Τώρα ελέγχουµε ότι ο τελεστής A∗ είναι ϕραγµένος :

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖A(x)‖Y = sup
‖x‖=1

sup
‖φ‖=1

|φ(A(x)| = sup
‖φ‖=1

sup
‖x‖=1

|φ(A(x)| =

= sup
‖φ‖=1

sup
‖x‖=1

|A∗(φ)(x)| = sup
‖φ‖=1

‖A∗(φ)‖X∗ = ‖A∗‖.

∆ηλαδή �λεπουµε ότι ‖A‖ = ‖A∗‖. Ο τελεστής A∗ : Y ∗ → X∗ ονοµάζεται δυϊκός

τελεστής του A.

Ορισµος 1.4.1. Ο τελεστής A : X → Y λέγεται συµπαγής αν και µόνο αν είναι

συνεχής και απεικονίζει ϕραγµένα σύνολα σε σχετικά συµπαγή σύνολα. ∆ηλαδή, αν

ο A είναι συµπαγής, τότε κάθε ϕραγµένη ακολουθία (un)n∈N έχει µια υπακολουθία

(ukn
)n∈N τέτοια ώστε (Aukn

)n∈N είναι συγκλίνουσα.

Το ακόλουθο γνωστό ϑεώρηµα που µας επιτρέπει να χαρακτηρίσουµε κάποια

σύνολα ως σχετικά συµπαγή ϑα είναι χρήσιµο για τη συνέχεια.

Θεωρηµα 1.4.2. (Arzelá) ΄Εστω M ⊆ C[a, b]. M είναι σχετικά συµπαγές (στον
C[a, b]) αν και µόνο αν το M είναι

i) οµοιόµορφα ϕραγµένο
ii) ισοσυνεχές: για κάθε ε> 0 υπάρχει δ> 0 τέτοιο ώστε |t1 − t2|<δ συνεπάγεται
|f(t1) − f(t2)| <ε για κάθε f ∈M .

1.5. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΑΣΘΕΝΟΥΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ

Θεωρηµα 1.5.1. (Riesz (1918)). ΄Ενας χώρος Banach είναι πεπερασµένης διά-
στασης αν και µόνο αν η κλειστή µοναδιαία µπάλα είναι συµπαγής.

Σύµφωνα µε αυτό το αποτέλεσµα σε χώρους Banach άπειρης διάστασης υπάρχουν

ϕραγµένες ακολουθίες που δεν έχουν συγκλίνουσα υπακολουθία. Αυτή η έλλειψη

συµπάγειας σε απειροδιάστατους χώρους Banach προκαλεί πολλές δυσκολίες στη

ϑεωρία των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Στην αντιµετώπιση αυτών των δυσκολιών,

καθοριστικό �όλο έχει η έννοια της ασθενούς σύγκλισης.

Ορισµος 1.5.2. Μια ακολουθία (un)n∈N σε ένα χώρο Banach X ονοµάζεται ασθε-

νώς συγκλίνουσα, δηλαδή

un ⇀ u

αν και µόνο αν

〈f, un〉 → 〈f, u〉 ∀f ∈ X∗

Το ακόλουθο ϑεώρηµα έχει κεντρικό �όλο στην απόδειξη ϑεωρηµάτων ύπαρξης

στη ϑεωρία των µερικών διαφορικών εξισώσεων.

Θεωρηµα 1.5.3. (Eberlein(1947), Šmuljian(1940))
Κάθε ϕραγµένη ακολουθία σε έναν ανακλαστικό χώρο Banach έχει ασθενώς συ-

γκλίνουσα υπακολουθία.

Αποδειξη. Η απόδειξη που ακολουθεί αφορά την ειδική περίπτωση διαχωρίσι-

µου χώρου Hilbert. Η περίπτωση αυτή είναι που ενδιαφέρει για την απόδειξη του

ϑεωρήµατος ύπαρξης στο κεφάλαιο δύο.

΄Εστω X ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert και έστω (un) µια ϕραγµένη ακολου-

ϑία στον X . Επιλέγουµε ένα αριθµήσιµο σύνολο {vk} που είναι πυκνό στον X και

χρησιµοποιούµε ένα διαγώνιο επιχείρηµα:
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(u11|v1), (u12|v1), (u13|v1) → a1

(u21|v2), (u22|v2), (u23|v2) → a2

Για την ακρίβεια, αυτό συµβαίνει διότι |(un|v1)| ≤ ‖un‖‖v1‖και άρα υπάρχει µια

υπακολουθία της (un) που συµβολίζεται µε (u1n) τέτοια ώστε (u1n|v1) → a1 καθώς

n→ ∞. Οµοίως υπάρχει µια υπακολουθία (u2n) της (u1n) τέτοια ώστε (u2n|v2) → a2

καθώς n → ∞ κλπ. ΄Ετσι λοιπόν, η διαγώνια ακολουθία (wn) µε wn = unn έχει την

ιδιότητα:
(wn|vk) → ak καθώς n→ ∞ για κάθε k ∈ N.

Επιπλέον έχουµε

|(wn − wm|v)| = |(wn − wm|v − vk) + (wn − wm|vk)| ≤
≤ ‖wn − wm‖‖v − vk‖ + |(wn − wm|vk)| < ε,

για κατάλληλο vk και για κάθε n,m ≥ n0(ε), αφού το {vk} είναι πυκνό στον X . ΄Αρα

υπάρχουν αριθµοί a(v) τέτοιοι ώστε καθώς n→ ∞

(1.5.1) (wn|v) → a(v) ∀v ∈ X.

Προφανώς η απεικόνιση v 7→ a(v) είναι γραµµική και από την (1.5.1) έχουµε ότι

|a(v)| ≤ ‖v‖ supn∈N ‖wn‖ για κάθε v ∈ X .

Από το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει w ∈ X ώστε a(v) = (w|v)
για κάθε v ∈ X . ΄Αρα από την (1.5.1) έχουµε ότι wn ⇀ w καθώς n→ ∞. �

΄Οταν γράφουµε un → u καθώς n→ ∞ σε ένα χώρο BanachX εννοούµε ότι ‖un−
u‖ → 0 καθώς n → ∞. Αυτή η κατά νόρµα σύγκλιση λέγεται και ισχυρή σύγκλιση

σε αντίθεση µε την ασθενή σύγκλιση. Τα ακόλουθα αποτελέσµατα χρησιµοποιούναι

συχνά.

Προταση 1.5.4. (Ιδιότητες της ασθενούς σύγκλισης.)
΄Εστω (un) µια ακολουθία στον πραγµατικό χώρο Banach X . Τότε:
a) Η ισχυρή σύγκλιση un → u καθώς n→ ∞ συνεπάγεται την ασθενή σύγκλιση un ⇀ u
καθώς n→ ∞.
b) Αν dimX < ∞ τότε η ασθενής σύγκλιση un ⇀ u καθώς n → ∞ συνεπάγεται την
ισχυρή σύγκλιση un → u καθώς n→ ∞.
c) Αν (un) είναι ϕραγµένη στον X και αν υπάρχει u ∈ X και ένα πυκνό σύνολο D στον
X∗ τέτοιο ώστε

〈f, un〉 → 〈f, u〉 ∀ f ∈ D ,

τότε un ⇀ u καθώς n→ ∞.

Αποδειξη. a) Αν un → u τότε 〈f, un〉 → 〈f, u〉 για κάθε f ∈ X∗ διότι το f είναι

συνεχές συναρτησοειδές.

b) ΄Εστω {ei}n
i=1 µια �άση του X . ΄Εστω (xn) µια ακολουθία του X µε xn ⇀ x.

΄Εχουµε xn = a1ne1 + a2ne2 + ... + aknek και x = a1e1 + a2e2 + ... + anken. Αρκεί

να δείξουµε ότι ‖xn − x‖ → 0. Για το σκοπό αυτό ϑέτω fi(x) = ai για κάθε i ≤ n.

Τότε το fi είναι συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές. ΄Ετσι για κάθε i ≤ n έχουµε

limn→∞ an = limn→∞ fi(xn) = fi(x) = ai, δηλαδή ain → ai καθώς n → ∞. ΄Αρα

για αρκετά µεγάλο n έχουµε ότι |ain − ai| < ε/n και έτσι έχουµε ‖xn − x‖1 =
∑n

i=1 |ain − ai| < n · ε/n = ε. ∆εδοµένου ότι dimX < ∞ όλες οι νόρµες είναι

ισοδύναµες και το συµπέρασµα έπεται.

c) ΄Εστω g ∈ X∗. ΄Εχουµε |〈g, un〉−〈g, u〉| = |〈g−f, un〉+〈f, un−u〉+〈f−g, u〉| ≤
‖g−f‖(‖un‖+‖u‖)+ |〈f, un−u〉| ≤ ε για κατάλληλο f ∈ D και για κάθε n ≥ n0(ε).
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�

Θεωρηµα 1.5.5. (Banach− Steinhaus (1927) ). Αν un ⇀ u καθώς n → ∞, τότε
η ακολουθία (un) είναι ϕραγµένη και ‖u‖ ≤ lim inf ‖un‖.

1.5.1. ΑΣΘΕΝΩΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΚΑ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΤΕΛΕΣΤΕΣ. ΄Εστω X,Y χώροι

Banach. Ο τελεστής A : X → Y ονοµάζεται ασθενώς ακολουθιακά συνεχής αν και

µόνο αν

un ⇀ u,

συνεπάγεται

Aun ⇀ Au,

καθώς n→ ∞
Ο �όλος των τελεστών αυτών, είναι καθοριστικής σηµασίας στις αποδείξεις ϑεω-

�ηµάτων ύπαρξης στις διαφορικές εξισώσεις. Συγκεκριµένα, στις µερικές διαφορικές

εξισώσεις, επιθυµούµε οι διαφορικοί τελεστές που εµπλέκονται να είναι ασθενώς α-

κολουθιακά συνεχείς, ώστε να είναι δυνατό το πέρασµα στο ασθενές όριο, µέσω µιας

προσεγγιστικής ακολουθίας λύσεων η οποία συγκλίνει ασθενώς.

Προταση 1.5.6. ΄Εστω X,Y χώροι Banach. Αν A : X → Y είναι γραµµικός και
συνεχής, τότε ο A είναι ασθενώς ακολουθιακά συνεχής.

Αποδειξη. ΄Εστω un ⇀ u. ΄Εχουµε 〈v,Aun〉 = 〈A∗v, un〉 και 〈v,Au〉 = 〈A∗v, u〉
όπου A∗ είναι ο δυϊκός τελεστής του A.

΄Αρα, 〈v,Aun〉 → 〈u,Au〉 καθώς n → ∞ για κάθε v ∈ Y ∗ δηλαδή, Aun ⇀ Au
καθώς n→ ∞. �

1.6. ΕΜΦΥΤΕΥΣΕΙΣ ΣΕ ΧΩΡΟΥΣ BANACH

Ορισµος 1.6.1. ΄Εστω X και Y χώροι Banach µε X ⊆ Y . Ο τελεστής εµφύτευσης

j : X → Y ορίζεται j(u) = u ∀u ∈ X .

i) Η εµφύτευση X ⊆ Y λέγεται συνεχής αν και µόνο αν ο τελεστής j είναι συνεχής,

δηλαδή

(1.6.1) ‖u‖Y ≤ const ‖u‖X ∀u ∈ X

ii) Η εµφύτευση X ⊆ Y λέγεται συµπαγής αν και µόνο αν ο j είναι συµπαγής τε-

λεστής, δηλαδή ισχύει η (1.6.1) και κάθε ϕραγµένη ακολουθία (un)n∈N του X έχει

υπακολουθία (ukn
)n∈N που συγκλίνει στον Y .

Γενικότερα, έχουµε εµφύτευση αν υπάρχουν δύο χώροι Banach X και Y και ένας

τελεστής j : X → Y που είναι ένα προς ένα. ∆εδοµένου ότι ο j είναι ένα προς ένα,

µπορούµε να ταυτίσουµε το u µε το j(u). Με αυτή την έννοια γράφουµε X ⊆ Y .

Θυµίζουµε ότι δύο νόρµες ‖ · ‖1 και ‖ · ‖2 στον χώρο Banach X ονοµάζονται

ισοδύναµες αν και µόνο αν υπάρχουν δύο ϑετικές σταθερές c και d ώστε ‖u‖1 ≤ c‖u‖2

και ‖u‖2 ≤ d‖u‖1 για κάθε u ∈ X .

Η σηµασία αυτής της έννοιας �ρίσκεται στο γεγονός ότι πολλές ιδιότητες διατηρού-

νται αν χρησιµοποιούµε ισοδύναµες νόρµες. Γενικά διατηρούνται όλες οι τοπολογικές

ιδιότητες αφού οι ισοδύναµες νόρµες επάγουν την ίδια τοπολογία.

Για παράδειγµα, οι νόρµες του H3(0, 1)
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‖u‖H3 =





∫ 1

0



u2 +

3
∑

j=1

(Dju)
2



 dx





1/2

,

‖u‖H3,∗ =

(∫ 1

0

(

u2 + (∂3u)2
)

dx

)1/2

,

οι οποίες ϑα χρησιµοποιηθούν στην τοποθέτηση του προβλήµατος αρχικών τιµών για

την εξίσωση KdV σε ασθενή µορφή, είναι ισοδύναµες.

1.7. ΤΡΙΑ∆ΕΣ ΕΞΕΛΙΞΗΣ

Ορισµος 1.7.1. Η τριάδα ”V ⊆ H ⊆ V ∗ λέγεται τριάδα εξέλιξης (evolution triple)

αν ισχύουν τα ακόλουθα:
i) Ο V είναι πραγµατικός, διαχωρίσιµος και ανακλαστικός χώρος Banach.

ii) Ο H είναι πραγµατικός, διαχωρίσιµος χώρος Hilbert.

iii) Η εµφύτευση V ⊆ H είναι συνεχής, δηλαδή

(1.7.1) ‖v‖H ≤ const ‖v‖V ∀v ∈ V,

και ο V είναι πυκνός στον H.

Το κίνητρο για τον ορισµό των τριάδων εξέλιξης προέρχεται από τους χώρους

συναρτήσεων V και H που εµφανίζονται στην ασθενή µορφή προβληµάτων αρχικών -

συνοριακών τιµών.

Η ακόλουθη πρόταση δίνει την έννοια µε την οποία ο εγκλεισµός H ⊆ V ∗ έχει

νόηµα. Σηµείο αναφοράς είναι η σχέση

(1.7.2)
〈

h̄, v
〉

V
= (h, v)H ∀v ∈ V.

Προταση 1.7.2. ΄Εστω ”V ⊆ H ⊆ V ∗” µια τριάδα εξέλιξης. Τότε ισχύουν τα
ακόλουθα
i) Σε κάθε h ∈ H αντιστοιχεί µέσω της (1.7.2) ένα γραµµικό συνεχές συναρτησοειδές
h̄ : V → R, δηλαδή h̄ ∈ V ∗.
ii) Η απεικόνιση h→ h̄ από το H στο V ∗ είναι γραµµική, ένα προς ένα και συνεχής.

Αποδειξη. ΄Εστω h ∈ H. Από την (1.7.1) έχουµε

|(h, v)H | ≤ ‖h‖H ‖v‖H ≤ const ‖h‖H ‖v‖V , ∀v ∈ V.

Υπάρχει µοναδικό συναρτησοειδές h̄ : V → R που αντιστοιχεί σε κάθε συνάρτηση

h ∈ H και από τη σχέση (1.7.2) προκύπτει

∣

∣

〈

h̄, v
〉

V

∣

∣

‖v‖V
≤ const‖h‖H ⇒

sup
v 6=0

∣

∣

〈

h̄, v
〉

V

∣

∣

‖v‖V
≤ const‖h‖H ⇒

∥

∥h̄
∥

∥

V ∗
≤ const‖h‖H

∆ηλαδή η απεικόνιση h → h̄ από το H στο V ∗ είναι συνεχής. Προφανώς είναι και
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γραµµική. Επίσης είναι και ένα προς ένα γιατί από το h̄ = 0 ⇒ (h, v)H = 0 ∀v ∈ V .

Ο χώρος V είναι πυκνός στον H και συνεπώς h = 0. �

Συµπερασµα. Από την τελευταία πρόταση προκύπτει ότι µπορούµε να ταυτίσουµε

το h̄ µε το h. Με αυτή την έννοια έχουµε H ⊆ V ∗ εποµένως µπορούµε να γράφουµε

h αντί για h̄. ΄Αρα ισχύουν τα ακόλουθα

〈h, v〉V = (h, v)H ∀h ∈ H, v ∈ V,

‖h‖V ∗ ≤ const ‖h‖H ∀h ∈ H.

Ορισµος 1.7.3. ΄Εστω X, X+ χώροι Banach. Τότε το {X,X+} λέγεται δυϊκό εύ-

γος (dual pair) αν ισχύουν τα ακόλουθα

i) Υπάρχει µια διγραµµική, ϕραγµένη απεικόνιση

(v, u) → 〈v, u〉X

από το X+ ×X → R.

ii) Αν 〈v, u〉X = 0 ∀u ∈ X , τότε v = 0.

iii) Αν 〈v, u〉X = 0 ∀v ∈ X , τότε u = 0.

∆ηλαδή η διγραµµική µορφή είναι µη εκφυλισµένη.

Τα δυϊκά εύγη είναι µια χρήσιµη γενίκευση της συνήθους δυϊκότητας στους

χώρους Banach. Σε πολλά προβλήµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων εµφανίζεται

η ανάγκη να χρησιµοποιηθούν τρεις διαφορετικοί χώροι Banach, οι V,H, V + µε

V ⊆ H ⊆ V + µε V + όχι απαραίτητα τον δυϊκό του V, V ∗. Θεωρούµε µόνο ότι το

{V, V +} αποτελεί ένα δυϊκό εύγος.

΄Ετσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµος 1.7.4. Η τριάδα ”V ⊆ H ⊆ V + λέγεται αποδεκτή τριάδα (admissible

triple) αν ισχύουν τα ακόλουθα

i) Ο H είναι πραγµατικός, διαχωρίσιµος χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο (·, ·)H .

ii) {V, V +} είναι ένα δυϊκό εύγος διαχωρίσιµων χώρων Banach µε την αντίστοιχη

διγραµµική µορφή 〈·, ·〉.
iii) Οι εµφυτεύσεις V ⊆ H ⊆ V + είναι συνεχείς και πυκνές.

iv) Για κάθε h ∈ H, v ∈ V ισχύει:

〈h, v〉 = (h, v)H .

Η έννοια της αποδεκτής τριάδας, που αποτελεί γενίκευση της τριάδας εξέλιξης, ορί-

στηκε από τους T. Kato & C. Lai για την αντιµετώπιση του ϑεωρήµατος ύπαρξης λύσης

για την εξίσωση του Euler.

1.8. ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ Korteweg - de Vries

Υπάρχουν αρκετά ϕυσικά συστήµατα η µοντελοποίηση των οποίων οδηγεί στην

εξίσωση KdV. Η εξίσωση KdV προήλθε αρχικά σαν ένα µοντέλο για κυµατισµό µικρού

πλάτους που διαδίδεται µέσα σε ένα στενό κανάλι µε �ηχό νερό. Το γεγονός ότι το

ϕαινόµενο εξελίσεται σε στενό κανάλι µας επιτρέπει να ϑεωρήσουµε τον κυµατισµό

διδιάστατο. Αυτό είναι το ϕυσικό σύστηµα που ϑα εξετάσουµε στη συνέχεια.

Θεωρούµε λοιπόν την κίνηση διδιάστατων κυµάτων στην επιφάνεια ενός υγρού.

Το µέγιστο πλάτος του κυµατισµού a ϑεωρείται µικρό σε σχέση µε το �άθος του υγρού

h, ενώ το µήκος κύµατος l, ϑεωρείται µεγάλο σε σύγκριση µε το h. Οι παράµετροι
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ε = a/h και δ = h/l παίζουν σηµαντικό �όλο στη διάδοση της διαταραχής όπως ϑα

ϕανεί στη συνέχεια.

Η κίνηση του �ευστού περιγράφεται από το διάνυσµα της ταχύτητας V (x, y, t) =
iu(x, y, t) + jv(x, y, t) όπου i και j είναι τα µοναδιαία διανύσµατα στην οριζόντια και

κατακόρυφη διεύθυνση αντίστοιχα. Θεωρούµε ότι η �οή του �ευστού είναι αστρόβιλη,

δηλαδή ∇ × V = 0. Επίσης υποθέτουµε ότι η πυκνότητα του �ευστού, ρ, είναι

σταθερή, έτσι ώστε η εξίσωση συνέχειας να απλοποιείται στην ∇V = 0. Τότε µπορούµε

να ϑέσουµε V = ∇φ µε ∇2φ = 0.

Το �ευστό ϑεωρείται ϕραγµένο από ένα οριζόντιο πυθµένα, έτσι ώστε φy(x, 0) = 0.

Το άνω σύνορο είναι η ελεύθερη επιφάνεια y1 = h+ η(x, t). Στη συνέχεια όλοι οι όροι

που αναφέρονται στην ελεύθερη επιφάνεια ϑα δηλώνονται µε τον δείκτη 1. Οι συνο-

�ιακές συνθήκες στην ελεύθερη επιφάνεια είναι µη γραµµικές και σε αυτό εντοπίζεται

η πολυπλοκότητα του προβλήµατος. Για την ελεύθερη επιφάνεια y1 = h + η(x, t),
µπορούµε να γράψουµε

(1.8.1)
∂y1
∂t

=
∂η

∂t
+
∂η

∂x

dx1

dt
.

∆εδοµένου ότι dy1/dt = v1 = ∂φ1/∂y και dx1/dt = u1 = ∂φ1/∂x έχουµε την πρώτη

συνοριακή συνθήκη στις ακόλουθες µορφές

(1.8.2) v1 = ηt + ηxu1,

ή

(1.8.3) φ1y = ηt + ηxφ1x.

Η δεύτερη συνοριακή συνθήκη προέρχεται από τη διατήρηση της ορµής

(1.8.4)
DV

Dt
=
∂V

∂t
+ (V∇)V = −1

ρ
∇p− gj,

όπου ρ είναι η πυκνότητα του υγρού, p, η πίεση σε κάθε σηµείο του �ευστού, και g η

επιτάχυνση της �αρύτητας. Από την ταυτότητα 1
2∇(V 2) = V × (∇ × V ) + (V · ∇)V

και επειδή έχουµε υποθέσει ότι η �οή είναι αστρόβιλη, δηλαδή ∇× V = 0 η εξίσωση

(1.8.4) γράφεται ∇(φt + 1
2V

2 + p/ρ + gy) = 0. Αυτό σηµαίνει ότι η ποσότητα µέσα

στο ∇ εξαρτάται µόνο από το χρόνο. ΄Αρα ολοκληρώνοντας και ενσωµατώνοντας την

συνάρτηση του χρόνου που εµφανίζεται στη συνάρτηση δυναµικού φ ϕτάνουµε στην

σχέση

(1.8.5) φt +
1

2
(∇φ)2 +

p

ρ
+ gy = 0.

Εφαρµόζουµε τώρα την τελευταία έκφραση στην ελεύθερη επιφάνεια ϑεωρώντας p1 =
0, και παραγωγίζοντας ως προς x, ϕτάνουµε στη δεύτερη συνοριακή συνθήκη η οποία

έχει τη µορφή

(1.8.6) u1t + u1u1x + v1v1x + gηx = 0.

΄Ετσι η κίνηση στην ελεύθερη επιφάνεια περιγράφεται από τη λύση της εξίσωσης La-

place η οποία να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες (1.8.2) και (1.8.6).
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∆εδοµένου ότι ενδιαφερόµαστε µόνο για µικρές τιµές του y (δηλαδή h << l), ϑα

προσπαθήσουµε να πάρουµε µια ικανοποιητική λύση της εξίσωσης Laplace χρησιµο-

ποιώντας τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος

(1.8.7) φ(x, y, t) =

∞
∑

n=0

ynφn(x, t).

Αντικαθιστώντας αυτή την έκφραση στην εξίσωση Laplace παίρνουµε το εξής

∞
∑

n=0

yn{φn,xx + (n+ 2)(n+ 1)φn+2} = 0 ⇒

φn,xx + (n+ 2)(n+ 1)φn+2 = 0.(1.8.8)

Επίσης είναι εύλογο να υποθέσουµε ότι η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας

στον πυθµένα είναι µηδενική, δηλαδή

(1.8.9) v|bottom = φy(x, 0) = 0.

Η σχέση (1.8.9), συνεπάγεται ότι φ1 = 0. ΄Αρα όλα τα φn για n περιττό µηδενίζονται

και έτσι παίρνουµε

(1.8.10) φ =

∞
∑

n=0

(−1)ny2n

(2n)!
φ

(2n)
0 .

Κατά συνέπεια, οι συνιστώσες της ταχύτητας στην ελεύθερη επιφάνεια είναι

u1 = φx1 = f − 1

2
y2
1fxx + ...

v1 = φy1 = −y1fx +
1

6
y3
1fxxx + ...(1.8.11)

όπου f(x, t) = ∂φ0(x, t)/∂x.

Τώρα εισάγουµε αδιάστατες ανεξάρτητες µεταβλητές ϑέτοντας x = lx′ και t =
(l/c0)t

′. Οµοίως, ϑέτουµε για τις εξαρτηµένες µεταβλητές η = aη′, u1 = εc0u
′
1,

v1 = εδc0v
′
1, και f = εc0f

′. Επίσης ϑέτουµε y1 = h(1 + εη′). ΄Ετσι από την (1.8.11)

για τις αδιάστατες ταχύτητες έχουµε

u′1 = f ′ − 1

2
δ2
∂2f ′

∂x′2
,

v′1 = −(1 + εη′)
∂f ′

∂x′
+

1

6
δ2
∂3f ′

∂x′3
,(1.8.12)

και η πρώτη και η δεύτερη συνοριακές συνθήκες (1.8.2) και (1.8.6), γίνονται

∂η′

∂t′
+
∂f ′

∂x′
+ εη′

∂f ′

∂x′
+ εf ′ ∂η

′

∂x′
− 1

6
δ2
∂3f ′

∂x′3
= 0.(1.8.13)

∂f ′

∂t′
+
∂η′

∂x′
+ εf ′∂f

′

∂x′
− 1

2
δ2

∂3f ′

∂x′2∂t′
= 0.(1.8.14)

Οι εξισώσεις αυτές τώρα επιλύονται εύκολα χρησιµοποιώντας µια µέθοδο διαταραχών.

Πρώτα παρατηρούµε ότι όταν τα ε και δ ϑεωρηθούν αµελητέα, προκύπτει η′t′ +f ′
x′ = 0
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και f ′
t′ + η′x′ = 0. Τώρα εισάγουµε στην (1.8.14) την ακόλουθη σειρά διαταραχής

κρατώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης ως προς ε και δ2

(1.8.15) f ′ = η′ + εF + δ2G.

Και αφαιρώντας την εξίσωση (1.8.13) από την (1.8.14) παίρνουµε

(1.8.16) ε

(

2
∂F

∂x′
+ η′

∂η′

∂x′

)

+ δ2
(

2
∂G

∂x′
− 2

3

∂3η′

∂x′3

)

= 0.

∆εδοµένου ότι οι ποσότητες ε και δ έχουν διαφορετικό ϕυσικό νόηµα και είναι ανε-

ξάρτητες εξαφανίζονται χωριστά. ΄Ετσι παίρνουµε F = − 1
4 (η′)2 και G = 1

3∂
2η′/∂x′2.

΄Ετσι το f ′ µπορεί τώρα να εκφραστεί συναρτήσει του η′ και αν αντικατασταθεί στην

(1.8.13) δίνει

(1.8.17)
∂η′

∂t′
+
∂η′

∂x′
+

3

2
εη′

∂η′

∂x′
+

1

6
δ2
∂3η′

∂x′3
= 0.

Ο όρος ∂η′/∂x′ εξαλειφεται µέσω του µετασχηµατισµού ξ = x′ − t′, τ = t′. ΄Ετσι

η εξίσωση που προκύπτει έχει τη µορφή της εξίσωσης Korteweg de Vries. Τώρα αν

πολλαπλασιάσουµε το αποτέλεσµα µε 9ε/δ4 και ϑέσουµε w := 3εη/2δ2 και τ ′ :=
δ2τ/6 παίρνουµε

wτ ′ + 6wwξ + wξξξ = 0.

Σε πολλά συστήµατα �έβαια δεν µπορούµε να αγνοήσουµε την απώλεια ενέργειας

και τις εξωτερικές διεγέρσεις. Στις περιπτώσεις αυτές οδηγούµαστε σε µια εξίσωση της

µορφής

(1.8.18) ut + uux + uxxx + L(u) = f,

όπου η f εκφράζει την εξωτερική διέγερση και το L(u) είναι ο όρος απόσβεσης. Για

την περίπτωση που ϑα µελετηθεί στη συνέχεια ο όρος της απόσβεσης είναι L(u) = γu
και η εξίσωση έχει τη µορφή ut + uux + uxxx + γu = f όπου η f είναι ανεξάρτητη

του χρόνου.
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ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑ ΛΥΣΗΣ ΓΙΑ ΤΟ

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΡΧΙΚΩΝ ΤΙΜΩΝ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ KdV

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται αποτελέσµατα που αφορούν την ύπαρξη

και µοναδικότητα λύσης για το πρόβληµα αρχικών τιµών για την εξίσωση KdV µε

απόσβεση και εξωτερική διέγερση :

(2.0.19) ut + uux + uxxx + γu = f,

(2.0.20) u(x, 0) = u0(x).

Επίσης ϑεωρούµε περιοδικές συνοριακές συνθήκες και συγκεκριµένα u(x, t) = u(x+
1, t) = 0. Η µελέτη του προβλήµατος (2.0.19) - (2.0.20) �ασίζεται κατ’ αρχήν στη

διατύπωσή του σε γενικευµένη µορφή και στη χρήση της έννοιας των αποδεκτών

τριάδων (admissible triple) οι οποίες, όπως έχει ήδη αναφερθεί, αποτελούν γενίκευση

της έννοιας των τριάδων εξέλιξης V ⊆ H ⊆ H∗ ⊆ V ∗. Η εισαγωγή της έννοιας των

αποδεκτών τριάδων έγινε από τους T. Kato & C. Lai στο [3] για την αντιµετώπιση του

προβλήµατος ύπαρξης λύσης της εξίσωσης Euler.

2.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Για τη συναρτησιακή τοποθέτηση του προβλήµατος ϑα ϑεωρήσουµε χώρους So-

bolev περιοδικών συναρτήσεων. Συγκεκριµένα εισάγουµε τους χώρους

Lper(0, 1) = {u ∈ Lloc(R) : u(x) = u(x+ 1)},
και

Hm
per(0, 1) = {u ∈ Hm

loc(R) : u(k) ∈ Lper(0, 1) , ∀k ∈ {0, 1, 2, ...m},
όπου το m είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος. ∆ηλαδή ο Hm

per(0, 1) αποτελείται από

όλες τις περιοδικές συναρτήσεις που είναι τοπικά ολοκληρώσιµες στον Hm(R). Ο

χώρος αυτός εφοδιάζεται µε τη νόρµα του Hm(0, 1) δηλαδή

‖u‖Hm
per

=





m
∑

j=0

‖u(j)‖2
L2





1/2

.

Ο χώρος Hm
per(0, 1) έχει τις ίδιες ιδιότητες µε τον Hm(0, 1) και σε ότι ακολουθεί αντί

για Hm
per(0, 1) ϑα γράφουµε απλά Hm.

Ορισµος 2.1.1. Μια οικογένεια {V,H, V +} τριών πραγµατικών διαχωρίσιµων χώ-

�ων Banach ονοµάζεται αποδεκτή τριάδα αν ισχύουν τα ακόλουθα :
i) Ο H είναι πραγµατικός, διαχωρίσιµος χώρος Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο (·, ·)H

και νόρµα ‖ · ‖H = (·, ·)1/2
H .

ii) Οι εµφυτεύσεις V ⊆ H ⊆ V + είναι συνεχείς και πυκνές.

16
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iii) Υπάρχει µια συνεχής, µη εκφυλισµένη διγραµµική µορφή 〈·, ·〉 στον V +×V τέτοια

ώστε 〈v, u〉 = (v|u)H για v, u ∈ H.

Σε µια αποδεκτή τριάδα γενικά ισχύει V + 6= V ∗. Στη συνέχεια αναφέρονται

κάποια χρήσιµα λήµµατα.

Για το πρόβληµα (2.0.19)-(2.0.20) επιλέγουµε την τριάδα {H6, H3, L2}.

Ληµµα 2.1.2. Η οικογένεια χώρων {H6, H3, L2} είναι µια αποδεκτή τριάδα.

Αποδειξη. Αρκεί να αποδείξουµε την ιδιότητα iii) του προηγούµενου ορισµού.

Θεωρούµε τη διγραµµική µορφή 〈·, ·〉 : L2×H6 → R που ορίζεται από το ολοκλήρωµα

(2.1.1) 〈v, u〉 =

∫ 1

0

(uv − ∂6uv)dx , ∀u ∈ H6, v ∈ L2

Η διγραµµική µορφή (2.1.1) είναι συνεχής διότι :

|〈v, u〉| ≤ ‖u‖L2‖v‖L2 + ‖∂6u‖L2‖v‖L2 ≤ 2‖u‖H6‖v‖L2

Τέλος ϑα πρέπει να δείξουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο που προέρχεται από τη δι-

γραµµική µορφή (2.1.1) επάγει µια ισοδύναµη νόρµα στον H3. Για το σκοπό αυτό

παρατηρούµε ότι η ισοδύναµη νόρµα του H3

‖u‖H3,∗ =

(∫ 1

0

(

u2 + (∂3u)2
)

dx

)1/2

,

επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο [v, u]H3 :=
∫ 1

0
(uv + ∂3u∂3v)dx , ∀u, v ∈ H3

που προέρχεται από την διγραµµική µορφή (2.1.1) . �

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε το µη γραµµικό τελεστή A : H3 → L2, µε Au =
uux + uxxx + γu . Στόχος είναι να γραφτεί η εξίσωση (2.0.19) σε γενικευµένη µορφή.

Για να γίνει αυτό πολλαπλασιάζουµε την (2.0.19) µε v ∈ H6 και ολοκληρώνουµε :

(2.1.2)

∫ 1

0

utvdx +

∫ 1

0

(uux + uxxx + γu− f)vdx = 0.

Οµοίως πολλαπλασιάζουµε την (2.0.19) µε −∂6v και ολοκληρώνουµε :

(2.1.3) −
∫ 1

0

ut∂
6vdx−

∫ 1

0

(uux + uxxx + γu− f)∂6vdx = 0.

Από τις σχέσεις (2.1.2) και (2.1.3) προκύπτει η ασθενής (ή γενικευµένη) ϕόρµουλα

που ϑα χρησιµοποιήσουµε

(2.1.4)
d

dt
〈u, v〉 + 〈Au, v〉 = 〈f, v〉.

Μια συνάρτηση u καλέιται ασθενής (ή γενικευµένη) λύση του προβλήµατος (2.0.19) -

(2.0.20) αν ικανοποιεί την ϕόρµουλα (2.1.4). Αυστηρός ορισµός της ασθενούς λύσης

που ϑα αναζητήσουµε ϑα δοθεί στη συνέχεια.

Τα λήµµατα που ακολουθούν περιγράφουν ορισµένες χρήσιµες ιδιότητες του τε-

λεστή A. Πριν διατυπώσουµε τα λήµµατα αυτά είναι χρήσιµο να αναφέρουµε δύο

ορισµούς.

Ορισµος 2.1.3. ΄Ενας τελεστής A : X → Y , λέγεται τοπικά ϕραγµένος (localy

bounded) αν για κάθε u ∈ BR(0) = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ R}, υπάρχει C(R) > 0 τέτοιο

ώστε να ισχύει ‖Au‖Y ≤ C(R)‖u‖X .
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Ορισµος 2.1.4. ΄Ενας τελεστής A : X → Y λέγεται τοπικά Lipschitz συνεχής

(locally Lipschitz continuous) αν για κάθε u, v ∈ BR(0) = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ R} του

X υπάρχει σταθερά L(R) τέτοια ώστε να ισχύει ‖Au−Av‖ ≤ L(R)‖u− v‖.

Ληµµα 2.1.5. Ο τελεστής A : H3 → L2 είναι τοπικά ϕραγµένος.

Αποδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι ο µη γραµµικός όρος του τελεστή A είναι τοπικά

ϕραγµένος. ∆ηλαδή ο όρος Tu = uux, όπου u ∈ BR(0) ⊂ H3 . Πράγµατι

‖Tu‖2
L2 =

∫ 1

0

|uux|2dx ≤ sup
x∈[0,1]

|u|2
∫ 1

0

|ux|2dx =

= sup
x∈[0,1]

|u|2‖ux‖2
L2 ≤ C0(R)‖u‖2

H3 ,

άρα

‖Au‖L2 ≤ ‖uux‖L2 + ‖uxxx‖L2 + ‖γu‖L2 ≤
≤ C

1/2
0 ‖u‖H3 + ‖u‖H3 + γ‖u‖H3 =

=
(

C
1/2
0 + 1 + γ

)

‖u‖H3 = C(R)‖u‖H3 .

∆ηλαδή ο τελεστής A είναι ϕραγµένος. �

Ληµµα 2.1.6. Ο τελεστής A : H3 → L2 είναι τοπικά Lipschitz συνεχής.

Αποδειξη. Οι γραµµικοί όροι του τελεστή A είναι τοπικά Lipschitz συνεχείς γιατί

είναι ϕραγµένοι. Εποµένως, αρκεί να δειχτεί ότι ο µη γραµµικός τελεστής T είναι

τοπικά Lipschitz συνεχής. ΄Εστω u, v ∈ BR(0) ⊂ H3. ΄Εχουµε ότι

‖Tu− Tv‖L2 = ‖uux − vvx‖L2 = ‖uux − vux + vux − vvx‖L2 ≤
≤ ‖uux − vux‖L2 + ‖vux − vvx‖L2 =

= ‖(u− v)ux‖L2 + ‖v(ux − vx)‖L2 =

=

(∫ 1

0

|(u − v)ux|2dx
)1/2

+

(∫ 1

0

|v(|ux − vx)|2
)1/2

≤

≤ sup
x∈[0,1]

|ux|
(∫ 1

0

|u − v|2dx
)1/2

+

+ sup
x∈[0,1]

|vx|
(∫ 1

0

|ux − vx|2dx
)1/2

=

= ‖ux‖∞‖u− v‖L2 + ‖v‖∞‖ux − vx‖L2 ≤
≤ ‖ux‖∞‖u− v‖H3 + ‖v‖∞‖u− v‖H3 =

= (‖ux‖∞ + ‖v‖∞)‖u− v‖H3 ≤ (‖u‖H3 + ‖v‖H3)‖u− v‖H3 ≤
≤ C(R)‖u− v‖H3

΄Αρα πράγµατι ο τελεστής A είναι τοπικά Lipschitz συνεχής διότι :
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‖Au−Av‖L2 = ‖uux + uxxx + γu− vvx − vxxx − γv‖L2 ≤
≤ ‖uux − vvx‖L2 + ‖uxxx − vxxx‖L2 + γ‖u− v‖L2 ≤
≤ (‖ux‖∞ + ‖v‖∞ + 1 + γ)‖u− v‖H3 ≤
≤ (‖u‖H3 + ‖v‖H3 + 1 + γ)‖u− v‖H3 ≤
≤ L(R)‖u− v‖H3

�

Θα αναφέρουµε ένα λήµµα που ϑα µας επιτρέψει να δείξουµε ότι ο µη γραµµι-

κός τελεστής T είναι ασθενώς ακολουθιακά συνεχής. Την απόδειξη του ακόλουθου

λήµµατος µπορεί να �ρει κανείς στο [2] σε πιο γενική µορφή.

Ληµµα 2.1.7. ΄Εστω (unwn)n∈N ϕραγµένη ακολουθία στον Hm(0, 1) όπου m =
0, 1, 2, ... και

un → u στo C[0, 1],

wn ⇀ w στo L2(0, 1),

όπου u,w : (0, 1) → R. Τότε ισχύει ότι

unwn ⇀ uw στo Hm(0, 1).

Ληµµα 2.1.8. Ο τελεστής A : H3 → L2 είναι ακολουθιακά ασθενώς συνεχής.

Αποδειξη. Ο γραµµικός τελεστής Lu = uxxx + γu είναι ασθενώς ακολουθιακά

συνεχής γιατί είναι συνεχής.

΄Αρα αρκεί να δείξουµε ότι ο µη γραµµικός τελεστής Tu = uux είναι ασθε-

νώς ακολουθιακά συνεχής. ΄Εστω un ⇀ u καθώς n → ∞. Τότε και η ακολουθία

(∂xun) ⊆ H2συγκλίνει ασθενώς µε ∂xun ⇀ ∂xu καθώς n → ∞ διότι ο τελεστής ∂x

είναι γραµµικός και συνεχής. Επειδή η εµφύτευση H3(0, 1) ⊆ C[0, 1] είναι συµπα-

γής η ακολουθία (un) συγκλίνει ισχυρά στον C[0, 1], δηλαδή un → u καθώς n→ ∞.

΄Ετσι από το προηγούµενο λήµµα προκύπτει ότι un∂xun ⇀ uux στον H2. ∆ηλαδή

Tun ⇀ Tu καθώς n→ ∞. �

Ληµµα 2.1.9. Υπάρχει µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση g : R+ → R+ τέτοια ώστε

(2.1.5) |〈Au, u〉| ≤ g(‖u‖2
H3) ∀u ∈ H6

Αποδειξη. Για κάθε u ∈ H6, γράφουµε τον όρο 〈Au, u〉, ως

〈Au, u〉 = B(u, u) + C(u, u) +D(u, u) + E(u, u),

όπου

B(u, u) =

∫ 1

0

(u(3)u− u(3)u(6))dx

C(u, u) =

∫ 1

0

uuxudx

D(u, u) = −
∫ 1

0

uuxu
(6)dx

E(u, u) = γ

∫ 1

0

(uu+ u(3)u(3))dx
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Θα προσπαθήσουµε να πάρουµε εκτιµήσεις για τους παραπάνω όρους υποβιβά-

οντας, όπου χρειάζεται, τους όρους όπου εµφανίζονται παράγωγοι ανώτερης τάξης,

µε ολοκληρώσεις κατά παράγοντες και χρήση των συνοριακών συνθηκών. Κατ’ αρχήν

για την ποσότητα B(u, u) παρατηρούµε ότι

B(u, u) =

∫ 1

0

(u(3)u− u(3)u(6))dx = −
∫ 1

0

(uu(3) − u(6)u(3))dx =

= −B(u, u),

και κατά συνέπεια B(u, u) = 0. Για την ποσότητα C(u, u), έχουµε

C(u, u) =

∫ 1

0

u2uxdx ≤ ‖u‖2
L2‖ux‖∞ ≤ C1‖u‖3

H3 .

Παρόµοια, για τον E(u, u), έχουµε

E(u, u) = γ

∫ 1

0

(uu+ u(3)u(3))dx = γ‖u‖2
L2 + γ‖u(3)‖L2 ≤ 2γ‖u‖2

H3.

Τέλος, για τον όρο D(u, u), ο οποίος περιλαµβάνει όρο έκτης τάξης ως προς την

παράγωγο, πρώτα υποβιβάζουµε την τάξη και στη συνέχεια προχωρούµε σε εκτιµήσεις

D(u, u) = −
∫ 1

0

uuxu
(6)dx =

∫ 1

0

(uux)(3)u(3)dx =

=

∫ 1

0

[(uxux + uuxx)]xxuxxxdx =

=

∫ 1

0

[(uxxxux + 3(uxx)2 + 3uxxxux)uxxx + uuxxxuxxx]dx =

=

∫ 1

0

[(uxxxux + 3(uxx)2 + 3(uxxxux)uxxx +
1

2
u[(uxxx)2]x]dx =

=

∫ 1

0

[(uxxx)2ux + 3(uxx)2uxxx + 3(uxxx)2ux −

−1

2
ux[(uxxx)2]x]dx ≤

≤ ‖uxxx‖2
L2‖ux‖∞ + 3‖uxx‖2

L2‖uxxx‖∞ +

+3‖uxxx‖2
L2‖ux‖∞ +

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

1

2
ux(uxxx)2dx

∣

∣

∣

∣

≤

≤ C0[‖u‖2
H3‖u‖H3 + 3‖u‖2

H3‖u‖H3 +

+3‖u‖2
H3‖u‖H3 +

1

2
‖ux‖∞‖uxxx‖2

L2 ≤ C2‖u‖3
H3 .

΄Αρα, καταλήγουµε στην εξής εκτίµηση

|〈Au, u〉| = |B(u, u) + C(u, u) +D(u, u) + E(u, u)| ≤
≤ |B(u, u)| + |C(u, u)| + |D(u, u)| + |E(u, u)| ≤
≤ C1‖u‖3

H3 + C2‖u‖3
H3 + 2γ‖u‖2

H3 =

= C3‖u‖3
H3 + 2γ‖u‖2

H3 = g(‖u‖2
H3)

΄Οπου g : R+ 7→ R+ είναι αύξουσα συνάρτηση µε g(x) = C3x
3/2 + 2γx �
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2.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΚΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑΣ ΛΥΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ

ΕΞΙΣΩΣΗ KdV

Προχωρούµε στον ορισµό της ασθενούς λύσης του προβλήµατος (2.0.19)-(2.0.20).

Ορισµος 2.2.1. Για δεδοµένο u0 ∈ H3 και f ∈ L2, λύση του προβλήµατος

(2.0.19)-(2.0.20) ορίζουµε να είναι µια συνάρτηση u(x, t) ∈ C([0, T ], H3)∩C1([0, T ], L2)
που ικανοποιεί για κάθε v ∈ H6 στο [0, T ] τη ϕόρµουλα

(2.2.1) 〈ut, v〉 + 〈Au, v〉 = 〈f, v〉,

(2.2.2) u(0) = u0,

για κάποιο T > 0.

Θεωρηµα 2.2.2. ΄Εστω u0 ∈ H3. Τότε υπάρχει T ≥ 0, τέτοιο ώστε το πρόβλη-
µα (2.0.19)-(2.0.20) να έχει µοναδική λύση που να ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό.
Επιπλέον u ∈ C([0, T ], H3) και ut ∈ C([0, T ], L2).

Αποδειξη. Α. ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑ

΄Εστω u, v δύο λύσεις του προβλήµατος (2.0.19)-(2.0.20) οι οποίες αντιστοιχούν στην

ίδια αρχική συνθήκη u(0) = v(0) = u0. ∆ηλαδή ϑεωρούµε ότι το πρόβληµα δεν έχει

µοναδική λύση και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Τότε έχουµε ότι

ut − vt + uux − vvx + uxxx − vxxx + γu− γv = 0,

ή υπό τη µορφή τελεστή,

ut − vt +Au−Av = 0,

και υπολογίζοντας το εσωτερικό γινόµενο,

(ut − vt +Au−Av|u − v) = 0,

καταλήγουµε στην εξίσωση,

d

dt
‖u(t) − v(t)‖2

L2 = −2(Au(t) −Av(t)|u(t) − v(t))L2 , ∀t ∈ [0, T ].

Τώρα ϑέλουµε να υπολογίσουµε µια εκτίµηση για την ποσότητα (Au − Av|u − v).
΄Εχουµε ότι

(Au −Av|u− v)L2 = (uux − vvx + uxxx − vxxxγu− γv|u− v)L2 =

= (uux − vvx|u− v)L2 + (uxxx − vxxx|u− v)L2 +

+γ(u− v|u− v)L2 .

Στη συνέχεια ϑα εκτιµήσουµε κάθε όρο της ποσότητας αυτής
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|γ(u− v|u− v)L2 | = γ‖u− v‖2
L2.

(uxxx − vxxx|u− v)L2 =

∫ 1

0

(uxxx − vxxx)(u − v)dx =

= −
∫ 1

0

(u− v)(uxxx − vxxx)dx = 0.

|(uux − vvx|u− v)L2 | = |
∫ 1

0

(uux − vvx)(u− v)dx| =

= |
∫ 1

0

[u(ux − vx)(u − v) + (u− v)vx(u− v)]dx| =

= | − 1

2

∫ 1

0

ux(u− v)2dx+

∫ 1

0

vx(u− v)2dx| ≤

≤ sup |ux|
∫ 1

0

(u− v)2dx+ sup |vx|
∫ 1

0

(u− v)2dx ≤

≤ C0(R)‖u− v‖2
L2 .

Τελικά καταλήγουµε στη διαφορική ανισότητα

d

dt
‖u(t) − v(t)‖2

L2 ≤ C(R)‖u− v‖2
L2 , C > 0,

στην οποία ϑέτουµε φ := u− v και παίρνουµε

(2.2.3)
d

dt
‖φ‖2

L2 ≤ C(R)‖φ‖2
L2 .

Ολοκληρώνοντας την (2.2.3), παίρνουµε

(2.2.4)

∫ t

0

d
ds‖φ‖2

L2

‖φ‖2
L2

ds ≤
∫ t

0

C(R)ds,

η οποία δίνει την

(2.2.5) ln ‖φ(t)‖2
L2 − ln ‖φ(0)‖2

L2 ≤ C(R)t.

Και από την (2.2.5) προκύπτει η

‖φ(t)‖2
L2 ≤ ‖φ(0)‖2

L2eC(R)t.

΄Οµως, από τις αρχικές συνθήκες παίρνουµε,

φ(0) = u(0) − v(0) = u0 − u0 = 0.

Κατά συνέπεια,

‖φ(t)‖2
L2 ≤ 0 ⇒ ‖φ‖L2 = 0.

Εποµένως, φ(t) = 0 σχεδόν παντού, και άρα u = v.

Β. ΥΠΑΡΞΗ

Περιγραφή της �ασικής ιδέας για την απόδειξη - Τροποποιηµένη µέθοδος

Galerkin. Η απόδειξη για την ύπαρξη λύσης �ασίζεται στη µέθοδο Galerkin: κατα-

σκευάζεται µια προσεγγιστική ακολουθία λύσεων µέσω ενός κατάλληλου συστήµατος

συνήθων διαφορικών εξισώσεων το οποίο προκύπτει από ’’προβολή’’ του αρχικού προ-

�λήµατος σε χώρο πεπερασµένης διάστασης. Για την ακολουθία αυτή λαµβάνονται
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κατάλληλες εκτιµήσεις οι οποίες εξασφαλίζουν το πέρασµα στο όριο - µε την έννοια

της ασθενούς σύγκλισης - στην ασθενή ϕόρµουλα για τη λύση. Το ασθενές αυτό όριο

της προσεγγιστικής ακολουθίας είναι και η ασθενής λύση του προβλήµατος.

Η µέθοδος που ϑα εφαρµοστεί εδώ αποτελεί µια σηµαντική τροποποίηση της µε-

ϑόδου Galerkin, η οποία οφείλεται στους T. Kato & C. Lai. Η τροποποίηση αυτή,

�ασίζεται στο συνδιασµό της ιδέας της αποδεκτής τριάδας εξέλιξης µε αρχές σύγκρι-

σης συνήθων διαφορικών εξισώσεων για τη λήψη των απαραίτητων εκτιµήσεων για

την προσεγγιστική ακολουθία. Ο συνδυασµός αυτός, επιτρέπει µεγαλύτερη ευελιξία

στους υπολογισµούς µε αποτέλεσµα την παραγωγή εκτιµήσεων και τελικά τη σύγκλι-

ση σε λύση, σε χώρο µεγαλύτερης οµαλότητας. Συγκεκριµένα αποδεικνύεται ύπαρξη

ισχυρής λύσης (κλάσης H3).

Απόδειξη του αποτελέσµατος της ύπαρξης. Θεωρούµε µια ακολουθία υπό-

χωρων πεπερασµένης διάστασης (Mn)n∈N του H6 τέτοια ώστε M1 ⊂ M2 ⊂ ...H6 και
⋃

n∈N
Mn= H6 ⊆ H3. ∆ηλαδή η ένωσή τους είναι πυκνή στον H3.

Για κάθε n ∈ N η ορθογώνια προβολή Pn : H3 → Mn ορίζεται ως εξής :

(2.2.6) Pnu =

k
∑

i=1

(u|ei)H3ei

όπου {e1, e2, ..., ek} είναι µια ορθοκανονική �άση του Mn ⊂ H3. Επίσης ισχύει ότι

(2.2.7) Pnu = u, ∀u ∈Mn.

Η επέκταση της προβολής (2.2.6) σε ένα ϕραγµένο γραµµικό τελεστή (διατηρείται

το ίδιο σύµβολο για τον τελεστή) Pn : L2 → H6 δίνεται ως εξής :

(2.2.8) Pnu =

k
∑

i=1

〈u, ei〉ei , u ∈ L2

και �λεπουµε εύκολα ότι ικανοποιεί τη σχέση :

(2.2.9) 〈v, Pnu〉 = 〈u, Pnv〉 , ∀u, v ∈ L2.

Τώρα ϑεωρούµε το προσεγγιστικό πρόβληµα :

(2.2.10) ∂tun(t) + PnAun(t) = Pnf , un(t) ∈Mn

(2.2.11) un(0) = Pnu0

Αναζητούµε µια λύση un : [0, T ] → Mn του προβλήµατος (2.2.10)-(2.2.11) για

κατάλληλο T > 0.

Ο τελεστής A : H3 → L2 είναι ασθενώς ακολουθιακά συνεχής και ο τελεστής

Pn : L2 → H6 είναι συνεχής. Κατά συνέπεια και καθώς Mn ⊂ H6 ⊂ H3 ⊂ L2,

προκύπτει ότι ο τελεστής

PnA : Mn → Mn

είναι ασθενώς ακολουθιακά συνεχής. ∆εδοµένου ότι dimMn = k <∞ προκύπτει ότι ο

τελεστής PnA είναι συνεχής. Επίσης, ο τελεστήςA : H3 → L2 είναι τοπικά ϕραγµένος

ενώ ο τελεστής Pn : L2 → H3 είναι ϕραγµένος. ΄Αρα αν BR = {u ∈ Mn : ‖u‖ ≤ R}
είναι η κλειστή µοναδιαία σφαίρα τουMn, τότε υπάρχει ϑετική σταθεραC(R) έτσι ώστε

‖PnAun‖ ≤ C(R)‖Pn‖‖un‖ ≤ C1(R)‖un‖.
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Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι η εικόνα της BR µέσω του τελεστή PnA είναι

ϕραγµένη. ΄Αρα ο τελεστής PnA : Mn → Mn είναι συµπαγής γιατί τα ϕραγµένα

σύνολα σε χώρους πεπερασµένης διάστασης είναι σχετικά συµπαγή. ΄Ετσι από το

ϑεώρηµα του Peano [Παράρτηµα] προκύπτει ότι υπάρχει ένα T > 0 και µια C1 λύση

του προβλήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων (2.2.10)-(2.2.11) στο [0, T ].
Τώρα από την εξίσωση (2.2.10) και τις σχέσεις (2.1.5), (2.2.9) έχουµε ότι :

1

2

d

dt
‖un(t)‖2

H3 = [un(t), ∂tun(t)]H3 = 〈un(t), ∂tun(t)〉
= −〈un(t), PnAun(t)〉 + 〈un(t), Pnf〉
= −〈Aun(t), Pnun(t)〉 + 〈un(t), Pnf〉
≤ g(‖un(t)‖2

H3 ) + 〈un(t), Pnf〉
≤ h(‖un(t)‖2

H3)(2.2.12)

Σηµειώνουµε ότι για την ποσότητα 〈un(t), Pnf〉, χρησιµοποιήσαµε τη συνεχή εµφύ-

τευση H3 ⊂ L2 και τη συνέχεια του τελεστή Pn : L2 → H6 για να πάρουµε την

εκτίµηση

〈un, Pnf〉 ≤ ‖un‖L2‖Pnf‖H6

≤ C0‖f‖L2‖un‖H3

≤ C‖un‖H3 .(2.2.13)

Η συνάρτηση h : R+ → R+ ορίζεται ως h(x) := g(x) + C · x1/2.

΄Αρα από τις εκτιµήσεις (2.2.12) και (2.2.13) έχουµε την ανισότητα

1

2

d

dt
‖un(t)‖2

H3 ≤ h(‖un(t)‖2
H3 ),(2.2.14)

‖un(0)‖2
H3 ≤ ‖u0‖2

H3 .(2.2.15)

Τώρα συγκρίνουµε τη λύση του προβλήµατος (2.2.14)-(2.2.15) µε τη λύση του

ακόλουθου προβλήµατος αρχικών τιµών :

φ̇(t) = 2h(φ(t)),(2.2.16)

φ(0) = ‖u0‖2
H3 ,(2.2.17)

και από την αρχή της σύγκρισης [Παράρτηµα] έχουµε την εκτίµηση :

(2.2.18) ‖un(t)‖2
H3 ≤ φ(t)

στο [0, T ] για κάθε n όπου το [0, T ] είναι το διάστηµα ύπαρξης λύσης του προβλήµατος

(2.2.16)-(2.2.17).

΄Εχουµε ότι η συνάρτηση h : R+ → R+ είναι C1 άρα η dh
dx είναι ϕραγµένη σε

κάθε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα του R+. Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση h
είναι Lipschitz συνεχής σε κάθε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα του R+. ΄Αρα από το

ϑεώρηµα Picard − Lindelöf [Παράρτηµα] έχουµε ότι υπάρχει T1 > 0 τέτοιο ώστε το

πρόβληµα (2.2.16)-(2.2.17) να έχει µοναδική συνεχή λύση στο [0, T1]. ΄Ετσι από την

εκτίµηση (2.2.18) έχουµε ότι

(2.2.19) ‖un(t)‖2
H3 ≤ max

t∈[0,T ]
φ(t) := R

Από την αρχή της συνέχειας [Παράρτηµα (Πρόταση 4.0.2)] µπορούµε να επεκτεί-

νουµε τη λύση un στο διάστηµα [0, T1]. Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιµο διότι το T1 είναι

ανεξάρτητο του n. ΄Αρα στη συνέχεια ϑα ϑεωρούµε T = T1.



2.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΥΠΑΡΞΗΣ ΚΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΟΤΗΤΑΣ ΛΥΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ KDV 25

΄Εστω D = {aν : ν ∈ N} ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του [0, T ]. Τότε µε το

ακόλουθο διαγώνιο επιχείρηµα ϑα δείξουµε ότι υπάρχει υπακολουθία της (un(t))n∈N

ώστε un(t) ⇀ u(t) καθώς n → ∞ για κάθε t ∈ D (διατηρούµε τον ίδιο συµβολισµό

για την υπακολουθία).

Από το ϑεώρηµα Eberlein − ˇSmuljian και την εκτίµηση (2.2.19) έχουµε ό-

τι υπάρχει µια υπακολουθία της (un(t)) που συµβολίζεται µε (u1n(t)) τέτοια ώστε

u1n(a1) ⇀ u(a1) καθώς n → ∞. Οµοίως υπάρχει µια υπακολουθία (u2n(t)) της

(u1n(t)) τέτοια ώστε u2n(a2) ⇀ u(a2) καθώς n→ ∞ κλπ. ∆ηλαδή έχουµε

u11(a1), u12(a1), u13(a1), ... ⇀ u(a1)

u21(a2), u22(a2), u23(a2), ... ⇀ u(a2)

u31(a3), u32(a3), u33(a3), ... ⇀ u(a3)

καθώς n→ ∞
΄Αρα η ακολουθία unn(aν) ⇀ u(aν), δηλαδή unn(t) ⇀ u(t) καθώς n → ∞ για κάθε

t ∈ D. ∆ηλαδή η υπακολουθία που αναζητώ είναι η (unn)n∈N =: (un)n∈N.

΄Εστω v ∈ Mk για σταθερό k και έστω n ≥ k. Από τις εξισώσεις (2.2.9), (2.2.10) και

(2.2.11) έχουµε :

[∂tun(t), v]H3 = [v, ∂tun(t)〉]H3

= 〈v, ∂tun(t)〉
= −〈v, PnAun(t)〉 + 〈v, Pnf〉
= −〈Aun(t), Pnv〉 + 〈f, Pnv〉
= −〈Aun(t), v〉 + 〈f, Pnv〉(2.2.20)

Ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο για κάθε t1, t2 ∈ [0, T ], για κάθε v ∈ Mk και

∀n ≥ k παίρνουµε :

(2.2.21) 〈un(t2), v〉 − 〈un(t1), v〉 = −
∫ t2

t1

〈Aun(s), v〉ds +

∫ t2

t1

〈f, Pnv〉ds

Θέτουµε γ(t) := 〈un(t), v〉 και κάνουµε τις ακόλουθες εκτιµήσεις για τις ποσότητες

στο δεξί µέλος της (2.2.21).

΄Εχουµε

∫ t2

t1

〈f, Pnv〉ds ≤ ‖Pnv‖H6‖f‖L2

∫ t2

t1

ds

= ‖Pnv‖H6‖f‖L2(t2 − t1)

≤ const|t2 − t1|,(2.2.22)

Επιπλέον, από το λήµµα (2.1.5) έχουµε ότι ο τελεστής A : H → L2 είναι τοπικά ϕραγ-

µένος. ΄Αρα για τον πρώτο όρο του δεξιού µέλους της (2.2.21), έχουµε την εκτίµηση

∫ t2

t1

〈Aun(s), v〉ds ≤
∫ t2

t1

‖Aun(s)‖L2‖v‖H6ds

≤ C‖v‖H6

∫ t2

t1

‖un(s)‖H3ds

≤ C‖v‖H6 sup
t∈[t1,t2]

‖un(t)‖|t2 − t1|

≤ C|t2 − t1|.(2.2.23)
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Συνδυάζοντας τις (2.2.22) και (2.2.23) συµπεραίνουµε ότι

|γ(t2) − γ(t1)| ≤ const|t2 − t1|.

∆ηλαδή η ακολουθία (γn(t))n∈N είναι ισοσυνεχής στο [0, T ]. ΄Αρα η (γn(t))n∈N συ-

γκλίνει οµοιόµορφα στο [0, T ] καθώς n → ∞ [Παράρτηµα (Πρόταση 4.0.3)]. Η ακο-

λουθία (γn(t))n∈N συγκλίνει για κάθε v ∈ Mn και για κάθε n ∈ N δηλαδή για κάθε

v ∈ ∪n∈NMn. ΄Αρα η (γn(t))n∈N συγκλίνει για κάθε v ∈ H6 γιατί ∪n∈NMn= H6.

Πράγµατι, έστω v ∈ H6. Τότε υπάρχει ακολουθία (wk)k∈N ⊂ ∪n∈NMn ώστε wk → v
καθώς k → ∞. ΄Ετσι έχουµε

|〈un(t), v〉 − 〈u(t), v〉| = |〈un(t), v〉 − 〈un(t), wk〉 + 〈un(t), wk〉 − 〈u(t), v〉|
≤ |〈un, v − wk〉 + |〈un, wk〉 − 〈u, v〉| < ε

για αρκετά µεγάλα n και k. Εποµένως προκύπτει ότι

(2.2.24) un(t) ⇀ u(t)

στονH3 καθώς n→ ∞ οµοιόµορφα στο [0, T ]. Και επειδή ο τελεστής A είναι ασθενώς

ακολουθιακά συνεχής,

(2.2.25) Aun(t) ⇀ Au(t)

στον L2 καθώς n→ ∞. Επίσης

(2.2.26) [un(0), v]H3 = [Pnu0, v]H3 = [u0, v]H3 .

Από τις (2.2.24), (2.2.25) και (2.2.26), περνώντας το όριο καθώς n → ∞ στις εξι-

σώσεις (2.2.20) και (2.2.21) προκύπτει ότι η u είναι λύση του προβλήµατος (2.0.19)-

(2.0.20) και ότι u ∈ C([0, T ], H3) και ικανοποιείται η σχέση

γ(t) − γ(0) = −
∫ t

0

〈Au, v〉ds

για κάθε v ∈ H6 και t ∈ [0, T ]. Από το λήµµα 2.1.5 και την εξίσωση ∂tu + Au = f
προκύπτει ότι ∂tu ∈ C([0, T ], L2). �
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ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΟ ΑΠΟΡΡΟΦΗΤΙΚΟ ΣΥΝΟΛΟ

Το κεφάλαιο αυτό είναι αφιερωµένο σε µια εισαγωγική συζήτηση για το δυναµικό

σύστηµα που ορίζεται από την εξίσωση KdV, µέσω του προβλήµατος αρχικών τιµών

(3.0.27) ut + uux + uxxx + γu = f

(3.0.28) u(0) = u0 ,

όπου η συνάρτηση f δεν εξαρτάται από το χρόνο. Μας ενδιαφέρουν περιοδικές ως

προς τη χωρική µεταβλητή λύσεις, δηλαδή λύσεις που ικανοποιούν την

(3.0.29) u(x+ 1, t) = u(x, t)

3.1. ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΕΛΚΥΣΤΕΣ

Σε αυτήν την ενότητα ϑα παρουσιαστούν κάποια εισαγωγικά στοιχεία που αφο-

�ούν τα αναλλοίωτα σύνολα και τους ελκυστές. Η παρουσιάση ϑα είναι συνοπτική και

ϑα αφορά απειροδιάστατα δυναµικά συστήµατα όπως το πρόβληµα που ϑα µελετή-

σουµε.

Θεωρούµε τη λύση u = u(t) µιας διαφορικής εξίσωσης της µορφής

(3.1.1)
du(t)

dt
= F (u(t)),

µε αρχική συνθήκη

(3.1.2) u(0) = u0,

και ενδιαφερόµαστε για την συµπεριφορά της u(t) καθώς t → ∞. Η µεταβλητή u =
u(t) ανήκει σε ένα γραµµικό χώρο H που ονοµάζεται χώρος των ϕάσεων. Προφανώς

αν γνωρίζουµε την u = u(t) έχουµε µια πλήρη περιγραφή για την κατάσταση του

συστήµατος για κάθε χρονική στιγµή.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
Την περίπτωση πεπερασµένης διάστασης, όπου

u = u(t) ∈ H = R
N .

Την περίπτωση άπειρης διάστασης, όπου

u = u(t) ∈ H = ένας χώρoς Hilbert

27
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Στην περίπτωση της άπειρης διάστασης λοιπόν ο χώρος Hilbert H είναι συνήθως ένας

χώρος συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται σε κάποιο χωρίοG ⊂ R
n , n = 1, 2, 3, .... Στις

περιπτώσεις αυτές ϑα συµβολίζουµε µε u(t) ∈ H µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το

G.

Η εξέλιξη του δυναµικού συστήµατος περιγράφεται από από µια οικογένεια τελε-

στών {S(t)}t∈R που απεικονίζουν τονH στον ευατό του και ικανοποιούν τις ακόλουθες

ιδιότητες

(3.1.3) S(0) = I , S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) , ∀ti ∈ R

∆ηλαδή αυτή η οικογένεια τελεστών έχει τη δοµή ηµιοµάδας. Αν φ είναι η κατάσταση

του δυναµικού συστήµατος τη χρονική στιγµή s τότε S(t)φ είναι η κατάσταση του

συστήµατος τη χρονική στιγµή t+ s, και

u(t) = S(t)u(0) ,(3.1.4)

u(t+ s) = S(t)u(s) = S(s)u(t) , s, t ≥ 0.(3.1.5)

΄Εστω u0 ∈ H. Μια τροχιά που ξεκινάει από το u0 είναι το σύνολο ∪t≥0S(t)u0.

Οµοίως, όταν υπάρχει, µια τροχιά που καταλήγει στο σηµείο u0 είναι το σύνολο των

σηµείων ∪t≤0{u(t)} , όπου u είναι η απεικόνιση από το (−∞, 0] στο H τέτοια ώστε

u(0) = u0 και u(t + s) = S(t)u(s). Οι τροχιές που ξεκινούν ή καταλήγουν στο u0

ονοµάζονται επίσης ϑετική ή αρνητική τροχιά µέσω του u0. Μια πλήρης τροχιά που

περιέχει το u0 είναι η ένωση της ϑετικής και της αρνητικής τροχιάς µέσω του u0. Για

u0 ∈ H ή για A ⊂ H, ορίζουµε το ω-οριακό σύνολο του u0 (ή του A) ως

ω(u0) = ∩s≥0∪t≥0S(t)u0 ,

ή

ω(A) = ∩s≥0∪t≥0S(t)A ,

όπου οι κλειστότητες λαµβάνονται στον H. Αντίστοιχα, όταν υπάρχει, το a - οριακό

σύνολο του u0 ∈ H ή του A ⊂ H ορίζεται ώς

a(u0) = ∩s≤0∪t≤0S(−t)−1u0 ,

ή

a(A) = ∩s≤0∪t≤0S(−t)−1A ,

Εύκολα �λέπει κανείς ότι φ ∈ ω(A) αν και µόνο αν υπάρχει µια ακολουθία

στοιχείων φn ∈ A και µια ακολουθία tn → ∞ τέτοια ώστε

(3.1.6) S(tn)φn → φ καθώς n→ ∞
Οµοίως, φ ∈ a(A) αν και µόνο αν υπάρχει µια ακολουθία ψn που συγκλίνει στο

φ στον H και µια ακολουθία tn → ∞, τέτοια ώστε

φn = S(tn)ψn ∈ A , ∀n
Σταθερό ή στάσιµο σηµείο είναι ένα σηµείο u0 ∈ H τέτοιο ώστε

S(t)u0 = u0 , ∀t ≥ 0
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Η τροχιά και το ω και a - οριακό σύνολο ενός τέτοιου σηµείου είναι προφανώς ίσο

µε {u0}. Αν u0 είναι ένα στάσιµο σηµείο τότε ορίζουµε την ευσταθή και ασταθή

πολλαπλότητα του u. Η ευσταθής πολλαπλότητα του u0, M−(u0), είναι το (ίσως

και κενό) σύνολο σηµείων u∗ τα οποία ανήκουν σε µια πλήρη τροχιά {u(t), t ∈ R},

u∗ = u(t0) και για τα οποία ισχύει

u(t) = S(t− t0)u∗ → u0 καθώς t → ∞.

Η ασταθής πολλαπλότητα του u0, M+(u0), είναι το (ίσως και κενό) σύνολο σηµείων

u∗ ∈ H τα οποία ανήκουν σε µια πλήρη τροχιά {u(t), t ∈ R} και για τα οποία ισχύει

u(t) → u0 καθώς t→ −∞.

΄Ενα στάσιµο σηµείο u0 είναι ευσταθές αν M+(u0) = ∅ και ασταθές διαφορετικά.

΄Ενα σύνολο X ⊂ H λέγεται ϑετικά αναλλοίωτο ως προς την ηµιοµάδα S(t) αν

S(t)X ⊂ X , ∀t > 0

και λέγεται αρνητικά αναλλοίωτο αν

S(t)X ⊃ X , ∀t > 0.

΄Οταν ένα σύνολο είναι ϑετικά και αρνητικά αναλλοίωτο, το λέµε αναλλοίωτο σύνολο.

Ορισµος 3.1.1. ΄Ενα σύνολο X ⊂ H είναι αναλλοίωτο σύνολο για την ηµιοµάδα

S(t) αν

(3.1.7) S(t)X = X , ∀t ≥ 0 .

΄Ενα τετριµµένο παράδειγµα αναλλοίωτου συνόλου είναι ένα σύνολο X µε µοναδικό

στοιχείο ένα στάσιµο σηµείο, X = {u0}, ή ένα σύνολο που περιλαµβάνει περισσότερα

στάσιµα σηµεία. Επίσης µια περιοδική τροχιά είναι ένα απλό παράδειγµα ενός αναλ-

λοίωτου συνόλου, δηλαδή αν για κάποιο u0 ∈ H και T > 0, S(T )u0 = u0, τότε το

S(t)u0 υπάρχει για κάθε t ∈ R και το

(3.1.8) X = {S(t)u0, t ∈ R}
είναι αναλοίωτο. ΄Ενα ακόµα παράδειγµα είναι η ευσταθής και η ασταθής πολλαπλό-

τητα οι οποίες είναι πλήρεις τροχιές και για αυτό είναι αναλλοίωτα σύνολα.

Σχολιο. Αν X είναι ένα αναλλοίωτο σύνολο και u0 ∈ X , τότε αν ο τελεστής S(t)
είναι ένα προς ένα, το S(t)u0 υπάρχει για όλα τα t ∈ R. Εύκολα �λέπει κανείς ότι το

σύνολοXu0
= {S(t)u0, t ∈ R} είναι ένα αναλλοίωτο σύνολο και ότι δύο τέτοια σύνολα

είναι είτε ξένα µεταξύ τους είτε ταυτίζονται. ΄Ετσι τα σύνολα Xu0
, u0 ∈ X διαµερίζουν

το X σε αναλλοίωτα σύνολα. Επιπλέον, τα σύνολα Xu0
είναι ελαχιστικά αναλλοίωτα

σύνολα. Πράγµατι, ένα γνήσιο υποσύνολο του Xu0
δεν µπορεί να είναι αναλλοίωτο

αφού ένα αναλλοίωτο σύνολο που περιέχει το u0 ϑα περιέχει το S(t)u0, ∀t ∈ R.

Ορισµος 3.1.2. Ελκυστής είναι ένα σύνολο A ⊂ H που ικανοποιεί τις ακόλουθες

ιδιότητες:
i) Το A είναι αναλλοίωτο σύνολο (S(t)A = A, ∀t ≥ o).
ii) Το A έχει µια ανοικτή περιοχή U τέτοια ώστε, για κάθε u0 ∈ U , το S(t)u0 συγκλίνει

στο A καθώς t→ ∞:
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dist(S(t)u0,A) → 0 καθώς t→ ∞.

΄Οπου η απόσταση στην (ii) έχει την συνήθη έννοια απόστασης σηµείου από σύνολο

στον χώρο H. Αν A είναι ένας ελκυστής, το µεγαλύτερο ανοικτό σύνολο U που ικα-

νοποιεί την ιδιότητα (ii) ονοµάζεται πεδίο έλξης του A. Εναλλακτικά µπορούµε να

πούµε ότι ο A έλκει τα σηµεία του U . Λέµε ότι ο A έλκει οµοιόµορφα ένα σύνολο

B ⊂ U αν

(3.1.9) d(S(t)B,A) → 0 καθώς t→ ∞,

όπου τώρα d(B0,B1) είναι η ηµιαπόσταση των δύο συνόλων B0 και B1 :

(3.1.10) d(B0,B1) = sup
x∈B0

inf
y∈B1

d(x, y)

Ορισµος 3.1.3. Λέµε ότι το σύνολο A ⊂ H είναι ολικός ελκυστής για την οµάδα

{S(t)}t≥0 αν το A είναι ένας συµπαγής ελκυστής που έλκει όλα τα ϕραγµένα σύνολα

του H (και έτσι το πεδίο έλξης του είναι το H ).

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ένα τέτοιο σύνολο είναι µοναδικό. Επίσης είναι

µεγιστικό ως προς τη διάταξη του εγκλεισµού σε σύγκριση µε τους ϕραγµένους ελ-

κυστές και σε σχέση µε τα ϕραγµένα αναλοίωτα σύνολα. Για αυτό το λόγο ο ολικός

ελκυστής λέγεται και µεγιστικός ελκυστής.

Μια ακόµα �ασική έννοια είναι αυτή του απορροφητικού συνόλου.

Ορισµος 3.1.4. ΄Εστω B ένα υποσύνολο του H και U ένα ανοικτό σύνολο που

περιέχει το B. Λέµε ότι το B απορροφά το U αν η τροχιά κάθε ϕραγµένου συνόλου

του U εισέρχεται στο B µετά από ορισµένο χρόνο (ο οποίος µπορεί να εξαρτάται από

το σύνολο).

(3.1.11)

{

∀B0 ⊂ U , B0 ϕραγµένo,
∃t1(B0) τ.ω. S(t)B0 ⊂ B, ∀t ≥ t1(B′).

Λέµε επίσης ότι το B απορροφά τα ϕραγµένα σύνολα του U .

Στην επόµενη ενότητα, ϑα αναφερθούµε σε ένα από τα �ασικά �ήµατα που αφο-

�ούν την ύπαρξη του ολικού ελκυστή, αυτό της ύπαρξης απορροφητικής σφαίρας.

3.2. Η ΑΠΟΡΡΟΦΗΤΙΚΗ ΣΦΑΙΡΑ

Στο κεφάλαιο 2 δείξαµε ότι αν f ∈ L2
per και u0 ∈ H3

per τότε υπάρχει λύση του

προβλήµατος KdV. Με παρόµοια τεχνική µπορεί να αποδειχθεί ότι αν u ∈ H2
per και

f ∈ L2
per τότε ορίζεται µοναδική λύση u ∈ C([0, T ];H2). Σε ότι ακολουθεί όπου

γράφουµε Hm ϑα εννοούµε τον Hm
per(0, 1).

΄Ετσι µπορούµε για κάθε t ∈ R να εισάγουµε την µη γραµµική απεικόνιση στον

H2:

(3.2.1) u0 → u(t) ≡ S(t)u0, ∀t ∈ R

Επιπλέον, επειδή η συνάρτηση f είναι ανεξάρτητη του χρόνου, το πρόβληµα (3.0.27) -

(3.0.28) - (3.0.29) είναι αυτόνοµο και η οικογένεια {S(t)}t∈R έχει τη δοµή ηµιοµάδας

(3.2.2) S(0) = I, S(t1 + t2) = S(t1)S(t2), ∀ti ∈ R.

Σχετικά µε τη συνέχεια αυτών των απεικονίσεων αναφέρουµε το ακόλουθο αποτέλε-

σµα.



3.2. Η ΑΠΟΡΡΟΦΗΤΙΚΗ ΣΦΑΙΡΑ 31

Προταση 3.2.1. ([6]) Για κάθε T , 0 < T <∞, η οικογένεια τελεστών,

(3.2.3) S(t) : H2 → C([−T, T ];H2),

(που αφορούν το πρόβληµα (3.0.27) - (3.0.28) περιορισµένο στο [−T, T ]) είναι συνεχείς
και ϕραγµένοι.

Η απόδειξη της συνέχειας των τελεστών αυτών δεν είναι τετριµµένη και οφείλεται

στους J. Bona & R. Smith.

Ο χώρος C([−T, T ];H2) εννοείται ότι είναι εφοδιασµένος µε τη συνήθη sup −
νόρµα. Η ακόλουθη άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι η απεικόνιση (3.2.3) είναι

ϕραγµένη είναι χρήσιµη στην απόδειξη του επόµενου λήµµατος : Για κάθε R > 0 και

0 < T <∞, υπάρχει µια σταθερά C0(R, T ) τέτοια ώστε

(3.2.4) sup
|t| ≤ T

‖u0‖2 ≤ R

‖S(t)u0‖2 ≤ C0(R, T ).

Ληµµα 3.2.2. Για κάθε t ∈ R, η απεικόνιση S(t) ως προς την H1 νόρµα και
περιορισµένη στα ϕραγµένα σύνολα του H2 είναι συνεχής.

Αποδειξη. ΄Εστω u0, v0 ∈ H2 µε ‖u0‖2 ≤ R και ‖v‖2 ≤ R και µε u και v συµβο-

λίζουµε τις αντίστοιχες λύσεις u(t) = S(t)u0, v(t) = S(t)v0. Θέτουµε w = u − v το

οποίο ικανοποιεί την

(3.2.5) wt + (φw)x + wxxx + γw = 0,

όπου

φ = (u+ v)/2.

Τώρα πολλαπλασιάζουµε την (3.2.5) µε w − wxx και ολοκληρώνουµε στο (0, 1) το

αποτέλεσµα. Επειδή
∫

wxxwxxxdx =
∫

wwxxxdx = 0, έχουµε

∫

(wwt + w(φw)x + γw2)dx =

∫

(wxxwt + wxx(φw)x + γwxxw)dx ⇒

1

2

d

dt
‖w‖2

1 + γ‖w‖2
1 =

∫

wxx(φw)xdx−
∫

w(φw)xdx⇒

1

2

d

dt
‖w‖2

1 + γ‖w‖2
1 = −1

2

∫

{φx(w2 + 3w2
x) + 2φxxwwx}dx(3.2.6)

Οι όροι στο δεξί µέλος της (3.2.6) ϕράσσονται ως εξής :
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∣

∣

∣

∣

∫

φx(w2 + 3w2
x)dx

∣

∣

∣

∣

≤ 3|φx|L∞‖w‖2
1

≤ 3|φ|1/2
1 (2|φ|2 + |φ|1)1/2‖w‖2

1

≤ 3(2|φ|1|φ|2 + ‖φ‖2
2)

1/2‖w‖2
1

≤ 3(2‖φ‖2
2 + ‖φ‖2

2)
1/2‖w‖2

1

= 3
√

3‖φ‖2‖w‖2
1,

∣

∣

∣

∣

∫

φxxwwxdx

∣

∣

∣

∣

≤ |φxx|0|w|L∞ |wx|0

≤ ‖φ‖2‖w‖1|w|1/2
0 (2|w|1 + |w|0)1/2

= ‖φ‖2‖w‖1(2|w|1|w|0 + |w|20)1/2

≤ ‖φ‖2‖w‖1(2‖w‖2
1 + ‖w‖2

1)
1/2

= 3
√

3‖φ‖2‖w‖2
1.

∆ηλαδή έχουµε

(3.2.7)

∣

∣

∣

∣

d

dt
‖w‖2

1

∣

∣

∣

∣

≤ (2γ + 12
√

3‖φ‖2)‖w‖2
1

Τώρα ολοκληρώνουµε την (3.2.7) ως προς χρόνο και χρησιµοποιώντας την (3.2.4)

έχουµε

∫ t

0

d
dτ ‖w‖2

1

‖w‖2
1

τ ≤
∫ t

0

(2γ + const‖φ‖2)dτ ⇒

[

ln ‖w‖2
1

]t

0
≤ 2γt+ cosnst

∫ t

0

(‖w‖2 + ‖v‖2)dτ ⇒

‖w(t)‖1

‖w(0)‖1
≤ exp(γ + constC0(R, t))t⇒

‖w(t)‖1 ≤ exp{‖w(0)‖1(γ + constC0(R, t))t},(3.2.8)

∆ηλαδή η απόδειξη ολοκληρώθηκε αφού από την τελευταία ανισότητα προκύπτει η

συνέχεια της απεικόνισης S(t). �

Προταση 3.2.3. Για κάθε t ∈ R η απεικόνιση S(t) : H2 → H2 είναι ασθενώς
συνεχής.

Αποδειξη. ΄Εστω (un)n∈N µια ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία στον H2 και u το

όριό της. Σταθεροποιούµε ένα t ∈ R και από την (3.2.4) προκύπτει ότι η ακολουθία

(S(t)un)n∈N είναι ϕραγµένη στον H2. ΄Αρα µπορούµε να επιλέξουµε µια υπακο-

λουθία (S(t)ukn
)n∈N η οποία συγκλίνει ασθενώς στον H2. Επίσης η συµπάγεια της

εµφύτευσης H2 ⊂ H1 εξασφαλίζει ότι η (un)n∈N συγκλίνει ισχυρά στο u στον H1.

΄Ετσι σύµφωνα µε το προηγούµενο λήµµα, η ακολουθία (S(t)un)n∈N συγκλίνει ισχυ-

�ά στο S(t)u στον H1 και v = S(t)u. Εποµένως ολόκληρη η ακολουθία (S(t)un)n∈N

συγκλίνει ασθενώς στο S(t)u στον H2 και η πρόταση αποδείχθηκε. �

Η πρόταση που ϑα αποδειχθεί αργότερα και αφορά τον προσδιορισµό της απορ-

�οφητικής σφαίρας για την οµάδα {S(t)}, �ασίζεται στη χρήση των εξής πολλαπλα-

σιαστών :

M0(u) = 2u,(3.2.9)

M1(u) = 2uxx + u2,(3.2.10)

M2(u) = (18/5)uxxxx + 6uuxx + 3u2
x + u3.(3.2.11)
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Τώρα πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (3.0.27) µε τους παραπάνω πολλαπλασιαστές,

ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες όπου χρειάζεται στο διάστηµα (0, L) και µε δεδο-

µένες τις περιοδικές συνοριακές συνθήκες προκύπτουν οι εξισώσεις ενέργειας :

(3.0.27), (3.2.9) ⇒

∫

2u(ut + uux + uxxx + γu− f)dx = 0 ⇒
∫

2uutdx+

∫

2u2uxdx +

∫

2uuxxxdx+

∫

(2γu2 − 2fu)dx = 0 ⇒
∫

∂

∂t
u2dx +

∫

(2γu2 − 2fu)dx+

∫

2u2uxdx+

∫

2uuxxxdx = 0 ⇒

΄Οπου υπολογίζοντας τους δύο τελευταίους όρους της προηγούµενης εξίσωσης, παίρ-

νουµε

I01 =

∫

2u2uxdx = −
∫

4u2uxdx = −2

∫

2u2uxdx = −2I01

I02 =

∫

2uuxxxdx = −
∫

2uxuxxdx =

∫

2uxxuxdx = −
∫

2uxxxudx = −I02

∆ηλαδή I01 = 0 και I02 = 0. Εποµένως η πρώτη εξίσωση είναι :

(3.2.12)

∫

∂

∂t
u2dx+

∫

(2γu2 − 2fu)dx = 0

(3.0.27), (3.2.10) ⇒

∫

(2uxx + u2)(ut + uux + uxxx + γu− f)dx = 0 ⇒
∫

(2uxxut + u2ut)dx+

∫

(2uuxuxx + u2uxxx)dx +

∫

u3uxdx+

+

∫

2uxxuxxxdx+

∫

2γuuxxdx+

∫

(−2fuxx)dx+

∫

(γu3 − fu2)dx = 0

Υπολογίζουµε κάθε έναν από τους όρους της τελευταίας εξίσωσης

∫

(2uxxut + u2ut)dx =
d

dt

∫

(−u2
x +

u3

3
)dx

∫

(2uuxuxx + u2uxxx)dx =

∫

u3uxdx =

∫

2uxxuxxxdx = 0

∫

2γuuxxdx = −
∫

2γu2
xdx

∫

(−2fuxx)dx =

∫

2fxuxdx

∆ηλαδή η δεύτερη εξίσωση είναι :

(3.2.13)
d

dt

∫

(u2
x − u3

3
)dx+

∫

(2γ(u2
x − u3

2
) + fu2 − 2fxux)dx = 0

Η τρίτη εξίσωση προκύπτει έπειτα από αρκετές πράξεις και είναι :
(3.0.27), (3.2.11) ⇒
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d

dt

∫

(
9

5
u2

xx − 3uu2
x +

1

4
u4)dx+

∫

[γ(
18

5
u2

xx + 6u2uxx + 3uu2
x + u4) −

−(
18

5
fxxuxx + 6ufuxx + 3fu2

x + fu3)]dx = 0(3.2.14)

Σε αυτό το σηµείο ϑα δείξουµε ότι από αυτές τις τρεις εξισώσεις προκύπτουν

οµοιόµορφα ως προς το χρόνο ϕράγµατα για την τροχιά {u(t), t ≥ 0}.

Προταση 3.2.4. ΄Εστω γ > 0 και f ∈ H2 δεδοµένα. Τότε υπάρχει µια σταθερά
ρ2 = ρ2(γ, ‖f‖2) τέτοια ώστε για κάθε R > 0, υπάρχει T2(R) έτσι ώστε

(3.2.15) ‖S(t)u0‖2 ≤ ρ2, ∀u0 ∈ H2, ‖u0‖2 ≤ R, ∀t ≥ T2(R)

Με άλλα λόγια η κλειστή µπάλα στον H2

(3.2.16) B2 = {v ∈ H2 : ‖v‖2 ≤ ρ2}
είναι ένα ϕραγµένο απορροφητικό σύνολο για την ηµιοµάδα {S(t)}, δηλαδή για κάθε
ϕραγµένο σύνολο B ∈ H2, υπάρχει T2(B) έτσι ώστε

(3.2.17) S(t)B ⊂ B2, ∀t ≥ T2(B).

Αποδειξη. Από τις εξισώσεις (3.2.12), (3.2.13), (3.2.14) ϑα προκύψουν τα ϕράγ-

µατα των |S(t)u0|0, |S(t)u0|1 και |S(t)u0|2 αντίστοιχα. ΄Ετσι από την (3.2.12) έχουµε

d

dt
|u|20 + 2γ|u|20 ≤ 2

∫

fudx⇒

d

dt
|u|20 + 2γ|u|20 ≤ 2|f |0|u|0 ⇒

d

dt
|u|0 + γ|u|0 ≤ |f |0 ⇒

eγt d

dt
|u|0 + eγtγ|u|0 ≤ eγt|f |0 ⇒

∫ t

0

d

dτ
(eγτ |u|0)dτ ≤

∫ t

0

eγτ |f |0dτ ⇒

eγt|u|0 − |u0|0 ≤ |f |0(eγt − 1)/γ ⇒
|S(t)u0|0 = |u|0 ≤ |u0|0e−γt + |f |0(1 − e−γt)/γ(3.2.18)

∆ηλαδή το S(t)u0 είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο στον L2 και για

t ≥ T0(u0) =
1

γ
Log

γ|u0|0
|f |0

έχουµε

e−γt ≤ e−γT0(u0) = exp(−Log γ|u0|0
|f |0

) =
|f |0
γ|u0|0

΄Αρα από την (3.2.18) έχουµε

(3.2.19) |S(t)u0|0 ≤ 2|f |0/γ για t ≥ T0(u0) =
1

γ
Log

γ|u0|0
|f |0

Τώρα ϑεωρούµε την εξίσωση (3.2.13) και παρατηρούµε ότι η ποσότητα
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(3.2.20) φ(u) =

∫ (

u2
x − u3

3

)

dx

ϕράσσεται από κάτω ως εξής :

(3.2.21) φ(u) ≥ 1

2
|u|21 −

21/3

4
|u|10/3

0 − |u|30.

Πράγµατι αυτή η ανισότητα προκύπτει από τα ακόλουθα χρησιµοποιώντας και την

ανισότητα Young :

∣

∣

∣

∣

∫

u2
xdx

∣

∣

∣

∣

≤ | sup
x∈[0,L]

(u)||
∫

u2dx| ≤ |u|L∞ |u|20 ≤

|u|5/2
0 (2|u|1 + |u|0)1/2 ≤ |u|5/2

0 (
√

2|u|1/2
1 + |u|1/2

0 ) ≤
1

2
|u|21 +

3 · 21/3

4
|u|10/3

0 + |u|30(3.2.22)

΄Αρα έχουµε

∫

(−u
3

3
)dx ≥ −1

2
|u|21 −

21/3

4
|u|10/3

0 − |u|30 ⇒
∫

u2
xdx−

∫

u3

3
≥ |u|21 −

1

2
|u|21 −

21/3

4
|u|10/3

0 − |u|30 ⇒

φ(u) ≥ 1

2
|u|21 −

21/3

4
|u|10/3

0 − |u|30(3.2.23)

Τώρα για να υπολογίσουµε ένα ϕράγµα για τον δεύτερο όρο της (3.2.13) παρατηρούµε

ότι γράφεται ως εξής :

∫

(2γ(u2
x − 1

2
u3) + fu2 − 2fxux)dx = γφ(u) + ξ(u)

όπου

ξ(u) := γ|u|21 −
2

3
γ

∫

u3dx +

∫

(fu2 − 2fxux)dx

Χρησιµοποιώντας και πάλι την (3.2.22), �ρίσκουµε

ξ(u) ≥ − 3

2γ
|f |21 −

21/3

2
γ|u|10/3

0 − 2

3
γL−1/2|u|20 − |f |∞|u|20 ⇒

−ξ(u) ≥ 3

2γ
|f |21 +

21/3

2
γ|u|10/3

0 +
2

3
γL−1/2|u|20 + |f |∞|u|20(3.2.24)

΄Ετσι η εξίσωση (3.2.13) γράφεται

dφ(u(t))

dt
+ γφ(u(t)) = −ξ(u(t))

Οπότε από τις (3.2.24) και (3.2.18) �ρίσκουµε

(3.2.25)
dφ(u(t))

dt
+ γφ(u(t)) ≤ K1(u0)e

−γt +K2,

΄Οπου
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K1(u0) =
21/3

2
γ|u0|10/3

0 +
2

3
γ|u0|30 + |f |∞|u0|20,

K2 =
3

2γ
|f |21 +

21/3

2
|f |10/3

0 · γ−7/3 +
2

3
|f |30 · γ−3 + |f |∞ · |f |20 · γ−2

Τώρα πολλαπλασιάζουµε την (3.2.25) µε eγt, ολοκληρώνουµε την ανίσωση που προ-

κύπτει στο [0, t] και �ρίσκουµε

(3.2.26) φ(u(t)) ≤ (φ(u0) +K1(u0)t)e
−γt +K2(1 − e−γt)γ−1.

και χρησιµοποιώντας την (3.2.22) παίρνουµε

(3.2.27) φ(u(t)) ≤
(

3

2
|u0|21 +

21/3 · 3
4

|u0|10/3
0 + |u0|30 +K1t

)

· e−γt +K2/γ

΄Ετσι ϑεωρώντας τα ϕράγµατα (3.2.23) και (3.2.27) για την φ(u) µπορεί κανείς να δείξει

ότι το |u(t)|1 = |S(t)u0|1 παρµένει ϕραγµένο καθώς t → ∞. Επιπλέον, χρησιµοποιώ-

ντας ξανά την (3.2.18) και τη µέθοδο που µας οδήγησε στην (3.2.19), µπορούµε να

�ρούµε ένα ρ1 = ρ1(γ, f) και ένα T1(u0), το οποίο εξαρτάται από το ‖u0‖1, τέτοιο

ώστε

(3.2.28) ‖S(t)u0‖1 ≤ ρ1, ∀T1(u0).

Τέλος για την παραγωγή της (3.2.15) και την ολοκλήρωση της απόδειξης µπο-

�εί κανείς να υπολογίσει ένα ϕράγµα για το |u(t)|2 = |S(t)u0|2 ξεκινώντας από την

(3.2.14). ΄Οπως και προηγουµένως ϑέτουµε

(3.2.29) ψ(u) =
9

5
|u|22 +

∫

((u4/4) − 3uu2
x)dx

και ξαναγράφουµε την (3.2.14) ως

(3.2.30)
d

dt
ψ(u(t)) + γψ(u(t)) = −η(u(t)).

Και εδώ ο σηµαντικός όρος του ψ(u) είναι ο 9
5 |u|22 και το η(u) είναι ϕραγµένο από

µια έκφραση που εµπεριέχει µόνο το ‖u‖1 και όχι το |u|2. ΄Ετσι η απόδειξη της

(3.2.15) προκύπτει από την (3.2.30) όπως και η απόδειξη της (3.2.28) ήταν συνέπεια

της (3.2.25). �

Τέλος ϑα αναφέρουµε το ϑεώρηµα ύπαρξης του ολικού ελκυστή.

Θεωρηµα 3.2.5. Θεωρούµε την ηµιοµάδα τελεστών

S(t) : H2 → H2

u0 → S(t)u0 = u(t).

για την οποία υπάρχει η απορροφητική σφαίρα B2 και υποθέτουµε ότι ο S(t) είναι
ασυµπτωτικά συµπαγής, δηλαδή αν (tn)n∈N ακολουθία µε tn → +∞ καθώς n → +∞
και

u0,n ⇀ u0,

στον H2, τότε

S(tn)u0,n → S(t)u0.

Τότε το ω(B2) = A είναι ολικός ελκυστής για την ηµιοµάδα S(t).
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Ολοκληρώνουµε την παρουσίαση της εργασίας παραθέτοντας ορισµένα αποτελέ-

σµατα που αφορούν συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, τα οποία χρησιµοποιήθηκαν κατά

την παρουσίαση του ϑεωρήµατος ύπαρξης λύσης για την εξίσωση KdV. Τις αποδείξεις

των ακόλουθων προτάσεων και ϑεωρηµάτων µπορεί να �ρει κανείς στο [2].

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ PEANO.

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

(3.2.31) x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = y0

για x : [t0 − c, t0 + c] → Y όπου Y είναι χώρος Banach.

Θεωρηµα. 4.0.1. (Γενικευµένο ϑεώρηµα του Peano). ΄Εστω t0 ∈ R, y0 ∈ Y και

Qb = {(t, y) ∈ R × Y : |t− t0| ≤ a, ‖y − y0‖ ≤ b},
όπου, 0 < a, b < ∞ σταθερές. ΄Εστω ότι ο f : Qb → Y είναι συµπαγής τελεστής και
ότι ‖f(t, y)‖ ≤ K για κάθε (t, y) ∈ Qb για σταθερό K > 0. Θέτουµε c = min(a, b/K).
Τότε το πρόβληµα (3.2.31) έχει µια συνεχώς διαφορίσιµη λύση στο [t0 − c, t0 + c].

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ PICARD-LINDELOF.

Θεωρηµα. 4.0.2. ΄Εστω t0 ∈ R, y0 ∈ Y , και

Qb = {(t, y) ∈ R × Y : |t− t0| ≤ a, ‖y − y0‖ ≤ b},
όπου, a, b > 0 σταθερές. ΄Εστω f : Qb → Y συνεχής και

‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀ (t, x), (t, y) ∈ Qb,

και

‖f(t, y)‖ < K, ∀ (t, y) ∈ Qb,

όπου L ≥ 0 και K > 0 σταθερές. Επιλέγουµε ένα c τέτοιο ώστε 0 < c < a και
Kc < b. Τότε ισχύουν το πρόβληµα αρχικών τιµών (3.2.31) έχει ακριβώς µια συνεχώς
διαφορίσιµη λύση x(·) στο διάστηµα [t0 − c, t0 + c].

ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ.

Προταση. 4.0.1. ΄Εστω 0 < T < ∞, και f : R → R µια αύξουσα C1 συνάρτηση.
΄Εστω ότι οι C1 συναρτήσεις u, v : [0, T ] → R ικανοποιούν τις σχέσεις

u′ ≤ f(u) στo [0, T ],

v′ = f(v) στo [0, T ],

u(0) ≤ v(0).

37
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Τότε ισχύει η εξής ανισότητα

u(t) ≤ v(t) στo [0, T ].

ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΩΝ ΛΥΣΕΩΝ ΣΥΝΗΘΩΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ Ε-

ΞΙΣΩΣΕΩΝ.

Προταση. 4.0.2. Θεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα αρχικών τιµών

u′(t) = F (u(t)) στo J,

u(t0) = u0,(3.2.32)

όπου J είναι ένα πραγµατικό, πεπερασµένο ή άπειρο διάστηµα µε t0 ∈ J , δηλαδή J ⊆ R,
και η απεικόνιση F είναι της µορφής

F : X → X,

όπου X είναι χώρος Banach. ΄Εστω u0 ∈ X , γνωστό. Επίσης υποθέτουµε ότι υπάρχει
ένας ϑετικός αριθµός c τέτοιος ώστε αν u : J0 → X είναι λύση του προβλήµατος (3.2.32)
σε ένα υποδιάστηµα J0 του J , τότε

‖u(t)‖ ≤ c στo J0.

Τότε το πρόβληµα (3.2.32) έχει λύση στο J αν η F είναι συνεχής, ϕραγµένη σε ϕραγµένα
σύνολα και τοπικά Lipschitz συνεχής.

ΟΡΙΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ ΙΣΟΣΥΝΕΧΕΙΑ.

Προταση. 4.0.3. ΄Εστω ότι το όριο

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

υπάρχει για κάθε x σε ένα πυκνό υποσύνολο του M και ότι το σύνολο {fn : n ∈ N} είναι
ισοσυνεχές στο M . Τότε το όριο υπάρχει για κάθε x ∈ M και το όριο της ακολουθίας
(fn)n∈N, f : M → Y είναι συνεχές.
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