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Εισαγωγή

Αυτή η εργασία αποτελεί το δεύτερο τµήµα της µεταπτυχιακής µου διατριβής,
παρόλο που αποτελεί από µονο του µια ξεχωριστή διατριβή. Στο ϑέµα αυτό
εφαρµόζονται στοιχεία από τοµείς της Αλγεβρικής Θεωρίας (Οµάδες, ∆ακτυ-
λιοι, Αλγεβρική Γεωµετρία) µε στόχο να επιλυσούν αλγεβρικά υπολογιστικά
προβλήµατα της Γεωδαισίας και της Γεωπληροφορικής.

Στις µέρες κάθε σύγχρονος επιστήµονας ή µηχανικός, γνωρίζει πως η
συνθετότητα της ϕύσης αλλά και των περισσοτέρων εφαρµοσµένων προβλη-
µάτων είναι τόσο πολύπολοκη, που ο µόνος τρόπος επίλυσης τους είναι µε
προσεγγιστικές µεθόδους. Παρόλα αυτά οι περισσότεροι µηχανικοί αγνοούν
της ύπαρξη πολλών µαθηµατικών εργαλείων και άλλοι πάλι δυσανασχετούν
όταν έχουν να εργαστούν µε αυτά. Σε αυτό ϕέρνουν ευθύνη και οι ϑεωρητικοί
επιστήµονες που είναι αποκοµµένοι από τις άλλες επιστήµες ή τις εφαρµογές
τους και δεν «διαφηµίζουν» τις εργασίες τους ή επιµένουν σε έναν αυστη-
�ό ϕορµαλισµό που είναι δύσκολος για τους µηχανικούς στα πρώτα στάδια
γνωριµίας τους µε τις ϑεωρίες.

Αντιπάράδειγµα απότελούν οι Awange και Grafarend που µε το �ιβλίο
τους Solving Computational Problems in Geodesy and Geoinformatics ϕέρ-
νουν σε µια πρώτη επαφή τους Τοπογράφους Μηχανικούς µε την Αλγεβρική
Θεωρία. Η εργασία αυτή κατά ένα µεγάλο µέρος αποτελεί ένα review κά-
ποιων κεφαλαίων του �ιβλίου. Ακόµη ένα αντιπαράδειγµα είναι ο Αριστείδης
Κοντογεώργης Λέκτορας του Πανεπιστηµίου Αιγαίου, που αν και ϑεωρητικός
τολµησε να αναλάβει µια εργασιά κατά το ήµιση έξω από τον χώρο του και µε
τον τρόπο αυτό να γίνει ξεκάθαρο πως η ΄Αλγεβρα µόνο ϑεωρητική δεν είναι.

Ο υπογράφοντας ϑεωρεί ότι η εργασία είναι πλήρης και από ϑεωρία αλλά
και από εφαρµογές, αν και υπάρχουν κάποια σκοτεινά σηµεία στο κείµενο.
Η απόφαση να µην γίνει αποσαφηνοποίηση των πάντων, επιλέχθηκε µε �άση
το σκοπό και την έκταση της εργασίας. Πιο συγκεριµένα η εργασία έχει
χωριστεί σε τέσσερα τµήµατα:

Μέρος Ι Γίνεται µια µικρή εισαγωγή στης Θεωρία της Γεωδαισίας και του συστή-
µατος GPS. Το πρώτο αποτελεί την επιστήµη που µελετά ϑέµατα όπως
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π.χ. τις διαστάσεις της Γης, ενώ το δεύτερο αποτελεί την τεχνολογία µε
την οποία µπορούµε να γνωρίζουµε την ακριβή µας ϑέση πάνω στη Γη.

Μέρος ΙΙ ∆ιατυπώνονται συνοπτικά στοιχεία της Αλγεβρικής ϑεωρίας και αναλύ-
εται το υπολογιστικό εργαλείο (Βάσεις Gröbner) που ϑα εφαρµόσουµε
στα προβλήµατα µας.

Μέρος ΙΙΙ Γίνεται η εφαρµογή της ϑεωρίας σε δύο σηµαντικά προβλήµατα του
Τοπογράφου Μηχανικού.

Παραρτήµατα Περιγράφονται οι �ασικές αρχές της Φωτογραµµετρίας και παρατίθο-
νται οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται στην επίλυση των προβληµά-
των.

Θ. Πανάγου, Σάµος 2006.
Τοπογράφος Μηχανικός



Μέροσ I

Εισαγωγή στη Γεωδαισία και στο
Σύστηµα GPS



Κεφάλαιο 1

Στοιχεία Θεωρίας Γεωδαισίας

1.1 Ορισµός της Γεωδαισίας

Η λέξη Γεωδαισία είναι σύνθεση των λέξεων Γη και δαίω (=διαιρώ, µοιράζω).
Η ακριβής ερµηνεία της λέξης ϑα σήµαινε υποδιαίρεση της Γης ή διαµερι-
σµός της Γης. Σήµερα η λέξη Γεωδαισία ορίζει µια περιοχή των Γεωεπιστη-
µών, δηλαδή των επιστηµών (όπως π.χ. η Γεωλογία, η Γεωφυσική κ.α.), που
ασχολούνται µε τον Πλανήτη Γη στο σύνολο του ή µερικά.

Ορισµός 1.1.1. Με τη λέξη Γεωδαισία ορίζουµε την επιστηµονική περιόχή που
µελετάει ϑεωρητικά και πρακτικά : Το σχήµα (µορφή), το µέγεθος (διαστάσεις)
και το πεδίο �αρύτητας (ελκτικό και ϕυγόκεντρο πεδίο) της Γης, στην επιφάνεια
της και έξω από αυτήν, ητήµατα σχετικά µε τον προσδιορισµό σηµείων ανα-
ϕοράς και γενικά ϑέσεων στην ϕυσική της επιφάνεια και κάτω από αυτήν. Τις
διαχρονικές µεταβολές του σχήµατος, του µεγέθους και του πεδίου �αρύτηας,
καθώς και τις µετατοπίσεις των σηµείων αναφοράς και ϑέσεων. Την απεικόνιση
όλων των προηγουµένων αντικειµένων της.(Λιβιεράτος 1992)

Η Γη είναι ένα τεράστιο, σε όγκο, ϕυσικό σώµα, µε σχήµα αρκετά πολύ-
πλοκο, το οποίο σε πρωτη προσέγγιση ϑα λέγαµε ότι τείνει προς σφαίρα. Οι
διαστάσεις και τα ϕυσικά µεγέθη που την αφορούν, είναι αδύνατον να γίνουν
αντιληπτές από την απλή δυνατότητα άµεσης εποπτείας που έχει ο άνθρωπος
στον περιβάλλοντα χώρο. Η πρώτη προσέγγιση του σχήµατος της, η λεγόµενη
γήινη σφαίρα, έχει ακτίνα R περίπου ίση 6.370km, µάζαM περίπου 6×104kg,
µέση πυκνότητα δ περίπου 5.5 gr

cm3 και περιστρέφεται γύρω από τον άξονα της
µε γωνιακή ταχύτητα ω περίπου 7× 10−5 rad

sec . Η γήινη αυτή σφαίρα δηµιουρ-

γεί δυναµικό V περίπου 6.3 × 1014 cm2

sec2 και δυνάµεις �αρύτητας, έντασης g
περίπου 980 cm

sec2 πάνω στην επιφάνεια της.
Στην πραγµατικότητα, η µορφή της Γης, είναι πολυπλοκότερη από σφαί-

�α, τείνει στην µορφή ενός ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, του γήινου ελ-
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λειψοειδούς, µε µεγάλο άξονα a περίπου 6.380km και µικρό ηµιάξονα b
περίπου 6.360km. Το ελλειψοειδές είναι πεπλατυσµένο στους Πόλους, αφού
η διαφορά µεγάλου και µικρού ηµιάξονα είναι µόλις 20km, δηλαδή 3 0/00

του µεγάλου ηµιάξονα. Η εσωτερική δοµή της Γης µπορεί να χαρακτηριστεί
από την διάκριση σε τρια γενικά στρώµατα, ϕασµατικά διακεκριµένα µεταξύ
τους, το ϕλοιό, το µανδύα και τον πυρήνα.

1.2 Κινήσεις της Γης

Οι κινήσεις της Γης είναι δυνατόν να καταταγούν σε δύο �ασικές κατηγορίες :

α. Περιστροφή γύρω από τον ήλιο, ακολουθώντας ελλειπτική τροχιά.

γ. Περιστροφή γύρω από τον άξονα της.

Γενικά, τρια χαρακτηριστικά των κινήσεων της Γης µπορούν να ϑεωρηθούν
ως πιο σηµαντικά:

α. Η Γη περιστρέφεται γύρω από τον άξονα της µε µια σχεδόν σταθερή
γωνιακή ταχύτητα περιστροφής.

�. Ο άξονας της έχει µια σχεδόν σταθερή κλίση ως προς το επίπεδο της
τροχίας της Γης (εκλειπτικό επίπεδο), γύρω από τον ήλιο.

γ. Ο προσανατολισµός του άξονα της Γης στο διάστηµα, ως προς τους
αστέρες, είναι σχεδόν σταθερός.

Η γνώση του προσανατολισµού του άξονα περιστροφής είναι πολύ σηµαντική
για τον υπολογισµό των τροχιών των τεχνητών δορυφόρων της Γης.

1.3 Επιφάνειες Αναφοράς

Η πραγµατική επιφάνεια της Γης, το λεγόµενο γηίνο ανάγλυφο, είναι πο-
λύπλοκή και αδύνατον να περιγραφεί άµεσα, χωρίς την «αναφορά» της σε
µια απλούστερη, �οηθητική, µορφή επιφάνειας, η οποία καλείται επιφάνεια
αναφοράς και η οποία ανάλογα µε την έκταση των εφαρµογών και την α-
παιτούµενη ακρίβεια των µετρήσεων και των εφαρµογών, µπορεί να είναι το
επίπεδο, η γήινη σφαίρα ή το γήινο ελλειψοειδές. ΄Ετσι, η πραγµατική ε-
πιφάνεια της Γης, συγκρίνεται µε την επιφάνεια αναφοράς και κατα κάποιο
τρόπο «χαρτογραφείται» σε αυτή.

΄Οπως αναφέρθηκε, ένα από τα �ασικά προβλήµατα της Γεωδαισίας είναι
ο ακριβής προσδιορισµός του σχήµατος και του µεγέθους της Γης. Η ϕυσική
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επιφάνεια της Γης είναι το όριο µεταξύ της συµπαγούς γης και της υδάτινης
επιφάνειας µε την ατµόσφαιρα. Η ϕυσική επιφάνεια της Γης καλύπτεται κατα
το 720/0 από νερό και µόνο το 280/0 από στεριά. ΄Ετσι, η επιφάνεια της δεν
είναι µια µάζα συµπαγής, αφού δεν αποτελείται από οµοιογενές υλικό.

Η επιφάνεια αυτή που εκλέγεται να πλησιάζει περισσότερο, από κάθε άλλη
ισοδυναµική επιφάνεια του πεδίου �αρύτητας της Γης, την µέση στάθµη της
ϑάλασσας είναι το γεωειδές.

΄Ετσι, οι �ασικές επιφάνειες αναφοράς που χρησιµοποιούνται στην γεω-
δαισία για να περιγράψουν το σχήµα της Γης είναι τρεις : το γεωειδές, το
ελλειψοειδές και η σφαίρα. Σχήµα (1.1)

Σχήµα 1.1: Οι επιφάνειες αναφοράς.

Γεωειδές

Ως γεωειδές ορίζεται η ισοδυναµική επιφάνεια έλξης και περιστροφής της
Γης που πλησιάζει τη µέση στάθµη της ϑάλασσας (ΜΣΘ µε ακρίβεια ±1m)
διορθωµένη από τις επιδράσεις των µεταβολών της πυκνότητας του νερού,
των κυµάτων των παλιρροιών, των �ευµάτων και των ατµοσφαιρικών ϑαλασ-
σών. Η επιφάνεια του γεωειδούς είναι εξ ορισµού κάθετη προς την διεύθυνση
της �αρύτητας και µε τοπογραφικές µεθόδους (χωροστάθµιση) µετρούνται τα
υψόµετρα ως προς αυτήν. ∆ηλαδή αποτελεί την επιφάνεια αναφοράς των
υψοµέτρων. Το γεωειδές είναι µια µη οµαλή επιφάνεια και προσδιορίζεται
µέσω αστρογεωδαιτικών παρατηρήσεων ή µε µετρήσεις �αρύτητας ή αναλύ-
οντας την κίνηση των τεχνητών δορυφόρων. Το γεωειδές προσαρµόζεται στη
Μέση Στάθµη των Θαλασσών και προεκτείνεται κάτω από τις ηπείρους. ∆ες
Σχήµατα (1.1) και (1.2).

Ελλειψοειδές Αναφοράς

Επειδή το γεωειδές δεν είναι οµαλή επιφάνεια, είναι ακατάλληλο για να χρη-
σιµοποιηθεί ως επιφάνεια αναφοράς για υπολογισµούς. ΄Ετσι, στους συνήθεις
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γεωδαιτικούς υπολογισµούς (δυο διαστάσεις) η ϑέση των σηµείων που �ρίσκο-
νται στην ϕυσική επιφάνεια της Γης, ορίζεται προσδιορίζοντας τις συντεταγ-
µένες τους ως προς κάποια επιφάνεια αναφοράς, που εκλέγεται συµβατικά,
έτσι ώστε να προσεγγίζει όσο το δυνατόν καλύτερα το γεωειδές και συγχρόνως
να έχει µια απλή µαθηµατική έκφραση.

Ως �έλτιστο µαθηµατικό µοντέλο του γεωειδούς επιλέγεται το διαξονικό ελ-
λειψοειδές, που προκύπτει µε περιστροφή µιας έλλειψης γύρω από τον µικρό
της ηµιάξονα. Κάθε σηµείο της ϕυσικής επιφάνειας της Γης απεικονίζεται σε
ένα σηµείο στο ελλειψοειδές, που υλοποιείται µε το ίχνος της καθέτου πάνω
στο ελλειψοειδές. ∆ηλαδή τα δύο αυτά σηµεία εκφράζονται µε τις ίδιες ελλει-
ψοειδείς συντεταγµένες φ (γεωδαιτικό πλάτος) και λ (γεωδαιτικό µήκος), ενώ το
µήκος της καθέτου λέγεται γεωµετρικό υψόµετρο h του σηµείου.

Σχήµα 1.2: ∆ιακρίνουµε τις επιφάνειες αναφοράς, το γεωειδές, το ελλειψοει-
δές και την τοπογραφική επιφάνεια.

Το πρόβληµα της εύρεσης των διαστάσεων του καλυτερου ελλειψοειδούς
ϑεωρείται εκείνο, που το κέντρο του ταυτίζεται µε κέντρο της µάζας της Γης,
ο άξονας συµµετρίας του ταυτίζεται µε τον άξονα περιστροφής της Γης και
προσεγγίζει όσο το δυνατόν καλύτερα (σε διαστάσεις) το γεωειδές. ΄Οµως υ-
πάρχουν ελλειψοειδή αναφοράς που προσαρµόζονται καλύτερα στο γεωειδές
µιας περιοχής και σε ϑέση και σε διαστάσεις και χρησιµοποιούνται ως επι-
ϕάνειες αναφοράς τοπικών γεωδαιτικών εργασιών.

΄Ετσι, κάθε κράτος επιλέγει εκείνο το ελλειψοειδές αναφοράς που προσεγ-
γίζει καλύτερα το γεωειδές στην συγκεκριµένη περιοχή ορίζοντας µε αυτόν
τον τρόπο, το γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς (γεωδαιτικό datum). ΄Ενα τέτοιο
ελλειψοειδές, που οι διαστάσεις του εκλέγονται εκ των προτέρων, λέγεται γεω-
δαιτικό ελλειψοειδές αναφοράς και το κέντρο του δεν συµπίπτει µε το κέντρο
µάζας της Γης, ενώ ο µικρός του άξονας επιλέγεται να είναι παράλληλος µε
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τον άξονα περιστροφής της Γης. (Βέης 2005)

Η σφαίρα

Η σφαίρα έχει την απλούστερη µαθηµατική έκφραση από τις άλλες επιφάνειες
αναφοράς, αλλά προσεγγίζει µε µικρότερη ακρίβεια τόσο το ΕΕΠ όσο και το
γεωιδές στην περιοχή. Η µαθηµατική έκφραση που εκφράζει τη σφαίρα
ακτίνας R, όταν κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων είναι το κέντρο της
σφαίρας είναι γνωστό :

X2 + Y 2 + Z2 = R2. (1.1)

Η σφαίρα ως επιφάνεια αναφοράς χρησιµοποιείται στις αναγωγές της τρι-
γωνοµετρικής υψοµετρίας στην τοπογραφία, αλλά και στην χαρτογραφια και
τη ναυσιπλοία.

1.4 Συστήµατα Αναφοράς

Ο κύριος σκοπός της Γεωδαισίας είναι ο προσδιορισµός του σχήµατος και του
µεγέθους της Γης και η εγκαθίδρυση στην επιφάνεια της ενός αριθµού τρι-
γωνοµετρικών σηµείων που η σχετική (και η κατα προτίµηση απόλυτη) ϑέση
τους να είναι γνωστή. Για τη λύση αυτού του προβλήµατος απαιτείται ένα σύ-
στηµα αναφοράς και αφού το πρόβληµα της Γεωδαισίας είναι ένα προβλήµα
στο χώρο, ϑα πρέπει να είναι τρισδιάστατο. Υπαρχουν τρεις οµάδες συστη-
µάτων αναφοράς που χρησιµοποιούνται στη Γεωδαισία και τις γεωδαιτικές
εργασίες.

Η πρώτη περιλαµβάνει το ϕυσικό σύστηµα (σύστηµα αξόνων και επιφα-
νειών εξοπλισµένο µε µια µαθηµατική ϑεωρία) που ορίζει τη ϑέση ενός ση-
µείου µε τον προσανατολισµό της πραγµατική κατακορύφου και τον γεω-
δυναµικό αριθµό που αντιστοιχεί στο σηµείο. Το σύστηµα αυτό ονοµάζεται
Αστρονοµικό Σύστηµα Αναφοράς και η ϑέση ενός σηµείου σε αυτο, µπορεί να
προσδιοριστεί µε απέυθείας µετρήσεις που γίνονται στο σηµείο. Οι αστρονο-
µικές συντεταγµένες είναι το αστρονοµικό πλάτος Φ και το αστρονοµικό µήκος
Λ, Σχήµα (1.3). Σήµερα χρησιµοποιείται κυρίως στις αστρογεωδαιτικές ερ-
γασίες.

Η δεύτερη περιλαµβάνει τα γήινα ή γεωκεντρικά ή γεωγραφικά συστήµατα
τα οποία είναι και παγκόσµια συστήµατα αναφοράς. Η ϑέση ενός σηµείου
ορίζεται σε σχέση µε το κέντρο µάζας της Γης και χρησιµοποιεί το µέσο ά-
ξονα περιστροφής της Γης ως �ασική διεύθυνση αντί της κατακορύφου. Ο
ορισµός της ϑέσης µπορεί να εκφραστεί µε µια ποικολία παραµέτρων και
µαθηµατικών εκφράσεων, που οι πιο διαδεδοµένες είναι : Το σύστηµα των
ελλειψοειδών συντεταγµένων, στο οποίο η ϑέση ενός σηµείου προσδιορίζεται
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Σχήµα 1.3: Το Αστρονοµικό Σύστηµα Αναφοράς.

σε σχέση µε ένα ελλειψοειδές αναφοράς (εκ περιστροφής ή τριαξονικό) και το
σύστηµα των καρτεσιανών συντεταγµένων, Σχήµα (1.4).

Η τρίτη οµάδα συστηµάτων αναφοράς είναι τα Γεωδαιτικά Συστήµατα Α-
ναφοράς που διαφέρουν από ένα γηίνο σύστηµα, στο ότι η αρχή (αφετηρία)
του συστήµατος δεν ταυτίζεται µε το κέντρο µάζας της Γης. ΄Ενα γεωδαιτικό
σύστηµα µπορεί και επιδιώκεται να προσανατολιστεί παράλληλα µε το γηίνο
σύστηµα µε µια πολύ καλή προσέγγιση (καλύτερη του 10−6). Η ϑέση ενός
σηµειου µπορεί επίσης να εκφραστεί σε ελλειψοειδείς ή καρτεσιανές συντε-
ταγµένες.

Στην πράξη χρησιµοποιούνται επίσης και τα Τοπικά (ή Τοποκεντρικά) Συ-
στηµατα Αναφοράς για συκγεκριµένες εφαρµογές. Το κέντρο του συστήµατος
είναι ένα σηµείο της ϕυσικής επιφάνειας της Γης και οι άξονες του µπορεί να
έχουν αυθαίρετο προσανατολισµό.

Ακόµη να τονίσουµε ότι η Γεωδαισία µε δορυφόρους απαιτεί τη χρήση
ενός «συστήµατος αδράνειας», δηλαδή ενός συστήµατος συντεταγµένων σε
ηρεµία ή σε κατάσταση οµοιόµορφης κίνησης χωρίς καµία επιτάχυνση, που
ονοµάζεται Ουράνιο Σύστηµα Αναφοράς. Με αυτό περιγράφεται η κίνηση
των δορυφόρων, ενώ απαιτείται η σύνδεση του µε σταθερό στη Γη συµβατικό
γιήνο σύστηµα αναφοράς, που υλοποιείται µε σηµεία (σταθµούς) πάνω στην
επιφάνεια της Γης.

Οι γεωδαιτικές και οι γηίνες συντεταγµένες δεν προσδιορίζονται απέυθεί-
ας από µετρησεις που γίνονται στο ίδιο το σηµείο, αλλά πρσδιορίζονται από



1.5 Γεωδαιτικο Συστηµα Αναφορας · 8

Σχήµα 1.4: Το Γηίνο Σύστηµα Αναφοράς.

σηµείο σε σηµείο. Τα συστήµατα αυτά είναι ουσιαστικά αριθµητικά συστή-
µατα, δεδοµένου ότι στην πραγµατικότητα ορίζονται µε αριθµητικές τιµές,
τις συντεταγµένες σε πραγµατικά σηµεία της Γης (δίκτυα), µε τα οποία υλο-
ποιούνται.

Τέλος µε κατάλληλες µετρήσεις και υπολογισµούς, είναι δυνατόν να ε-
πιτευχθεί τόσο η σύνδεση µεταξύ των συστηµάτων αναφοράς, όσο και η µε-
τατροπή των συντεταγµένων από ένα σύστηµα αναφοράς σε ένα άλλο στην
ίδια χώρα ή και µεταξύ χωρών, µε την προυπόθεση ότι είναι γνωστές όλες οι
παράµετροι που ορίζουν τα συστήµατα αναφοράς.

1.5 Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς

Για την αναπαράσταση του γήινου αναγλύφου µιας χώρας χρησιµοποιείται
ένα Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφοράς, το οποίο ορίζεται από τρισορθογώνιους
καρτεσιανούς άξονες X, Y, Z µε κοινή αρχή αξόνων, σε σηµείο που απέχει
συγκεκριµένη απόσταση από το κέντρο µάζας της Γης και όχι πολύ µακρια
από αυτό.

Στο γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς, ορίζεται ένα ελλειψοειδές εκ περι-
στροφής (ΕΕΠ)(το κέντρο του είναι η αρχή των αξόνων του συστήµατος), µε
δεδοµένες διαστάσεις (µεγάλο ηµιάξονα και εκκεντρότητα), η επιφάνεια του
οποίου προσαρµόζεται όσο το δυνατόν καλύτερα στο γεωειδές, στην περιοχή



1.5 Γεωδαιτικο Συστηµα Αναφορας · 9

της χώρας ή της ευρύτερης περιοχής, που µας ενδιαφέρει, Σχήµα (1.5).

Σχήµα 1.5: Το Γεωκεντρικό X0, Y 0, Z0 και το Γεωδαιτικό X, Y, Z σύστηµα.

΄Ενα σηµείο του γήινου αναγλύφου ορίζεται είτε από τις ορθογώνιες καρ-
τεσιανές συντεταγµένες X, Y, Z ως προς τους γεωδαιτικούς άξονες αναφοράς,
είτε από τις ορθογώνιες αλλά ελλειψοειδείς συντεταγµένες λ, ϕ, το γεωδαιτικό
µήκος και πλάτος, που συµπληρώνονται από την κάθετη απόσταση h, του
σηµείου από την επιφάνεια του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής, που λέγεται
γεωµετρικό υψόµετρο.

Τα X, Y, Z και λ, φ, h που αναφέρονται στο ίδιο σηµείο αλλά σε διαφορε-
τικά συστήµατα, σχετίζονται µεταξύ τους �άση της Αναλυτικής Γεωµετρίας.

X = (N + h)cosλcosϕ
Y = (N + h)sinλcosϕ
Z = [(1 − e2)N + h]sinϕ

(1.2)

µε
N = α√

1−e2sin2ϕ

% =
α(1−e2)√

(1−e2sin2ϕ)3

(1.3)

όπου (Ν) η ακτίνα καµπυλότητας της πρώτης καθέτου τοµής στην µεσηµβρινή
τοµή (ακτίνας καµπυλότητας %) του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής του ση-
µείου µε συντεταγµένες X, Y, Z . Με e η εκκεντρότητα της έλλειψης και α η
δίασταση του µεγάλου άξονα.
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Οι αντίστροφες σχέσεις των (1.2) λ, ϕ, h συναρτήσει των X, Y, Z και των
διαστάσεων του ΕΕΠ είναι

λ = arctan YX

ϕ = arctan Z+e2Nsin√
X2+Y 2

h = Z
sinϕ − (1− e2)N

(1.4)

Τα γεωδαιτικά συστήµατα αναφοράς για τις ανάγκες της χαρτογραφίας
και των τοπογραφικών διαγραµµάτων χρησιµοποιούν γεωµετρικές ή µαθη-
µατικές απεικονίσεις της επιφάνειας της σφαίρας ή του ελλειψοειδούς σε ένα
επίπεδο ή µια αναπτυκτή επιφάνεια (κώνος, κύλινδρος) όπου υπολογίζονται
οι επίπεδες ορθογώνιες συντεταγµένες των σηµείων.

Υψοµετρία

Είναι δυνατό το ίδιο σηµείο να προσδιορίζεται από τις ελλειψοειδείς συντεταγ-
µένες λ, ϕ και από την κάθετη απόσταση τουH από το γεωειδές και ονοµάζεται
ορθοµετρικό υψόµετρο. ∆ηλαδή στην πράξη είναι το υψόµετρο που µετράµε
από τη στάθµη της ϑάλασσας.

Η διαφορά του ορθοµετρικού µε το γεωµετρικό υψόµετρο (κάθετη από-
σταση από το ΕΕΠ) λέγεται αποχή του γεωειδούςΝ (προσοχή µην συγχέεται
µε την ακτίνα καµπυλότητας) και δίνεται από τη σχέση

h = H + N (1.5)

όταν το γεωειδές είναι πάνω από το ΕΕΠ, Σχήµα (1.6. ∆ιαφορετικά, αν το
γεωειδές είναι κάτω από το ΕΕΠ ισχύει

h = H − N. (1.6)

και αποτελεί ένα σηµαντικό µέγεθος επεξεργασίας και ερµηνείας στη Γεωδαι-
σία και τη Γεωφυσική. Το υψόµετρο του γεωειδούς Ν, υπολογίζεται συνήθως
µε µια πολύπλοκη διαδικασία. Τα δορυφορικά συστήµατα εντοπισµού ϑέσης
µπορούν να µας δώσουν ακρίβεια στο σχετικό προσδιορισµό των υψοµέτρων
h της τάξης του εκατοστού και στη συνέχεια να υπολογίσουµε τα ορθοµετρικά
υψόµετρα.

1.5α’ Το Ελληνικό Σύστηµα Αναφοράς ΕΓΣΑ 87’

Το 1987προτάθηκε από την Γεωδαιτική και Γεωφυσική Επιτροπή του κρά-
τους (ΓΓΕΚ) και το 1988 υιοθετήθηκε από τον Οργανισµό Κτηµατολογίου και
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Σχήµα 1.6: ∆ιακρίνουµε το γεωµετρικό υψόµετρο h, το ορθοµετρικό υψόµε-
τρο H και την αποχή του γεωειδούς N.

Χαρτογρφήσεων Ελλάδας (ΟΚΧΕ) το Ελληνικό Γεωδαιτικό Σύστηµα Αναφο-
�άς, γνωστό ως ΕΓΣΑ’87.

Το ΕΕΠ που χρησιµοποιείται είναι το GRS 80. Ως αφετηρία του συστή-
µατος επελέγη το κεντρικό �άθρο του Κέντρου ∆ιονύσου στην Αττική. Οι
γεωκεντρικές παρατηρήσεις αφετηρίας προέκυψαν από παρατηρήσεις δορυ-
ϕόρων πολλών ετών µε συστήµατα ϕωτογραφικά, doppler και laser.

Για την εφαρµογή επιλέχθηκε η Εγκάρσια Μερκατορική Προβολή και ο
κεντρικός µεσηµβρινός λ = 240 µε κλίµακα παραµόρφωσης K0 = 0.9996.



Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στο Σύστηµα GPS

2.1 Γενικά για το GPS

Η εκτόξευση του πρώτου τεχνητού δορυφόρου της Γης (Sputnik Ι) στις 4 Ο-
κτωβρίου του 1957 και η διαστηµική τεχνολογία που την ακολούθησε, έδωσε
µια επαναστατική ώθηση σε πολλές επιστήµες µεταξύ των οποίων και η γε-
ωδαισία. Η διαστηµική γεωδαισία όπως ονοµάστηκε, έδωσε µια νέα οπτική
στην αντιµετώπιση των γεωµετρικών και δυναµικών γεωδαιτικών προβληµά-
των. Με τους τεχνητούς δορυφόρους καθιερώθηκε η µέθοδος του τρισδιά-
στατου τριγωνισµού (τριγωνισµός στο χώρο) και ο άµεσος προσδιορισµός της
ϑέσης σηµείων σε ένα τρισορθογώνιο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων,
που χρησιµοποιεί γεωδαιτικά συστήµατα αναφοράς. Με τη µέθοδο αυτή, οι
γεωδαιτικές εργασίες προσδιορισµού ϑέσης απαλάσσονται από την πολυπλο-
κότητα που ενυπάρχει στην κλασική µέθοδο, όπου χρησιµοποιούνται κυρίως
τοπικά συστήµατα αναφοράς. Στη διαστηµική γεωδαισία, οι παρατηρήσεις
δεν είναι πλέον οι κλασικές ποσότητες που γνωρίζουµε από την κλασική γεω-
δαισία (π.χ. γωνίες, διευθύνσεις πλευρών, �αρύτητα), αλλά πολυποκότερες,
προιόντα σύνθετων συτηµάτων µέτρησης (π.χ. διαφορές συχνοτήτων, χρόνοι
διαδροµής σηµάτων κ.α.)(Λιβιεράτος 1992).

Το Παγκόσµιο Σύστηµα Εντοπισµού ϑέσης (Global Position System)
είναι ένα στρατιωτικό σύστηµα πλοήγησης, το οποίο σχεδιάστηκε, χρηµατο-
δοτήθηκε και ελέγεχεται από το Υπουργείο ΄Αµυνας των ΗΠΑ. Παρόλο που
ο πρωταρχικός στόχος του GPS είναι για στρατιωτικούς σκοπούς των ΗΠΑ,
η χρηση του συστήµατος είναι ελεύθερη για όλους τους µη στρατιωτικούς
χρήστες.

Το GPS είναι ένα σύστηµα πλοήγησης που �ασίζεται σε σήµατα που εκ-
πέµπονται από ένα δίκτυο δορυφόρων που �ρίσκονται σε τροχιά γύρω από
την γη. Από κάθε δορυφόρο η µετάδοση πληροφοριών για την ακριβή ώρα
και την ϑέση του, επιτρέπει σε ένα κατάλληλο δέκτη να υπολογίσει µε τριγω-
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νισµό την δική του ϑέση, η οποία εµφανίζεται στην οθόνη του εκφρασµένη σε
συντεταγµένες ενός συγκεκριµένου γεωδαιτικού συστήµατος αναφοράς (προ-
επιλεγµένο το WGS 84). Ο ακριβής προσδιορισµός ϑέσης ποικίλει ανάλογα
µε τις ανάγκες. ΄Ετσι για έναν πεζοπόρο ή για ένα στρατιώτη στην έρηµο,
ακριβής σηµαίνει απόκλιση περίπου 15m. Για ένα πλοίο που πλέει στα πα-
�άκτια ύδατα, ακριβής σηµαίνει απόκλιση 5m περίπου. Για ένα τοπογράφο,
ακριβής σηµαίνει απόκλιση µικρότερη από 1cm. Το GPS µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί για να δώσει την ακριβή ϑέση σε πολλές τις εφαρµογές, µε µόνη
διαφορά, τον δέκτη GPS που ϑα χρησιµοποιηθεί και την αντίστοιχη τεχνική.

Το GPS) έχει επιφέρει �ιζικές αλλαγές στις τοπογραφικές εργασίες και
γενικότερα στη γεωδαισία λόγω των ειδικών χαρακτηριστικών του, που περι-
λαµβάνουν:

• Σχετικά µεγάλες ακρίβειες προσδιορισµού ϑέσης, σε επίπεδα που κυ-
µαίνονται από δεκάµετρα ως λίγα χιλιοστά.

• Ο προσδιορισµός ϑέσης γίνεται ταυτόχρονα σε τρεις διαστάσεις, δηλαδή
οριζοντιογραφικός και υψοµετρικός εντοπισµός.

• Ο προσδιορισµός της ταχύτητας και του χρόνου σε επίπεδα ακρίβειας
που αντιστοιχούν σε αυτά του προσδιορισµού ϑέσης.

• ∆ιαθέσιµο στους χρήστες οπουδήποτε και αν �ρίσκονται, στον αέρα, στη
ϕυσική επιφάνεια της Γης, ή στη ϑάλασσα.

• Σχετικά µικρό κόστος για το σύστηµα δέκτη/κεραίας, ενώ δεν απαιτεί-
ται συνδροµή χρήσης του GPS.

• Σύστηµα παντός καιρού, διαθέσιµο 24 ώρες καθηµερινά.

2.2 Βασικά χαρακτηριστικά του GPS

Η συνολική διαµόρφωση του GPS αποτελείται από τρία ξεχωριστά τµήµατα:

• Το Τµήµα ∆ιαστήµατος - ∆ορυφόροι που �ρίσκονται σε τροχιά γύρω
από την Γη.

• Το Λειτουργικό Τµήµα Εδάφους - Σταθµοί τοποθετηµένοι γύρω από
τον ισηµερινό της Γης ώστε να ελέγχουν τους δορυφόρους.

• Το Τµήµα Χρηστών - Οποιοσδήποτε λαµβάνει και χρησιµοποιεί το
σήµα του GPS.
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Το Τµήµα ∆ιαστήµατος

Το διαστηµικό τµήµα είναι σχεδιασµένο, ώστε να αποτελείται 24 δορυφό-
�ους οι οποίοι �ρίσκονται σε τροχιά γύρω από την Γη. Σήµερα �ρίσκονται
σε λειτουργία 28 δορυφόροι, από τους οποίους οι 4 είναι αναπληρωµατικοί
και χρησιµοποιούνται όταν κάποιος από τους 24πρωταρχικούς, παρουσιάζει
αδυναµία κάλυψης µιας περιοχής λόγω απόκλισης από την κανονική του
τροχιά. Η τροχιά κάθε δορυφόρου είναι περίπου κυκλική (ελλείψεις µε µέγι-
στη εκκεντρότητα 0.015) και το επίπεδό της παρουσιάζει γωνία κλίσης 550 ως
προς το ισηµερινό επίπεδο της Γης. Οι 28δορυφόροι �ρίσκονται σε 7 τροχια-
κά επίπεδα, ανά 4, και σε ύψος περίπου 20200km. Κάθε τροχιακό επίπεδο
σχηµατίζει γωνία 600 µε το επόµενο πάνω στο ισηµερινό επίπεδο. Ο χρόνος
ολοκλήρωσης µιας πλήρους περιστροφής του δορυφόρου είναι 12 ώρες σε
αστρικό χρόνο και κατά συνέπεια οι δορυφόροι εµφανίζονται στον ορίζοντα
ενός τόπου περίπου 4 λεπτά της ώρας νωρίτερα κάθε µέρα. Η παραπάνω

Σχήµα 2.1: Το σύστηµα GPS.

δορυφορική διάταξη εξασφαλίζει ορατότητες από τους δέκτες τουλάχιστον για
4 δορυφόρους από κάθε σηµείο της γης και σε όποια χρονική στιγµή, σε
όλες τις καιρικές συνθήκες µε γωνία ύψους 150 (πάνω από τον ορίζοντα ε-
νός τόπου). Η διάρκεια ωής τους, δηλαδή η διάρκεια καλής λειτουργίας,
κυµαίνεται από 6 έως 7.5 χρόνια.

Κάθε δορυφόρος είναι εφοδιασµένος µε συστήµατα υψηλής τεχνολογίας
και �ασικό εξοπλισµό τα ατοµικά χρονόµετρα υψηλής ακριβείας (χρονόµετρα
ή ταλαντωτές �ουβιδίου ή και καισίου) για τη µέτρηση του χρόνου και την πα-
�αγωγή των εκπεµπόµενων σηµάτων υψηλής σταθερότητας (σταθερότητα ως
προς τις συχνότητες της τάξης). Κάθε δορυφόρος µεταδίδει ένα «µοναδικό»
σήµα που διαµορφώνεται πάνω σε ϕέρουσες συχνότητες στην περιοχή L του
ϕάσµατος των µικροκυµάτων.

• Η συχνότητα L1 = 1575.42MHz µε µήκος κύµατος λ = 19.05cm.
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• Η συχνότητα L2 = 1227.60MHz µε µήκος κύµατος λ = 24.45cm.

Οι συχνότητες που εκπέµπονται από κάθε δορυφόρο �ασίζονται όλες στη
ϑεµελιώδη συχνότητα f = 10.23MHz του ατοµικού χρονοµέτρου κάθε δορυ-
ϕόρου. Στη συχνότητα L1 εκπέπονται οι C/A και P κώδικες, ενώ στη L2 µόνο
ο P κώδικας. Η διαµόρφωση του σήµατος µε τον P ή τον C/A κώδικα εξυ-
πηρετεί στην χρονοµέτρηση. Αν ταυτόχρονα µε τον δορυφόρο, το ίδιο σήµα
δηµιουργείται και στον δέκτη, η διαφορά χρόνου µεταξύ του σήµατος που
εισέρχεται στον δέκτη και του παραγόµενου στο δέκτη, αντιστοιχεί στο χρόνο
που έκανε το σήµα για να καλύψει την απόσταση δορυφόρου-δέκτη (Σχήµα
2.2).

Σχήµα 2.2: Η διαφορά χρονισµού στον δορυφόρο και στο δέκτη.

Το Λειτουργικό Τµήµα Εδάφους

Το Λειτουργικό Τµήµα Εδάφους αποτελείται από έναν κεντρικό σταθµό ε-
λέγχου, πέντε σταθµούς παρακολούθησης και τρεις σταθµούς επικοινωνίας
κατανεµηµένους σε σηµεία γύρω από τον ισηµερινό της Γης, που σκοπό έχουν
τον έλεγχο, την παρακολούθηση και την επικοινωνία µε τους δορυφόρους.

Οι Σταθµοί Επικοινωνίας (Upload Ground Antennas) είναι επίγειες κε-
�αίες που µεταδίδουν δεδοµένα στον δορυφόρου από τον κεντρικό σταθµό
ελέγχου και αντίστροφα.

Οι Σταθµοί Παρακολούθησης (Monitor Stations) είναι δέκτες GPS, �ρίσκο-
νται σχεδόν σ’ όλη τη Γη µακριά µεταξύ τους. Φέρουν ατοµικά χρονόµετρα
υψηλής ακριβείας (χρονόµετρα Καισίου) και κάνουν συνεχώς µετρήσεις προς
όλους τους δορυφόρους. Τα δεδοµένα των παρατηρήσεων µεταδίδονται στον
κεντρικό σταθµό ελέγχου.
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Ο Κεντρικός Σταθµός Ελέγχου (Master Station), στο Κολοράντο των ΗΠΑ,
ελέγχει αυτόµατα όλη τη λειτουργία του δορυφορικού και επίγειου συστήµα-
τος. Μπορεί να παρεµβαίνει στους δορυφόρους και να τροποποιεί τα τροχια-
κά τους στοιχεία, που εκπέµπονται από τη µνήµη του Η/Υ των δορυφόρων,
επεξεργάζεται συνεχώς δεδοµένα που συλλέγει από τους άλλους σταθµούς,
υπολογίζει τις δορυφορικές εφηµερίδες (πληροφορίες για τις τροχιές των δο-
�υφόρων) και άλλες διορθωτικές παραµέτρους.

Σχήµα 2.3: Η γεωγραφική κατανοµή των σταθµών παρακολούθησης και ε-
λέγχου του σύστηµατος GPS.

Τα αποτελέσµατα αυτά, αποστέλλονται από τον κεντρικό σταθµό, µε τηλε-
πικοινωνίες, µέσω των σταθµών επικοινωνίας στη µνήµη των δορυφόρων κάθε
µερικές ώρες και εκπέµπονται ακολούθως από τους δορυφόρους προς τους
χρήστες. Σε περίπτωση �λάβης των σταθµών ελέγχου, οι δορυφόροι µπορούν
από µόνοι τους, µε τον δικό τους επεξεργαστή, να προβλέψουν την τροχιά
τους για λίγες µόνο µέρες µε σηµαντική όµως µείωση της ακρίβειας. ∆ο-
�υφορικές εφηµερίδες µπορούν να διανέµονται στους χρήστες από διάφορες
υπηρεσίες π.χ. από τη Γεωδαιτική Υπηρεσία (National Geodetic Survey) των
ΗΠΑ.

Η ακρίβεια της ϑέσης των δορυφόρων είναι της τάξης των µερικών ή µερι-
κών δεκάδων µέτρων, γεγονός που για τις γεωδαιτικές εφαρµογές συνεπάγεται
ακρίβεια καλύτερη από 1ppm. Το γεγονός αυτό, ότι δηλαδή επιτυγχάνονται
ακρίβειες κατά πολύ καλύτερες από την ακρίβεια ϑέσης των δορυφόρων οφεί-
λεται στη µεγάλη απόσταση µεταξύ δορυφόρων και δεκτών σε σχέση µε την
πολύ µικρότερη απόσταση µιας �άσης.

Το Τµήµα Χρηστών

Το Τµήµα Χρηστών περιλαµβάνει τους δέκτες GPS. ΄Ενας δέκτης GPS αποτε-
λείται από την κεραία του, τον κυρίως δέκτη, καθώς και έναν υπολογιστή µε
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τη µονάδα εισόδου-εξόδου που συνεργάζεται µε την αντίστοιχη µονάδα του
δέκτη. Σήµερα, µερικές δεκάδες εταιρείες σ’ όλο τον κόσµο κατασκευάζουν
δέκτες διαφόρων τύπων, τους οποίους συνεχώς τελειοποιούν.

Οι κεραίες είναι µικρών διαστάσεων, µικρού �άρους και συνήθως πολυ-
κατευθυντήριες. ∆ιακρίνονται σε µονοπολικές, τετράφυλλες, σπειροειδείς,
επίπεδες, κωνικές κ.λ.π. Μερικές κεραίες έχουν τη δυνατότητα λήψης σε
διπλή συχνότητα (L1 και L2). Για µία σωστή λήψη σηµάτων οι κεραίες δεν
πρέπει να επισκιάζονται από γειτονικά αντικείµενα όπως είναι µεγάλα κτί-
�ια, δέντρα κτλ, επειδή στις περιπτώσεις αυτές δηµιουργούνται παρεµβολές
πολυκλαδικών ανακλάσεων του σήµατος. Για τις γεωδαιτικές εφαρµογές οι
κεραίες µπορούν να κεντρώνονται σε τρίποδα π.χ. τρίποδα ϑεοδόλιχου, ή απ’
ευθείας στο �άθρο του τριγωνοµετρικού σηµείου.

Ο κυρίως δέκτης αποτελείται από τις µονάδες µηχανικού υλικού (hardware),
τα κανάλια µε την �οήθεια των οποίων γίνεται η λήψη των σηµάτων καθώς και
από τις µονάδες επεξεργασίας των σηµάτων. ΄Ενας σηµερινός δέκτης διαθέτει
περισσότερα από 4 κανάλια. Ανάλογα µε τις παραπάνω µονάδες (κανάλια)
καθώς και µε τις τεχνικές µετρήσεων, οι δέκτες διακρίνονται σε συνεχείς ή
πολυκάναλους, πολυπλέκτες, υβριδικούς και ακολουθιακούς.

΄Ενας πολυκάναλος δέκτης διαθέτει τουλάχιστον 4 κανάλια. Κάθε κανάλι
παρακολουθεί και µετρά αποκλειστικά το σήµα ενός µόνο δορυφόρου, επι-
τυγχάνοντας έτσι συνεχείς και αδιάκοπες µετρήσεις στον κώδικα και στη ϕάση
και επιπλέον µεγάλο αριθµό µετρήσεων σε σύντοµο χρονικό διάστηµα. ΄Ενας
πολυπλέκτης δέκτης διαθέτει ένα ή και δύο κανάλια, είναι αρκετά µικρότε-
�ου κόστος από τον πολυκάναλο που ϕέρει αρκετές µονάδες επεξεργασίας.
Σε έναν πολυκάναλο δέκτη η λήψη των σηµάτων από το κανάλι, εναλλάσ-
σεται από δορυφόρο σε δορυφόρο µε πολύ µεγάλη ταχύτητα της τάξης των
5m/sec ώστε η επεξεργασία των σηµάτων να γίνεται στις µονάδες επεξεργασί-
ας. Η ταχύτητα είναι τέτοια ώστε να �ρίσκεται σε συντονισµό µε την ταχύτητα
εκποµπής του κώδικα δεδοµένων (50bits/sec) για να µη διακόπτεται η συ-
νεχής �οή της πληροφορίας του κώδικα αυτού για τον κάθε ένα δορυφόρο.
΄Ενας υβριδικός δέκτης είναι αυτός που ενώ είναι πολυκάναλος έχει και τις
δυνατότητες ενός πολυπλέκτη.

Τέλος ένας ακολουθιακός δέκτης, έχει το µικρότερο κόστος και διαθέτει
συνήθως ένα κανάλι και µία µονάδα επεξεργασίας έτσι ώστε η λήψη να µοιρά-
εται χρονικά ανάµεσα στις µονάδες λήψης και επεξεργασίας του σήµατος. Ο
χρόνος ανακύκλωσης από δορυφόρο σε δορυφόρο είναι αρκετά µεγαλύτερος,
δεν είναι δυνατή η συνεχής µέτρηση των ϕάσεων των ϕερόντων κυµάτων και
των κωδικών και επίσης δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη µέτρηση των ϕάσεων
στις συχνότητες L1 και L2. Για τους λόγους αυτούς οι ακολουθιακοί δέκτες
παρουσιάζουν µεγαλύτερη αβεβαιότητα στα αποτελέσµατα.

Ο υπολογιστής του δέκτη παίζει το �όλο του ελεγκτή και συντονιστή ό-
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λων των λειτουργιών του δέκτη: ελέγχει δορυφόρους και σήµατα, υπολογίζει
διορθώσεις, επεξεργάζεται µετρήσεις και δίνει αποτελέσµατα. Επίσης επικοι-
νωνεί µε τις µονάδες εισόδου /εξόδου του δέκτη π.χ. καταγραφή µετρήσεων
σε δισκέτα.(Λιβιεράτος 1999)

Η Επιλεκτική ∆ιαθεσιµότητα

Η επιλεκτική διαθεσιµότητα είναι µια λειτουργία την οποία εφαρµόζει το Υ-
πουργείο ΄Αµυνας των ΗΠΑ στο σήµα του GPS. Σκοπός είναι να µην επιτραπεί
στους πολίτες και στις εχθρικές δυνάµεις να χρησιµοποιήσουν την απόλυ-
τη ακρίβεια του GPS και αυτό επιτυγχάνεται υποβάλλοντας τα �ολόγια των
δορυφόρων σε µία διαδικασία που είναι γνωστή ως «ταλάντωση», η οποί-
α µεταβάλει ελαφρά το χρόνο των �ολογιών. Ουσιαστικά εισάγεται ϑόρυβος
στο εκπεµπόµενο σήµα. Επιπλέον, η τροχιά που ακολουθούν οι δορυφόροι
εκπέµπεται λίγο διαφορετική απ’ ότι είναι στην πραγµατικότητα. Το τελικό
αποτέλεσµα είναι η υποβάθµιση της ακρίβειας ϑέσης στα 100m.

Η Ε/∆ επηρεάζει τους πολίτες που χρησιµοποιούν ένα µόνο δέκτη για τη
λήψη αυτόνοµης ϑέσης. Οι χρήστες διαφορικών συστηµάτων δεν επηρεάζο-
νται σηµαντικά από την Ε/∆. Οι στρατιωτικοί δέκτες είναι εξοπλισµένοι µε
ειδικό hardware το οποίο εξαλείφει την επίδραση της επιλεκτικής διαθεσι-
µότητας. Η επιλεκτική διαθεσιµότητα µπορεί να τεθεί On ή Off από τους
επίγειους σταθµούς ελέγχου του GPS. Από την 1η Μαΐου 2000, το Υπουργείο
Αµύνης της Αµερικής έθεσε σε κατάσταση Off την Επιλεκτική ∆ιαθεσιµότητα,
µε ανακοίνωση του εκπροσώπου Τύπου των Η.Π.Α., οπότε ο εντοπισµός που
παρέχεται είναι ο µέγιστος που µπορεί να δώσει το σύστηµα.

2.3 Αρχή Λειτουργίας του GPS

Η αρχή λειτουργίας του προσδιορισµού ϑέσης µε το GPS �ασίζεται ϑεωρητι-
κά στον «τριπλευρισµό», δηλαδή την ταυτόχρονη µέτρηση µηκών από τους
δορυφόρους στους δέκτες. Για να επιτευχθεί αυτό, πρέπει ο δέκτης GPS να
µετρήσει το χρόνο που απαιτείται για να ταξιδεύσει το σήµα από τον δορυφό-
�ο στον δέκτη. Για να µετρηθεί ο χρόνος απαιτείται ακριβής χρονοµέτρηση.
Είναι απαραίτητη η ακριβής γνώση της ϑέσης των δορυφόρων στην τροχία
τους κάθε στιγµή. Τέλος πρέπει να γίνουν διορθώσεις για καθυστερήσεις που
οφείλονται στην ατµόσφαιρα καθώς το σήµα ταξιδεύει µέσα σε αυτή.

Η µέτρηση µε GPS �ασίζεται στην ϑεώρηση ότι οι δορυφόροι στο διάστηµα
είναι «σηµεία αναφοράς» που χρησιµοποιούνται για τον εντοπισµό της ϑέσης
εδώ στη Γη. Αυτή η ιδέα γεωµετρικά εξηγείται παρακάτω:

Υποθέτουµε ότι µετράµε την απόσταση από έναν δορυφόρο µέχρι την
επιφάνεια της Γης, και έστω ότι υπολογίζεται 2000km. Αυτό σηµαίνει ότι όλες
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οι πιθανές ϑέσεις ϑα µπορούσαν να �ρίσκονται στην επιφάνεια µιας σφαίρας
που έχει κέντρο τον δορυφόρο και ακτίνα 20000km.

Στη συνέχεια, ας υποθέσουµε ότι µετράµε την απόσταση σε ένα δεύτερο
δορυφόρο της Γης. Αυτό σηµαίνει ότι, όχι µόνο �ρισκόµαστε στην πρώτη
σφαίρα αλλά επιπλέον και στη δεύτερη σφαίρα µε ακτίνα 21000km, όπως
ϕαίνεται στο Σχήµα (2.4).

Σχήµα 2.4: Με χρήση δύο δορυφόρων GPS οι ϑέσεις του χρήστη �ρίσκονται
στην τοµή των δύο σφαιρών.

Εαν τώρα µετρήσουµε την απόσταση από ένα τρίτο δορυφόρο που απέχει
22000km, αυτό περιορίζει ακόµα περισσότερο τον προσδιορισµό της ϑέσης
µας σε δύο σηµεία τα οποία προκύπτουν εκεί από η τρίτη σφαίρα κόβει τον
κύκλο που δηµιουργήθηκε ως τοµή των δύο πρώτων σφαιρών.

Εποµένως, ϑεωρητικά απαιτούνται τουλάχιστον τρεις ταυτόχρονες µετρή-
σεις απόστασης προς τρεις διαφορετικούς δορυφόρους για να προσδιοριστεί η
τρισδιάστατη ϑέση του δέκτη. ΄Οµως η ποιότητα του προσδιορισµού ϑέσης ε-
ξαρτάται από την ακρίβεια µέτρησης αυτών των αποστάσεων και τη γεωµετρία
της τοµής των σφαιρών. ΄Ετσι, για να αποφασίσουµε ποια πραγµατική ϑέση
µεταξύ των δύο σηµείων που προκύπτουν από την τοµή µπορούµε να κάνου-
µε µια τέταρτη µέτρηση. Συνήθως όµως ένα από τα δύο σηµεία όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα (2.5) είναι τελείως λάθος και έτσι απορρίπτεται. Εποµένως, όταν
ϑέλουµε να �ρούµε την τρισδιάστατη ϑέση µας µε χρήση ενός δέκτη GPS πρέπει
να έχουµε ταυτόχρονες µετρήσεις απόστασης από τουλάχιστον 4 δορυφόρους.

Η µέτρηση της απόστασης µας από ένα δορυφόρο επιτυγχάνεται, µετρώ-
ντας το χρόνο που απαιτείται το σήµα που στέλνει ο δορυφόρος να ϕτάσει
στον δέκτη. Ουσιαστικά, το πρόβληµα ανάγεται στην απλή σχέση

απόσταση = ταχύτητα × χρόνος.

Στην περίπτωση του GPS η ταχύτητα είναι ίση µε την ταχύτητα του ϕωτός
στο κενό, επειδή αναφερόµαστε σε �αδιοσήµατα. Εποµένως αυτό που χρειά-
εται είναι η µέτρηση του χρόνου διάδοσης του σήµατος από το δορυφόρο σε
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Σχήµα 2.5: Με χρήση τριων δορυφόρων GPS η ϑέση του χρήστη µπορεί να
�ρίσκεται σε δύο πιθανά σηµεία.

ένα δέκτη, δηλαδή της παρέλευσης του χρόνου µεταξύ της χρονικής στιγµής
tE εκποµπής του σήµατος από ένα δορυφόρο GPS και της χρονικής στιγµής tL
λήψης του ίδιου σήµατος σε ένα δέκτη GPS. Η µετρούµενη διαφορά t = tL−tE
πολλαπλασιαζόµενη µε την ταχύτητα του ϕωτός (c = 299792458km/sec) δίνει
την απόσταση δορυφόρου-δέκτη, δες Σχήµα (2.2).

Αυτές οι µετρήσεις καλούνται µετρήσεις ψευδο-αποστάσεων, δεδοµένου ότι
διαφέρουν από την πραγµατική απόσταση δορυφόρου-δέκτη λόγω σφαλµά-
των. Οι µετρήσεις ψευδο-απόστασης γίνονται συνήθως µε µια αβεβαιότητα
της τάξης µερικών µέτρων. Τα σηµαντικότερα σφάλµατα οφείλονται σε :

• τροχιακά σφάλµατα των δορυφόρων,

• σφάλµατα που οφείλονται στη διεύλευση του σήµατος από την ατµό-
σφαιρα (ιονόσφαιρα και τροπόσφαιρα),

• σφάλµατα λόγω των χρονικών καθυστερήσεων των χρονοµέτρων του δο-
�υφόρου και του δέκτη,

• σφάλµατα των πολλαπλών διαδροµών (multipath), δηλαδή όταν λαµβά-
νεται ένα σήµα που έχει ανακλαστεί σε µια επιφάνεια οπότε µετράµε
µεγαλύτερη απόσταση,

• σφάλµατα που οφείλονται στη γεωµετρία των δορυφόρων (Dilution Of
Precision-DOP), δες Σχήµα (2.6),

• η επιλεκτική διαθεσιµότητα,

• η κρυπτογράφηση (Anti Spoofing).

Η γνώση της ακριβούς ϑέσης των δορυφόρων είναι απαραίτητη αφού ου-
σιαστικά χρησιµοποιούνται ως σηµεία αναφοράς για τις µετρήσεις της από-
στασης. Επειδή οι δορυφόροι �ρίσκονται σε πολύ µεγάλο ύψος (περίπου
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21000km) οι τροχιές τους είναι πολύ εύκολα προβλέψιµες. Μικρές αποκλί-
σεις από την τροχιά του κάθε δορυφόρου µετρώνται και διορθώνονται συνεχώς
από τους σταθµούς ελέγχου. Αυτές οι διορθώσεις στέλνονται στους δορυφό-
�ους και στην συνέχεια µεταδίδονται µαζί µε το σήµα που στέλνεται στον
δέκτη (εφηµερίδες).(Τσακίρη 2004)

Σχήµα 2.6: ∆ιαφορές καλής και κακής γεωµετρίας δορυφορικού σχηµατι-
σµού.

2.4 Μετρήσεις µε GPS

Οι δέκτες του συστήµατος GPS, συγκρίνουν τους λαµβανόµενους κώδικες µε
αντίγραφα που ϕτιάχνουν οι ίδιοι. Αυτοί οι κώδικες (δορυφόρων και δεκτών)
αν και παράγονται κατά τον ίδιο τρόπο, δεν ταυτίζονται σε χρόνο και η διαφο-
�ά χρόνου µεταξύ τους, πολλαπλασιαζόµενη µε την ταχύτητα του ϕωτός στο
κενό, δίνει την απόσταση δορυφόρου-δέκτη. Με µετρήσεις ψευδοαπόστάσεων
προσδιορίζουµε το διάνυσµα από το κέντρο της Γης µέχρι τον παρατηρητή.

Εκτός από τις µετρήσεις των ψευδοαποστάσεων, το GPS παρέχει και µε-
τρήσεις ϕάσεις του ϕέροντος κύµατος. Αυτές στηρίζονται στη δυνατότητα µέ-
τρησης της απόστασης µεταξύ του εκάστοτε δορυφόρου και ενός δέκτη, σαν
συνάρτηση των µετρουµένων κύκλων ϕάσης, όπου λ = λ1 = 19.029cm για
την συχνότητα L1 και λ = λ2 = 24.421cm για την συχνότητα L2. Η µέτρη-
ση της ϕάσης του ϕέροντος κύµατος γίνεται συνήθως µε ακρίβεια της τάξης
10/0 του αντίστοιχου µήκους κύµατος λ του χρησιµοποιηµένου σήµατος. Οι
µετρήσεις του ϕέροντος κύµατος είναι ακριβέστερες κατά δύο τουλάχιστον
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τάξεις µεγέθους από τις µετρήσεις ψευδοαπόστασης και ως εκ τούτου αποτε-
λούν τον µόνο τύπο µετρήσεων υψηλής ακρίβειας στους οποίους �ασίζονται
οι διάφορες γεωδαιτικές και τοπογραφικές µετρήσεις.

Οι δύο �ασικές τεχνικές µέτρησης µε GPS είναι :

• Απόλυτος Προσδιορισµός Θέσης: προσδιορισµός συντεταγµένων µε-
µονωµένων σηµείων µε έναν δέκτη. Χρησιµοποιούνται οι µετρήσεις ψευ-
δοαποστάσεων. Εφαρµόζεται κυρίως στην ναυσιπλοΐα ή γενικά σε ερ-
γασίες που δεν χρειάζονται µεγάλη ακρίβεια. Η ακρίβεια είναι της τάξης
των 15m. Οι δέκτες που χρησιµοποιούνται είναι συνήθως µικρές, ϕο-
�ητές µονάδες χειρός µε χαµηλό κόστος. Με χρήση δεκτών συχνότητας
L2 µπορούµε να έχουµε �ελτίωση των µετρήσεων κατά 10− 20 0/0 (). Ο
προσδιορισµός της ϑέσης γίνεται σε µορφή καρτεσιανών συντεταγµένων
(Χ,Υ,Ζ) ή γεωδαιτικών συντεταγµένων (ϕ,λ,h).

• Σχετικός Προσδιορισµός Θέσης: προσδιορίζονται διανύσµατα �ά-
σης, δηλαδή οι διαφορές συντεταγµένων (∆X,∆Y,∆Z ) µεταξύ ευγών
σηµείων (δεκτών) που ορίζουν τις λεγόµενες �άσεις (base − lines). Ε-
ϕαρµόζεται στις γεωδαιτικές εφαρµογές (π.χ. δίκτυα). Χρησιµοποιού-
νται οι πολύ πιο ακριβείς µετρήσεις ϕάσεων της τάξης του 1cm για τα
συνήθη δίκτυα. Απαιτούνται δύο τουλάχιστον δέκτες µε δυνατότητα
µέτρησης ϕάσεων τουλάχιστον στη συχνότητα L1. Οι µετρήσεις ϕάσεων
και στην L2 συχνότητα συνεισφέρουν στην ελαχιστοποίηση ή την απα-
λοιφή των ιονοσφαιρικών σφαλµάτων και µειώνουν το χρόνο εκτέλεσης
των εργασιών. Οδηγούν έτσι σε αποτελέσµατα µεγαλύτερης ακρίβειας.
Η ακρίβεια είναι της τάξης των 0.01−2ppm της απόστασης (�άσης) που
µετριέται.

Οι τεχνικές µέτρησης µε GPS στον σχετικό εντοπισµό είναι :

(i) Στατικός Εντοπισµός (Static Surveys) δίνει ακρίβειες της τάξης των
λίγων χιλιοστών, όπου ο ένας δέκτης (reference receiver) τοποθε-
τείται σε γνωστό σηµείο και ο άλλος (rover receiver) καταλαµβάνει
για ένα σχετικά µεγάλο χρονικό διάστηµα 40− 90min ένα δεύτερο
σηµείο του οποίου η ϑέση ητείται να υπολογισθεί.

(ii) Ταχής Στατικός Εντοπισµός (Rapid Static Surveys) χρησιµοποιεί
την ίδια µεθοδολογία µε την προηγούµενη τεχνική, όµως µε ση-
µαντική µείωση του χρόνου παραµονής του δεύτερου δέκτη από
5 − 20min, ενώ η ακρίβεια που επιτυγχάνεται είναι της τάξης του
1ppm. Είναι µια τεχνική που χρησιµοποιείται όταν απαιτείται να
προσδιορισθεί η ϑέση πολλών σηµείων. Χρησιµοπιείται για επίλυ-
ση �άσεων µέχρι 15− 20km.
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(iii) Κινηµατικός Εντοπισµός (Kinematic Surveys) έχει δίαφορες µορ-
ϕές που όµως όλες �ασίζονται στην ταχεία κατάληψη σηµείων,
από µερικά sec εως 1 − 2min και µε κυµαινόµενες ακρίβειες της
τάξης των εκατοστών. Η τεχνική του Κινηµατικού Εντοπισµού σε
Πραγµατικό Χρόνο (Real Time Kinematic − RTK) είναι η ακριβέ-
στερη µέθοδος αποτύπωσης χρησιµοποιώντας το σύστηµα GPS σε
πραγµατικό χρόνο, για τη λειτουργία της οποίας απαιτείται µεταξύ
των δεκτών, η ύπαρξη ασύρµατης εύξης (radio link). Το �ασικό
πλεονέκτηµα της µεθόδου (RTK) είναι ότι ο χρήστης �λέπει την
λύση τη στιγµή ακριβώς των παρατηρήσεων και είναι σίγουρός ότι
ϕεύγοντας από το πεδίο, ότι η άποτύπωση έχει πετύχει 100 0/0.

2.5 Εφαρµογές του GPS

Το GPS καλύπτει πάρα πολλές εφαρµογές οι οποίες σχετίζονται µε τον εντο-
πισµό ϑέσης στη γήινη επιφάνεια, στον αέρα ή τη ϑάλασσα, καθώς και µε
την παραγωγή ακριβή χρόνου αναφοράς. Σήµερα µάλιστα, όλο και περισσό-
τερα πεδία επιστηµών και εφαρµογών υιοθετούν την GPS τεχνολογία. Μια
ταξινόµηση των εφαρµογών του GPS είναι η εξής :

• Τοπογραφία και Χαρτογραφία στην στεριά, ϑάλασσα και στον αέρα,
όπως εφαρµογές ίδρυσης αστικών και άλλων δικτύων, συλλογή δεδοµέ-
νων για GIS, ενηµέρωση χαρτών κ.α.

• Γεωδαιτικές εφαρµογές, όπως ίδρυση γεωδαιτικών δικτύων ελέγχου
σε τοπικές ή εθνικές κλίµακες, προσδιορισµός γεωειδούς και υψοµε-
τρικού υποβάθρου, ακριβείς εργασίες παρακολούθησης µετακινήσεων.

• Γεωδυναµικές εφαρµογές, όπως µετρηση της σχετικής ϑέσης ενός το-
πικού συστήµατος αναφοράς σε τακτικά χρονικά διαστήµατα µε σκοπό
να διαπιστωθεί πιθανή µετακίνηση πλακών.

• Περιβάλλοντολογικές εφαρµογές, όπως µέτρηση του ύψους κυµά-
των στην ωκενογραφία και παρακολούθηση της ατµόσφαιρας στην µε-
τεωρολογία.

• Πλοήγηση σε στερία, ϑάλασσα και αέρα, που περιλαµβάνει εφαρµογές
κινηµατικού εντοπισµού µεγάλης ή µικρής ακρίβειας (π.χ. αστυνοµία)
καθώς και παρακολούθηση στόλου (π.χ. ϕορτηγά, τρένα κ.α.).

• Ειδικές εφαρµογές, όπως µεταφορά χρόνου, προσδιορισµός ϑέσης
ατράκτου αεροσκαφών.
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• Χρήσεις αναψυχής, ορειβασία, πεζοπορία κ.α.

• Στρατιωτικές εφαρµογές.



Μέροσ II

Στοιχεία Αλγεβρικής Θεωρίας



Κεφάλαιο 3

Θεµελιώδεις Ορισµοί

3.1 Σύνολα

΄Οταν εκτελούµε µαθηµατικές πράξεις όπως µετρήσεις γωνιών, αποστάσεων,
�αρύτητας, συντεταγµένες εικόνων κ.α. χρησιµοποιούµε αριθµούς. Μια
µετρηµένη απόσταση, για παράδειγµα παίρνει τιµή 100m για να υποδηλώσει
το µήκος. Αριθµοί όπως 1,2, ... µπορούν να �ρούν χρήση π.χ.

• αρίθµηση σηµείων που µετρήθηκαν

• λογισµικά όπως Geographical Information Systems

• πρόσβαση pin αριθµών σε τράπεζες

Σε κάθε περίπτωση, όλοι αυτοί οι αριθµοί ανήκουν στο σύνολο των ϕυσικών
αριθµών

N = {0,1,2, ...}
έχοντας προσθέσει και το 0. Το σύνολο N είναι κλειστό ύπο την πράξη:

• της πρόσθεσης, σε αυτή την περίπτωση το άθροισµα δυο αριθµών είναι
επίσης ϕυσικός αριθµός (π.χ. 3 + 6 = 9) και,

• του πολλαπλασιασµού, και σε αυτήν την περίπτωση το αποτέλεσµα του
πολλαπλασιασµού δύο αριθµών είναι ϕυσικός αριθµός (π.χ. 3×6 = 18)

Από την άλλη πλευρά η αφαίρεση δυο ϕυσικών αριθµών δεν είναι απαρραί-
τητα ϕυσικός αριθµός (π.χ. 3 − 6 = −3). Για να αποφύγουµε την αποτυχία
αυτή του συνόλου των ϕυσικών αριθµών να είναι κλειστό κατά την αφαίρε-
ση, εισάγαµε τους αρνητικούς αριθµούς και προστέθηκαν µπροστά από τους
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ϕυσικούς. Για έναν ϕυσικό αριθµό n για παράδειγµα,ο −n είναι ο αντίθετος
του. Το σύνολο

Z = {...,−2,−1,0,1,2, ...}
είναι το σύνολο των ακεραίων. Το σύνολο Z έχει :

• «ταυτοτικό προσθετικό» τον αριθµό 0, ο οποίος όταν προστίθεται σε
οποιοδήποτε ακέραιο n τον αφήνει αµετάβλητο (π.χ. 0 + 13 = 13) και,

• «προσθετικό αντίστροφο» −n που όταν προστεθεί σε έναν ακέραιο n
δίνει αποτέλεσµα το ταυτοτικό 0 (π.χ.−13 + 13 = 0). Ο αριθµός -13
είναι ένα προσθετικό αντίστοφο του 13.

Το σύνολο Z µε τις ιδιότητες της «άθροισης» και του «προσθετικού αντιστρό-
ϕου» µας επιτρέπει να διαχειριστούµε αριθµούς αθροίζοντας και αφαιρώντας
τους. Αυτό είναι εξαιρετικά χρήσιµο όταν επεξεργαζόµαστε µετρηµένες τιµές.
Για παράδειγµα επιτρέπει την επίλυση εξισώσεων της µορφής y+m = 0, όπου
m είναι ένας ακέραιος.

Με σκοπό να επιτρέπεται η διαίρεση αριθµών όπως στην περίπτωση παρα-
τηρήσεις αποστάσεων, «ταυτοτικό πολλαπλασιαστικό» και «αντίστροφο» ϑα
πρέπει να οριστούν σαν :

• «ταυτοτικό πολλαπλασιαστικό» είναι ο ακέραιος 1 ο οποίος όταν πολ-
λαπλασιαστεί µε οποιοδήποτε ακέραιο n διατηρεί την ταυτότητα του n
(π.χ. 1× 13 = 13),

• «πολλαπλασιαστικό αντίστροφο» είναι ένας ακέραιος m τέτοιος ώστε
κάθε πολλαπλασιασµός του µε έναν άλλο ακέραιο n δίνει το 1 (π.χ.
m × n = 1).

Για έναν µη µηδενικό ακέραιο n, ένα πολλαπλασιαστικό αντίστροφο είναι ο 1
n .

Για παράδειγµα το πολλαπλασιαστικό αντίστροφο του 5 είναι το 1
5. Το γεγονός

αυτό οδηγεί σε ένα νέο επεκτάσιµο σύνολο Q, συνδιάζοντας τους ακεραίους
µε τα πολλαπλασιαστικά αντίστροφα τους

Q = {...,−2,−1,−1
2
,0,

1
2
,1,2, ...}

όπου ένας καινούργιος αριθµός έχει δηµιουργηθεί εκτός από τους -1,0,1. Το
σύνολο των �ητών αριθµών είναι κλειστό ως προς τις παρακάτω πράξεις :

• Για κάθε �ητό αριθµό, υπάρχει ένα προσθετικό αντίστροφο το οποίο
είναι και αυτό �ητός αριθµός (π.χ. − 1

13 + 1
13 = 0),
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• Κάθε �ητός αριθµός, εκτός του 0, έχει πολλαπλασιαστικό αντίστροφο
το οποίο είναι και αυτό �ητός αριθµός (π.χ. 13× 1

13 = 1),

• Το σύνολο των �ητών αριθµών είναι κλειστό υπό την πράξη της πρόσθε-
σης και του πολλαπλασιασµού (π.χ. 1

3 + 1
3 = 2

3 και 1
3 × 1

3 = 1
9),

Το σύνολο Q είναι χρήσιµο γιατί επιτρέπει την πρόσθεση, την αφαίρεση, τον
πολλαπλασιασµό και την διαίρεση. Για το λόγο αυτό επιτρέπει τη λύση ε-
ξισώσεων την µορφής ny − m = 0, {n,m} όπου n,m ακέραιοι, µε n , 0.
Το σύνολο αυτό δεν είναι αρκετά µεγάλο, αφού δεν περιέχει τις τετραγωνι-
κές �ίζες των αριθµών και δεν µπορεί να µετρήσει το Πυθαγόρειο µήκος.
Στην γεωδαισία καθώς και στην γεωπληροφορική, ο υπολογισµός αποστά-
σεων από σταθµούς συντεταγµένων απαιτεί µέτρηση των τετραγωνικών �ιζών
των αριθµών. Θα επεκτείνουµε το σύνολο των �ητών Q στο σύνολο των πραγ-
µατικών αριθµών R, όπου οι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί είναι αυτοί που
απαιτούνται για την µέτρηση αποστάσεων. Οι αρνητικοί πραγµατικοί αριθ-
µοί περιλαµβάνουν τα αθροιστικά αντίστροφα. Το σύνολο R επίσης κατέχει
πολλαπλασιαστικά αντίστροφα. Το σύνολο R επιτρέπει την επίλυση εξισώσε-
ων της µορφής y2 − 3 = 0 ⇒ y = ±3, όπου η λύση δεν είναι ούτε ακέραιος
ούτε �ητός αριθµός. Παρόλα αυτά το σύνολο R δεν είναι αρκετά µεγάλο για
να επιτρέπει λύσεις εξισώσεων της µορφής y2 + 1 = 0. Για το λόγο αυτό δη-
µιουργείται το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών επισυνάπτοντας ένα στοιχείο
i, όπου i2 = −1.

Το σύνολο C µπορεί να επεκταθεί ακόµει περισσότερο στο σύνολο H των
τεραδικών αριθµών. Στη γεωδαισία και την γεωπληροφορική οι τετραδικοί
αριθµοί χρησιµοποιούνται για την επίλυση του προβλήµατος της τρισδιάστα-
της τοµής. Οι τετραδικοί αριθµοί ορίζονται ως το σύνολο των πινάκων της
µορφής [

α + di b + ci
−b + ci α − di

]
|{α, b, c, d} ∈ R,

όπου εκφράζεται µε µοναδιαίους πίνακες 1, i, j, k ως

[
α + di b + ci
−b + ci α − di

]
= α

[
1 0
0 1

]
+ b

[
0 1
−1 0

]
+ c

[
0 i
i 0

]
+ d

[
i 0
0 −i

]

α1 + bi + cj + dk,
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οπου 1, i, j, k είναι τετραδικοί µε νόρµα 1 που ικανοποιούν

i2 = j2 = k2 = 1
ij = k = −ji
jk = i = −kj
ki = j = −ik.

Ολοκληρώνουµε τη παράγραφο ορίζοντας τους αλγεβρικούς αρθµούς.

Ορισµός 3.1.1. ΄Ενας αριθµός n ∈ C είναι αλγεβρικός αν

αnα
n + αn−1α

n−1 + ... + α1α + α0 = 0

και έχει �αθµό n, εάν δεν ικανοποιεί καµία τετοια εξίσωση χαµηλότερου �αθµού
και α0, α1, ..., αn ∈ Z.

3.2 Συναρτήσεις

Ορισµός 3.2.1. (Συνάρτηση ή απεικόνιση) Συνάρτηση ή απεικόνιση φ από
ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β είναι ένας κανόνας, µέσω του οποίου σε κάθε
στοιχείο α του Α αντιστοιχίζεται ακριβώς ένα στοιχείο b του Β. Λέµε ότι µε την
φ απεικονίζεται το α στο b, και ότι µε την φ απεικονίζεται το Α στο Β.

Ο κλασικός συµβολισµός που χρησιµοποιείται για να δηλωθεί ότι µέσω
της φ απεικονίζεται το α στο b είναι

φ(α) = b

Το στοιχείο b λέγεται εικόνα του α µέσω της φ. Το γεγονός ότι µε την φ
απεικονίζεται το Α στο Β, ϑα εκφράζεται συµβολικά µε την

φ : A → B

Ορισµός 3.2.2. (΄Ενα-προς-ένα και επί) Μία συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε
ένα σύνολο Β λέγεται ένα-προς-ένα αν για κάθε στοιχείο του Β υπάρχει το πολύ
ένα στοιχείο του Α το οποίο απεικονίζεται σ’ αυτό, και λέγεται επί του Β αν για
κάθε στοιχείο του Β υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του Α που απεικονίζεται
σ’ αυτό.

Παραδειγµα 3.2.3. Η συνάρτηση f : R → R όπου f (x) = 2x + 3 είναι ένα-
προς-ένα αφού διαφορετικές τιµές του x δίνουν διαφορετικές τιµές του f (x).
Είναι επί του R διότι για κάθε τιµή y στο R προκύπτει µέσω της f για κατάλληλο
x συγκεκριµένα για, x = (y − 3)/2.
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Παραδειγµα 3.2.4. Η συνάρτηση f : R → R όπου f (x) = x2 δεν είναι ένα-
προς-ένα διότι f (2) = f (−2) = 4. ∆εν είναι ούτε επί, διότι οι αρνητικοί πραγµα-
τικοί αριθµοί δεν προκύπτουν ως τετράγωνα πραγµατικών αριθµών.

Τέλος σηµειώνουµε ότι για µια φ : A → B, το σύνολο Α λέγεται πεδίο
ορισµού της φ, το σύνολο Β λέγεται πεδίο τιµών της φ, και το σύνολο
φ(A) = {φ(α)|α ∈ A} λέγεται η εικόνα του Α µέσω της φ.

3.3 Στοιχεία Θεωρίας Οµάδων

Ορισµός 3.3.1. (∆ιµελής πράξη) Μια διµελής πράξη ∗ σε ένα σύνολο S είναι
µια συνάρτηση, µε την οποία σε κάθε διατεταγµένο εύγος (α,b) στοιχείων του
S αντιστοιχίζεται κάποιο στοιχείο του S.

Η λέξη διατεταγµένο σε αυτόν τον ορισµό είναι σηµαντική, διότι επιτρέπει
στο στοιχείο που αντιστοιχεί στο εύγος (α,b) να είναι διαφορετικό από το
στοιχείο που αντιστοιχεί στο εύγος (b,α). Με µια διµελή πράξη στο S, πρέπει
να αντιστοιχίζεται σε κάθε διατεταγµένο εύγος ένα στοιχείο που ανήκει κι
αυτό στο S. Η απαίτηση να είναι και το στοιχείο αυτό πάλι στο S είναι γνωστή
σαν συνθήκη κλειστότητας.

Παραδειγµα 3.3.2. Η συνήθης πρόσθεση + είναι µια διµελή πράξη στο σύνολο
R. Ο συνήθης πολλαπλασιασµός × είναι µια άλλη διµελής πράξη στο R. Σε αυτό
το παράδειγµα µπορούµε να αντικαταστήσουµε το R. µε τα σύνολα C,Z,R+,Z+.

Παραδειγµα 3.3.3. Η συνήθης πρόσθεση + δεν είναι διµελής πράξη στο σύ-
νολο R∗ των µη µηδενικών αριθµών, διότι 2 + (−2) δεν ανήκει στο σύνολο R∗.
∆ηλαδή το R∗ δεν είναι κλειστό ως προς την +.

Παραδειγµα 3.3.4. Στο σύνολο Z+ ορίζουµε τη διµελή πράξη ∗ ϑέτοντας α ∗ b
ως τον µικρότερο από τους α και b ή ως την κοινή τους τιµή αν α = b. ΄Ετσι,
2 ∗ 11 = 2,15∗ 10 = 10 και 3 ∗ 3 = 3.

Μια διµελής πράξη µας επιτρέπει να συνδιάσουµε δύο µόνο στοιχεία.

Ορισµός 3.3.5. (Αντιµεταθετική πράξη) Μια διµελής πράξη σε ένα σύνολο S
λέγεται αντιµεταθετική αν (και µόνο αν) α ∗ b = b ∗ α για κάθε α, b ∈ S.

Ορισµός 3.3.6. (Προσεταιριστική πράξη) Μια διµελής πράξη σε ένα σύνολο
S λέγεται προσεταιριστική αν (α ∗ b) ∗ c = α ∗ (b ∗ c) για κάθε α, b, c ∈ S.

Ορισµός 3.3.7. (Οµάδα) Οµάδα 〈G, ∗〉 είναι ένα σύνολο G, µαζί µε µια διµελή
πράξη ∗ στο G τέτοια, ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώµατα :
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G1 : Η διµελής πράξη ∗ είναι προσεταιριστική.

G2 : Υπάρχει ένα στοιχείο e στο G τέτοιο, ώστε e ∗ x = x ∗ e = x για κάθε
x ∈ G. (Ταυτοτικό στοιχείο)

G3 : Για κάθε α στο G, υπάρχει ένα στοιχείο α′ στο G µε την ιδιότητα, α′ ∗ α =

α ∗ α′ = e. (Αντίστροφο στοιχείο)

Ορισµός 3.3.8. (Αβελιανή οµάδα) Μια οµάδα G λέγεται αβελιανή αν η διµε-
λής της πράξη ∗ είναι αντιµεταθετική.

Παραδειγµα 3.3.9. Το σύνολο Z+ µε πράξη την + δεν είναι οµάδα. ∆ιότι δεν
υπάρχει ταυτοτικό στοιχείο για την + στο Z+.

Παραδειγµα 3.3.10. Το σύνολο Z µε πράξη την + είναι οµάδα και πιο συγκε-
κριµένα αβελιανή.

Παραδειγµα 3.3.11. Ορίζουµε την ∗ στο σύνολο Q+ µέσω της α ∗ b = αb/2.
Τότε

(α ∗ b) ∗ c =
ab

2
∗ c =

abc

4
,

και οµοίως

α ∗ (b ∗ c) = α ∗ bc
2

=
abc

4
,

Εποµένως η ∗ είναι προσεταιριστική. Προφανώς

2 ∗ α = α ∗ 2 = α

για κάθε α ∈ Q+, άρα το 2 είναι ταυτοτικό στοιχείο για την ∗. Τέλος

α ∗ 4
α

=
4
α
∗ α = 2

άρα το ά = 4/α είναι το αντίστροφο του α. Εποµένως το Q+ µε πράξη την ∗
είναι οµάδα.

Θεώρηµα 3.3.12. Σε µια οµάδα G µε πράξη την ∗ υπάρχει µόνο ένα ταυτοτικό
στοιχείο e τέτοιο, ώστε

e ∗ x = x ∗ e = x

για κάθε x ∈ G. Οµοίως, για κάθε α ∈ G, υπάρχει µόνο ένα στοιχέιο α′τέτοιο,
ώστε

α′ ∗ α = α ∗ α′ = e

Τονίζουµε µια χρήσιµη διαπίστωση

(αb)′ = b′α′
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Ορισµός 3.3.13. (Τάξη της G) Αν G είναι µια πεπερασµένη οµάδα, τότε η
τάξη |G| της G είναι το πλήθος των στοιχείων της G.

Ορισµός 3.3.14. (Υποοµάδα) Αν ένα υποσύνολο H µιας οµάδας G είναι
κλειστό ως προς τη διµελή πράξη της G και αν το H είναι και αυτό οµάδα, τότε
το H λέγεται υποοµάδα της G.

Ορισµός 3.3.15. (Οµοµορφισµός) Μια απεικόνιση φ µιας οµάδας G σε µια
οµάδα G′ λέγεται οµοµορφισµός αν

φ(αb) = φ(α)φ(b)

για κάθε α, b ∈ G.
Ορισµός 3.3.16. (Ισοµορφισµός) ΄Ενας ισοµορφισµός φ : G → G′ είναι ένας
οµοµορφισµός ένα-προς-ένα και επί της G′. Ο συνήθης συµβολισµός είναι G '
G′.

Θεώρηµα 3.3.17. ΄Εστω G µια οµάδα και έστω α ∈ G. Τότε το

H = {αn | n ∈ Z}

είναι µια υποοµάδα τηςG και µάλιστα η µικρότερη υποοµάδα τηςG που περιέχει
το α, δηλαδή, κάθε υποοµάδα που περιέχει το α περιέχει και την H. Η οµάδα
H λέγεται κυκλική.

Ορισµός 3.3.18. (Κυκλική υπόοµαδα) Η οµάδα H του Θεωρήµατος (3.3.17)
λέγεται κυκλική υποοµάδα της G που παράγεται από το α, και συµβολίζεται µε
〈α〉.
Ορισµός 3.3.19. (Κυκλική οµάδα, γεννήτορας) ΄Εστω G µια οµάδα. Θα λέµε
ότι η G είναι κυκλική αν υπάρχει ένα στοιχείο α της G τέτοιο ώστε κάθε στοιχείο
x της G µπορεί να γραφεί στην µορφή αn για κάθε ακέραιο n. Το στοιχείο α
της G παράγει την G και ονοµάζεται γεννήτορας της G αν 〈α〉 = G.

Θεώρηµα 3.3.20. Κάθε κυκλική οµάδα είναι αβελιανή.

Πόρισµα 3.3.21. (Ο αλγόριθµος διαίρεσης για το Z) Αν m είναι ένας ϑετικός
ακέραιος και n οποιοσδήποτε ακέραιος, τότε υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένοι
ακέραιοι q και r τέτοιοι, ώστε

n = mq + r & 0 ≤ r < m .

Με τον συµβολισµό του αλγορίθµου της διαίρεσης, λέµε ότι ο q είναι το
πηλίκο και ο r το υπόλοιπο της διαίρεσης του n µε m.
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Ορισµός 3.3.22. (Ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης) ΄Εστω r και s δύο ϑετικοί
ακέραιοι. Ο ϑετικός γεννήτορας d της κυκλικής οµάδας

H = {nr +ms| n,m ∈ Z}
µε πράξη την πρόσθεση λέγεται Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) των r και s.

Παραδειγµα 3.3.23. Βρείτε τον ΜΚ∆ των 42 και 72. Οι ϑετικοί διαιρέτες
του 42 είναι οι : 1,2,3,6,7,14,21 και 42. Οι ϑετικοί διαιρέτες του 72 είναι
οι : 1,2,3,4,6,8, 9,12,18,24,36 και 72. Ο ΜΚ∆ είναι ο 6. Παρατηρούµε ότι
6 = (3)72+ (−5)(42).

Είναι ϕανερό πως αν υπάρχει ο ΜΚ∆ κάποιων αριθµών, τότε είναι και
µοναδικός. ∆ιότι αν υπήρχαν δύο ΜΚ∆ για κάποιους δοσµένους αριθµούς, ο
ένας ϑα διαιρούσε τον άλλο και συνεπώς ϑα ήταν ίσοι µεταξύ τους.

3.4 Στοιχεία Θεωρίας ∆ακτυλίων και Σωµάτων

Ορισµός 3.4.1. (∆ακτύλιος) ΄Ενας δακτύλιος 〈R,+, ·〉 είναι ένα σύνολο R
µαζί µε δύο διµελέις πράξεις + και · , τις οποίες αποκαλούµε πρόσθεση και
πολλαπλασιασµό, ορισµένες στο R, έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα
αξιώµατα:

R1 : 〈R,+, ·〉 είναι µια αβελιανή οµάδα.

R2 : Ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός.

R3 : ∀α, b, c ∈ R ισχύουν ο αριστερός επιµεριστικός νόµος, α(b + c) = (αb) +

(αc), και ο δεξιός επιµεριστικός νόµος, (α + b)c = (ac) + (bc)

Θα υιοθετήσουµε τη συνήθη σύµβαση ότι ο πολλαπλασιασµός εκτελείται
πριν από την πρόσθεση, οπότε ο αριστερός επιµεριστικός νόµος, για παρά-
δειγµα

α(b + c) = ab + ac

χωρίς τις παρενθέσεις στο δεξιό µέλος της ισότητας. Θα αναφερόµαστε για
ευκολία, αν και κάπως λανθασµένα, στον δακτύλιο R αντί του δακτυλίου
〈R,+, ·〉, όταν �έβαια δεν προκαλεί σύγχυση. Με 〈R,+〉 ϑα συµβολίζουµε την
προσθετική οµάδα του δακτυλίου R.

Παραδειγµα 3.4.2. Το σύνολα Z, Q, R και C µε πράξεις την πρόσθεση και τον
πολλαπλασιασµό, είναι όλα δακτύλιοι.

Θεώρηµα 3.4.3. Αν R είναι ένας δακτύλιος µε ταυτοτικό στοιχείο της πρόσθε-
σης το 0, τότε ∀α, b ∈ R έχουµε
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• 0α = α0 = 0,

• α(−b) = (−α)b = −(αb)

• (−α)(−b) = −αb
Ορισµός 3.4.4. (Οµοµορφισµός) ΄Εστω R και R′ δύο δακτύλιοι. Μια απεικό-
νιση φ : R → R′ λέγεται οµοµορφισµός αν οι παρακάτω δύο ιδιότητες ικανο-
ποιούνται για κάθε α, b ∈ R:

• φ(α + b) = φ(a) + φ(b)

• φ(αb) = φ(a)φ(b)

Ορισµός 3.4.5. (Ισοµορφισµός) ΄Ενας ισοµορφισµός φ : R → R′ από έναν
δακτύλιο R σε έναν δακτύλιο R′ είναι ένας οµοµορφισµός που είναι ένα-προς-
ένα και επί του R′. Οι δακτύλιοι R και R′ είναι τότε ισόµορφοι.

Ορισµός 3.4.6. (Αντιµεταθετικός δακτύλιος µοναδιαίο στοιχείο) ΄Ενας δακτύ-
λιος στον οποίο ο πολλαπλασιασµός είναι αντιµεταθετική πράξη, λέγεται αντιµε-
ταθετικός δακτύλιος. ΄Ενας δακτύλιος µε πολλαπλασιαστικό ταυτοτικό στοιχείο
1, για το οποίο 1x = x1 = x για κάθε x ∈ R, λέγεται δακτύλιος µε µοναδιαί-
ο στοιχείο. Κάθε ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού λέγεται µοναδιαίο
στοιχείο.

Θεώρηµα 3.4.7. Αν R είναι ένας δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο, τότε αυτό
το µοναδιαίο στοιχείο 1 είναι το µόνο πολλαπλασιαστικό ταυτοτικό στοιχείο R.

Ορισµός 3.4.8. (Μονάδα) ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο. ΄Ε-
να στοιχείο u του R λέγεται µονάδα του R αν έχει πολλαπλασιαστικό αντίστροφο
στο R.

Ορισµός 3.4.9. (∆ακτύλιος διαίρεσης) Αν κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R
είναι µονάδα, τότε ο λέγεται δακτύλιος διαίρεσης.

Ορισµός 3.4.10. (Σώµα, στρεβλό σώµα) Σώµα λέγεται ένας αντιµεταθετικός
δακτύλιος διαίρεσης. ΄Ενας µη αντιµεταθετικός δακτύλιος διαίρεσης λέγεται
στρεβλό σώµα.

Υποδακτύλιος ενός δακτυλίου λέγεται ένα υποσύνολο του δακτυλίου,
που είναι δακτύλιος µε τις πράξεις που του κληρονοµεί ο µεγάλος δακτύλιος.
Οµοίως ορίζεται η έννοια του υποσώµατος για ένα υποσύνολο ενός σώµατος.

Παραδειγµα 3.4.11. Το σύνολο Z δεν είναι σώµα, αφού το 2, για παράδειγµα,
δεν έχει πολλαπλασιαστικό αντίστροφο, δηλαδή το 2 δεν είναι µονάδα του Z.
Οι µόνες µονάδες στο Z είναι τα 1 και −1.
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Για τη λύση αλγεβρικών υπολογιστικών προβληµάτων στη γεωδαισία και
την γεωπληροφορική επαρκεί να ϑεωρούµε ότι ένας δακτύλιος είναι µεταθετι-
κός και περιλαµβάνει το ταυτοτικό του στοιχείο. Εκτός από τους δακτυλίους
αριθµών, έχουµε και τους δακτύλιους πολυωνύµων, όπως ϑα δούµε αργό-
τερα. Αυτοί οι δύο επαρκούν για καθηµερινές µετρήσεις και χειρισµό των
παρατηρήσεων.

3.5 Πολυώνυµα

Στην γεωδαισία και την γεωπληροφορική, οι περισσότερες παρατηρήσεις σχε-
τίζονται µε άγνωστες παραµέτρους µέσω εξισώσεων αλγεβρικού (πολυωνυµι-
κού) τύπου. Στην περίπτωση που οι παρατηρήσεις δεν είναι πολυωνυµικού
τύπου, µετατρέπονται σε πολυωνυµικές µέσω του ϑεωρήµατος (3.5.6). Οι ά-
γνωστες παράµετροι µπορούν να �ρεθούν µέσω της επίλυσης των «υπολειµα-
τικών» αλγεβρικών εξισώσεων. Τέτοιες λύσεις είναι εφικτές µε την εφαρµογή
των πράξεων της αθροίσεως και του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων, τα οποία
αποτελούν τα στοιχεία των πολυωνυµικών δακτυλίων.

Ορισµός 3.5.1. (Πολυώνυµο µιας µεταβλητής) ΄Εστω R ένας δακτύλιος. ΄Ενα
πολυώνυµο f (x) µε συντελεστές από τον R είναι ένα άπειρο τυπικό άθροισµα

∞∑

i=0

αix
i = α0 + α1x + ... + αnx

n + ...

όπου αi ∈ R και αi = 0 εκτός από πεπερασµένο πλήθος τιµών του i. Τα αi είναι
οι συντελεστές του f (x). Αν για κάποια i > 0 ισχύει αi , 0, η µεγαλύτερη τέτοια
τιµή του i λέγεται �αθµός του f (x). Αν δεν υπάρχει τέτοιο i > 0, τότε λέµε ότι
το f (x) είναι �αθµού µηδέν. ΄Ενα πολυώνυµο µηδενικού �αθµού ονοµάζεται
σταθερό πολυώνυµο.

Ορισµός 3.5.2. (Μονικό πολυώνυµο) ΄Ενα πολυώνυµο f (x) ∈ R[x] της µορφής

f (x) = α0 + α1x + ... + αnx
n

ϑα λέγεται µονικό πολυώνυµο �αθµού n, όπου αn = 1.

Ορισµός 3.5.3. (Μονώνυµο) Μονώνυµο είναι ένα πολυώνυµο που έχει ένα
µονάχα όρο.

Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός πολυωνύµων µε συντελεστές από
έναν δακτύλιο R ορίζονται µε έναν τρόπο που µας είναι αρκετά οικείος. Αν

f (x) = α0 + α1x + ... + αnx
n + ...,
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και
g(x) = b0 + b1x + ... + bnx

n + ...,

τότε για την πρόσθεση πολυωνύµων, έχουµε

f (x) + g(x) = c0 + c1x + ... + cnx
n + ...,

όπου cn = αn + bn, και για τον πολλαπλασιασµό πολυωνύµων έχουµε

f (x)g(x) = d0 + d1x + ... + dnx
n + ...,

όπου dn =
∑n
i=0 αibn−i. Είναι ϕανερό ότι τα ci όσο και τα di είναι πάλι ίσα µε 0

για όλες εκτός από πεπερασµένες τιµές του i. Σηµειώνουµε ότι το
∑n
i=0 αibn−i

µπορεί να µην είναι ίσο µε το
∑n
i=0 biαn−i αν ο R δεν είναι αντιµεταθετικός.

Τα πολυώνυµα f (x) και g(x) είναι ίσα µόνο αν όλοι οι συντελεστές τους είναι
ίσοι, δηλαδή: α0 = b0, α1 = b1, ..., κ.ο.κ .

Οι συντελεστές των πολυωνύµων µπορούν να προστεθούν, να αφαιρεθούν,
να πολλαπλασιαστούν και να διαιρεθούν παίζοντας το �όλο κλειδί του καθο-
�ισµού των λύσεων των πολυωνυµικών εξισώσεων.

Παραδειγµα 3.5.4. ∆ίνεται η εξίσωση 9w2−1 = 0. Βρείτε τις ακέραιες λύσεις.
Μια εξίσωση µε συντελεστές στο Z δεν έχει απαραίτητα λύση στο Z. Η

εξίσωση 9w2 − 1 = 0 έχει λύση στο Q την w = ±1
3.

Επίσης στη �ιβλιογραφία συναντάµε το όρο απροσδιόριστη x αντί για
µεταβλητή x.

Θεώρηµα 3.5.5. Το σύνολο R[x] όλων των πολυωνύµων µιας απροσδιόριστης
x µε συντελεστές από έναν δακτύλιο R είναι ένας δακτύλιος µε την πρόσθεση
και τον πολλαπλασιαµό πολυωνύµων. Αν ο R είναι αντιµεταθετικός, τότε το ίδιο
ισχύει και για τον R[x], και αν ο R έχει µοναδιαίο στοιχείο το 1, τότε το 1 είναι
και µοναδιαίο στοιχείο του R[x].

΄Ετσι, Z[x] είναι ο δακτύλιος των πολυωνύµων µε απροσδιόριστη το x και
ακέραιους συντελεστές, Q[x] είναι ο δακτύλιος των πολυωνύµων ως προς x µε
�ητούς συντελεστές, κ.ο.κ. Η διαφορά ενός πολυωνυµικού δακτυλίου µε ένα
πολυώνυµο είναι ότι το δεύτερο είναι το άθροισµα ενός περασµένου συνόλου
µονωνύµων και αποτελεί στοιχείο του πρώτου.

Με R[x, y] συµβολίζουµε τον δακτύλιο των πολυωνύµων δύο απροσ-
διόριστων x και y µε συντελεστές από το R. Με ανάλογο τρόπο ορίζεται ο
δακτύλιος R[x1, ..., xn] των πολυωνύµων των n απαροσδιόριστων xi µε
συντελεστές από το R.
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Θεώρηµα 3.5.6. ∆οθέντος n αλγεβρικών (πολυωνυµικών) εξισώσεων παρα-
τηρήσεων, όπου n είναι η διάσταση του χώρου παρατηρήσεων Y τάξης l µε
m άγνωστες µεταβλητές και m είναι η διάσταση του παραµετρικού χώρου X,
η εφαρµογή της λύσης των ελαχίστων τετραγώνων ( least squares solution -
LESS) στις αλγεβρικές εξισώσεις παρατηρήσεων έχει τάξη (2l − 1) στο συνόλου
των µη γραµµικών αλγεβρικών κανονικών εξισώσεων. Υπάρχουν m κανονικές
εξισώσεις πολυωνυµικής τάξης (2l − 1) που µπορούν να λυθούν.

Απόδειξη
∆ίνονται µη γραµµικές αλγεβρικές εξισώσεις fi ∈ k{ξ1, ..., ξm}, εκφραζόµε-

νες ως



f1 ∈ k{ξ1, ..., ξm}
f2 ∈ k{ξ1, ..., ξm}

.

.

.
fn ∈ k{ξ1, ..., ξm},

τάξης l, ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση

‖ f ‖2 = f 2
1 + ... + f 2

n | ∀fi ∈ k{ξ1, ..., ξm}

και �ρίσκουµε τις µερικές παραγώγους ως προς τις µεταβλητές {ξ1, ..., ξm}. Η
τάξη της εξίσωσης από l2 µειώνεται σε (2l−1) µε διαφόριση της αντικειµενικής
συνάρτησης ως προς τις µεταβλητές ξ1, ..., ξm. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα σε m
κανονικές εξισώσεις πολυωνυµικής τάξης 2l − 1. �

Η σηµασία του παραπάνω ϑεωρήµατος για τα προβληµατα που µας εν-
διαφέρουν είναι ότι όλες οι εξισώσεις παρατήρησης µπορούν να µετασχηµα-
τιστούν σε «αλγεβρικές» ή «πολυωνυµικές».

3.6 Ανάλυση σε Παράγοντες

Με σκοπό να κατανοήσουµε την ανάλυση πολυωνύµων σε παράγοντες, εί-
ναι ουσιώδες να αναφέρουµε ιδιότητες των πρώτων αριθµών των ακεραίων.
Αυτό είναι σύµφωνο µε το γεγονός ότι τα πολυώνυµα συµπεριφέρονται σαν
ακέραιοι.

Ορισµός 3.6.1. (Πρώτος αριθµός) ΄Ενας ακέραιος αριθµός p, µε p > 1, ονο-
µάζεται πρώτος όταν διαιρείται µόνο µε τον αριθµό 1 και µε τον εαυτό του.
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Θεώρηµα 3.6.2. (Οµοµορφισµοί εκτίµησης της ϑεωρίας σωµάτων) ΄Εστω F
ένα υπόσωµα ενός σώµατος Ε, έστω α τυχόν στοιχείο του Ε, και x µια απροσ-
διόριστη. Η απεικόνιση φα : F [x] → E που ορίζεται από την

φa(α0 + α1x + ... + αnx
n) = α0 + α1α + ... + αnα

n

για κάθε (α0 + α1x + ... + αnxn) ∈ F , είναι οµοµορφισµός από τον F [x] στο Ε.
Επίσης, φα(x) = α, και η φα περιορισµένη στο F είναι η ταυτοτική απεικόνιση.
∆ηλαδή, φα(α) = α αν α ∈ F . Ο οµοµορφισµός φα λέγεται εκτίµηση στο α.

Ορισµός 3.6.3. (Ρίζα ενός πολυωνύµου) ΄Εστω F ένα υπόσωµα ενός σώµατος
Ε, και έστω α ένα στοιχείο του Ε. ΄Εστω f (x) = α0 + α1x + ... + αnxn στον
F [x], και φα : F [x] → E ο οµοµορφισµός εκτίµησης του ϑεωρήµατος. Με f (a)
συµβολίζουµε το

φa(f (x)) = α0 + α1α + ... + αnα
n.

Αν f (α) = 0, τότε το α λέγεται �ίζα του f (x).

Μας ενδιαφέρει η εύρεση των �ιζών πολυωνύµων. ΄Εστω Ε και F σώµατα,
µε E ≤ F . Ας υποθέσουµε ότι το f (x) ∈ F [x] αναλύεται στον F [x], δηλαδή
f (x) = g(x)h(x) όπου g(x), h(x) ∈ F [x], και έστω α ∈ E.

f (a) = φα(f (x)) = φα(g(x)h(x)) = φα(g(x))φα(h(x)) = g(α)h(α)

΄Ετσι, αν α ∈ E, έχουµε f (α) = 0 αν και µόνο αν είτε g(α) = 0 είτε h(α) = 0.
∆ηλαδή το πρόβληµα της εύρεσης µιας �ίζας του f (x) ανάγεται στο πρόβληµα
της εύρεσης µιας �ίζας ενός παράγοντα του f (x). Αυτός είναι ο λόγος για τους
οποίους είναι χρήσιµη η µελέτη της ανάλυσης πολυωνύµων.

Γενικά, ένα πολυώνυµο �αθµού n ϑα έχει n �ίζες, που ϑα είναι είτε πραγ-
µατικές είτε µιγαδικές. Αν το πολυώνυµο έχει πραγµατικούς συντελεστές,
τότε οι µιγαδικές �ίζες εµφανίζονται κατά εύγη µε τις συζηγείς του. Οι πο-
λυωνυµικοί συντελέστές παίζουν σηµαντικό �όλο στον καθορισµό των �ιζών.
Μια µικρή εναλλαγή σε έναν συντελεστή, ϑα έδινε διαφορετικές �ίζες. Θα
πρέπει να τονίσουµε ότι για πολυώνυµα �αθµού n στο σώµα των πραγµατι-
κών αριθµών R, λύσεις µε �ιζικά υπάρχουν για πολυώνυµα µέχρι �αθµού 4.
Ο Evariste Galois (1811-1832) απέδειξε ότι για πολυώνυµα �αθµού µεγα-
λύτερα του 4, δεν υπάρχει εν γένει µαθηµατικός τύπος για εύρεση των �ιζών
του.

Θεώρηµα 3.6.4. (Αλγόριθµος διαίρεσης για τον F [x])
΄Εστω

f (x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + ... + α0

και
g(x) = bmx

n + bm−1x
m−1 + ... + b0
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δύο στοιχεία του F [x], όπου τα αn και bm είναι µη µηδενικά στοιχεία του F και
m > 0. Τότε υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα q(x) και r(x) στον F [x] τέτοια
ώστε

f (x) = g(x)q(x) + r(x),

µε τον �αθµό του r(x) γνησιώς µικρότερο από τον �αθµό m του g(x).

Πόρισµα 3.6.5. ΄Ενα στοιχείο α ∈ F είναι �ίζα του f (x) ∈ F [x] αν και µόνο
αν το x − α είναι παράγοντας στον F [x].

Πόρισµα 3.6.6. ΄Ενα µη µηδενικό πολυώνυµο f (x) ∈ F [x] �αθµού n έχει το
πολύ n �ίζες σε ένα σώµα F .

Ορισµός 3.6.7. (Ανάγωγο πολυώνυµο) ΄Ενα µη σταθερό πολυώνυµο f (x) ∈
F [x] λέγεται ανάγωγο πάνω από το F ή ανάγωγο πολυώνυµο στον F [x], αν δεν
µπορούµε να γράψουµε το f (x) ως γινόµενο g(x)h(x) δύο πολυωνύµων g(x) και
h(x) στον F [x], τα οποία να έχουν, και τα δύο, �αθµό µικρότερο από τον �αθµό
του f (x).

Θεώρηµα 3.6.8. ΄Εστω f (x) ∈ F [x], και ας υποθέσουµε ότι το f (x) είναι
�αθµού 2 ή 3. Τότε το f (x) αναλύεται πάνω από το F αν και µόνο αν έχει µια
�ίζα στο F .

Παραδειγµα 3.6.9. Το πολυώνυµο x2 − 2 είναι ανάγωγο στον Q[x], αλλά δεν
είναι ανάγωγο στον R[x].

Ορισµός 3.6.10. (Μονωνυµική διάταξη) Μία µονωνυµική διάταξη στον k[x1, ..., xn]
είναι οποιαδήποτε σχέση σε ένα σύνολο µονωνύµων xα ∈ k[x1, ..., xn] (ή ισοδύ-
ναµα, στο Zn≥0) που ικανοποιεί τα παρακάτω:

(i) η > είναι µια πλήρης (ή γραµµική) σχέση διάταξης.

(ii) Εαν α > � και γ ∈ Zn≥0), τότε α + γ > � + γ .

(iii) η > είναι µια καλή διάταξη πάνω στον Zn≥0). Αυτό σηµαίνει ότι κάθε µη
κενό υποσύνολο του Zn≥0) έχει ένα µικρότερο στοιχείο ύπο .

Ορισµός 3.6.11. (Λεξικογραφική διάταξη) ΄Εστω α = (α1, ..., αn) και � =

(�1, ..., �n) ∈ Zn≥0. Θα λέµε ότι α >lex �, εαν το διανύσµα της διαφοράς α−� ∈ Zn,
η αριστερά-περισσότερο µη µηδενική εισαγωγή είναι ϑετική. Θα γράφουµε
xαlex > x

�
lex αν α >lex �.

Ορισµός 3.6.12. (Οδηγός όρος) ∆ίνεται ένα µη µηδενικό πολυώνυµο f (x) ∈
k[x], έστω

f (x) = α0x
m + α1x

m − 1 + ... + αm

όπου αi ∈ k και α0 , 0 όπου m = deg(f ). Τότε λέµε ότι α0xm είναι ο οδηγός
όρος (LT ) του f , και γράφεται LT (f ) = α0xm .
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Παραδειγµα 3.6.13. Αν f (x) = 2x3 − 4x + 3, τότε ο LT (f ) = 2x3.

Ορισµός 3.6.14.

Multidegree του f : Multideg(f ) = max(α ∈ Zn≥0 | αα , 0)

Οδηγός Συντελεστής (Leading Coefficient) του f : LC(f ) = αMultideg(f ) ∈ k
Οδηγός Μονώνυµο (Leading Monomial) του f : LM(f ) = xMultideg(f ) (µε
συντελεστή 1)

Παραδειγµα 3.6.15. ϑεωρούµε το πολυώνυµο f (x) = 2x2y8−3x5yz4 +xyz3−
xy4, τότε σύµφωνα µε την λεξικογραφική διάταξη {x, y, z}, έχουµε :

Multideg(f ) = (5,1,4)

LC(f ) = −3

LM(f ) = x5yz4

LT (f ) = −3x5yz4

3.7 Περισσότερα στα Πολυώνυµα

1 ΕΛΑΧΙΣΤΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

΄Οπως είδαµε, οι �ίζες ενός πολυωνύµου µε συντελεστές από τοQ µπορεί
να µην ανήκουν στο Q, αλλά να υπάρχουν σε ένα άλλο σύνολο R. Το
πολυώνυµο y2−12 = 0 , για παράδειγµα, δεν έχει �ίζες στον Q[y], αλλά
οι �ίζες ±√12 ανήκουν στο R. Η επέκταση του συνόλου από Q σε R
λέγεται επέκταση σώµατος.

Ορισµός 3.7.1. Επέκταση σώµατος ΄Ενα σώµα Ε λέγεται επέκταση σώ-
µατος ενός σώµατος F αν F ≤ E.

΄Ετσι, το R είναι µια επέκταση του Q, και το C είναι µια επέκταση
τόσο του R όσο και του Q. Συχνά είναι σκόπιµο να χρησιµοποιήσουµε
δικτυωτά διαγράµµατα για να απεικονίζουµε επεκτάσεις σωµάτων, µε
το µεγαλύτερο σώµα να �ρίσκεται στην κορυφή.

C

R

Q
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Μπορεί να συµβεί σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο R[x], η λύση ξ να
ικανοποιεί όχι µόνο το πολυώνυµο g(x) αλλά και κάποιο άλλο h(x),
όπου g(x) και h(x) είναι στοιχεία του R[x]. Στην περίπτωση που πολλά
πολυώνυµα στον R[x] έχουν ξ για �ίζα, και τα πολυώνυµα είναι πολλα-
πλάσια ενός πολυωνύµου ελάχιστου �αθµού το οποίο έχει επίσης ξ σαν
�ίζα, το πολυώνυµο αυτό λέγεται ελάχιστο πολυώνυµο. ∆ουλέυοντας
µε τις �άσεις Gröbner ϑα δούµε ότι πολλά πολυώνυµα ενός σώµατος
R[x] ϑα περιέχουν την ίδια �ίζα ξ . Η ιδιότητα αυτή ϑα χρησιµοποιηθεί
για την ελάττωση του �αθµού αρκετών πολυµεταβλητών πολυωνύµων
σε µονώνυµα.

2 ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

Γενικά, το απλούστερο πολυώνυµο είναι το γραµµικό πολυώνυµο cx +

d = 0 το οποίο λύνεται ως προς x πολλαπλασιάζοντας και στις δύο
πλευρές µε το αντίστροφο του c, δεδοµένου ότι c , 0. Η λύση εί-
ναι x = −c−1d. Γραµµικά πολυώνυµα, δηλαδή πολυώνυµα �αθµού 1,
�ρίσκουν χρήση σε παρατηρήσεις υψοµέτρων και της �αρύτητας. Σε
αυτές τις περιπτώσεις, εφαρµόζονται σε διανυσµατικούς χώρους µέσου
γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων της µορφής Ax + y = 0 των οποίων
η λύση είναι x = (A′A−1)A′y, µε την προυπόθεση ότι ο (A′A−1) είναι
συµµετρικός πίνακας.

Τα πολυώνυµα 2ου �αθµού είναι γνωστά ως τετραγωνικά πολυώνυµα.
΄Εχουν την µορφή αx2 + bx + c = 0. Για απλές περιπτώσεις όπως
x2 + 2x = 0, η λύση αναζητείται µε παραγοντοποίηση π.χ. x(x + 2) που
οδηγεί σε x = 0 ή x = −2. Η γενική λύση των τετραγωνικών εξισώσεων
της µορφής αx2 + bx + c = 0 µε πραγµατικούς συντελεστές {α, b, c}
δίνεται από τον τύπο

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2α
ή

x =
2c

−b ±
√
b2 − 4ac

Κατά τον καθορισµό των �ιζών, στις περιπτώσεις που τα α ή c (ή και
τα δύο) είναι µικρά αυτό οδηγεί σε λανθασµένες λύσεις. Ο λόγος που
συµβαίνει αυτό είναι ότι µια από τις �ίζες περιέχει την αφαίρεση b µε
µια πολύ κοντινή τιµή της b. Στην περίπτωση αυτή προτείνεται η χρήση
του τύπου

q = −1
2

[b + sgn(b)
√
b2 − 4ac]

και τότε οι �ίζες δίνονται από
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x1 =
q

a
, x2 =

c

q
.

Γενικά, κάθε τετραγωνικό πολυώνυµο έχει ακριβώς δύο πραγµατικές ή
δύο µιγαδικές �ίζες. Από τους συντελεστές προκύπτει, εαν b2−4ac > 0,
οι �ίζες είναι πραγµατικές αλλά εαν b2 − 4ac < 0 οι �ίζες είναι ευγάρι
µιγαδικών αριθµών. Στην περίπτωση που b2−4ac = 0 έχουµε µια διπλή
πραγµατική �ίζα και είναι γνωστό ως το κρίσιµο σηµείο στο οποίο το
πρόσηµο της συνάρτησης (πολυώνυµο) αλλάζει πρόσηµο.

3 ΚΥΒΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

Τα πολυώνυµα αυτά είναι �αθµού 3 και παίρνουν την µορφή αx3+bx2+

cx + d = 0. ΄Οπως και στα τετραγωνικά, οι απλές περιπτώσεις µπορούν
να λυθούν µε παραγοντοποίηση π.χ. x3 − 2x = 0 που αναλύεται σε
x(x2 − 2) = 0 και δίνει �ίζες x = 0, x = −√2, x =

√
2. Μια άλλη

προσεγγιση είναι να ελαττώσουµε το κυβικό πολυώνυµο έτσι ώστε τα
πολυώνυµα �αθµού 2 να απαλείφονται και να δίνουν την πιο απλή
µορφή y3 + ey + f = 0. Τα τελευταία είναι γνωστά ως αναγµένα κυβικά
πολυώνυµα. Η απλούστερη αυτή µορφή µπορεί να λυθεί µέσω του
τύπου του Cardano.

y =
3

√
− f

2
+
√
T +

3

√
− f

2
−
√
T

όπου T =

(
e
2

)3

+

(
f
2

)2

. Μόλις µια �ίζα ξ1 �ρεθεί, το πολυώνυµο y3+ey+f =

0διαιρείται µε (y−ξ1) και το αποµείνων τετραγωνικό πολυώνυµο λύνεται
κατα τα γνωστά.

Μια άλλη εναλλακτική προσέγγιση ακολουθεί την εξής µεθοδολογία :
΄Εστω {α, b, c} πραγµατικοί συντελεστές ενός κυβικού πολυωνύµου. Υ-
πολογίζουµε


K ≡ α2−3b

g

L ≡ 2α3−gαb+27c
54 .

Αν K και L είναι πραγµατικοί, και L < K, τότε το κυβικό πολυώνυµο
έχει τρεις πραγµατικές �ίζες
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x1 = −2
√
Kcos

(
Θ
3

)
− α

3

x2 = −2
√
Kcos

(
Θ+2π

3

)
− α

3

x2 = −2
√
Kcos

(
Θ−2π

3

)
− α

3

όπου Θ = cos−1
(
L
3√
K

)
.

Γενικά, εαν ξ1, ξ2, ξ3 είναι οι �ίζες ενός κυβικού πολυωνύµου, η ορίζουσα
D µπορεί να οριστεί ως

D = (ξ1 − ξ2)
2(ξ1 − ξ3)

2(ξ2 − ξ3)
2,

και υπολογίζεται από τους συντελεστές α, b, c, d. Αν D > 0 τότε οι �ίζες
είναι πραγµατικές και διακεκριµένες. Αν D < 0, τότε µια �ίζα είναι
πραγµατική και υπόλοιπες δύο συζηγείς µιγαδικές. Στην περίπτωση
που D = 0, ϑα έχω µια τριπλή �ίζα. Στην περίπτωση που οι συντελεστές
b, c, d είναι όλοι ϑετικοί, τότε όλες οι τρεις �ίζες ϑα είναι αρνητικές,
καθώς αν b, d είναι αρνητικοί και c ϑετικός, τότε όλες οι τρεις �ίζες ϑα
είναι ϑετικές.

3 ΤΕΤΡΑ∆ΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

Τετραδικά πολυώνυµα είναι αυτά που έχουν �αθµό 4. Στην περίπτωση
που υπάρχει µια �ίζα για το πολυώνυµο p(x) = 0, µπορεί να εφαρµοστεί
ο αλγόριθµος διαίρεσης και οδηγουµαστε στον παράγοντα (x − ξ1)f (x).
Εδώ, f (x) είναι ένα κυβικό πολυώνυµο που µπορεί να λυθεί από τα
προηγούµενα. Η γενική µορφή του είναι αx4 + bx3 + cx2 + dx + e =

0. Οι παρακάτω περιπτώσεις µπορούν να ισχύουν για ένα τετραδικό
πολυώνυµο.

• p(x) να έχει τέσσερις πραγµατικές �ίζες.

• p(x) να έχει δυο πραγµατικές �ίζες και δυο µιγαδικές συζηγείς.

• p(x) να µην έχει πραγµατικές �ίζες.

Γενικά, εαν ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 είναι οι �ίζες ενός τετραδικού πολυωνύµου, η
ορίζουσα D µπορεί να οριστεί ως

D = (ξ1 − ξ2)
2(ξ1 − ξ3)

2(ξ1 − ξ4)
2(ξ2 − ξ3)

2(ξ2 − ξ4)
2(ξ3 − ξ4)

2,

και υπολογίζεται από τους συντελεστές b, c, d, e.
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Αν D > 0 τότε οι �ίζες είναι πραγµατικές και διακεκριµένες ή όλες
είναι εύγη µιγαδικών συζηγών �ιζών. Αν D < 0, τότε δυο �ίζες είναι
πραγµατικές διακεκριµένες και οι άλλες δυο µιγαδικές συζηγείς. Στην
περίπτωση που D = 0, έχουµε τουλάχιστον µια διπλή �ίζα. Και πάλι
υπάρχει τύπος που δίνει τις λύσεις µε �ιζικά, αλλά είναι αρκετά πο-
λύπλοκος. Γενικά υπάρχουν αρκετές µέθοδοι π.χ. Newton κ.α., που
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απ’ ευθείας για την εύρεση λύσεων
µιας πολυωνυµικής εξίσωσης.



Κεφάλαιο 4

Βάσεις Gröbner

4.1 Η Προεύλεση

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα από τα πιο ισχυρά υπολογιστικά αλ-
γεβρικά εργαλεία, για επίλυση συστηµάτων µη γραµµικών εξισώσεων. Το
εργαλείο αυτό είναι οι ονοµαζόµενες �άσεις Gröbner, οι οποίες γράφονται
στα αγγλικά ως Groebner basis. Προτάθηκαν από τον W.Gröbner το 1949
και αναπτύχθηκαν από τον µαθητή του B.Buchberger το 1965. Το 1964
ο H.Hironaka είχε ανεξάρτητα χρησιµοποιήσει το ίδιο εργαλείο σε συνδια-
σµό µε την εργασία του στην ανάλυση ιδιοµορφιών (singularities) στην αλ-
γεβρική γεωµετρία και τις ονόµασε κανονικές �άσεις (standard basis). Ο
B.Buchberger αποφάσισε να τιµήσει τον επιβλέποντα καθηγητή του W.Gröbner
(1899-1980) ονοµάζοντας τις κανονικές �άσεις για ιδεώδη σε πολυωνυµικούς
δακτύλιους k[x1, ..., xn] σε Gröbner basis.

Σαν παρατήρηση, αναφέρεται ότι τα περισσότερα προβλήµατα στην ϕύση,
καθώς και στη γεωδαισία, την γεωπληροφορική, την όραση υπολογιστών, τη
�οµποτική, την τοπογραφία κ.α., µπορούν να µοντελοποιηθούν µέσω συστη-
µάτων µή γραµµικών εξισώσεων.

4.2 Αρχές των Βάσεων Gröbner

Θα µπορούσαµε διαισθητικά να δούµε τις �άσεις Gröbner ως τον µέγιστο
κοινό διαιρέτης ενός συστήµατος πολυµεταβλητών εξισώσεων. Η �ασική τους
εφαρµογή για εµάς είναι η απαλειφή των µεταβλητών σε ένα σύστηµα µη
γραµµικών εξισώσεων.

Ας ϑεωρήσουµε την περίπτωση πολυωνύµων µιας µεταβλητής f1, f2 ∈ k[x]
[
f1 = 3x4 − 3x3 + 8x2 + 2x − 5
f2 = 5x4 − 4x2 − 9x + 21
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Για την επίλυση του παραπάνω συστήµατος εξισώσεων µιας µεταβλητής
χρησιµοποιείται ο Ευκλείδιος αλγόριθµος (αλγόριθµος διαίρεσης).

Από την άλλη πλευρά, αν οι εξισώσεις δεν ήταν µιας µεταβλητής αλλά
πολλών π.χ., g1, g2 ∈ k[x, y] τότε εφαρµόζεται ο αλγόριθµος Buchberger.

[
g1 = xy + x − y − 1
g2 = xy − x − y + 1

Οι �άσεις Gröbner όπως δηλώθηκε νωρίτερα είναι χρήσιµες για την α-
παλειφή µεταβλητών σε συστήµατα µη γραµµικών εξισώσεων. Από την άλλη
πλευρά η µέθοδος απαλειφής κατά Gauss είναι εφαρµόσιµη σε γραµµικές
µόνο περιπτώσεις.

Παραδειγµα 4.2.1. (Μέθοδος απαλειφής του Gauss). Λύστε το γραµµικό σύ-
στηµα των εξισώσεων 

−x + y + 2z = 2
3x − y + z = 6
−x + 3y + 4z = 4.

(4.1)

Το πρώτο �ήµα είναι να απαλέιψουµε την µεταβλητή x στη δεύτερη και τρίτη
έκφραση του (4.1). Αυτό επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας την πρώτη έκφραση
µε 3 και προσθέτοντας της στην δεύτερη εξίσωση και στη συνέχεια αφαιρώντας
την πρώτη έκφραση από την τρίτη του (4.1). Προκύπτει ένα νέο σύστηµα


−x + y + 2z = 2

2y + 7z = 12
2y + 2z = 2.

(4.2)

Ως δεύτερο �ήµα πρέπει να απαλείψουµε την µεταβλήτή y από την δεύτερη
και τρίτη έκφραση του (4.1). Αφαιρώντας τη δεύτερη από την τρίτη έκφραση
παίρνουµε 

−x + y + 2z = 2
2y + 7z = 12
−5z = −10.

(4.3)

Η λύση z = 2 στο σύστηµα (4.3) µπορεί να αντικατασταθεί στην δεύτερη εξίσωση
2y+ 7z = 12και να δώσει τιµή y = −1, η οποία µαζί µε την τιµή z = 2 αντικαθί-
στονται στην πρώτη έκφραση και δίνουν τιµή x = 1, οπότε και ολοκληρώνεται
η τεχνική απαλειφής κατά Gauss.

Σε πολλές εφαρµογές, οι εξισώσεις σχετίζονται µε τις άγνωστες µεταβλητές
των µετρούµενων (παρατηρούµενων) ποσοτήτων ενώ είναι συνήθως µη γραµ-
µικές και συχνά αποτελούνται από πολλές µεταβλητές.

Γενικά ο αλγόριθµος των �άσεων Gröbner απαλείφει ένα σύστηµα πολυ-
µεταβλητών πολυωνυµικών εξισώσεων. Αυτό επιτυγχάνεται µε εφαρµογή των
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πράξεων της αθροίσεως και του πολλαπλασιασµού πάνω σε έναν πολυωνυ-
µικό δακτύλιο. Σε ένα δοσµένο σύστηµα που πρέπει να επιλυθεί ως προς
τους αγνώστους του, ο αλγόριθµος των �άσεων Gröbner εφαρµόζεται µε στό-
χο να αλλάξει τους γεννήτορες του συστήµατος σε άλλους ποιό απλούς ώστε
να είναι δυνατή η επίλυση του. ∆ηλαδή οι �άσεις Gröbner απαλείφουν τις
µεταβλητές, µε τρόπο όµοιο µε εκείνο της µεθοδου απαλειφής του Gauss για
γραµµικές περιπτώσεις.

Παραδειγµα 4.2.2. (Υπολογισµός �άσης Gröbner) Θεωρούµε ένα σύνολο
F (x, y) = {f1, f2} µε στοιχεία

[
f1 = xy − 2y
f2 = 2y2 − x2,

όπου {f1, f2} ∈ I είναι οι γεννήτορες του ιδεώδες. Ψάχνουµε να �ρούµε ένα
απλοποιηµένο σύνολο γεννητόρων του ιδεώδους. Εφαρµόζοντας τον αλγόριθ-
µο των �άσεων Gröbner (Buchberger) (τον οποίο ϑα δώσουµε στην συνέχεια)
απαλείφουµε το σύστηµα των µη γραµµικών εξισώσεων F σε ένα άλλο σύστηµα
G

G := {−2x2 + x3,−2y + xy,−x2 + 2y2}.
Τώρα το σύνολο G περιέχει ένα πολυώνυµο µιας µεταβλητής −2x2 + x3 του
οποίου µπορούµε εύκολα να �ρούµε τις �ίζες. Στη συνέχεια µε αντικατάσταση
στα αποµένων στοιχεία του συνόλου G µπορούµε να λύσουµε ως προς y. Οι
λύσεις στο G, δηλαδή οι �ίζες (x = 0, x = 0, x = 2) και αυτές του y ικανοποιούν
το F . Επαλήθευση πραγµατοποιείται µε αντικατάσταση των λύσεων στο αρχικό
σύστηµα και πρέπει να δίνουν 0.

Ορισµός 4.2.3. (Ιδεώδες) ΄Ενα ιδεώδες ενός αντιµεταθετικού δακτυλίου R
είναι ένα σύνολο I ⊂ R ώστε να έχουµε ότι το I να είναι προσθετική υποοµάδα
του δακτυλίου R και επιπλέον ∀r ∈ R, a ∈ I να έχουµε ra ∈ R.

Στην ειδική περίπτωση που R = k[x1, . . . , xn] είναι ένας πολυωνυµικός δα-
κτύλιος και το k είναι σώµα, είναι γνωστό ότι κάθε ιδεώδες του R είναι πε-
περασµένα παραγώµενο, δηλαδή υπάρχουν πολυώνυµα f1, . . . , fr ∈ R ώστε
I = 〈f1, . . . , fr〉, δηλαδή για οποιοδήποτε στοιχείο a ∈ I υπάρχουν κατάλληλα
πολυώνυµα c1, . . . , cr ώστε

a = c1f1 + c2f2 + · · · crfr .
Θα λέµε ότι τα f1, . . . , fr είναι οι γεννήτορες του ιδεώδους I .

Παραδειγµα 4.2.4. (Ιδεώδες) Θεωρούµε τα πολυώνυµα f1, f2 όπου
[
f1 := (x1 − X )2 + (y1 − Y )2 − d2

1
f2 := (x2 − X )2 + (y2 − Y )2 − d2

2
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στοιχεία του πολυωνυµικού δακτυλίου R[X, Y ]. Οποιοδήποτε στοιχείο του ιδεώ-
δους 〈f1, f2〉 που παράγουν τα f1, f2 µπορεί να γραφτεί ως

[
I = 〈f1, f2〉 = c1f1 + c2f2

Η ανάγκη του ορισµού του ιδεώδους µπορεί να παρουσιαστεί µε όρους
πολυωνυµικών εξισώσεων f1, ..., fs ∈ k[x1, ..., xn]. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να λύσου-
µε το σύστηµα των εξισώσεων

f1 = 0
f2 = 0
.
.

fs = 0,

Σχηµατίζουµε το ιδεώδες 〈f1, . . . , fs〉 που παράγουν τα f1, . . . , fs. Αν (x1, . . . , xn)
είναι µία ταυτόχρονη λύση του συστήµατος τότε κάθε στοιχείο του ιδεώδους
ϑα µηδενίζεται πάνω σε αυτή την λύση. Επιπλέον αν �ρούµε ένα «ενναλακτι-
κό» σύστηµα g1, . . . , gr γενητόρων του ιδεώδους, τότε το παραπάνω σύστηµα
ϑα είναι ισοδύναµο µε το

g1 = 0
g2 = 0
.
.

gr = 0,

Στόχος µας είναι λοιπόν να προσδιορίσουµε ένα όσο το δυνατόν ποιό απλό
σύστηµα γεννητόρων ενός ιδεώδους.

Οι γεννήτορες του ιδεώδους µπορούν να υπολογιστούν µε τον αλγόριθµο
της διαίρεσης που ορίζεται ως

Ορισµός 4.2.5. (Ο αλγόριθµος της διαίρεσης) Θεωρούµε ένα ιδεώδες I =

〈h1, . . . , hs〉 του k[x, y], εφοδιασµένο µε την λεξικογραφική διάταξη. Κάθε
g ∈ k[x, y] µπορεί να γραφτεί στην µορφή g = α1f1 + α2f2 + ... + αsfs + r,
όπου αi , r ∈ k[x, y] και είτε r = 0 είτε ένας γραµµικός συνδιασµός όρων, όπου
κανένας δεν διαιρείται από τους LT (f1), ..., LT (fs).

Ο αλγόριθµος της διαίρεσης του παραπάνω ορισµού εφαρµόζεται µε ε-
πιτυχία στην περίπτωση των µονωνικών πολυωνύµων, καθώς το υπόλοιπο r
µπορεί να καθοριστεί µοναδικά. Για πολυµεταβλητά πολυώνυµα, το υπόλοι-
πο µπορεί να µην καθορίζεται µοναδικά καθώς εξαρτάται από την διάταξη των
διαιρετών. Η διαίρεση του πολυωνύµου F από {f1, f2} όπου το f1 προηγείται
του f2 µπορεί να µην δώσει απαρραίτητα το ίδιο υπόλοιπο του F µε {f1, f2},
στην περίπτωση του οποίου η διάταξη έχει αλλάξει, για παράδειγµα έχουµε
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ϑεωρήσει την «ανάποδη λεξικογραφική διάταξη». . Το πρόβληµα ξεπερνιέται
αν περάσουµε σε �άσεις Gröbner.

Ας ξεκινήσουµε µε τον ευκλείδιο αλγόριθµο σε δακτύλιο πολυωνύµων
µίας µεταβλητής :

Θεώρηµα 4.2.6. Αν f (x) ∈ k[x] ϑεωρούµε το κύριο ιδεώδες I = f (x)k[x] που
παράγει το f . Για κάθε πολυώνυµο g(x) ∈ k[x], υπάρχει πολυώνυµο h(x) και
r(x) ∈ k[x], µε deg(r) < degh(x), ώστε

g(x) = h(x)f (x) + r(x).

Παρατηρούµε ότι το τυχαίο πολυώνυµο g(x) είναι στοιχείο του ιδεώδους I αν
και µόνο αν το υπόλοιπο της διαίρεσης του είναι 0.

Είναι γνωστό ότι οι πολυωνυµικοί δακτύλιοι περισσότερων από µία µετα-
�λητές δεν είναι ευκλείδιοι οπότε µία τέτοια κατασκευή δεν είναι δυνατόν να
γίνει. Παρόλα αυτά µπορούµε να ορίσουµε τον παρακάτω αλγόριθµο διαίρε-
σης.

Θεωρούµε ένα ιδεώδες I = 〈f1, . . . fr〉 του δακτυλίου k[x1, . . . , xn]. ΄Εστω
ένα τυχαίο g ∈ k[x1, . . . , xn]. Θα συµβολίζουµε µε ai = LT (fi). Θεωρούµε τον
µικρότερο i ώστε το ai να διαιρεί κάποιο όρο του g. Αν δεν υπάρχει τέτοιος
όρος τότε το g είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης και

g = 0f1 + · · · 0fr + g.

Σε διαφορετική περίπτωση ας είναι h ο µεγαλύτερος (ως προς την λεξικογρα-
ϕική διάταξη) όρος του g που να είναι διαιρετός µε ai. Αντικαθιστούµε το g
µε

g − h
ai
fi .

Επαναλαµβάνουµε µέχρι κανείς όρος του g να µην είναι διαιρετός µε κάποιο
ai. Σε κάθε επανάληψη το g γίνεται µικρότερο ως προς την δοθήσα µονονυ-
µική διάταξη οπότε κάποια στιγµή ο αλγόριθµος σταµατά. Το άσχηµο µε τον
αλγόριθµο αυτό είναι ότι η τελική τιµή του g εξαρτάται από την σειρά γραφής
των f1, . . . fr όπως και από την επιλογή των γεννητόρων. Επίσης είναι δυνατόν
ο αλγόριθµος αυτός να δίνει υπόλοιπο 0 για µερικές επιλογές fi ενώ για άλλες
επιλογές των fi µην δίνει 0. Το πρόβληµα αυτό ϑα το λύσουµε στην συνέχεια,
διαλέγοντας τα fi να είναι µία �άση Gröbner.

Παρατηρούµε επίσης ότι στην περίπτωση µίας µεταβλητής ο αλγόριθµος
γίνεται ο συνηθισµένος αλγόριθµος της ευκλείδιας διαίρεσης

Μία �άση Gröbner για ένα ιδεώδες I ως προς µία µονονυµική διάταξη
είναι ένα (πεπερασµένο) σύνολο γεννητόρων G για το οποίο να ισχύει µία από
τις παρακάτω ισοδύναµες ιδιότητες :
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• Το ιδεώδες που παράγεται από τους leading όρους όλων των γεννητόρων
στο I να είναι αυτό που παράγεται από τους leading όρους της �άσης
G.

• Ο leading όρος κάθε πολυωνύµου στο I να διαιρείται από τον leading
όρο ενός πολυωνύµου στην �άση G.

• Η διαίρεση πολλών µεταβλητών ενός πολυωνύµου στο ιδεώδες I µε την
�άση G να δίνει αποτέλεσµα 0.

4.3 Ο Αλγόριθµος του Buchberger

Ο αλγόριθµος του Buchberger είναι µία µέθοδος να µετασχηµατίσουµε ένα
δεδοµένο σύνολο γεννητόρων ενός ιδεώδους σε µία �άση Gröbner ως πρός
µία µονονυµική διάταξη. Μπορούµε να πούµε ότι αποτελεί µία γενίκευση
του ευκλείδιου αλγορίθµου για τον υπολογισµό του µεγίστου κοινού διαιρέτη
και της απαλειφής του Gauss για την λύση γραµµικών συστηµάτων.

Ο αλγόριθµος αυτός έχει ως εισαγωγή ένα σύνολο γεννητόρων F = {f1, . . . , fr}
ενός ιδεώδους I του πολυωνυµικού δακτυλίου k[x1, . . . , xn], και στην έξοδο
του ϑα µας δώσει µία �άση Gröbner για το ιδεώδες I.

Ο αλγόριθµος δουλεύει ως εξής : Ας είναι gi = LT (fi) ως προς την δοθείσα
διάταξη και ας είναι aij το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των gi , gj. Θέτουµε

Sij =
aij
gi
fi −

aij
gj
fj.

Παρατηρούµε ότι οι leading όροι ϑα εξαφανιστούν. Κάνοντας χρήση του
αλγορίθµου διαίρεσης πολλών µεταβλητών υπολογίζουµε το υπόλοιπο της
διαίρεσης ως προς το σύνολο F . Το αποτέλεσµα το προσθέτουµε στο σύνολο
F και επαναλαµβάνουµε την διαδικασία από την αρχή εκτός αν το αποτέλεσµα
ανήκει ήδη στο F .

Οι �άσεις Gröbner αποτελούν ένα από τα σηµαντικότερα εργαλεία στους
αλγεβρικούς υπολογισµούς, που �ρίσκουν εφαρµογές σε πεδία όπως τα µα-
ϑηµατικά και τη µηχανική για επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων. Ε-
πίσης χρησιµοποιούνται στην ανακάλυψη και απόδειξη ϑεωρηµάτων για ε-
πίλυση συστηµάτων πολυωνυµικών εξισώσεων. Ακόµη, µε τη απαλειφή ενός
δοσµένου πολυωνύµου f µεσω της �άσης Gröbner G, το f λέγεται µέλος του
ιδεώδους εαν το υπόλοιπο r είναι µηδέν. Εαν G = {g1, ..., gs} είναι η �άση
Gröbner ενός ιδεώδους I ⊂ k[x1, ..., xn] και f ∈ k[x1, ..., xn] ένα πολυώνυµο
f ∈ I αν και µόνο αν το υπόλοιπο της διαίρεση του f µε το G είναι µηδέν. Α-
κόµη οι �άσεις Gröbner χρησιµοποιούνται για να δείξουν την ισοδυναµια των
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πολυωνυµικών εξισώσεων. ∆ύο σύνολα πολυωνυµικών εξισώσεων ϑα παρά-
γουν το ίδιο πολυώνυµο αν οι �άσεις Gröbner τους είναι ίσες, µε οποιαδήποτε
διάταξη. Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ σηµαντική στο ότι οι �άσεις Gröbner
ϑα ικανοποιούν το αρχικό σύστηµα που δηµιουργήθηκε από το σύνολο γεν-
νητόρων των µη γραµµικών εξισώσεων. Αυτό σηµαίνει ότι ένα σύστηµα πο-
λυωνυµικών εξισώσεων f1(x1, ..., xn) = 0, ..., fs(x1, ..., xn) = 0 ϑα έχει τις ίδιες
λύσεις µε το σύστηµα που δηµιουργείται από οποιαδήποτε �άση Gröbner
των f1, ..., fs οποιαδήποτε διάταξης. Αυτή είναι η �ασική ιδιότητα των �άσεων
Gröbner που χρησιµοποιείται για την επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων.

4.4 Επίλυση Πολυωνυµικών Εξισώσεων

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύνολο πολυωνύµων f1, . . . , fr ∈ R[x1, . . . , xn]
και ότι το σύνολο των σηµείων

(a1, . . . , an) ∈ Rn ώστε fi(a1, . . . , an) = 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ r,
είναι πεπερασµένο. Θέλουµε να υπολογίσουµε ποιές είναι αυτές οι λύσεις,
και να �ρούµε προσεγκύσεις των λύσεων (πχ σε αριθµιτική κινητής υποδια-
στολής).

΄Οπως δείξαµε σε σχέση µε την λεξικογραφική διάταξη (x1 > x2 > ... > xn)
υπάρχει µία �άση Gröbner µε s ≥ r το πλήθος στοιχεία ώστε σε αυτήν να
υπάρχει gi µε LM(gi) = xnii για κάποιο ni ∈ N. Μπορούµε λοιπόν χωρίς
περιορισµό της γενικότητας να αριθµίσουµε την �άση αυτή ώστε

g1 = g1(xn), LM(g1) = xnnn ,
g2 = g2(xn−1, xn), LM(g2) = xnn−1

n−1
...

...
gn = gn(x1, . . . , xn), LM(gn) = xn1

1 .

∆ηλαδή ένα πολυώνυµο που ο LM(g) είναι το xai είναι πολυώνυµο µόνο στις
µεταβλητές xi , xi+1, xn. Αυτή είναι µία γενίκευση της απαλειφής του Gauss
για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων και συγκεκριµένα αντιστοιχεί στο να
ϕέρουµε τον πίνακα σε τριγωνική µορφή.

Η µέθοδος λύσης είναι λοιπόν η ακόλουθή: Υπολογίζουµε τις πραγµα-
τικές λύσεις του πολυωνύµου µίας µεταβλητής g1(xn) = 0, µε µία από τις
πολλές µέθοδους επίλυσης πολυωνιµικών εξισώσεων. Για κάθε µία λύση αντι-
καθιστούµε την τιµή της στο g2 που γίνεται τώρα πολυώνυµο µίας µεταβλητής
και ξανα υπολογίζουµε τις όλες τις λύσεις. Συνεχίζουµε µε τα αντικαθιστό-
ντας στα υπόλοιπα πολυώνυµα. Ο αντίστοιχος υπολογισµός στα γραµµικά
συστήµατα είναι αυτός της προς τα πίσω αντικατάστασης.

Τέλος δοκιµάζουµε τις λύσεις που έχουν προκύψει στα υπόλοιπα πολυώ-
νυµα gn+1, . . . , gs και διαγράφουµε όσες λύσεις δεν τα ικανοποιούν.



4.4 Επιλυση Πολυωνυµικων Εξισωσεων · 52

4.4α’ Μέθοδος Sturmfel

∆ίνονται τρεις οµογενείς εξισώσεις δευτέρου �αθµου ως

F1 := α11x2 + α12y2 + α13z2 + α14xy + α15xz + α16yz = 0
F2 := α21x2 + α22y2 + α23z2 + α24xy + α25xz + α26yz = 0
F3 := α31x2 + α32y2 + α33z2 + α34xy + α35xz + α36yz = 0

(4.4)

η Ιακωβιανή ορίζουσα υπολογίζεται ως

J = det



ϑF1
ϑx

ϑF1
ϑy

ϑF1
ϑz

ϑF2
ϑx

ϑF2
ϑy

ϑF2
ϑz

ϑF3
ϑx

ϑF3
ϑy

ϑF3
ϑz


, (4.5)

που οδηγεί σε ένα κυβικό πολυώνυµο µε συντελεστές {x, y, z}. Καθώς το
πολυώνυµο που προκύπτει από τη διακρίνουσα J στην (4.5) είναι κυβικό, οι
µερικές παράγωγοι, ϑα είναι τετραγωνικά πολυώνυµα µε µεταβλητές {x, y, z}
και γράφονται στη µορφή

ϑJ
ϑx := b11x2 + b12y2 + b13z2 + b14xy + b15xz + b16yz = 0

ϑJ
ϑy := b21x2 + b22y2 + b23z2 + b24xy + b25xz + b26yz = 0

ϑJ
ϑz := b31x2 + b32y2 + b33z2 + b34xy + b35xz + b36yz = 0.

(4.6)

Οι συντελεστές bij στο σύστηµα (4.6) είναι τα κυβικά πολυώνυµα της (4.6).
Το τελικό �ήµα στον υπολογισµό των υπολειµµατικών ποσοτήτων στο αρχικό
σύστηµα (4.4) περιλαµβάνει τον υπολογισµό της ορίζουσας ενός πίνακα 6× 6
που δίνεται από τον τύπο

Res222(F1F2F3) = det



α11 α12 α13 α14 α15 α16

α21 α22 α23 α24 α25 α26

α31 α32 α33 α34 α35 α36

b11 b12 b13 b14 b15 b16

b21 b22 b23 b24 b25 b26

b31 b32 b33 b34 b35 b36



. (4.7)

Οι υπολειµµατικές ποσότητες στην (4.7) εξαλείφονται εαν και µόνο αν το
σύστηµα (4.4) έχει µια κοινή λύση {x, y, z}, όπου {x, y, z} είναι µιγαδικοί ή
πραγµατικοί αριθµοί, όχι όλοι ίσοι µε 0. Οι δείκτες στον πίνακα της (4.7)
δηλώνουν το �αθµό του πολυωνύµου του (4.4) του οποίου οι ορίζουσα ανα-
ητάται.
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4.5 Παρατηρήσεις στις Βάσεις Gröbner

Με τους σύγχρονους υπολογιστές, η προσέγγιση µε υπολειµµατικές ποσό-
τητες µπορούν εύκολα να χρησιµοποιηθεί στην ανάπτυξη αλγορίθµων για
επίλυση συστηµάτων µη γραµµικών εξισώσεων. Συγκρίνοντας την µε την µέ-
ϑοδο των �άσεων Gröbner, έχει το πλεονέκτηµα ότι δεν υπολογίζονται περισ-
σότερες παράµετροι, µε αποτέλεσµα να απαιτείται λιγότερος υπολογιστικός
χώρος. Από την άλλη πλευρά η διατύπωση και ο σχεδιασµός των πινάκων
µεγαλώνει καθώς ο αριθµός των πολυωνύµων και των µεταβλητών αυξάνει.
Για το λόγο αυτό, η χρήση της µεθόδου µε πολυώνυµα προτείνεται µόνο όταν
η µέθοδος µε �άσεις Gröbner αποτύχουν.



Μέροσ III

Εφαρµογή των Βάσεων Gröbner



Κεφάλαιο 5

Εντοπισµός µε Αποστάσεις

5.1 Εφαρµογές των Αποστάσεων

Μέσα από την ιστορία, ο καθορισµός της ϑέσης ήταν µια ϑεµελιώδης απο-
στολή που πραγµατοποιόταν από τον άθρωπο σε καθηµερινή �άση. Κάθε
µέρα, ο καθένας πρέπει να ξέρει που �ρίσκεται και που πηγαίνει. Για τους
ορειβάτες, τους πιλότους, τους ναυτικούς, κ.α. η γνώση της ϑέσης έχει τε-
�άστια σηµασία. Ο παραδοσιακός τρόπος για να εντοπίσει κάποιος την ϑέση
του ήταν η χρήση του χάρτη, δίνοντας του την ικανότητα να ορίσει κάποιες
κατευθύνσεις. Στις µέρες µας, η εισαγωγή των Παγκόσµιων ∆ορυφορικών
Συστηµάτων Πλοήγησης (Global Navigation Satelite Systems-GNSS) τα ο-
ποία συνδιάζουν το Global Posistion System (GPS), το �ώσικής κατασκευής
GLONASS και το προτεινόµενο από την Ευρώπη GALILEO έχουν επιφέρει
επανάσταση στην τέχνη του προσδιορισµού ϑέσης.

Για παράδειγµα στο νέο πεδίο της Μετεωρολογίας µε GPS (GPS meteoro-
logy) καθώς και στη γεωδαισία, τη �οµποτική και την γεωπληροφορική κ.α.
οι αποστάσεις (ranges) παίζουν �όλο κλειδί στον καθορισµό των άγνωστων
παραµέτρων (µεταβλητές). Στη µετεωρολογία µε GPS τα σήµατα των δορυφό-
�ων διανύουν αποστάσεις µέσα στην ατµόσφαιρα οι οποίες µετριούνται και
συσχετίζονται µε τα κενά αέρος της ατµόσφαιρας. Με αυτόν τον τρόπο επιτυγ-
χάνουµε ακριβή και παγκόσµια παρακολούθηση της ατµόσφαιρας εξάγοντας
συµπεράσµατα για την ϑερµοκρασία, την πίεση και την υγρασία. Εκτός από
την εφαρµογή του καθορισµού της ϑέσης και τις εφαρµογές στην µετερεολογί-
α, η µέτρηση των αποστάσεων �ρίσκει εφαρµογές όπως στην γρήγορη εύρεση
�άσης (πλευρά τριγώνου) στην τοπογραφική αποτύπωση, στη πύκνωση των
τοπογραφικών δίκτύων καθώς και στην ϕωτογραµµετρία όπου καθορίζονται
οι συντεταγµένες του προβολικού κέντρου από µετρήσεις σε ϕωτογραφίες και
σε συντεταγµένες εδάφους.

Οι µέτρηση των αποστάσεων σχετίζεται µε τις επιθυµητές παραµέτρους,
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µέσω συστηµάτων µη γραµµικών εξισώσεων όπου και απατείται ακριβής λύ-
ση. Προσεγγιστικές αριθµητικές διαδικασίες χρησιµοποιούνται για την επί-
λυση τέτοιων µη γραµµικών εξισώσεων, που συνήθως είναι επαναλήπτικές
από την ϕύση τους και συχνά απαιτούν γραµµικοποίηση των εξισώσεων. ΄Ο-
που απαιτείται κλειστού τύπου λύση, απαραίτητα είναι �ήµατα αφαιρέσεων
και αντικαταστάσεων τα οποία είναι κουραστικά και χρονοβόρα. Για το λόγο
αυτό είναι επιθυµητό, όπου µπορεί, να γίνει αποφυγή των γραµµικοποιήσε-
ων, των επαναλήψεων και των �ηµάτων αντικατάστασης.

Σε αυτό το κεφάλαιο άµεσες µέθοδοι επιλύσεων µη γραµµικών εξισώσεων
αποστάσεων παρουσιάζονται χωρίς χρήση γραµµικοποιήσεων, επαναλήψεων
και αντικαταστάσεων. Συγκεκριµένα, η αλγεβρική προσέγγιση παρακάµτει
το πρόβληµα γρήγορων υπολογιστών µε µεγάλους χώρους αποθήκευσης. Οι
µέθοδοι που παρουσιάζονται σε αυτό το κεφάλαιο οδηγούν άµεσα στον εντο-
πισµό της ϑέσης ενός άγνωστου σταθµού από µετρήσεις αποστάσεων. Αυτό
επιτυγχάνεται απαλείφοντας µεταβλήτες µε αποτέλεσµα να προκύπτουν πο-
λυώνυµα µιας άγνωστης µεταβλητής στα οποία εύκολα µπορούµε να �ρούµε
τις �ίζες τους µε την εντολή «roots» του Matlab.

Οι �ελτίωσεις στα όργανα µέτρησης απόστάσεων έχει οδηγήσει στα λεγό-
µενα EDM (Electrmagnetic Distance Measuring), εξοπλισµοί που µετρούν
απόστάσεις µε µεγάλη ακρίβεια. Τα όργανα αυτά �ρίσκουν χρήση στα Το-
πικά Συστήµατα Αναφοράς. Από την άλλη πλευρά ο όρος «ranging» είναι
αυτός που χρησιµοποιείται διεθνώς και ενσωµατώνει τις µετρήσεις ψευδο-
αποστάσεων µε GPS.

5.2 Εντοπισµός µε Χρήση GPS

5.2α’ Το πρόβληµα των ψευδο-αποστάσεων τεσσάρων σηµείων

Μόλις κάποιος έχει πρόσβαση σε ένα δέκτη GPS χειρός, ένα κινητό τηλέφωνο
ή ένα �ολόι µε προσρµοσµένο δέκτη GPS, το µόνο που χρειάζεται να κάνει
για να µάθει την ϑέση του είναι να πατήσει ένα κουµπί. Βασικά, οι λειτουρ-
γίες του δέκτη περιλαµβάνουν µετρήσεις αποστάσεων από τους δορυφόρους
GPS. Ο δέκτης µετρά το χρόνο που χρειάζεται για να ταξιδεύσει το σήµα που
εκπέµπεται από τους δορυφόρους . Η απόσταση υπολογίζεται από την σχέση

απόσταση = ταχύτητα × χρόνος

όπου η ταχύτητα δίνεται µε την ταχύτητα του ϕωτός στο κενό. Οι αποστάσεις
Si σχετίζονται µε την ϑέση του άγνωστου σταθµού {X0, Y0, Z0} µε τη σχέση

Si =
√

(Xi − X0)2 + (Yi − Y0)2 + (Zi − Z0)2, (5.1)
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όπου {Xi , Yi , Zi} είναι η ϑέση του δορυφόρου i. Γεωµετρικά οι τρεις άγνωστοι
{X0, Y0, Z0} �ρίσκονται από την τοµή τριων σφαιρών που δίνονται από τις ε-
ξισώσεις των ψευδο-αποστάσεων. Η µέτρηση της απόστασης από έναν µόνο
δορυφόρο τοποθετεί τη ϑέση του χρήστη οπουδήποτε επάνω στη σφαίρα που
δηµιουργείται από την απόσταση S1. Η µέτρηση µε χρήση δυο δορυφόρων
τοποθετούν τη ϑέση, στην τοµή των δύο σφαιρών που δηµιουργούνται από τις
αποστάσεις S1 και S2. Για το λόγο αυτό ένας τρίτος δορυφόρος χρειάζεται για
να καθορίσει πλήρως τη ϑέση του χρήστη. ∆ες Σχήµατα (2.4) και (2.5). Αυτό
επιτυγχάνεται από την τοµή της τρίτης σφαίρας S3 µε τις άλλες δύο. Εαν
οι µετρήσεις των αποστάσεων από τους δορυφόρους ήταν άµεσες, ϑα ήταν
επαρκείς για τον καθορισµό της ϑέσης του χρήστη. ΄Οµως οι µετρήσεις δεν
είναι άµεσες λόγω της διαφοράς χρονισµού των δορυφόρων και του δέκτη. Οι
τιµές των χρόνων των δορυφόρων πρέπει να µοντελοποιηθούν, ενώ του δέκτη
ορίζονται ως άγνωστες. Για καθορισµό ϑέσης µε GPS, εκτός από τον καθορι-
σµό ϑέσης µε µετρήσεις αποστάσεων, οι τιµές του �ολογιού του δέκτη πρέπει
να προστεθούν στις εξισώσεις παρατήρησεις ως άγνωστοι. Καθώς τα σήµατα
από τους δορυφόρους ϕθάνουν στο δέκτη, οι αποστάσεις περιέχουν αβεβε-
αιότητες χρονισµού και των δύο, οι οποίες αναφέρονται ως ψευδο-αποστάσεις
(pseudo-ranges). Αυτό λοιπόν που µετρά κάποιος δεν είναι οι αληθινές α-
ποστάσεις, αλλά οι ψευδο-αποστάσεις. Οι µετρήσεις ψευδο-αποστάσεων ο-
δηγούν στο πρόβληµα ψευδο-αποστάσεων GPS τεσσάρων σηµείων (pseudo
4P4), που είναι ένα πρόβληµα καθορισµού τεσσάρων αγνώστων. Οι άγνωστοι
αποτελούνται από τις τρεις συνιστώσες ϑέσης του δέκτη {X0, Y0, Z0} και από
το σφάλµα των απόστάσεων (range bias). Οι ελάχιστες παρατηρήσεις που
απαιτούνται για τον καθορισµό της ϑέσης του δέκτη και του σφάλµατος, είναι
παρατηρήσεις ψευδο-αποστάσεων από τέσσερις δορυφόρους. Εκτός από πα-
�ατηρήσεις ψευδο-αποστάσεων, συχνά γίνονται και µετρήσεις ϕάσης για πιο
ακριβή αποτελέσµατα.

Τέσσερις εξισώσεις ψευδο-αποστάσεων διαµορφώνονται στην (5.2) και δια-
τυπώνονται αλγεβρικά ως



(x1 − α0)2 + (x2 − b0)2 + (x3 − c0)2 − (x4 − d0)2 = 0
(x1 − α1)2 + (x2 − b1)2 + (x3 − c1)2 − (x4 − d1)2 = 0
(x1 − α2)2 + (x2 − b2)2 + (x3 − c2)2 − (x4 − d2)2 = 0
(x1 − α3)2 + (x2 − b3)2 + (x3 − c3)2 − (x4 − d3)2 = 0

(α0, b0, c0) = (x0, y0, z0) ∼ P0

(α1, b1, c1) = (x1, y1, z1) ∼ P1

(α2, b2, c2) = (x2, y2, z2) ∼ P2

(α3, b3, c3) = (x3, y3, z3) ∼ P3.

(5.2)

Στην (5.2), {P0, P1, P2, P3} είναι οι ϑέσεις των τεσσάρων δορυφόρων GPS των
οποίων τα σήµατα εντοπίζονται από τον δέκτη στον άγνωστο σταθµό P0. Οι
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ϑέσεις των δορυφόρων δίνονται από τις συντεταγµένες {x i , yi , zi |i = 0,1,2,3},
όπου µε i δηλώνεται το νούµερο συγκεκριµένου δορυφόρου. Οι µετρηµένες
ψευδο-αποστάσεις από τους δορυφόρους στον σταθερό δέκτη στο σηµείο P0

δίνονται ως {d0, d1, d2, d3, }. Οι παράµετροι {α0, b0, c0}, {α1, b1, c1}, {α2, b2, c2},
{α3, b3, c3}, {d0, d1, d2, d3, } είναι γνωστά στοιχεία του σφαιρικού κώνου, που
τέµνεται στο P0 για να δώσει τις άγνωστες συντεταγµένες και {x1, x2, x3} του δέ-
κτη και το σταθερό σφάλµα αποστάσεων {x4}. Πολλές µέθοδοι έχουν δηµιουρ-
γηθεί µε σκοπό να δοθούν λύσεις των (5.2). Εδώ παρουσιάζεται η προσέγγιση
των λύσεων µε χρήση των �άσεων Gröbner, όπως περιγράφηκε στο προηγού-
µενο κεφάλαιο. Η εξίσωση (5.2) αναπτύσσεται και επεξεργάζεται σύµφωνα µε
την λεξικογραφική διάταξη {x1 > x2 > x3 > x4} ως



x2
1 − 2α0x1 + x2

2 − 2b0x2 + x2
3 − 2c0x3 − x2

4 + 2d0x4 + α2
0 + b2

0 + c2
0 − d2

0 = 0
x2

1 − 2α1x1 + x2
2 − 2b1x2 + x2

3 − 2c1x3 − x2
4 + 2d1x4 + α2

1 + b2
1 + c2

1 − d2
1 = 0

x2
1 − 2α2x1 + x2

2 − 2b2x2 + x2
3 − 2c2x3 − x2

4 + 2d2x4 + α2
2 + b2

2 + c2
2 − d2

2 = 0
x2

1 − 2α3x1 + x2
2 − 2b3x2 + x2

3 − 2c3x3 − x2
4 + 2d3x4 + α2

3 + b2
3 + c2

3 − d2
3 = 0

(5.3)
όπου οι άγνωστες µεταβλήτες που ϑελουµε να υπολογίσουµε είναι {x1, x2, x3, x4}.
Οι υπόλοιποι όροι είναι γνωστές σταθερές. Η εξίσωση (5.3) γράφεται µε τους
γραµµικούς όρους στην δεξιά πλευρά και τους µη γραµµικούς στην αριστερή
ως



x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4 = 2α0x1 + 2d0x2 + 2c0x3 − 2d0x4 + d2
0 − α2

0 − b2
0 − c2

0
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
4 = 2α1x1 + 2d1x2 + 2c1x3 − 2d1x4 + d2

1 − α2
1 − b2

1 − c2
1

x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4 = 2α2x1 + 2d2x2 + 2c2x3 − 2d2x4 + d2
2 − α2

2 − b2
2 − c2

2
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
4 = 2α3x1 + 2d3x2 + 2c3x3 − 2d3x4 + d2

3 − α2
3 − b2

3 − c2
3.
(5.4)

Αφαιρώντας την τελευταία έκφραση (5.4iv) από τις τρεις πρώτες εκφράσεις
(5.4i), (5.4ii), (5.4iii) οδηγούµαστε στο σύστηµα


α03x1 + b03x2 + c03x3 + d30x4 + e03 = 0
α13x1 + b13x2 + c13x3 + d31x4 + e13 = 0
α23x1 + b23x2 + c23x3 + d32x4 + e23 = 0,

(5.5)

όπου


α03 = 2(α0 − α3), b03 = 2(b0 − b3), c03 = 2(c0 − c3), d30 = 2(d3 − d0),
α13 = 2(α1 − α3), b13 = 2(b1 − b3), c13 = 2(c1 − c3), d31 = 2(d3 − d1),
α23 = 2(α2 − α3), b23 = 2(b2 − b3), c23 = 2(c2 − c3), d32 = 2(d3 − d2),
e03 = (d2

0 − α2
0 − b2

0 − c2
0) − (d2

3 − α2
3 − b2

3 − c2
3),

e13 = (d2
1 − α2

1 − b2
1 − c2

1) − (d2
3 − α2

3 − b2
3 − c2

3),
e23 = (d2

2 − α2
2 − b2

2 − c2
2) − (d2

3 − α2
3 − b2

3 − c2
3).
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παρατηρούµε ότι η (5.5) περιέχει τρεις εξισώσεις που είναι γραµµικές µε
τέσσερις άγνωστους που οδηγούν σε ένα επιλύσιµο σύστηµα εξισώσεων. Η
απάιτηση της εργασίας µε µια µεταβλητή, ας πούµε την x4, σαν να είναι µια
σταθερά οδηγεί σε ένα σύστηµα τριων εξισώσεων µε τρεις αγνώστους. Τότε
εφαρµόζουµε τις τεχνικές είτε των �άσεων Gröbner είτε των υπολειµατικών
πολυωνύµων µε σκοπό να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα της εξίσωσης για
x1 = g(x4), x2 = g(x4), x3 = g(x4), όπου g(x4) είναι µια γραµµική συνάρτηση.

Προσέγγιση µε �άσεις Gröbner

Με χρήση της εντολής> GroebnerBasis [{polynomials}, {variables}, {options}]
στο λογισµικό Mathematica για το σύστηµα (5.5)

GrobnerBasis


{α03x1 + b03x2 + c03x3 + d30x4 + e03,
α13x1 + b13x2 + c13x3 + d31x4 + e13,

α23x1 + b23x2 + c23x3 + d32x4 + e23}, {x1, x2, x3, x4}

 (5.6)

οδηγούµαστε στην λύση.

Λύση. [Υπολογισµένες �άσεις Gröbner για GPS εξισώσεων ψευδο-
αποστάσεων]

g1 := (−α23)b13e03 + α13b23e03 + α23b03e13− α03b23e13− α13b03e23 + α03b13e23

−α23b13c03x3 + α13b23c03x3 + α23b03c13x3 − α03b23c13x3 − α13b03c23x3 + α03b13c23x3

−α23b13d30x4 + α13b23d30x4 + α23b03d31x4 − α03b23d31x4 − α13b03d32x4 + α03b13d32x4.
g2 := (−α23)e13 + α13e23− α23b13x2 + α13b23x2 − α23c13x3 + α13c23x3 − α23d31x4 + α13d32x4.
g3 := (−α23)e03 + α03e23− α23b03x2 + α03b23x2 − α23c03x3 + α03c23x3 − α23d30x4 + α03d32x4.
g4 := (−α13)e03 + α03e13− α13b03x2 + α03b13x2 − α13c03x3 + α03c13x3 − α13d30x4 + α03d31x4.
g5 := e23 + α23x1 + b23x2 + c23x3 + d32x4.
g6 := e13 + α13x1 + b13x2 + c13x3 + d31x4.
g7 := e03 + α03x1 + b03x2 + c03x3 + d30x4.

Στη λύση αυτή, µπορεί κάποιος να παρατήρησε ότι το g1 είναι ένα πο-
λυώνυµο µε µεταβλητές x3 και x4. Εκφράζοντας το g1 ως x3 = g(x4), και
αντικαθιστώντας στο g2 οδηγούµαστε στο x2 = g(x4), µαζί µε x3 = g(x4) αντι-
καθιστούµε στο g5 και παίρνουµε x1 = g(x4). Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις
που πήραµε των x1 = g(x4), x2 = g(x4) και x3 = g(x4) στην (5.3i), οδηγούµαστε
σε µια τετραγωνική εξίσωση της x4 (π.χ. h2x2

4 + h1x4 + h0 = 0). Θα µπορού-
σαµε να οδηγηθούµε στις επιθυµητές µεταβλητές x1 = g(x4), x2 = g(x4) και
x3 = g(x4) µε reduced Grobner basis. Οι αλγόριθµοι που λύνουν την τετρα-
γωνική εξίσωση είναι
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• Awange-Grafarend Groebner basis algorithm,

• Awange-Grafarend Multipolynomial resultans algorithm.

και παρουσιάζονται στο Παράρτηµα Β.

Εντοπισµός µε περισσότερους από τέσσερις δορυφόρους

Σε προηγούµενη παράγραφο περιγράψαµε την περίπτωση που ο εντοπισµός
γινόταν µε τέσσερις δορυφόρους. Υπάρχεί η δυνατότητα να χρησιµοποιή-
σουµε περισσότερους δορυφόρους GPS καθώς αύτο είναι που συµβαίνει συ-
χνότερα στην πράξη. Αυτό επιτυγχάνεται µε την προσέγγιση «Gauss-Jacobi
combinatorial». Η µέθοδος αυτή δεν ϑα περιγραφεί καθώς χρησιµοποιεί
στατιστικά εργαλεία, η µελέτη των οποίων δεν απότελεί αντικείµενο της εργα-
σίας αυτής. Τα χαρακτηριστικά αυτών, των µη αλγεβρικών µεθόδων, είναι ότι
κατά την επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων, χρησιµοποιούν αρχικές τιµές,
γραµµικοποίηση των εξισώσεων παρατήρησης και επαναλήψεις.

5.3 Εντοπισµός σε Τοπικά Συστήµατα Αναφοράς

΄Οπως αναφέρθηκε πριν στον εντοπισµό µε GPS, οι στόχοι που παρατηρού-
νταν είναι δορυφόροι στον τρισδιάστατο χώρο και �ρίσκονται σε κίνηση. Στα
Τοπικά Γεωδαιτικά Συστήµατα (Local Position Systems) οι στόχοι �ρίσκονται
στην γήινη επιφάνεια. Θα παρουσιάσουµε µεθόδους εντοπισµού όχι µόνο
στο δισδιάστατο αλλά και το τρισδιαστατο επίπεδο.

5.3α’ Εντοπισµός στις δύο διαστάσεις

Τετριµένη προσέγγιση

Θεωρήστε δύο αποστάσεις {S1, S2} που µετρούνται από έναν άγνωστο σταθµό
P0 ∈ E2 προς δύο σταθµούς P1 ∈ E2 και P2 ∈ E2 γνωστών συντεταγµένων. Το
δισδιάστατο πρόβληµα εντοπισµού µε αποστάσεις περιλαµβάνει τον καθορι-
σµό των επίπεδων συντεταγµένων {X0, Y0}P0 του άγνωστου σταθµού P0 ∈ E2,
δίνονται :

• οι παρατηρούµενες αποστάσεις {S1, S2},
• οι συντεταγµένες {X1, Y1}P1 του σταθµού P1 ∈ E2 και {X2, Y2}P2 του σταθ-

µού P2 ∈ E2.
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Οι µη γραµµικές εξισώσεις των αποστάσεων, που σχετίζονται µε τις παραπάνω
τιµές των συντεταγµένων του άγνωστου σταθµού, εκφράζονται ως


(X1 − X0)2 + (Y1 − Y0)2 = S2

1

(X2 − X0)2 + (Y2 − Y0)2 = S2
2,

(5.7)

S
1

S
2

P
1

P
2

P
0

Σχήµα 5.1: Παρατηρήσεις αποστάσεων.

και επεκτείνοντας τες οδηγούµαστε σε

X2

1 + Y 2
1 − 2X1X0 − 2Y1Y0 + X2

0 + Y 2
0 = S2

1

X2
2 + Y 2

2 − 2X2X0 − 2Y2Y0 + X2
0 + Y 2

0 = S2
2.

(5.8)

Η τετριµένη αναλυτική προσέγγιση λύνει την (5.8) αφαιρώντας π.χ. την πρώτη
έκφραση (5.8i) από την δεύτερη, και εκφράζοντας τους αγνώστους της µιας
µε τους όρους της άλλης. Αυτό οδηγεί

Y0 = −
(X1 − X2

Y1 − Y2

)
X0 +

S2
2 − S2

1 + X2
1 − X2

2 + Y 2
1 − Y 2

2

2(Y1 − Y2)
, (5.9)

που µε αντικατάσταση του Y0 στην πρώτη έκφραση της (5.8) δίνει

X2

1 + Y 2
1 − 2X1X0 − 2Y1

[
−
(
X1−X2
Y1−Y2

)
X0 +

S2
2−S2

1+X2
1−X2

2 +Y 2
1−Y 2

2
2(Y1−Y2)

]

+X2
0 +

[
−
(
X1−X2
Y1−Y2

)
X0 +

S2
2−S2

1+X2
1−X2

2 +Y 2
1−Y 2

2
2(Y1−Y2)

]
.

(5.10)
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Επεκτείνοντας και αναλύοντας σε συνιστώσες την (5.10) οδηγούµαστε στην



(1 + α2)X2
0 + (2αb − 2X1 − 2Y1α)X0 + b2 − 2Y1b + X2

1 + Y 2
1 − S2

1 = 0,

µε

α = −
(
X1−X2
Y1−Y2

)

και

b =
S2

2−S2
1+X2

1−X2
2 +Y 2

1−Y 2
2

2(Y1−Y2) .
(5.11)

Η τετραγωνική εξίσωση (5.11) λύνεται προς X0 χρησιµοποιώντας τον τύπο

x = −b±
√
b2−4ac

2a ή x = 2c
−b±

√
b2−4ac

και στη συνέχεια αντικατιστώντας στην (5.9)
για να πάρουµε τις τιµές της Y0.

Προσέγγιση µε �άσεις Gröbner

Η προσέγγιση µε �άσεις Gröbner λύνει το σύστηµα


g1 := X2

1 + Y 2
1 − 2X1X0 − 2Y1Y0 + X2

0 + Y 2
0 − S2

1 = 0

g2 := X2
2 + Y 2

2 − 2X2X0 − 2Y2Y0 + X2
0 + Y 2

0 − S2
2 = 0.

(5.12)

µε χρήση του λογισµικού Mathematica
[
GroebnerBasis[{g1, g2}, {X0, Y0}, {X0}]
GroebnerBasis[{g1, g2}, {X0, Y0}, {Y0}]. (5.13)

Από την πρώτη έκφραση της (5.13) παίρνουµε µια τετραγωνική εξίσωση µιας
µόνο µεταβλητής Y0 απαλείφοντας την µεταβλητή X0, ενώ το αντίθετο συµβαί-
νει στην δεύτερη έκφραση.

Λύση �άσεων Gröbner

e2Y 2
0 + e1Y0 + e0 = 0

f2X2
0 + f1X0 + f0 = 0.

(5.14)

όπου οι συντελεστές είναι :
e2 = (4X2

1 − 8X1X2 − 8Y1Y2 + 4X2
2 + 4Y 2

2 + 4Y 2
1 ).
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e1 = (−4X2
1Y1 + 4S2

1Y1 − 4Y 3
1 − 4X2

2Y2 − 4X2
1Y2 + 4Y 2

1Y2 + 4Y 2
1Y

2
2 − 4Y 3

2 +

4S2
2Y2 − 4S2

2Y1 − 4S2
1Y2 − 4X2

2Y1 + 8X1X2Y1 + 8X1X2Y2).

e0 = (S4
2 + 2X2

1Y
2
2 + 4S2

1X1X2 + 4S2
2X1X2−2S2

2X
2
2 −2Y 2

1Y
2
2 +S4

1 + ...−4X1X3
2 −

4X1X2Y 2
1 + Y 4

2 − 4X3
1X2).

f2 = (4X4
1 − 8X1X2 − 8Y1Y2 + 4X2

2 + 4Y 2
2 + 4Y 2

1 ).

f1 = (−4X2Y 2
1 − 4X1Y 2

1 + 4X2
1X2− 4S2

2X1− 4X2Y 2
2 − 4X3

1 + 8X1Y1Y2 + 4S2
1X1 +

8X2Y1Y2 + 4X1X2
2 − 4X3

2 − 4X1Y 2
2 + 4S2

2X2 − 4S2
1X2).

f0 = (S4
1 + 2X2

1Y
2
2 −4X2

2Y1Y2−2S2
2X

2
2 + 6Y 2

1Y
2
2 + 4S2

1Y1Y2 +S4
1 − ...−2S2

1Y
2
1 +

2X2
2Y

2
2 − 4Y1Y 3

2 + Y )
2.

Με δοσµένες τις τιµές των συντεταγµένων των γνωστών σταθµών και των
µετρούµενων αποστάσεων το µόνο που χρειάζεται είναι να υπολογιστούν οι
συντελεστές {e2, e1, e0, f2, f1, f0}. Μόλις οι συντελεστές έχουν υπολογιστεί, η
εντολή «roots» του Matlab, εφαρµόζεται και λύνει τα πολυώνυµα µιας µετα-
�λητής της ϑέσης του άγνωστου σταθµού.

5.3β’ Εντοπισµός στις τρεις διαστάσεις

Κλειστή Μορφή Τρισδιάστατου Εντοπισµού

Το πρόβληµα του τρισδιάστατου εντοπισµού διαφέρει από αυτόν του επιπέ-
δου, στον αριθµό των αγνώστων που πρέπει να καθοριστούν. Στην περί-
πτωση του επιπέδου, σκοπός µας ήταν να προσδιορίσουµε τις συντεταγµένες
{X0, Y0} του άγνωστου σταθµού P. Στον τρισδιάστατο εντοπισµό, οι συντε-
ταγµένες {X, Y, Z } πρέπει να υπολογιστούν από τις µετρηµένες αποστάσεις.
Αφού περιλαµβάνονται τρεις συντεταγµένες, απόστάσεις πρέπει να µετρη-
ϑούν προς τουλάχιστον τρεις σταθµούς. Εαν οι παρατηρούµενοι σταθµοί
είναι περισσότεροι από τρεις, σε αυτήν την περίπτωση η λύση είναι καλά ο-
�ισµένη (overdetermined). Ο στόχος µας είναι να καθορίσουµε την ϑέση του
άγνωστου σταθµού P ∈ E3 µετρώντας τις απόστάσεις προς αυτόν από τρεις
γνωστούς σταθµούς Pi ∈ E3| i = 1,2,3. Γενικά, το πρόβληµα κλειστής µορφής
του τρισδιάστατου εντοπισµού διατυπώνεται ως εξής :

∆ίνονται οι µετρηµένες αποστάσεις από έναν άγνωστο σταθµό P ∈ E3 προς
τουλάχιστον τρεις σταθµούς Pi ∈ E3| i = 1,2,3. Καθορίστε τη ϑέση {X, Y, Z }
του άγνωστου σταθµού P ∈ E3. Από τις τρεις µη γραµµικές εξισώσεις παρα-
τήρησης αποστάσεων, στην παρακάτω λύση, οδηγούµαστε σε δυο εξισώσεις
µε τρεις αγνώστους. Οι εξισώσεις (5.15) επεκτείνονται στην µορφή των εξισώ-
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Σχήµα 5.2: Τετράεδρο: παρατηρήσεις αποστάσεων και γωνιών στον τρισδιά-
στατο χώρο.

σεων (5.16) και η διαφορά τους δίνει τις (5.17) µε τους τετραγωνικούς όρους
{X2, Y 2, Z2} να έχουν απαλειφθεί. Στη συνέχεια συγκεντρώνουµε όλους τους
γνωστούς όρους της (5.17) στην δεξιά πλευρά και αυτούς που σχετίζονται µε
τις άγνωστες παραµέτρους (π.χ. α και b) στην αριστερή πλευρά. Η λύση των
αγνώστων όρων {X, Y, Z } περιλαµβάνει την επίλυση της (5.18), που έχει δυο
εξισώσεις µε τρεις αγνώστους.

Λύση (Αφαιρώντας τις µη γραµµικές εξισώσεις αποστάσεων)


S2

1 = (X1 − X )2 + (Y1 − Y )2 + (Z1 − Z )2

S2
2 = (X2 − X )2 + (Y2 − Y )2 + (Z2 − Z )2

S2
3 = (X3 − X )2 + (Y3 − Y )2 + (Z3 − Z )2

(5.15)


S2

1 = X2
1 + Y 2

1 + Z2
1 + X2 + Y 2 + Z2 − 2X1X − 2Y1Y − 2Z1Z

S2
2 = X2

2 + Y 2
2 + Z2

2 + X2 + Y 2 + Z2 − 2X2X − 2Y2Y − 2Z2Z
S2

3 = X2
3 + Y 2

3 + Z2
3 + X2 + Y 2 + Z2 − 2X3X − 2Y3Y − 2Z3Z.

(5.16)

Αφαιρώντας τες προκύπτει

[
S2

1 − S2
2 = X2

1 − X2
2 + Y 2

1 − Y 2
2 + Z2

1 − Z2
2 + α

S2
2 − S2

3 = X2
2 − X2

3 + Y 2
2 − Y 2

3 + Z2
2 − Z2

3 + b.
(5.17)

όπου

[
α = 2X (X2 − X1) + 2Y (Y2 − Y1) + 2Z (Z2 − Z1)
b = 2X (X3 − X2) + 2Y (Y3 − Y2) + 2Z (Z3 − Z2)

(5.18)
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και εξισώνοντας µε την (5.17) παίρνουµε

[
α = S2

1 − S2
2 − X2

1 + X2
2 − Y 2

1 + Y 2
2 − Z2

1 + Z2
2

b = S2
2 − S2

3 − X2
2 + X2

3 − Y 2
2 + Y 2

3 − Z2
2 + Z2

3
(5.19)

Προσέγγιση µε Απαλειφή

Στην προσέγγιση µε απαλειφή η εξίσωση (5.18) διατυπώνεται στην µορφή
(5.20), µε δύο εξισώσεις και δυο αγνώστους {X, Y }.

[
2X (X2 − X1) + 2Y (Y2 − Y1) = α − 2Z (Z2 − Z1)
2X (X3 − X2) + 2Y (Y3 − Y2) = 2− 2Z (Z3 − Z2)

(5.20)

Σε αυτήν την εξίσωση, µεταχειριζόµαστε την µεταβλητή Z σαν σταθερά. Με
την πρώτη απαλειφή οι όροι X και Y εκφράζονται συναρτήση του όρου Z και
αντικαθιστούνται σε κάθε µια από τις εκφράσεις της εξίσωσης (5.20) για να
δώσουν την τιµή της Y . Οι τιµές των {X, Y } περιγράφονται στην εξίσωση (5.21)
και οι σταθερές {c, d, e, f } δίνονται από την (5.22).

[
X = c − dZ
Y = e − fZ (5.21)



c =
α(Y3−Y2)−b(Y2−Y1)

2{(X2−X1)(Y3−Y2)−(X3−X2)(Y2−Y1)

d =
{(Z2−Z1)(Y3−Y2)−(Z3−Z2)(Y2−Y1)}Z
{(X2−X1)(Y3−Y2)−(X3−X2)(Y2−Y1)

c =
α(X3−X2)−b(X2−X1)

2{(Y2−Y1)(X3−X2)−(Y3−Y2)(X2−X1)

f =
{(Z2−Z1)(X3−X2)−(Z3−Z2)(X2−X1)}Z
{(Y2−Y1)(X3−X2)−(Y3−Y2)(X2−X1)

(5.22)

Οι τιµές των {X, Y } στην (5.21) αντικαθιστούνται στην πρώτη έκφραση της
(5.15) και δίνει την τετραγωνική εξίσωση (5.22) σε όρους Z ως αγνώστους.
Επιλύεται η δευτεροβάθµια εξίσωση (5.23) και υπολογίζονται οι λύσεις της.


gZ2 + hZ + i = 0

Z1,2 =
−h±
√
h2−4gi

2g .
(5.23)

Οι συντελεστές {g, h, i} δίνονται στην (5.24)


g = d2 + f 2 + 1
h = 2(dX1 + fY1 − Z1 − cd − ef )
i = X2

1 + Y 2
1 + Z2

1 − 2X1c − 2Y1e − S2
1 + c2 + e2

(5.24)
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Προσέγγιση µε �άσεις Gröbner

Η έκφραση (5.18) εκφράζεται στην αλγεβρική µορφή (5.25) και οι συντελεστές
στην (5.26). [

α02X + b02Y + c02Z + f02 = 0
α12X + b12Y + c12Z + f12 = 0

(5.25)



α02 = 2(X1 − X2), α12 = 2(X2 − X3)
b02 = 2(Y1 − Y2), b12 = 2(Y2 − Y3)
c02 = 2(Z1 − Z2), c12 = 2(Z2 − Z3)
f02 = (S2

1 − X2
1 − Y 2

1 − Z2
1 ) − (S2

2 − X2
2 − Y 2

2 − Z2
2 )

f12 = (S2
2 − X2

2 − Y 2
2 − Z2

2 ) − (S2
3 − X2

3 − Y 2
3 − Z2

3 )

(5.26)

∆ίνεται η παρακάτω εντολή στο Mathematica:

> GroebnerBasis [{α02X + b02Y + c02Z + f02, α12X + b12Y + c12Z + f12}{X, Y }]

και η λύση των εξισώσεων είναι (5.27).



g1 = α02b12Y − α12b02Y − α12c02Z + α02c12Z + α02f12− α12f02

g2 = a12X + b12Y + c12Z + f12

g3 = α02X + b02Y + c02Z + f02

(5.27)

Η πρώτη έκφραση της (5.27) λύνεται για Y = g1(Z ) και το αποτέλεσµα
παρουσιάζεται στην (5.28).

Y =
{(α12c02− α02c12)Z + α12f02− α02f12}

(α02b12− α12b02)
(5.28)

Η τιµή αυτή αντικαθίσταται στην δεύτερη εκφραση της (5.27), λύνεται ως
προς X = g2(Z ) και δίνει την (5.29).

X =
−(b12Y + c12Z + f12)

α12
. (5.29)



Κεφάλαιο 6

Εντοπισµός µε Μεθόδους Τοµής

6.1 Το Πρόβληµα της Τοµής και η Σηµασία του

Χαρακτηριστικό της µεθόδου τοµής είναι ότι ο άγνωστος σταθµός είναι πα-
�ατηρούµενος. Κατά την προσέγγιση µε τοµές, γίνονται µετρήσεις γωνιών
(διευθύνσεις) προς τον άγνωστο σταθµό. Οι µετρήσεις γίνονται από τρεις ή
και περισσότερους γνωστούς σταθµούς. Η µέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτηµα
ότι είναι δυνατός ο εντοπισµός ενός σταθµού ο οποίος είναι απρόσιτος. Τέ-
τοιες περιπτώσεις συναντάµε συνήθως κατά την διάρκεια κατασκευών ή του
κτηµατολογίου. Κατά την διάρκεια κατασκεύων για παράδειγµα, ένας σταθ-
µός µπορεί να είναι απρόσιτος επειδή το έδαφος είναι �αλτώδες ή καθιζάνει
ή λόγω υψηλού κινδύνου. Σε αυτές τις περιπτώσεις η προσέγγιση της το-
µής µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Η µέθοδος αυτή είναι διαδεδοµένη και στην
ϕωτογραµµετρία. Κατά την διαδικασία του αεροτριγωνισµού, ταυτόχρονες
τοµές ϕωτεινών ακτίνων συµβαίνουν σε δύο ή περισσότερες επικαλυπτόµενες
ϕωτογραφίες στα κοινά τους σηµεία εδάφους.

Η εφαρµογή της µεθόδου έχει επεκταθεί περισσότερο από το Παγκόσµιο
Σύστηµα Εντοπισµού (Global Position System). Με την εισαγωγή του συ-
στήµατος GPS, οι κλασικές γεωδαιτικές και ϕωτογραµµετρικές τεχνικές εντο-
πισµού έχουν ϕθάσει σε έναν νέο ορίζοντα. Οι γεωδαιτικές και ϕωτογραµε-
τρικές παρατηρήσεις διευθύνσεων πρέπει να αναλυθούν σε ένα τρισδιάστατο
Ευκλείδιο χώρο. Η πρόκληση έχει αναγκάσει τις τεχικές εντοπισµού να λει-
τουργούν τρισδιάστατα. Κλειστού τύπου λύσεις σε προβλήµατα τρισδιάστατης
τοµής είναι πολύ σπάνια. ΄Ενας λόγος για τον οποίο δεν συναντάµε κλειστού
τύπου λύσεις σε τετοια προβλήµατα, είναι λόγω της µη γραµµικότητας των
εξισώσεων στις παρατηρήσεις διευθύνσεων, που µερικώς συµβαίνουν από τις
παραµέτρους του εξωτερικού προσανατολισµού. ΄Ενας στόχος της εφαρµογής
είναι η διευθέτηση του προβλήµατος των παραµέτρων του προσανατολισµού.

Το κλειδί στην αντιµετώπιση του προβλήµατος της µη γραµµικότητας είναι
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η χρήση αδιάστατων ποσοτήτων σε γεωδαιτικά και ϕωτογραµµετρικά δίκτυα.
Οι γωνίες σε έναν τρισδιάστατο χώρο ονοµάζονται γωνίες χώρου (space an-
gles) ή αναλογίες αποστάσεων (distance ratios) και είναι τα αδιάστατα δοµικά
στοιχεία τα οποία είναι ισοδύναµα κάτω από την δράση των 7 παραµέτρων
του µετασχηµατισµού οµοιότητας.

6.2 Γεωδαιτική Τοµή

6.2α’ Τοµή στο επίπεδο

Το πρόβληµα της τοµής στο επίπεδο διατυπώνεται ως εξής : ∆ίνονται οι διευ-
ϑύνσεις (οι τιµές των µετρήσεων των γωνιών στο ϑεοδόλιχο) από δύο γνωστούς
σταθµούς P1 και P2 προς τον άγνωστο σταθµό P0, καθορίστε την ϑέση του {X0, Y0}.
Η λύση του προβλήµατος εξαρτάται από το αν οι γωνίες (ή διευθύνσεις) χρη-
σιµοποιούνται όπως συζητάται παρακάτω.

P1

P2

P0

S12

ψ12

x1

x
2

P3

S
23

S 31

x3

ψ
31

ψ
23

Σχήµα 6.1: Τρισδιάστατη Τοµή.

Συνήθης Λύση

Η κλειστού τύπου λύση, µε τοµή στο επίπεδο έχει µεγάλη παραδοση. Στο
Σχήµα (6.1) διακρίνονται οι γωνίες ψ12 και ψ21 στο τρίγωνο του επίπεδου
∆ : P0P1P2 όπου P0, P1, P2 κόµβοι. ∆ίνονται οι καρτεσιανές συντεταγµένες
{X1, Y1} και {X2, Y2} των σηµείων P1 και P2, ενώ οι συντεταγµένες {X0, Y0} του
σηµείου P0 είναι άγνωστες. Οι γωνίες ψ12 = α και ψ21 = � προκύπτουν
από µετρήσεις µε διαφορά οριζοντίων διευθύνσεων όπου ψ12 = T10 − T12 και
ψ21 = T20− T21 είναι παραδείγµατα παρατηρούµενων οριζοντίων διευθύνσεων
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T10 και T12 από το P1 στο P0 και από P1 στο P2, ενώ η T21 και T20 από P2

στο P1 και από P2 στο P0 αντίστοιχα. Παίρνοντας διαφορές απεικονίζουµε
τις παρατηρήσεις διευθύνσεων σε γωνίες και απαλείφουµε τους αγνώστους
προσανατολισµού. Η λύση της του προβλήµατος της δισδιάστατης τοµής σε
όρους γωνιών, στην κλασική τοπογραφία, δίνεται από τους παρακάτω τύπους

X0 = s12
cosαsin�

sin(α + �)
(6.1)

Y0 = s12
sinαsin�

sin(α + �)
(6.2)

και η Ευκλείδια απόσταση µεταξύ των κόµβων δίνεται από

s12 =
√

(X2 − X1)2 + (Y2 − Y1)2. (6.3)

Στην περίπτωση που υιοθετηθούν οι διευθύνσεις, οι µετρηµένες τιµές από
τους γνωστούς σταθµούς P1 και P2 προς τον άγνωστο σταθµό P0 προσδιορί-
ονται από τις διευθύνσεις T10 καιT20 αντίστοιχα. Εαν ο οριζόντιος κύκλος
του ϑεοδόλιχου διαβάζει από P1 σε P2 ορίζεται στο µηδέν, τότε η µετρούµενη
γωνία α είναι ίση µε την µετρούµενη διεύθυνση T12 από το P1 στο P2. Με
αυτόν τον τρόπο, κάνουµε χρήση των δύο γωνιών και διευθύνσεων και για
αυτό εισάγονται δύο ακόµα άγνωστοι, ο άγνωστος προσανατολισµός σ1 και
σ2. Αυτό οδηγεί σε τέσσερις εξισώσεις παρατήρησης µε τέσσερις αγνώστους,
που γράφονται ως 

tan(T12 + σ1) =
{
Y2−Y1
X2−X1

}

tan(T10 + σ1) =
{
Y0−Y1
X0−X1

}

tan(T21 + σ2) =
{
Y1−Y2
X1−X2

}

tan(T20 + σ2) =
{
Y0−Y2
X0−X2

}
(6.4)

όπου {X1, Y1, X2, Y2} συντεταγµένες των δύο γνωστών σταθµών P1, P2, όπου
{T12, T10, T21, T20} είναι οι µετρηµένες οριζόντιες διευθύνσεις και {X0, Y0, σ2, σ2}
είναι οι επιθυµητές ϑέσεις και ο προσανατολισµός του άγνωστου σταθµού.
Λύνονται ϑεωρώντας τον αντίστροφο των εφαπτοµένων ως


σ1 = tan−1

{
Y2−Y1
X2−X1

}
− T12

σ2 = tan−1
{
Y1−Y2
X1−X2

}
− T21

(6.5)

Μόλις τα άγνωστα στοιχεία προσανατολισµού υπολογιστούν στο σύστηµα (6.5)
αντικαθιστούνται στις εξισώσεις (6.4) και δίνουν λύσεις των τιµών {X0, Y0}.

Λύσεις που προκύπτουν µε �άσεις Gröbner

Οι σχέσεις (6.4) µε χρήση του τύπου

tan(α + �) =
tanα + tan�

1− tanαtan�, (6.6)
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δίνουν :



tanT12+tanσ1
1−tanT12tanσ1

=
{
Y2−Y1
X2−X1

}

tanT10+tanσ1
1−tanT10tanσ1

=
{
Y0−Y1
X0−X1

}

tanT21+tanσ2
1−tanT21tanσ2

=
{
Y1−Y2
X1−X2

}

tanT20+tanσ2
1−tanT20tanσ2

=
{
Y0−Y2
X0−X2

}

(6.7)

Αναπτύσοντας τις (6.7) και αναπροσαρµόζοντας τες παίρνουµε τις τριγωνοµε-
τρικές αλγεβρικές εκφράσεις :


(X2 − X1 + Y2tanT12− Y1tanT12)tanσ1 + X2tanT12− X1tanT12 + Y1 − Y2 = 0

X0tanT10 + X0tanσ1 + Y0tanT10tanσ1 − Y0 − X1tanσ1 − Y1tanT10tanσ1 − X1tanT10 + Y1 = 0

(X1 − X2 + Y1tanT21− Y2tanT21)tanσ2 + X1tanT21− X2tanT21 + Y2 − Y1 = 0

X0tanT20 + X0tanσ2 + Y0tanT20tanσ2 − Y0 − X2tanσ2 − Y2tanT20tanσ2 − X2tanT20 + Y2 = 0
(6.8)

∆ηλώνοντας



α1 = tanT12

α2 = tanT21

b = tanT10

c = tanT20

d1 = tanσ1

d2 = tanσ2

(6.9)

και αντικαθιστώντας στην (6.8) οδηγούµαστε σε τέσσερις αλγεβρικές εξισώσεις
που ταξινοµούνται µε την λεξικογραφική διάταξη {X0 > Y0 > d2 > d1}



f1 = d1X2 − d1X1 + d1Y2α1 − d1Y1α1 + X2α1 − X1α1 + Y1 − Y2 = 0

f2 = X0b + X0d1 − Y0 + Y0bd1 − X1d1 − Y1bd1 − X1b + Y1 = 0

f3 = d2X1 − d2X2 + d2Y1α2 − d2Y2α2 + X1α2 − X2α2 + Y2 − Y1 = 0

f4 = X0c + X0d2 − Y0 + Y0cd2 − X2d2 − Y2cd2 − X2c + Y2 = 0

(6.10)

Με χρήση της εντολής> GroebnerBasis [{polynomials}, {variables}, {options}]
στο λογισµικό Mathematica το σύστηµα (6.10) λύνεται ως
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GroebnerBasis [{f1, f2, f3, f4}, {X0, Y0, d2, d1}, {X0, Y0, d2}]
GroebnerBasis [{f1, f2, f3, f4}, {X0, Y0, d1, d2}, {X0, Y0, d1}]
GroebnerBasis [{f1, f2, f3, f4}, {d2, d1, Y0, X0}, {Y0, d2, d1}]
GroebnerBasis [{f1, f2, f3, f4}, {d2, d1, X0, Y0}, {X0, d2, d1}].

(6.11)

Η πρώτη και η δεύτερη έκφραση του (6.11) δίνουν γραµµικές εξισώσεις που
σχετίζουν τις εφαπτοµένες d1 και d2 των άγνωστων προσανατολισµών σ1 και
σ2 και των συντεταγµένων {X1, Y1, X2, Y2} των γνωστών σταθµών P1 και P2. Η
τρίτη και η τέταρτη έκφραση δίνουν γραµµικές εξισώσεις που σχετίζουν τις
συντεταγµένες X0 και Y0 του άγνωστου σταθµού P0, µε τις συντεταγµένες
{X1, Y1, X2, Y2} των γνωστών σταθµών P1 και P2 και τους όρους προσανατολι-
σµού d1 και d2. Οι υπολογισµένες �άσεις Gröbner (γραµµικές συναρτήσεις)
είναι



d1 =
(−α1X1+α1X2+Y1−Y2)
(X1−X2+α1Y1−α1Y2)

d2 =
(−α2X1+α2X2+Y1−Y2)
(X1−X2+α2Y1−α2Y2)

X0 =
−(Y1−Y2−d1X1+d2X2−bX1+cX2−bd1Y1+bcY1−cd2Y1+...+α2bcd2Y2−α2bcd2Y1)

d1+bcd1−d2−bcd2+bcd2+bd1d2+b−c−cd1d2

Y0 =
−(α2bX1−α2bd2Y2+cd1X2−α2d1X2+bcX2−α2bX2−...+d2Y1+cY1+α2bd2Y1−d1Y1

d1+bcd1−d2−bcd2+bcd2+bd1d2+b−c−cd1d2

(6.12)

Παραδειγµα 6.2.1. (Πρόβληµα τοµής στο επίπεδο) ∆ίνονται οι καρτεσίανές
συντεταγµένες του επιπέδου των δύο γνωστών σταθµών P1 και P2 .

{X1 = 2490.50m, Y1 = 2480.79m}P1

{X2 = 780.67m, Y2 = 7394.05m}P2.

Οι γωνίες διευθυνσης των σηµείων P1 και P2 του άγνωστου σταθµού P0 ∈ E2

είναι 117◦ 11′ 20.7′′ και 27◦ 35′ 47.9′′ αντίστοιχα. (Σαν µονάδα µέτρησης των
γωνιών χρησιµοποιείται η µοίρα ◦. 1◦ υποδιαιρείται σε 60′ λεπτά, ενώ το 1′

σε 60′′ δευτερόλεπτα). Χρησιµοποιώντας αυτές τις γωνίες, οι διευθύνσεις που
µετρήθηκαν ήταν : T10 = 0◦ 0′ 0′′,T12 = 117◦ 11′ 20.7′′, T21 = 0◦ 0′ 0′′ και T20 =

27◦ 35′ 47.9′′. Από τις διευθύνσεις αυτές και µε χρήση της (6.9) προκύπτουν
οι σταθερές {α1, α2, b, c} οι οποίες µε αντικατάσταση στις δύο πρώτες σχέσεις
της (6.12) δίνουν τις τιµές των d1 και d2 και χρησιµοποιούνται στην τέταρτη
εξίσωση της (6.9). Αυτό οδηγεί στην εύρεση των δύο άγνωστων παραµέτρων
σ1 = 351◦ 59′ 56.3′′ και σ2 = 289◦ 11′ 17.0′′. Οι άγνωστες συντεταγµένες {X0, Y0}
του άγνωστου σταθµού P0 υπολογίζονται από την τρίτη και τέταρτη έκφραση της
(6.12). Τελικά προκύπτουν {X0 = 6629.0952m,Y0 = 1899.0728m}.
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6.2β’ Τρισδιάστατη Τοµή

Κλειστού Τύπου Λύση

Στην περίπτωση του τρισδιάστατου προβλήµατος τοµής, τα σηµεία {P1, P2, P3}
στο Σχήµα (6.1) δίνονται µαζί µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες τους {X1, Y1, Z1},
{X2, Y2, Z2},{X3, Y3, Z3}, αλλά οι συντεταγµένες {X0, Y0, Z0} του σηµείου P0 είναι
άγνωστες. Οι αδιάστατες ποσότητες {ψ12, ψ23, ψ31} είναι οι γωνίες του χώρου
ψ12 = ∠P0P1P2, ψ23 = ∠P0P2P3, ψ31 = ∠P1P3P0.

Το πρόβληµα διατυπώνεται ως εξής :∆ίνονται οι οριζόντιες διεύθυνσεις Ti και
οι κατακόρυφες διευθύνσεις Bi µετρηµένες από τους τρεις γνωστούς σταθµούς
προς στον άγνωστο σταθµό, καθορίστε την ϑέση του άγνωστου σταθµού P0.

Οι µετρήσεις διεύθυνσεων από όρους σφαιρικών συντεταγµένων {Ti , Bi}
µετασχηµατίζονται σε γωνίες {ψ12, ψ23, ψ31} µε χρήση του αναλυτικού τύπου

cosψij = cosBicosBjcosB(Tj − Ti) + sinBisinBj. (6.13)

Η γωνίες χρησιµοποιούνται για την εύρεση των άγνωστων αποστάσεων {x1 =

Si , x2 = S2, x3 = S3}. Αυτές οι αποστάσεις σχετίζουν τον άγνωστο σταθµό P0 ∈
E3 µε τους γνωστούς σταθµούς Pi ∈ E3|i = {1,2,3}. Το µη γραµµικό σύστηµα
εξισώσεων που σχετίζει τις άγνωστες αποστάσεις {x1 = Si , x2 = S2, x3 = S3} µε
τις γωνίες {ψ12, ψ23, ψ31} δίνεται ως


x2

2 = x2
1 + S2

12− 2S12cos(ψ12)x1

x2
3 = x2

2 + S2
23− 2S23cos(ψ23)x2

x2
1 = x2

3 + S2
31− 2S31cos(ψ31)x3

(6.14)

Στη συνέχεια οι υπολογισµένες αποστάσεις χρησιµοποιούνται στην εύρεση
της ϑέσης του άγνωστου σταθµού µε τις τεχνικές εντοπισµού µε αποστάσεις
που παρουσιάστηκαν στον προηγούµενο κεφάλαιο.

Τετριµένη Λύση

Η εξίσωση (6.14) λύνεται προσθέτοντας και τις τρεις εξισώσεις (6.14i),(6.14ii),(6.14iii)
µε αποτέλεσµα να απαλείφονται οι τετραγωνικοί όροι και προκύπτει

S2
12 + S2

23 + S2
31− 2x1S12cos(ψ12) − 2x2S23cos(ψ23) − 2x3S31cos(ψ31) = 0 (6.15)

που είναι γραµµική ως προς x1, x2 και x3. Η µεταβλητή x1 στην (6.15) εκφρά-
εται συναρτήση των x2 και x3 ως

x1 =
S2

12 + S2
23 + S2

31− 2x2S23cos(ψ23) − 2x3S31cos(ψ31)

2S12cos(ψ12)
, (6.16)
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και αντικαθιστώντας την (6.16) στην πρώτη εξίσωση του συστήµατος (6.14)i
παίρνουµε µια έκφραση συναρτήση των x2 και x3. Η αποµείνουσα έκφραση
λύνεται µε την (6.16)ii και από εκεί προκύπτουν οι τιµές των x2 και x3. Τέλος
υπολογίζεται το x1. Από την άλλη πλευρά, αν η (6.16) λυθεί ως προς x3

συναρτήση των x2 και x1 ϑα δώσουν µαζί µε την (6.14iii) µια έκφραση ως
προς x2 και x1, η οποία µαζί µε τη (6.14i) δα δώσουν τις λύσεις των τιµών x2

και x1.
Η καθυστέρηση µε αυτήν την προσέγγιση είναι ότι µια µεταβλητή, στην

περίπτωση µας η x2, υπολογίζεται δυο ϕορές δίνοντας διαφορετικές τιµές,
κάτι που είναι ϕυσικά ανεπιθύµητο. Μια άµεση λύση στο πρόβληµα �ασίζεται
στην αλγεβρική προσέγγιση είτε µε �άσεις Gröbner έιτε µε υπολλειµατικά
πολυώνυµα που ελαττώνουν το πρόβληµα.

Λύση µε �άσεις Gröbner

Η µέθοδος µε �άσεις Gröbner που περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 4 εφαρµόζεται
σε δύο �ήµατα ως ακουλούθως:

• Βήµα 1 (∆ιαφόριση των αποστάσεων):

Οι εξίσωσεις (6.14) επαναγράφονται αλγεβρικά ως

f1 := x2

1 + b1x1 − x2
2 + α0 = 0

f2 := x2
2 + b2x2 − x2

3 + b0 = 0
f3 := x2

3 + b3x3 − x2
1 + c0 = 0

(6.17)

µε b1 = −2S12cos(ψ12), b2 = −2S23cos(ψ23), b3 = −2S31cos(ψ31) και α0 =

S2
12, b0 = S2

23, c0 = S2
31. Οι Reduced Gröbner Basis των εξισώσεων (6.17)

υπολογίζονται ως

GroebnerBasis [{f1, f2, f3}, {x1, x2, x3}, {x2, x3}]
GroebnerBasis [{f1, f2, f3}, {x1, x2, x3}, {x1, x3}]
GroebnerBasis [{f1, f2, f3}, {x1, x2, x3}, {x2, x3}]

(6.18)

που οδηγεί σε τρια τετραδικά πολυώνυµα που καθορίζουν τις άγνωστες
αποστάσεις {x1 = S1, x2 = S2, x3 = S3}

x1 := d4x4
1 + d3x3

1 + d2x2
1 + d1x1 + d0 = 0

x2 := e4x4
2 + e3x3

2 + e2x2
2 + e1x1 + e0 = 0

x3 := f4x4
3 + f3x3

3 + f2x2
3 + f1x1 + f0 = 0.

(6.19)

Οι συντελεστές των εξισώσεων (6.19) ορίζονται στο [ΧΧΧπαπερ]

• Βήµα 2 (καθορισµός ϑέσης):

Σε αυτό το �ήµα, οι υπολογισµένες αποστάσεις των (6.19) χρησιµο-
ποιούνται για να καθορίσουν την άγνωστη ϑέση P0 ∈ E3. µε τις τεχνικές
που περιγράφηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο.
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Λύση µε Sturmfels Resultants

Ο αλγόριθµος που περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 4 εφαρµόζεται σε δύο �ήµατα
ως ακουλούθως:

• Βήµα 1 (∆ιαφόριση των αποστάσεων):

Ακολουθώντας τις εξισώσεις (4.4) εως (4.7) που γίνονται οµογενείς και
χρησιµοποιώντας την µεταβλητή x4 επαναγράφονται στις λύσεις των
x1, x2 και x3.

- Επιλύουµε ως προς την µεταβλητή x1 και την µεταχειριζόµαστε ως
σταθερά (πολυώνυµου �αθµού 0).


g1 := (x2

1 + b1x1 + α0)x2
4 − x2

2 = 0
g2 := x2

2 + b2x2x4 − x2
3 + b0x2

4 = 0
g3 := x2

3 + b3x3x4 + (c0 − x2
1)x2

4 = 0
(6.20)

- Επιλύουµε ως προς την µεταβλητή x2 και την µεταχειριζόµαστε ως
σταθερά (πολυώνυµου �αθµού 0).


h1 := x2

1 + b1x1x4 + (α0 − x2
2)x2

4 = 0
h2 := (x2

2 + b2x2 + b0)x2
4 − x2

3 = 0
h3 := x2

3 + b3x3x4 − x2
1 + c0x2

4 = 0

- Επιλύουµε ως προς την µεταβλητή x3 και την µεταχειριζόµαστε ως
σταθερά (πολυώνυµου �αθµού 0).


k1 := x2

1 + b1x1x4 − x2
2 + α0x2

4 = 0
k2 := x2

2 + b2x2x4 + (b0 − x2
3)x2

4 = 0
k3 := (x2

3 + b3x3 + c0)x2
4 − x2

1 = 0

Από τις (6.20), (6.21) και (6.22), εκφράζοντας α1 = (x2
1 + b1x1 + α0) και

α2 = (c0 − x2
1) στην (6.20), α3 = (x2

2 + b2x2 + b0) και c2 = (α0 − x2
2) στην

6.21, και τέλος c3 = (b0 − x2
3) και c3 = (x2

3 + b3x3 + c0) στην (6.22),
παίρνουµε την Ιακωβιανή ορίζουσα ως

Jx1 = det



ϑg1

ϑx2

ϑg1

ϑx3

ϑg1

ϑx4
ϑg2

ϑx2

ϑg2

ϑx3

ϑg2

ϑx4
ϑg1

ϑx2

ϑg1

ϑx3

ϑg1

ϑx4

 =


−2x2 0 2α1x4

2x2 + b2x4 −2x3 b2x2 + 2b0x4

0 2x3 + b3x4 b3x3 + 2α2x4

 ,

(6.23)
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Jx2 = det



ϑh1
ϑx1

ϑh1
ϑx3

ϑh1
ϑx4

ϑh2
ϑx1

ϑh2
ϑx3

ϑh2
ϑx4

ϑh1
ϑx1

ϑh1
ϑx3

ϑh1
ϑx4

 =


2x1 + b1x4 0 b1x1 + 2c2x4

0 −2x3 2α3x4

−2x1 2x3 + b3x4 b3x3 + 2c0x4

 ,

(6.24)

Jx3 = det



ϑk1
ϑx1

ϑk1
ϑx2

ϑk1
ϑx4

ϑk2
ϑx1

ϑk2
ϑx2

ϑk2
ϑx4

ϑk1
ϑx1

ϑk1
ϑx2

ϑk1
ϑx4

 =


2x1 + b1x4 −2x2 b1x1 + 2α0x4

0 2x2 + b2x4 b2x2 + 2c3x4

−2x1 0 2c1x4

 ,

(6.25)

Τα αποτελέσµατα των οριζουσών είναι κυβικά πολυώνυµα:

Jx1 = 4x2b3x
2
3 + 8x2x3α2x4 + 4b2x

2
2x3 + 2b2x

2
2b3x4 + 8x2b0x4x3

+4x2b0x
2
4b3 + 8α1x4x2x3 + 4α1x

2
4x2b3 + 4α1x

2
4b2x3 + 2α1x

3
4b2b3.

Jx2 = −4x1b3x
2
3 − 8x1x3c0x4 − 8x1α3x4x3 − 4x1α3x

2
4b3 − 2b1x4b3x

2
3

−4b1x
2
4x3c0 − 4b1x

2
4α3x3 − 2b1x

3
4b3 − 4x2

1x3b1 − 8x1x3c2x4.

Jx3 = 8c1x4x1x2 + 4c1x
2
4x1b2 + 4c1x4b1x2 + 2c1x

3
4b1b2 + 4x1b2x

2
2

+8x1x2c3x4 + 4b1x
2
1x2 + 2b1x

2
1b2x4 + 8x1α0x

2
4x2 + 4x1α0x

2
4b2.

Με χρήση των (4.6) και (4.7) οδηγούµαστε

x1 := d4x4

1 + d3x3
1 + d2x2

1 + d1x1 + d0 = 0
x2 := e4x4

2 + e3x3
2 + e2x2

2 + e1x2 + e0 = 0
x3 := f4x4

3 + f3x3
3 + f2x2

3 + f1x3 + f0 = 0
(6.26)

• Βήµα 2 (καθορισµός ϑέσης)

Σε αυτό το �ήµα, οι υπολογισµένες αποστάσεις από τις (6.26) χρησιµο-
ποιούνται για να καθορίσουν την άγνωστη ϑέση P0 ∈ E3.

Τοµή µε περισσότερους από τρεις σταθµούς

Θέλουµε να υπολογίσουµε τις συντεταγµένες του άγνωστου σταθµού P0 ∈ E3,
γνωρίζοντας τις συντεταγµένες περισσοτέρων από τρεις σταθµούς P1, P2, ..., Pn.
Σε αυτήν την περίπτωση οι παρατηρήσεις περιλαµβάνουν οριζόντιες Ti και
κατακόρυφες Bi διευθύνσεις από τον κάθε γνωστό Pi σταθµό προς τον άγνωστο
P0. Η επίλυση γίνεται µε µεθόδους της ϑεωρίας σφαλµάτων, η µελέτη της
οποίας �ρίσκεται εκτός ύλης του αντικειµένου της εργασίας.
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6.3 Φωτογραµµετρική Τοµή

Το πρόβληµα της ϕωτογραµµετρικής τοµής είναι : ∆ίνεται η ϑέση και ο προ-
σανατολισµός δυο ή και περισσοτέρων ϕωτογραφιών, ορίστε την ακτίνα από
την τοµή των ϕωτογραφιών στα κοινά σηµεία εδάφους. Καθορίστε την επίγειες
συντεταγµένες (X, Y, Z ) του άγνωστου σταθµού Ρ . (Για περισσότερα στην ϕωτο-
γραµµετρία, δες το Παράρτηµα Α, Στοιχεία Φωτογραµµετρίας). Ας δούµε την
επίλυση του πρόβληµατος µε δύο τρόπους αλγεβρικά.

Σχήµα 6.2: Παρατηρούµε δύο επικαλυπτόµενες ϕωτογραφίες στο χώρο και
την γεωµετρία της απεικόνισης των κοινών σηµείων εδάφους {P1, P2, P3, P4}.

Προσέγγιση Möbius των Grafarend-Shan

Ας υποθέσουµε ότι οι καρτεσιανές συντεταγµένες {Xl, Yl, Zl} και {Xr , Yr , Zr}
που αντιστοιχούν στο αριστερό προβολικό κέντρο Pl και στο δεξιό προβολικό
κέντρο Pr είναι γνωστές. Οι εξισώσεις για το κάθε προβολικό κέντρο είναι


X − Xl
Y − Yl
Z − Zl

 = slRl


xl
yl
−fl

 (6.27)

και 
X − Xr
Y − Yr
Z − Zr

 = srRr


xr
yr
−fr

 (6.28)
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Στις σχέσεις αυτές, fl και fr είναι η αριστερή και το δεξιά εστιακή απόσταση
και R είναι ο πίνακας στροφής. Οι αναλογικές αποστάσεις (distances ratios)
αντίστοιχα δίνονται από τους τύπους

sl :=
‖−−→PPl‖
‖−−→ppl‖

=

√
(X − Xl)2 + (Y − Yl)2 + (Z − Zl)2

√
x2
l + y2

l + z2
l

(6.29)

και

sl :=
‖−−→PPr‖
‖−−→ppr‖

=

√
(X − Xr)2 + (Y − Yr)2 + (Z − Zr)2

√
x2
r + y2

r + z2
r

. (6.30)

Οι εξισώσεις (6.29) και (6.30) µπορούν να αναλυθούν στην εξίσωση του µετα-
σχηµατισµού οµοιότητας 7 παραµέτρων


X
Y
Z

 = slRl


xl
yl
−fl

 +


Xl
Yl
Zl

 (6.31)

καθώς και 
X
Y
Z

 = srRr


xr
yr
−fr

 +


Xr
Yr
Zr

 . (6.32)

Ο µετασχηµατισµός οµοιότητας µεταβάλλει τα µεγέθη, όµως παραµένουν οι
ίδιες αναλογίες και ϕυσικά οι γωνίες. ΄Ενας κύβος µετασχηµατίζεται σε κύβο
διαφορετικού µεγέθους.

Οι Graferend και Shan πρότειναν µια λύση τρίων �ηµάτων �ασισµέµη
στις συντεταγµένες Mödius ως εξής :

• Βήµα πρώτο, οι αναλογικές αποστάσεις {sl, sr} µεταξύ των προβολικών
κέντρων και των άγνωστων σηµείων τοµής, καθορίζονται από ένα γραµ-
µικό σύστηµα εξισώσεων. Τα στοιχεία της αριστερής και της δεξιάς
εικόνας διαµορφώνουν το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων.

• Βήµα δεύτερο, µέσω των αναλογικών αποστάσεων υπολογίζουµε τις συ-
ντεταγµένες Mödius.

• Βήµα τρίτο, αυτές οι συντεταγµένες µετασχηµατίζονται σε ένα τρισδιά-
στατο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων {X, Y, Z }.

Προσέγγιση µε µεταθετική άλγεβρα

Η παραπάνω µέθοδος λύνει την τοµή ακτινών από δύο ϕωτογραφίες, αλλά
η αλγεβρική προσέγγιση λύνει την τοµή ακτίνων από τρεις ϕωτογραφίες. Σε
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αυτήν την περίπτωση πρέπει να ϑεωρήσουµε ότι ο άγνωστος σταθµός τέµνε-
ται από τρεις ϕωτογραφίες. Οι αποστάσεις {S1, S2, S3} προς τους άγνωστους
σταθµούς καθορίζονται από τις εξισώσεις (6.19) ή (6.26). Οι συντεταγµένες
των άγνωστων σταθµών υπολογίζονται από µε τις µέθοδους εντοπισµού που
περιγράφηκαν για τις τρεις διαστάσεις στο Κεφάλαιο 5.



Παράρτηµα Α’

Στοιχεία Φωτογραµµετρίας

Α’.0α’ Ορισµός της Φωτογραµµετρίας

Φωτογραµµετρία ονοµάζεται η τέχνη, επιστήµη και τεχνολογία για την α-
πόκτηση αξιόπιστης πληροφορίας σχετικά µε ϕυσικά αντικείµενα και το πε-
�ιβάλλον µέσα από διαδικασίες καταγραφής, µέτρησης και ερµηνείας ϕω-
τογραφικών εικόνων αλλά και προτύπων ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας.
(ASP,1980)

Σε γενικές γραµµές, η Φωτογραµµετρία είναι ένα σύνολο τεχνικών που
αποσκοπούν στην «απόδοση», δηλαδή στον κατά το δυνατόν πιστότερο γεω-
µετρικό προσδιορισµό, της µορφολογίας αντικειµένων του τρισδιάστατου (3D)
χώρου. Στην ϕωτογραµµετρία η εικόνα προσεγγίζεται γεωµετρικά µε το µοντέλο
της κεντρικής προβολής (Πέτσα 2000).

Η Φωτογραµµετρία ταξινοµείται σε κατηγορίες ανάλογα µε τον τύπο της
ϕωτογραφίας, τον τρόπο λήψης και τον τρόπο χρήσης της. ∆ιακρίνουµε έ-
τσι την από αέρα Φωτογραµµετρια στην περίπτωση των αεροφωτογραφιών σε
αντίθεση µε την Επίγεια Φωτογραµµετρία που ο σταθµός λήψης των ϕωτογρα-
ϕιών �ρίσκεται στο έδαφος. Ανάλογα µε τον τρόπο λήψης διακρίνουµε τις
κατακόρυφες, κεκλιµένες και πλάγιες λήψεις. Το µέρος της Φωτογραµµετρίας
που ασχολείταιµε την εξαγωγή (δισδιάστατης αναγκαστικά) πληροφορίας από
µια µόνο ϕωτογραφία ονοµάζεται Μονοεικονεική Φωτογραµµετρία σε αντίθεση
µε την Στερεοφωτογραµµετρία που χρησιµοποιεί επικαλυπτόµενα εύγη εικό-
νων. Ανάλογα µε τον τρόπο επεξεργασίας και απόδοσης της πληροφορίας
διακρίνουµε την Αναλογική Φωτογραµµετρία, όπου γίνεται χρήση αναλογι-
κών ϕωτογραµµετρικών οργάνων. Η Ψηφιακή Φωτογραµµετρία που έρχεται,
σε συνάρτηση µε την ανάπτυξη της ψηφιακής τεχνολογίας και των γραφικών
επεξεργάζεται όχι πλέον αναλογικές αλλά ψηφιακές εικόνες. (Πατιάς 1991)

Σε πρώτη προσέγγιση τα σηµεία του χώρου προβάλλονται σε ένα επίπεδο
προβολής (επίπεδο αρνητικού της ϕωτογραφίας για αναλογικές εικόνες) µέσω
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µιας δέσµης ακτίνων προβολής, οι οποίες διέρχονται όλες από το κέντρο προ-
�ολής (ή προβολικό κέντρο). Για να µπορέσει κανείς να προσδιορίσει σηµεία
του χώρου ως αλληλοτοµίες δύο δεσµών ακτίνων, αυτές ϑα πρέπει να έχουν
προηγουµένως τοποθετηθεί σωστά στο χώρο. Σε αυτό το σηµείο εισάγουµε
την έννοια του προσανατολισµού µιας κεντρικής προβολής. Μια κεντρική
προβολή ορίζεται πλήρως εάν έχει οριστεί :

• Εσωτερικά, µε το να ορίσουµε την ϑέση του κέντρου προβολής ως προς
το επίπεδο προβολής, δηλαδή τη ϑέση του σηµείου λήψης ως προς το
επίπεδο του αρνητικού. Η ϑέση του κέντρου προβολής ορίζεται από την
προβολή του στο επίπεδο προβολής {x0, y0} και την εστιακή του από-
σταση {f } (απόσταση του κέντρου προβολής από το επίπεδο προβολής).
΄Ετσι, η σύνδεση του κέντρου προβολής µε τα εικονοσηµεία αναπαρά-
γει τη σωστή δέσµη ακτίνων. Ουσιαστικά αποκαθίσταται η πορεία της
ϕωτεινής ακτίνας µέσα στη ϕωτοµηχανή, όπως υπήρχε κατάτη στιγµή
της λήψης ΄Αρα εσωτερικός προσανατολισµός −→ ανάπλαση της δέσµης.

• Εξωτερικά, µε από τη ϑέση και τον προσανατολισµό του επιπέδου
προβολής στο χώρο. ∆εδοµένου ότι το επίπεδο προβολής είναι ήδη
προσανατολισµένο εσωτερικά και συνεπώς η δέσµη είναι γνωστή, αυ-
τό ισοδυναµεί µε τον προσανατολισµό {X0, Y0, Z0, ω, φ, κ} της ίδιας της
δέσµης στο χώρο. ΄Αρα εξωτερικός προσανατολισµός −→ αποκατάσταση
ϑέσης δέσµης στον χώρο.

Α’.0β’ Συστήµατα Συντεταγµένων

Τα εικονοσήµατα είναι σηµεία, τα οποία �ρίσκονται εγχαραγµένα στο πλαί-
σιο της µετρικής µηχανής και καταγράφονται κατά τη λήψη στο επίπεδο
του αρνητικού σε ϑέσεις στις οποίες έχει δοθεί υψηλή ακρίβεια από τον κα-
τασκευαστή. Με την �οήθεια των εικονοσηµάτων ορίζεται στο επίπεδο της
ϕωτογραφίας ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων {x ′, y′}, το σύστηµα των
εικονοσυντεταγµένων. Η αρχή του συστήµατος είναι η τοµή των ευθειών που
ορίζουν αντιδιαµετρικά εικονοσήµατα και ονοµάζεται πρωτεύων σηµείο.

Το σύστηµα της εικόνας είναι ένα τρισδιάστατο δεξιόστροφο σύστηµα {x, y, z}
µε αρχή το κέντρο προβολής. Ο άξονας z είναι κάθετος στο επίπεδο της εικό-
νας, ενώ οι άξονες {x, y} είναι παράλληλοι στους άξονες {x ′, y′} του συστήµατος
των εικονοσυντεταγµένων.

Τα σηµεία εδάφους αναφέρονται σε ένα τοπικό δεξιόστροφο τρισορθογώνιο
σύστηµα συντεταγµένων {X, Y, Z }. Το σύστηµα αυτό έχει αυθαίρετη αρχή και
ο άξονας Ζ είναι κατά τη διεύθυνση της τοπικής καθέτου του ελειψοειδούς.
Το σύστηµα είναι το επίγειο σύστηµα συντεταγµένων ή αλλίως γεωδαιτικό.
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Α’.0γ’ Το µαθηµατικό µοντέλο της Φωτογραµµετρίας

Το µαθηµατικό µοντέλο µε το οποίο εκφράζεται η κεντρική προβολή είναι η
συνθήκη συγγραµµικότητας. Κάθε σηµείο του εδάφους π.χ. το P1 (µε συντε-
ταγµένες εδάφους {X1, Y1, Z1} στο γεωδαιτικό σύστηµα) είναι συνευθειακό µε
το σηµείο p1 στην ϕωτογραφία (µε συντεταγµένες {x1, y1} στο σύστηµα της ει-
κόνας) και το κέντρο προβολής P (µε συντεταγµένες {X0, Y0, Z0} στο γεωδαιτικό
σύστηµα και {x0, y0,−f } στο σύστηµα της εικόνας). Με {ω, φ, κ} συµβολίζο-
νται οι στροφές του συστήµατος της εικόνας σε σχέση µε το γεωδαιτικό. Η
γραµµή που περνάει από τα τρία αυτά σηµεία, υλοποιεί µια ακτίνα ϕωτός. Η
συνθήκη συγραµµικότητας που συνδέει τα παραπάνω είναι :


X1 − X0

Y1 − Y0

Z1 − Z0

 = λR


x1 − x0

x1 − y0

−f

 (Α’.1)

όπου λ ο συντελεστής κλίµακας και R ο (3 × 3) πίνακας στροφής που εξαρ-
τάται από τις γωνίες {ω, φ, κ}. ∆ιαιρώντας τις δύο πρώτες εξισώσεις µε την
τρίτη και απαλείφοντας το λ παίρνουµε την αναλυτική µορφή της συνθήκης
συγραµµικότητας


x1 = −f R11(X1−X0)+R21(Y1−Y0)+R31(Z1−Z0)

R13(X1−X0)+R23(Y1−Y0)+R33(Z1−Z0)

y1 = −f R12(X1−X0)+R22(Y1−Y0)+R32(Z1−Z0)
R13(X1−X0)+R23(Y1−Y0)+R33(Z1−Z0)

. (Α’.2)

Η συνθήκη συγραµµικότητας διατυπώνεται για κάθε σηµείο που µετρεί-
ται στην εικόνα και συνδέει τις εικονοσυντεταγµένες του {x1, y1} µε τις συ-
ντεταγµένες του {X1, Y1, Z1} στο γεωδαιτικό σύστηµα µέσω τριών �ασικών
στοιχείων {x0, y0,−f } του εσωτερικού προσανατολισµού και των έξι στοιχεί-
ων {X0, Y0, Z0, ω, φ, κ} του εξωτερικού προσανατολισµού.(Πέτσα 2000)

Α’.0δ’ Προιόντα

Αεροτριγωνισµός είναι η διαδικασία αποκατάστασης της ϑέσης του συνόλου
των αεροφωτογραφιών στον τρισδιάστατο χώρο (Λακαφώσης 2002). Με την
ολοκλήρωση του αεροτριγωνισµού (για εναέριες λήψεις), δεδοµένου ότι έ-
χουµε αρκετές εικόνες µπορούµε να ϕτίαξουµε π.χ. ένα ϕωτοµωσαικό. Το
ϕωτοµωσαικό, στην απλή του µορφή, είναι µια συλλογή επικαλυπτόµενων
ϕωτογραφιών, που ενώνονται µεταξύ τους έτσι ώστε να δίνουν την εντύπωση
µιας µόνο ϕωτογραφίας που καλύπτει µια ευρύτερη περιοχή, Σχήµα (Α’.1).
Επίσης, µπορούµε να παράγουµε χάρτες και διαγράµµατα για πολλές χρή-
σεις και µελέτες (κατασκευών, περιβαλλοντολογικές, χρήσεων γης κ.α).
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Σχήµα Α΄.1: ΄Ενα ϕωτοµωσαικό είναι µια συλλογή επικαλυπτόµενων αερο-
ϕωτογραφιών. Παρατηρούµε την επικάλυψη των εικόνων κατά το µήκος και
κατά το πλάτος της διεύθυνσης πτήσης.

Από την άλλη πλευρά, στην επίγεια ϕωτογραµµετρία µε την ολοκλήρωση
του τριγωνισµού, µπορούµε να παράγουµε πολύ ακριβή διαγράµµατα µεγά-
λων κλιµάκων (π.χ. 1 : 10,1 : 1) που �ρίσκουν εφαρµογες στην αρχιτεκτονική,
την ιατρική κ.α., Σχήµα (Α’.2).

Α’.0ε’ Πλεονεκτήµατα και Μειονεκτήµατα της Φωτογραµµετρίας

Πλεονεκτήµατα των ϕωτογραµµετρικών µεθόδων (Πατιάς 1991):

• Ταχύτητα - Η παραγωγή χαρτών µε ϕωτογραµµετρικές µεθόδους εί-
ναι ταχύτερη από οποιαδήποτε άλλη µεθοδολογία που στηρίζεται σε
επίγειες µετρήσεις.

• Οικονοµία - Στενά συνεδεµένο µετην ταχύτητα της συλλογής είναι και
το κόστος.

• Προσπελασιµότητα εδάφους - ΄Ενα σαφές πλεονέκτηµα των ϕωτο-
γραµµετρικών έναντι των επίγειων µετρήσεων είναι σε περιπτώσεις δύ-
σκολης ή απαγορευτικής προσπελασιµότητας του εδάφους (απόκρυµνα
µέρη, περιοχές πυκνή �λάστησης, ηφαιστιογενεί περιοχές).
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Σχήµα Α΄.2: ΄Ενα αρχιτεκτονικό διάγραµµα που προέκυψε από ϕωτογραµµε-
τρικές µεθόδους.

• Συνεχής απεικόνιση - Ενώ οι επίγειες µετρήσεις έχουν ως σκοπό τον
προδιορισµό των συντεταγµένων διακριτών σηµείων λεπτοµερειών, η
ϕωτογραφία είναι µια συνεχής απεικόνιση του ϕυσικού κόσµου και
µπορεί να αποδοθεί σαν τέτοια.

Μειονεκήµατα των ϕωτογραµµετρικών µεθόδων:

• Πολλές πηγές σφαλµάτων - Οι πηγές σφαλµάτων είναι πολλές και
έτσι οι µεθοδολογίες επεξεργασίας δεδοµένων πολυπλοκότερες, ενώ τα
τελικά προιόντα είναι µερικές ϕορές µικρότερης ακρίβειας από τα επί-
γεια δεδοµένα.

• Απαιτήσεις σε σηµεία ελέγχου - Η Φωτογραµµετρία �ασίζει τις µεθο-
δολογίες της σε κάποια ήδη υπάρχουσα πληροφορία. Απαιτεί δηλαδή
την ύπαρξη γνωστών σηµείων στο έδαφος. Εξαρτάται από το αποτέλε-
σµα προηγούµενων επίγειων µετρήσεων και µε την έννοια αυτή είναι
ένα δευτερογενές στάδιο συλλογής πληροφορίας.



Παράρτηµα Β’

Αλγόριθµοι Βάσεων Gröbner

Οι παρακάτω αλγόριθµοι, είναι γραµµένοι σε γλώσσα Matlab και εφαρµό-
ονται στο πρόβληµα «Αλγεβρικές λύσεις των εξισώσεων ψευδο-αποστάσης
GPS για τον υπολογισµό συντεταγµένων σταθερού σταθµού και του σφάλ-
µατος απόστασης». Το τεχνικό paper που περιγράφει αυτά τα δύο προ-
γράµµατα δηµοσιεύτηκε στο επιστηµονικό περιοδικό GPS Solutions, Volu-
me 5, Number 4, 2002. Ο κώδικας είναι προβάσιµος στην ιστιοσελίδα:
(http://www.ngs.noaa.gov/gps-toolbox/awange.htm).

Β’.1 Awange-Grafarend Groebner Basis Algorithm

Αρχείο : gps.M

Program Awange-Grafarend Groebner Basis Algorithm

Department of Geodesy and GeoInformatics, University of Stuttgart,

Germany-29th of August 2001.

Program computes the coefficients cs2 cs1 cs0 of the quadratic

equation obtained from the Groebner basis approach All that is

required from the user is to replace the four satelite coordinates

and their respective pseudo-range measurements as explained in the

input section of the program.

The example considered is adopted from A. Kleusberg (1994),

Zeitschrift fur Vermessungswesen 119(1994)188-192 and Grafarend

and Shan (1996), ARTIFICIAL SATELLITES, Planetary Geodesy No 28

Vol 31 pp.133-147.



β.1 Awange-Grafarend Groebner Basis Algorithm · 85

syms x1 x2 x3 x4 a0 a1 a2 a3 b0 b1 b2 b3 c0 c1 c2 c3 d0 d1 d2 d3

a03 a13 a23 b03 b13 b23 b3 c03 c13 c23 d30 d31 d32

syms e03 e13 e23 format long e

Symbolic computation of the stationary receiver coordinates

{z=x3},{y=x2} and {x=x1}

cx3=(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13

-a03*b23*e13-a13*b03*e23+a03*b13*e23

-a23*b13*d30*x4+a13*b23*d30*x4+...

a23*b03*d31*x4-a03*b23*d31*x4-a13*b03*d32*x4+a03*b13*d32*x4)/

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13+...

a13*b03*c23-a03*b13*c23);

cx2=(-a23*e13+a13*e23-a23*c13*x3+a13*c23*x3-a23*d31*x4+a13*d32*x4)

/(a23*b13-a13*b23); cx1=(e23+b23*x2+c23*x3+d32*x4)/(-a23);

Symbolic computation of the Coefficients of the quadratic equation

cf2=((-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31-a03*b23*d31

-a13*b03*d32+a03*b13*d32)^2/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)^2+...

(-a23*c13*(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31

-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31-a03*b23*d31-a13*b03*d32

+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)-a23*d31+a13*d32)^2/...

(a23*b13-a13*b23)^2+(b23*(-a23*c13*(-a23*b13*d30

+a13*b23*d30

+a23*b03*d31-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31-a03*b23*d31-a13*b03*d32

+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13+a13*b03*c23
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-a03*b13*c23)

-a23*d31+a13*d32)/...

(a23*b13-a13*b23)+c23*(-a23*b13*d30+a13*b23*d30

+a23*b03*d31-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+d32)^2/a23^2-1);

cf1=(2*((-a23*e13+a13*e23-a23*c13*(-a23*b13*e03+a13*b23*e03

+a23*b03*e13-a03*b23*e13-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23))/...

(a23*b13-a13*b23)-b0)*(-a23*c13*(-a23*b13*d30

+a13*b23*d30+a23*b03*d31

-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31

-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)-a23*d31+a13*d32)/...

(a23*b13-a13*b23)-2*(-(e23+b23*(-a23*e13+a13*e23-a23*c13*...

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13

+a03*b23*c13+a13*b03*c23-a03*b13*c23))/

(a23*b13-a13*b23)+c23*...

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23))/a23-a0)*...

(b23*(-a23*c13*(-a23*b13*d30+a13*b23*d30

+a23*b03*d31-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13



β.1 Awange-Grafarend Groebner Basis Algorithm · 87

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+a13*c23*...

(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31-a03*b23*d31

-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)-a23*d31+a13*d32)/...

(a23*b13-a13*b23)+c23*(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31

-a03*b23*d31-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13+a13*b03*c23

-a03*b13*c23)+d32)/a23+2*d0+2*...

((-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)-c0)*...

(-a23*b13*d30+a13*b23*d30+a23*b03*d31-a03*b23*d31

-a13*b03*d32+a03*b13*d32)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23));%*x4+

cf0=(-(e23+b23*(-a23*e13+a13*e23-a23*c13*

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13-...

a13*b03*e23+a03*b13*e23)/(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13

+a03*b23*c13+a13*b03*c23-a03*b13*c23)+...

a13*c23*(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13

-a03*b23*e13-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13+a13*b03*c23

-a03*b13*c23))/(a23*b13-a13*b23)+c23*...

(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13

-a03*b23*e13-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23))/a23-a0)^2-d0^2+...

((-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13-a03*b23*e13

-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13

+a13*b03*c23-a03*b13*c23)-c0)^2+...

((-a23*e13+a13*e23-a23*c13*(-a23*b13*e03+a13*b23*e03

+a23*b03*e13-a03*b23*e13-...

a13*b03*e23+a03*b13*e23)/(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13

+a03*b23*c13+a13*b03*c23-...

a03*b13*c23)+a13*c23*(-a23*b13*e03+a13*b23*e03+a23*b03*e13

-a03*b23*e13-a13*b03*e23+a03*b13*e23)/...

(a23*b13*c03-a13*b23*c03-a23*b03*c13+a03*b23*c13
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+a13*b03*c23-a03*b13*c23))/(a23*b13-a13*b23)-b0)^2;

Input data as follows: {a0,b0,c0}={X1,Y1,Z1} are the coordinates

of the first satellite.

d0 is the pseudo-range measured to this satellie

{a1,b1,c1}={X2,Y2,Z2} are the coordinates of the second satellite.

d1 is the pseudo-range measured to this satellie

{a2,b2,c2}={X3,Y3,Z3} are the coordinates of the third satellite.

d2 is the pseudo-range measured to this satellie

{a3,b3,c3}={X4,Y4,Z4} are the coordinates of the fourth satellite.

d3 is the pseudo-range measured to this satellie

a0=1.4832308660e+007; a1=-1.5799854050e+007;

a2=1.984818910e+006;a3=-1.2480273190e+007;

b0=-2.0466715890e+007;b1=-1.3301129170e+007;

b2=-1.1867672960e+007; b3=-2.3382560530e+007;

c0=-7.428634750e+006; c1=1.7133838240e+007;

c2=2.3716920130e+007;c3=3.278472680e+006;

d0=2.4310764064e+007;d1=2.2914600784e+007;

d2=2.0628809405e+007;d3=2.3422377972e+007;

f00=-a0^2-b0^2-c0^2+d0^2; f11=-a1^2-b1^2-c1^2+d1^2;

f22=-a2^2-b2^2-c2^2+d2^2; f33=-a3^2-b3^2-c3^2+d3^2;

a03=2*(a0-a3);b03=2*(b0-b3);c03=2*(c0-c3);d30=2*(d3-d0);e03=f00-f33;

a13=2*(a1-a3);b13=2*(b1-b3);c13=2*(c1-c3);d31=2*(d3-d1);e13=f11-f33;

a23=2*(a2-a3);b23=2*(b2-b3);c23=2*(c2-c3);d32=2*(d3-d2);e23=f22-f33;

cs2=eval(cf2),cs1=eval(cf1),cs0=eval(cf0)

Computation of the stationary receiver range bias x4

sol1=vpa(solve(cs2*x4^2+cs1*x4+cs0),13);x4=sol1

Computation of the stationary receiver coordinates {x1=x},{x2=y}

and {x3=z} x3=eval(cx3) x2=eval(cx2) x1=eval(cx1)

Check by subtracting the measured from computed distances.

check1=sqrt((a0-x1(2,1))^2+(b0-x2(2,1))^2+(c0-x3(2,1))^2)-(d0-x4(2,1))

check2=sqrt((a1-x1(2,1))^2+(b1-x2(2,1))^2+(c1-x3(2,1))^2)-(d1-x4(2,1))

check3=sqrt((a2-x1(2,1))^2+(b2-x2(2,1))^2+(c2-x3(2,1))^2)-(d2-x4(2,1))

check4=sqrt((a3-x1(2,1))^2+(b3-x2(2,1))^2+(c3-x3(2,1))^2)-(d3-x4(2,1))
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Β’.2 Awange-Grafarend Multipolynomial Resultans Algo-
rithm

Αρχείο : Mgps.M

Program Awange-Grafarend Multipolynomial Resultant Algorithm

Department of Geodesy and GeoInformatics, University of Stuttgart,

Germany-29th of August 2001.

Program computes the coefficients cs2 cs1 cs0 of the quadratic

equation obtained from the Groebner basis approach. All that is

required from the user is to replace the four satelite coordinates

and their respective pseudo-range measurements as explained in the

input section of the program. The example considered is adopted

from A. Kleusberg (1994), Zeitschrift fur Vermessungswesen

119(1994)188-192 and Grafarend and Shan (1996), ARTIFICIAL

SATELLITES, Planetary Geodesy No 28 Vol 31 pp.133-147.

Multipolynomial solution of pseudorange equations based on the B.

Sturmfel 1998 approach (Proceedings of Symposium in applied

Mathematics 53(1998) 25-29. clear all syms x1 x2 x3 x4 a03 b03 c03

d30 e03 a13 b13 syms c13 d31 e13 a23 b23 c23 d32 e23 a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 b3 c0 c1 c2 c3 d0 d1 d2 d3

Hidding the variables by assigning them degree zero

%Hidding x3

jc13=c03*x3+d30*x4+e03; jc23=c13*x3+d31*x4+e13;

jc33=c23*x3+d32*x4+e23;

% Hidding x2

jb12=b03*x2+d30*x4+e03; jb22=b13*x2+d31*x4+e13;

jb32=b23*x2+d32*x4+e23;

%Hidding x1

ja11=a03*x1+d30*x4+e03; ja21=a13*x1+d31*x4+e13;

ja31=a23*x1+d32*x4+e23;

Computing the Jacobean determinants determinant jc,jb,ja

jc=det([a03 b03 jc13;a13 b13 jc23;a23 b23 jc33]); jb=det([a03 jb12

c03;a13 jb22 c13;a23 jb32 c23]); ja=det([ja11 b03 c03;ja21 b13

c13;ja31 b23 c23]); cjc=collect(jc,x3); cjb=collect(jb,x2);

cja=collect(ja,x1);
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Symbolic computation of the stationary receiver coordinates

{z=x3},{y=x2} and {x=x1}

cx3=-(a23*b03*d31*x4+a03*b13*d32*x4+a03*b13*e23

-a23*b13*d30*x4-a03*b23*d31*x4-a03*b23*e13+...

a13*b23*d30*x4-a13*b03*d32*x4-a13*b03*e23-a23*b13*e03

+a23*b03*e13+a13*b23*e03)/...

(a23*b03*c13+a13*b23*c03-a13*b03*c23-a23*b13*c03

-a03*b23*c13+a03*b13*c23);

cx2=-(a23*c13*d30*x4+a03*c23*d31*x4+a03*c23*e13

-a23*c03*d31*x4-a03*c13*d32*x4-...

a03*c13*e23+a13*c03*d32*x4-a13*c23*d30*x4-a13*c23*e03

-a23*c03*e13+a23*c13*e03+a13*c03*e23)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13);

cx1=-(e03*b13*c23+d32*x4*b03*c13+d30*x4*b13*c23

-d30*x4*c13*b23-d31*x4*b03*c23-e03*c13*b23-...

e13*b03*c23+e13*c03*b23+e23*b03*c13+d31*x4*c03*b23

-d32*x4*c03*b13-e23*c03*b13)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13);

Symbolic computation of the Coefficients of the quadratic equation

cf2=((-a23*b03*d31+a23*b13*d30+a03*b23*d31-a03*b13*d32

-a13*b23*d30+a13*b03*d32)^2/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03-a03*c13*b23+a03*c23*b13)^2+...

(-a23*c13*d30+a23*c03*d31+a03*c13*d32-a03*c23*d31

-a13*c03*d32+a13*c23*d30)^2/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)^2+...

(-d32*b03*c13-d30*b13*c23+d31*b03*c23-d31*c03*b23

+d32*c03*b13+d30*c13*b23)^2/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)^2-1);%*x4^2

cf1=(2*((a13*c23*e03+a03*c13*e23-a03*c23*e13

-a13*c03*e23+a23*c03*e13-a23*c13*e03)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-b0)*...

(-a23*c13*d30+a23*c03*d31+a03*c13*d32-a03*c23*d31

-a13*c03*d32+a13*c23*d30)/...
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(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)+2*...

((-e03*b13*c23+e03*c13*b23+e13*b03*c23-e13*c03*b23

-e23*b03*c13+e23*c03*b13)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-a0)*...

(-d32*b03*c13-d30*b13*c23+d31*b03*c23-d31*c03*b23

+d32*c03*b13+d30*c13*b23)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)+2*d0+2*...

((a13*b03*e23+a03*b23*e13-a03*b13*e23-a13*b23*e03

+a23*b13*e03-a23*b03*e13)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-c0)*...

(-a23*b03*d31+a23*b13*d30+a03*b23*d31-a03*b13*d32

-a13*b23*d30+a13*b03*d32)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13));%*x4

cf0=((-e03*b13*c23+e03*c13*b23+e13*b03*c23-e13*c03*b23

-e23*b03*c13+e23*c03*b13)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-a0)^2-...

d0^2+((a13*b03*e23+a03*b23*e13-a03*b13*e23-a13*b23*e03

+a23*b13*e03-a23*b03*e13)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-c0)^2+...

((a13*c23*e03+a03*c13*e23-a03*c23*e13-a13*c03*e23

+a23*c03*e13-a23*c13*e03)/...

(a23*c13*b03+a13*b23*c03-a13*c23*b03-a23*b13*c03

-a03*c13*b23+a03*c23*b13)-b0)^2;

Input data as follows:

{a0,b0,c0}={X1,Y1,Z1} are the coordinates of the first satellite.

d0 is the pseudo-range measured to this satellie

{a1,b1,c1}={X2,Y2,Z2} are the coordinates of the second satellite.

d1 is the pseudo-range measured to this satellie

{a2,b2,c2}={X3,Y3,Z3} are the coordinates of the third satellite.

d2 is the pseudo-range measured to this satellie

{a3,b3,c3}={X4,Y4,Z4} are the coordinates of the fourth satellite.
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d3 is the pseudo-range measured to this satellie

a0=1.4832308660e+007;a1=-1.5799854050e+007;

a2=1.984818910e+006;a3=-1.2480273190e+007;

b0=-2.0466715890e+007;b1=-1.3301129170e+007;

b2=-1.1867672960e+007;b3=-2.3382560530e+007;

c0=-7.428634750e+006;c1=1.7133838240e+007;

c2=2.3716920130e+007;c3=3.278472680e+006;

d0=2.4310764064e+007;d1=2.2914600784e+007;

d2=2.0628809405e+007;d3=2.3422377972e+007;

f00=-a0^2-b0^2-c0^2+d0^2;f11=-a1^2-b1^2-c1^2+d1^2;

f22=-a2^2-b2^2-c2^2+d2^2;f33=-a3^2-b3^2-c3^2+d3^2;

a03=2*(a0-a3);b03=2*(b0-b3);c03=2*(c0-c3);d30=2*(d3-d0);e03=f00-f33;

a13=2*(a1-a3);b13=2*(b1-b3);c13=2*(c1-c3);d31=2*(d3-d1);e13=f11-f33;

a23=2*(a2-a3);b23=2*(b2-b3);c23=2*(c2-c3);d32=2*(d3-d2);e23=f22-f33;

cs2=eval(cf2),cs1=eval(cf1),cs0=eval(cf0)

Computation of the stationary receiver range bias x4

sol1=vpa(solve(cs2*x4^2+cs1*x4+cs0),13);x4=sol1

Computation of the stationary receiver coordinates {x1=x},{x2=y}

and {x3=z} x3=eval(cx3) x2=eval(cx2) x1=eval(cx1)

Check by subtracting the measured from computed distances.

check1=sqrt((a0-x1(2,1))^2+(b0-x2(2,1))^2+(c0-x3(2,1))^2)-(d0-x4(2,1))

check2=sqrt((a1-x1(2,1))^2+(b1-x2(2,1))^2+(c1-x3(2,1))^2)-(d1-x4(2,1))

check3=sqrt((a2-x1(2,1))^2+(b2-x2(2,1))^2+(c2-x3(2,1))^2)-(d2-x4(2,1))

check4=sqrt((a3-x1(2,1))^2+(b3-x2(2,1))^2+(c3-x3(2,1))^2)-(d3-x4(2,1))
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