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Πρόλογος 

Τα προβλήµατα που καλούνται να αντιµετωπίσουν οι µηχανικοί δεν επιδέχονται 
συνήθως αναλυτικές λύσεις. Οι διαθέσιµες αναλυτικές µέθοδοι µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την επίλυση απλών προβληµάτων, αλλά είναι ανεπαρκείς 
όσον αφορά την ανάλυση περίπλοκων κατασκευών µε σύνθετες καταπονήσεις. Για 
την ανάλυση περίπλοκων κατασκευών έχουν αναπτυχθεί προγράµµατα, τα οποία 
βασίζονται στη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, και απαλλάσσουν τον 
µελετητή/ερευνητή από τον κόπο των χρονοβόρων και αβέβαιων επιλύσεων 
σύνθετων προβληµάτων. Έτσι, εξασφαλίζονται πιο ακριβείς υπολογισµοί που 
επιτρέπουν την άµεση αξιολόγηση και βελτίωση των προϊόντων. 

 

Ένα τέτοιο λογισµικό πακέτο είναι και το Pro-Mechanica που σε συνδυασµό µε το 
Pro–Engineer αποτελούν ένα χρήσιµο εργαλείο για τη µελέτη της συµπεριφοράς 
κατασκευών που υπόκεινται σε ποικίλες καταπονήσεις. Έτσι, ελέγχονται 
χαρακτηριστικά µεγέθη όπως οι αναπτυσσόµενες τάσεις ή οι µετατοπίσεις και ο 
µηχανικός καλείται να κρίνει την ασφάλεια ή/και λειτουργικότητα της 
κατασκευής. Επιπροσθέτως, το Pro-Mechanica προσφέρει τη δυνατότητα στο 
χρήστη να αναζητήσει εύκολα και γρήγορα βέλτιστες λύσεις για µία κατασκευή 
θέτοντας παραµέτρους, περιορισµούς και στόχους, κάτι που είναι εξαιρετικά 
χρονοβόρο και επίπονο να επιτευχθεί µε αναλυτικό τρόπο. 

 

Σκοπός της παρούσης εργασίας είναι η ανάπτυξη, επίλυση και παρουσίαση 
παραδειγµάτων βελτιστοποίησης, προκειµένου να εξοικειωθεί ο χρήστης 
προγραµµάτων πεπερασµένων στοιχείων µε τις δυνατότητες των προγραµµάτων 
και τον τρόπο εφαρµογής των τεχνικών βελτιστοποίησης. Τα παραδείγµατα που 
παρουσιάζονται καλύπτουν όλους τους τύπους ανάλυσης (µονοδιάστατη, επίπεδη 
και τρισδιάστατη) αλλά είναι αρκετά απλά στη µοντελοποίηση και προϋποθέτουν 
µόνο τις βασικές γνώσεις της µηχανικής των υλικών. Τα µοντέλα, δηλαδή, που 
έχουν δηµιουργηθεί στο Pro–Engineer και οι φορτίσεις που ασκούνται σε αυτά δεν 
είναι περίπλοκα και αυτό διότι ο χαρακτήρας της διπλωµατικής αυτής είναι 
καθαρά εκπαιδευτικός. Αποτελεί ένα εγχειρίδιο προς τους προπτυχιακούς και 
µεταπτυχιακούς φοιτητές, το οποίο έχει ως στόχο να τους εξοικειώσει µε τη χρήση 
του Pro-Mechanica και να τους παρουσιάσει τις εκτεταµένες δυνατότητες ενός 
προγράµµατος που στηρίζεται στη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων. 
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Στην εργασία αναφέρονται αρχικά οι γενικές γνώσεις που απαιτούνται για την 
κατανόηση και σωστή χρήση των παραδειγµάτων. Στο κεφάλαιο 1 
παρουσιάζονται οι βασικές αρχές της ανάλυσης κατασκευών µε τη µέθοδο των 
πεπερασµένων στοιχείων. Στο κεφάλαιο 2 δίνονται συνοπτικά οι βασικοί τύποι 
και τεχνικές γεωµετρικής βελτιστοποίησης κατασκευών, ενώ στο κεφάλαιο 3 
παρουσιάζονται οι βασικές διαδικασίες βελτιστοποίησης που χρησιµοποιούνται 
από τα εµπορικά προγράµµατα πεπερασµένων στοιχείων.  

 

Στα κεφάλαια 4 και 5 παρουσιάζονται δύο πολύ απλά παραδείγµατα 
βελτιστοποίησης (εφελκυσµού και κάµψης), τα οποία επιλύονται τόσο αναλυτικά 
όσο και µε το Pro-Mechanica. Τέλος, στα κεφάλαια 6-13 παρουσιάζονται 8 
παραδείγµατα βελτιστοποίησης, τα οποία καλύπτουν πλήρως τους διαφόρους 
τύπους ανάλυσης τάσης σε προβλήµατα αντοχής των κατασκευών. 
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Κεφάλαιο 1 

Ανάλυση κατασκευών µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων 
Στοιχείων 

1.1 - Εισαγωγή 

Το περιεχόµενο του στατικού και δυναµικού υπολογισµού µιας κατασκευής 
συνίσταται στον προσδιορισµό των µεγεθών τάσης και παραµόρφωσης που 
αναπτύσσονται στην κατασκευή λόγω της δράσης εξωτερικών δυνάµεων και 
καταναγκασµών. Αρχικά οι µηχανικοί χρησιµοποιούσαν µόνο αναλυτικές 
µεθόδους για τον υπολογισµό των τάσεων. Σε περίπτωση µιας πολύπλοκης 
κατασκευής ήταν αναγκαίο να γίνουν πολλές απλοποιήσεις και παραδοχές για 
την ανάπτυξη αναλυτικών µεθόδων και, λόγω αυτού, ήταν επίσης αναγκαίος ο 
εκτεταµένος πειραµατικός έλεγχος των αναλυτικών προβλέψεων. Με την 
ανάπτυξη των υπολογιστών κατέστη δυνατή η αριθµητική επίλυση πολύπλοκων 
προβληµάτων και συγχρόνως ελαχιστοποιήθηκε η ανάγκη εκτεταµένων 
πειραµατικών ελέγχων λόγω της αύξησης της αξιοπιστίας των αναλύσεων. 

 

Οι περισσότερο διαδεδοµένες αριθµητικές µέθοδοι είναι η Μέθοδος 
Πεπερασµένων ∆ιαφορών (Finite Difference Method) και η Μέθοδος των 
Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ, Finite Element Method, FEM), οι οποίες 
εφαρµόζονται σε όλες τις περιπτώσεις προβληµάτων που περιγράφονται µε 
διαφορικές εξισώσεις. Τα τελευταία χρόνια αναπτύχθηκε και µια άλλη αριθµητική 
µέθοδος που απέκτησε σύντοµα µεγάλη σηµασία. Πρόκειται για τη Μέθοδο των 
Συνοριακών Στοιχείων (Boundary Element Method), η οποία πλεονεκτεί σε 
περιπτώσεις προβληµάτων που ανάγονται σε ολοκληρωτικές εξισώσεις. 

 

Από τις παραπάνω µεθόδους η σηµαντικότερη και ευρύτερα χρησιµοποιούµενη 
σήµερα είναι η Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων (ΜΠΣ), η οποία βρίσκει 
εφαρµογή σε όλους σχεδόν τους τεχνικούς τοµείς και ιδιαίτερα στην ανάλυση 
κατασκευών. Από την πρώτη της εµφάνιση εδώ και τέσσερις περίπου δεκαετίες η 
ΜΠΣ αναδείχθηκε και καθιερώθηκε ως µία προσεγγιστική µέθοδος υπολογισµού 
µε µεγάλη προσαρµοστικότητα και σχεδόν απεριόριστο πεδίο εφαρµογών. H 
ανάπτυξή της, που συνδέεται στενά µε τη ραγδαία ανάπτυξη των ηλεκτρονικών 
υπολογιστών, έγινε πάνω στις βάσεις των κλασικών µεθόδων υπολογισµού. Η 
µέθοδος αυτή όµως εφαρµόζεται ήδη σε πολλούς τοµείς, όπως π.χ. στην Στατική 
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και ∆υναµική των δοµικών και αεροναυπηγικών κατασκευών, στην 
Yδροδυναµική, στη Θερµοδυναµική κ.ά. 

 
 
1.2 - Ιστορικά 

Το 1909 ο Γερµανός µαθηµατικός Ritz και το 1915 ο Ρώσος µαθηµατικός Galerkin 
ανέπτυξαν τις µαθηµατικές αρχές της ΜΠΣ. Η απουσία του ηλεκτρονικού 
υπολογιστή καθυστέρησε τη διάδοση και περαιτέρω ανάπτυξη και εφαρµογή της 
µεθόδου. Με τον ηλεκτρονικό υπολογιστή η µέθοδος έγινε γνωστή και διαδόθηκε 
στους ερευνητές.  

 

Η ιδέα της ανάπτυξης της ΜΠΣ γεννήθηκε στην αεροναυπηγική από την ανάγκη 
εύρεσης λύσεων στα προβλήµατα που αντιµετώπιζαν στην κατασκευή και 
ανάλυση των αεροσκαφών. Το 1943 ο Γερµανός µαθηµατικός Courant έλυσε το 
πρόβληµα της στρέψης µιας δοκού καµπύλης διατοµής χρησιµοποιώντας 
τριγωνικά στοιχεία και την αρχή της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας. Το 1955 ο 
Έλληνας Ι. Αργύρης εισήγαγε τις αρχές των πεπερασµένων στοιχείων στο βιβλίο 
του «Ενεργειακά θεωρήµατα και η µέθοδος των µητρώων». Το 1956 οι Αµερικανοί 
Turner, Glough, Martin και Top υπολόγισαν το µητρώο δυσκαµψίας της ράβδου, 
ενώ το 1960 ο Glough χρησιµοποίησε για πρώτη φορά το όνοµα «Πεπερασµένα 
Στοιχεία» (Finite Elements). Το 1967 οι Zienkiewicz και Chung έγραψαν το πρώτο 
βιβλίο των πεπερασµένων στοιχείων.  

 

Από τότε ένας µεγάλος αριθµός δηµοσιεύσεων και βιβλίων ακολούθησε µε 
αντικείµενο την εφαρµογή των πεπερασµένων στοιχείων στην µηχανική, στα 
ρευστά, στην θερµότητα, στην ακουστική, στην κατεργασία των µετάλλων, στον 
ηλεκτρισµό και ηλεκτροµαγνητισµό και σε πολλές άλλες επιστήµες. 

 
 
1.3 - Σύντοµη περιγραφή της ΜΠΣ 

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων πήρε το όνοµά της από τον τρόπο 
θεώρησης και προσοµοίωσης (µοντελοποίησης) των προς επίλυση φορέων 
(κατασκευών): Το πρώτο βήµα συνίσταται στην υποδιαίρεση και διάσπαση του 
αρχικού φορέα σε έναν ανάλογα µε την επιθυµητή ακρίβεια µικρότερο ή 
µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων πεπερασµένων διαστάσεων (Σχ. 1). Τα στοιχεία 
αυτά έχουν κοινά σηµεία τις κορυφές τους που ονοµάζονται κόµβοι. Μετά τη 
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διακριτοποίηση αυτή του φορέα θεωρείται κάθε τέτοιο πεπερασµένο στοιχείο 
ξεχωριστά και για το λόγο αυτό αποσπάται από το σύµπλεγµα των στοιχείων που 
συνθέτουν τον φορέα. Αφού µελετηθεί και καθορισθεί η µηχανική συµπεριφορά 
κάθε στοιχείου ακολουθεί το τρίτο βήµα της διαδικασίας επίλυσης που είναι η 
σύνθεση του φορέα από τα επί µέρους πεπερασµένα στοιχεία, η κατάλληλη 
δηλαδή επανασύνδεση των στοιχείων προς σχηµατισµό του διακριτοποιηµένου 
φορέα. O υπολογισµός του αρχικού φορέα γίνεται εποµένως σε τρία στάδια : 
∆ιακριτοποίηση - Θεώρηση των επί µέρους στοιχείων - Σύνθεση. 

 

 
Σχ. 1: ∆ιακριτοποίηση σώµατος 

 
Η µηχανική συµπεριφορά κάθε στοιχείου καθορίζεται συνήθως από την σχέση 
ανάµεσα στις δυνάµεις και στις µετατοπίσεις στους κόµβους του. 
Χρησιµοποιώντας τις αρχές της µηχανικής των υλικών µπορούµε να 
δηµιουργήσουµε έναν πίνακα που συνδέει τις µετατοπίσεις στους κόµβους µε τις 
αντίστοιχες δυνάµεις.  Ο πίνακας αυτός καλείται µητρώο δυσκαµψίας του 
στοιχείου.  

 

Κατά την σύνθεση αυτή παίρνουµε υπόψη ότι οι δυνάµεις στους κοινούς κόµβους 
µεταξύ δύο στοιχείων είναι ίσες και αντίθετες (δράση-αντίδραση) και µπορούµε να 
δηµιουργήσουµε το µητρώο δυσκαµψίας όλης της κατασκευής. Θέτοντας τις 
συνοριακές συνθήκες και τις φορτίσεις δηµιουργούµε ένα σύστηµα εξισώσεων µε 
αγνώστους τις µετατοπίσεις στους κόµβους. Μετά τον υπολογισµό των 
µετατοπίσεων µπορούµε να υπολογίσουµε τις παραµορφώσεις και τάσεις.  

 

Συνοπτικά, τα βήµατα που ακολουθούνται για τον υπολογισµό των τάσεων σε ένα 
σώµα µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων είναι: 
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- ∆ιακριτοποίηση 
- Σχηµατισµός του µητρώου δυσκαµψίας κάθε στοιχείου 
- Σύνθεση και σχηµατισµός του µητρώου δυσκαµψίας του σώµατος 
- Φορτίσεις και συνοριακές συνθήκες 
- Επίλυση και υπολογισµός µετατοπίσεων 
- Υπολογισµός παραµορφώσεων και τάσεων 

 

Η ΜΠΣ είναι προσεγγιστική εφόσον ο αρχικός συνεχής φορέας, για να µπορέσει 
να επιλυθεί, µετατρέπεται σε ένα ασυνεχές σύµπλεγµα πεπερασµένων στοιχείων. 
Όσο περισσότερα πεπερασµένα στοιχεία χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του 
ασυνεχούς µοντέλου υπολογισµού του αρχικού φορέα, όσο πιο εκλεπτυσµένο 
είναι δηλαδή το µηχανικό / υπολογιστικό προσοµοίωµα του πραγµατικού 
συστήµατος, τόσο ακριβέστερα µπορούν να θεωρηθούν γενικώς τα αποτελέσµατα 
(εφόσον βέβαια και η µηχανική συµπεριφορά των χρησιµοποιούµενων στοιχείων 
περιγράφεται ικανοποιητικά). Το εποπτικό αυτό σκεπτικό αντιστοιχεί απόλυτα 
στο ακόλουθο µαθηµατικό σκεπτικό. O βασικός στόχος µιας αριθµητικής µεθόδου 
είναι να αντικαταστήσει τις διαφορικές ή ολοκληρωτικές εξισώσεις που 
περιγράφουν το εκάστοτε πρόβληµα µε ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων. 
Προφανώς, όσο πιο πολλές αλγεβρικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να 
αντικαταστήσουν τις διαφορικές, τόσο περισσότερο θα πλησιάζει η προσεγγιστική 
την αναλυτική λύση του προβλήµατος. Το πλήθος των πεπερασµένων στοιχείων 
έχει εποµένως την αντιστοιχία του στο πλήθος των προς επίλυση αλγεβρικών 
εξισώσεων.  

 

Η ΜΠΣ είναι από την φύση της πολύ δαπανηρή σε πόρους ηλεκτρονικού 
υπολογιστή. Ο χωρισµός του σώµατος σε πολλά στοιχεία µπορεί να αυξάνει την 
ακρίβεια αλλά καθιστά την ανάλυση πολύ αργή στην περίπτωση πολύπλοκων 
σωµάτων. Είναι λοιπόν αναγκαίο να υπάρχει µια ισορροπία ανάµεσα στην 
ακρίβεια και στον χρόνο υπολογισµού. Συνήθως αυτό επιτυγχάνεται µε 
ελεγχόµενη διακριτοποίηση του σώµατος, δηλαδή πυκνή διακριτοποίηση (µικρά 
στοιχεία) στα σηµεία που έχουµε αυξηµένες τάσεις (π.χ. εγκοπές) και αραιά 
διακριτοποίηση (µεγάλα στοιχεία) στις περιοχές που δεν ενδιαφέρουν ως προς την 
αντοχή του σώµατος, δηλαδή εκεί που οι τάσεις είναι µικρές.  
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1.4.1 - ∆οµή εµπορικών προγραµµάτων ΠΣ 

Από την δεκαετία του 60 άρχισαν να αναπτύσσονται τα εµπορικά προγράµµατα 
Πεπερασµένων Στοιχείων. Σήµερα τα προγράµµατα αυτά µας δίνουν όχι µόνο τη 
δυνατότητα επίλυσης ενός προβλήµατος αλλά συνήθως περιέχουν και γραφικά 
υπό-προγράµµατα, τα οποία µας δίνουν τη δυνατότητα σχεδιασµού της 
γεωµετρίας της κατασκευής και την παρουσίαση των αποτελεσµάτων σε γραφική 
µορφή. Τα πιο διαδοµένα εµπορικά προγράµµατα ΠΣ είναι: NASTRAN, ANSYS, 
PRO – MECHANICA, ABAQUS, MARC, ADINA κλπ. Τα εµπορικά προγράµµατα 
ΠΣ αποτελούνται από τα εξής τµήµατα: 

 
 Προ-επεξεργαστής (Pre-processor):  

o Καθορισµός των τύπων στοιχείων και των ιδιοτήτων των υλικών 
o Κατασκευή της γεωµετρίας 
o ∆ιακριτοποίηση 

 
 Επίλυση 

o Συνοριακές συνθήκες 
o Φορτίσεις 
o Επίλυση 

 
 Μετα-επεξεργαστής (Post-processor) 

o Γραφικές απεικονίσεις της κατανοµής των τάσεων, παραµορφώσεων, 
δυνάµεων κλπ. 

o Γραφική απεικόνιση της παραµόρφωσης του σώµατος 
o Εξαγωγή αποτελεσµάτων για µετέπειτα επεξεργασία 

 

Παρακάτω αναφέρονται τα δεδοµένα που χρειάζονται για την ανάλυση µε ΠΣ, 
δηλαδή, ο τύπος των στοιχείων που χρησιµοποιείται για την διακριτοποίηση, οι 
ιδιότητες των υλικών, οι συνοριακές συνθήκες και οι φορτίσεις. 

 

1.4.2 - Τύποι πεπερασµένων στοιχείων 

Ράβδος: Το στοιχείο αυτό το χρησιµοποιούµε όταν µοντελοποιούµε ένα δικτύωµα 
όπου τα στοιχεία του µεταφέρουν µόνο αξονικές δυνάµεις. Το στοιχείο είναι 
γραµµικό και έχει δύο κόµβους, όπως φαίνεται στο Σχ. 2. Εκτός από τις ελαστικές 
ιδιότητες του υλικού (E , ν ) θα πρέπει να δώσουµε και το εµβαδόν της διατοµής 
της ράβδου.  
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(α) (β) 
Σχ. 2: (α) το στοιχείο ράβδος, (β) εφαρµογή 

 

∆οκός: Το στοιχείο αυτό το χρησιµοποιούµε όπως και τη ράβδο αλλά όταν έχουµε 
και πρόβληµα κάµψης. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα χρησιµοποίησης του 
στοιχείου είναι τα υποστυλώµατα κάθε τύπου (ακόµα και τα πόδια µιας καρέκλας 
ή ενός τραπεζιού). Το στοιχείο είναι γραµµικό και έχει δύο κόµβους (ή και τρεις), 
όπως φαίνεται στο Σχ. 3α. Χρησιµοποιώντας πολλά γραµµικά στοιχεία µπορούµε 
να µοντελοποιήσουµε και καµπύλες δοκούς, όπως φαίνεται στο παράδειγµα της 
κρεµάστρας του Σχ 3β. Εκτός από τις ελαστικές ιδιότητες του υλικού (E , ν ) θα 
πρέπει να δώσουµε και το εµβαδόν της διατοµής της δοκού καθώς και τις ροπές 
αδρανείας και την µέγιστη απόσταση µεταξύ των ακραίων σηµείων της διατοµής 
της. Τα στοιχεία αυτά είναι απαραίτητα για τον υπολογισµό των τάσεων σύµφωνα 
µε την θεωρία κάµψης δοκού.  

 

∆ισδιάστατα στοιχεία: Τα δισδιάστατα στοιχεία χρησιµοποιούνται για να 
µοντελοποιήσουµε επιφάνειες. Αν η επιφάνεια δέχεται και καµπτικές δυνάµεις, 
τότε χρησιµοποιούµε τα κελυφοειδή στοιχεία (shells), τα οποία είναι ίδια µε τα 
στοιχεία του Σχ 4, αλλά δέχονται και καµπτικές δυνάµεις. Εκτός από τις ελαστικές 
ιδιότητες του υλικού (E , ν ), στην περίπτωση των κελυφοειδών στοιχείων πρέπει 
να δώσουµε και το πάχος τους. Τα κελυφοειδή στοιχεία είναι πολύ χρήσιµα γιατί 
µοντελοποιούν µε µεγάλη ακρίβεια επιφάνειες που δέχονται δυνάµεις σε κάθετες 
προς αυτές διευθύνσεις, από την επιφάνεια ενός τραπεζιού µέχρι την άτρακτο ενός 
αεροπλάνου. 
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διατοµή δοκού 

 

 

(α) (β) 
Σχ. 3: (α) το στοιχείο δοκός, (β) εφαρµογή 

 

 

 
 

Σχ. 4: ∆ιδιάστατα στοιχεία 

 

Τρισδιάστατα στοιχεία: Τυπικά τρισδιάστατα στοιχεία φαίνονται στο Σχ. 5.  Τα 
µόνα δεδοµένα που χρειάζονται στην τρισδιάστατη ανάλυση είναι οι ελαστικές 
ιδιότητες του υλικού. 

 

Εκτός από τους παραπάνω τύπους στοιχείων, στα εµπορικά προγράµµατα ΠΣ 
είναι διαθέσιµα και πλήθος άλλων στοιχείων για πιο ειδικές εφαρµογές. Τέτοια 
στοιχεία είναι: το στοιχείο µάζα, το ελατήριο, το στοιχείο επαφής κλπ. 
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Σχ. 5: Τρισδιάστατα στοιχεία 

 

1.4.3 - Ιδιότητες των υλικών 

Εκτός από τις ελαστικές ιδιότητες των υλικών, τα προγράµµατα πεπερασµένων 
στοιχείων µας επιτρέπουν να καθορίσουµε όλη την συµπεριφορά του υλικού 
(διάγραµµα τάσης-παραµόρφωσης) ή να καθορίσουµε διαφορετικές ιδιότητες 
ανάλογα µε την θερµοκρασία ή διαφορετικές ιδιότητες σε διαφορετικές 
διευθύνσεις (ανισότροπα υλικά). 

 
 

1.4.4 - Συνοριακές συνθήκες 

Οι συνοριακές συνθήκες που καθορίζουµε στα προβλήµατα ανάλυσης τάσεων 
έχουν σχέση µε τη σύνδεση του σώµατος µε το περιβάλλον, και συνήθως 
αναφέρονται στον περιορισµό µετατόπισης (µετακίνησης) ενός τµήµατος του 
σώµατος. Έτσι στην περίπτωση πάκτωσης, άρθρωσης, κύλισης ή επαφής, 
περιορίζουµε κατάλληλα τον µετακίνηση του κόµβου που βρίσκεται στη θέση του 
συνδέσµου.  

 

1.4.5 – Φορτίσεις 

Οι φορτίσεις σε ένα µηχανικό πρόβληµα µπορεί να είναι συγκεντρωµένες 
δυνάµεις, κατανεµηµένες δυνάµεις και πιέσεις. Οι συγκεντρωµένες δυνάµεις 
επιβάλλονται στους κόµβους, οι κατανεµηµένες σε γραµµές ενώ οι πιέσεις σε 
επιφάνειες. Εκτός από τις δυνάµεις και πιέσεις, µπορούµε να έχουµε και φορτίσεις 
σε όλο τον όγκο του σώµατος, όπως είναι η µεταβολή θερµοκρασίας (που οδηγεί σε 
συστολή ή διαστολή) και η βαρύτητα.  
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1.5 - Απλοποιήσεις στην ανάλυση µε τη ΜΠΣ 

Πριν προχωρήσουµε στην κατασκευή της γεωµετρίας ενός σώµατος και στην 
ανάλυση είναι χρήσιµο να ελέγξουµε αν είναι δυνατή η απλοποίηση του 
προβλήµατος και, εποµένως, η ελαχιστοποίηση του χρόνου υπολογισµού. Όλα τα 
φυσικά προβλήµατα είναι κατά βάση τρισδιάστατα. Εντούτοις, σε πολλές 
περιπτώσεις, είναι δυνατή η µοντελοποίηση ενός προβλήµατος να γίνει 
διδιάστατα ή και µονοδιάστατα. Οι βασικοί τύποι απλοποίησης παρουσιάζονται 
παρακάτω. 

 

Μοντελοποίηση σε 1∆: Σε περιπτώσεις επίλυσης δικτυωµάτων, πλαισίων και 
µερικών µηχανισµών είναι δυνατή η µοντελοποίηση µε ράβδους ή δοκούς, τα 
οποία είναι γραµµικά στοιχεία. 

 

Μοντελοποίηση σε 2∆: Ανάλογα µε το πρόβληµα µπορούµε να έχουµε τις εξής 
απλοποιήσεις:  

 

Επίπεδη ένταση 

Στην περίπτωση που έχουµε πολύ λεπτές κατασκευές (το πάχος πολύ µικρό σε 
σχέση µε τις άλλες διαστάσεις) µπορούµε να µοντελοποιήσουµε το πρόβληµα σε 
δύο διαστάσεις θεωρώντας ότι η τάση στην κάθετη διεύθυνση είναι µηδέν (επίπεδη 
ένταση). Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η µοντελοποίηση ενός γραναζιού όπως 
φαίνεται στο Σχ. 6. 

 

Επίπεδη παραµόρφωση 

Στην περίπτωση που έχουµε κατασκευές µε πολύ µεγάλη τη µία διάσταση (π.χ. 
ένας αγωγός µεταφοράς πετρελαίου) µπορούµε να µοντελοποιήσουµε το 
πρόβληµα σε δύο διαστάσεις θεωρώντας ότι η παραµόρφωση στην διεύθυνση της 
µεγάλης διάστασης είναι µηδέν (επίπεδη παραµόρφωση). 
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Σχ. 6: ∆ιδιάστατη µοντελοποίηση ενός γραναζιού (επίπεδη ένταση) 
 

 

Συµµετρία στο επίπεδο 

Στην περίπτωση επίπεδων αναλύσεων (επίπεδη ένταση ή επίπεδη παραµόρφωση) 
µπορούµε να έχουµε και συµµετρία ως προς τους άξονες. Ένα τέτοιο παράδειγµα 
φαίνεται στο Σχ. 7. Αντί να µοντελοποιήσουµε όλη την πλάκα, µπορούµε να 
µοντελοποιήσουµε µόνο το ένα τέταρτο, θεωρώντας όµως συµµετρικές συνοριακές 
συνθήκες, δηλαδή ότι η µετατόπιση κάθετα στις γραµµές συµµετρίας είναι µηδέν.  

 

 
 

 

Σχ. 7: Συµµετρία στο επίπεδο 
 

Αξονοσυµµετρία 

Αξονοσυµµετρία έχουµε στην περίπτωση στερεών εκ περιστροφής. Ένα τέτοιο 
παράδειγµα είναι το αντικείµενο που φαίνεται στο Σχ. 8 και χρησιµοποιείται για 
την διάτρηση οπών. Αντί για το τρισδιάστατο αντικείµενο µπορούµε να 
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µοντελοποιήσουµε µόνο την γενέτειρα επιφάνεια του. Επειδή σπάνια τα 
αντικείµενα είναι τελείως αξονοσυµµετρικά, έγκειται στον µηχανικό να 
αποφασίσει αν µερικά γεωµετρικά στοιχεία µπορούν να παραβλεφτούν γιατί δεν 
επηρεάζουν την ανάλυση. Στο παράδειγµα του σχήµατος η µικρή οπή στο πάνω 
µέρος µπορεί να µην µοντελοποιηθεί επειδή οι µέγιστες τάσεις παρουσιάζονται 
στο δεξί τµήµα (το οποίο ανοίγει τις οπές).  

 

 

 

 
Σχ. 8: Αξονοσυµµετρία 
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Κεφάλαιο 2 

Τεχνικές Βελτιστοποίησης στο Σχεδιασµό Κατασκευών 

2.1 - Εισαγωγή 

Ο σκοπός των τεχνικών βελτιστοποίησης είναι η αναζήτηση και εύρεση της 
βέλτιστης σχεδίασης µιας κατασκευής. Θέτοντας κάποιους περιορισµούς όπως για 
παράδειγµα ένα όριο στην αναπτυσσόµενη τάση καθώς και έναν στόχο όπως ο 
ελάχιστος όγκος της κατασκευής, µπορούµε να προσδιορίσουµε τη γεωµετρία της 
κατασκευής που ικανοποιεί τους περιορισµούς και επιτυγχάνει τον στόχο. 

 

2.2 - Σχεδιασµός κατασκευών 

Παρακάτω παρουσιάζουµε τεχνικές βελτιστοποίησης που σχετίζονται µε 
κατασκευαστικές επιλογές σχεδίασης και υποδεικνύεται πώς αυτές οι µέθοδοι 
παρέχουν επάρκεια στη γεωµετρική βελτιστοποίηση των κατασκευών. 

 

2.2.1 - Μελέτη τάσεων (fully-stressed design) 

Η µελέτη αποκλειστικά της τάσης είναι εφαρµόσιµη µόνο για έλεγχο της αντοχής 
και δεν δύναται να αντιµετωπίσει άλλους περιορισµούς όπως όρια στη µετατόπιση 
ή στη συχνότητα. Η τεχνική αυτή δεν αποτελεί στην πραγµατικότητα µια µέθοδο 
βελτιστοποίησης, αλλά σε πολλές περιπτώσεις παρέχει µια ικανοποιητική λύση και 
δηµιουργεί µια αρκετή καλή αρχική σχεδιαστική πρόταση που µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί εν συνεχεία σε αναλύσεις βελτιστοποίησης όπου συνυπάρχουν 
επιπλέον περιορισµοί. 

 

Η βασική αρχή της τεχνικής είναι η ανάλυση της κατασκευής και ο προσδιορισµός 
της τάσης σε κάθε στοιχείο υπό κάθε συνθήκη φόρτισης. Έπειτα, κάθε στοιχείο 
µπορεί να αλλάξει µέγεθος έτσι ώστε η µέγιστη τάση να είναι ίση µε την 
επιτρεπόµενη. Αν για παράδειγµα η τάση σε ένα στοιχείο υπολογιστεί ίση µε 50 
MPa και η επιτρεπόµενη είναι 100, τότε η διατοµή του στοιχείου (π.χ. η ράβδος 
του Σχ. 1) µπορεί να µειωθεί κατά 50% και έτσι να διπλασιαστεί η αναπτυσσόµενη 
τάση. Αυτό βασίζεται στο γεγονός ότι η δύναµη στο στοιχείο θα παραµένει 
σταθερή, ακόµα και εάν το µέγεθος του έχει αλλάξει. Συνεπώς, µε την παραπάνω 
τεχνική µπορούν να επιλυθούν στατικά προβλήµατα µε µία µόνο ανάλυση, ενώ 
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για πιο περίπλοκες κατασκευές η µέθοδος λειτουργεί ικανοποιητικά 
πετυχαίνοντας µια βέλτιστη κατάσταση µε λίγες αναλύσεις. 

 

�

� �

�����  
 

2.2.2 - Σχεδίαση ∆ικτυωµάτων 

Η σχεδίαση δικτυώµατος αποτελεί αξιόλογη εφαρµογή των τεχνικών 
βελτιστοποίησης και αυτό διότι πολλές κατασκευές είναι δικτυώµατα ή µπορούν 
να αναλυθούν ως δικτυώµατα. 

 

Σχεδίαση ∆ικτυωµάτων µε τη διάταξη ως παράµετρο 

Παρακάτω περιγράφονται 3 τεχνικές σχεδίασης και βελτιστοποίησης 
δικτυωµάτων µε µεταβλητή τη διάταξη τους. 

 

Topological Design. Σε αυτή την περίπτωση δεν αναζητούµε µόνο το µέγεθος των 
ράβδων και τις θέσεις των αρθρώσεων, αλλά επιπλέον τον αριθµό των αναγκαίων 
αρθρώσεων και τον τρόπο σύνδεσης τους µε τις ράβδους. Έτσι, το µοντέλο των 
πεπερασµένων στοιχείων αλλάζει κατά τη διάρκεια της διαδικασίας 
βελτιστοποίησης και αφού δοκοί προστίθενται ή αφαιρούνται, αλλάζουν και οι 
µεταβλητές. Μία προσέγγιση στο παραπάνω πρόβληµα είναι να αναζητήσουµε τη 
βέλτιστη κατασκευή µε το ελάχιστο βάρος και µε µοναδικό περιορισµό την 
αναπτυσσόµενη τάση (Σχ 2α, β). Για να ικανοποιούνται και οι συνθήκες 
µετατόπισης, προστίθενται µερικές ράβδοι και συνεπώς αυξάνεται και το βάρος 
της κατασκευής. 
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Direct Application of optimization. Σε αυτή τη µέθοδο οι συντεταγµένες όλων των 
σχεδιαστικών µεταβλητών περιλαµβάνονται σε ένα σύστηµα εξισώσεων. Κατά τη 
διαδικασία της βελτιστοποίησης οι ράβδοι των οποίων η διατοµή τείνει προς το 
µηδέν απαλείφονται και δεν είναι εφικτό να επανέλθουν και συµπεριληφθούν στο 
δικτύωµα αργότερα. Σε πολλές εργασίες γίνεται χρήση αυτής της τεχνικής όπου 
παρουσιάζεται µεγάλη ποικιλία αλγορίθµων.  

 

Multilevel Design. Η διαδικασία αυτής της µεθόδου παρουσιάζεται σχηµατικά 
στην παρακάτω εικόνα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πρωτίστως, προσδιορίζουµε µια αρχική διάταξη της κατασκευής. Επόµενο βήµα 
µας είναι η βελτιστοποίηση αυτής της διάταξης ως προς το µέγεθος των δοκών. 
Αλλάζοντας δηλαδή τη γεωµετρία, λαµβάνουµε µια βέλτιστη κατασκευή, εφόσον 
ελαττώνεται το βάρος σε σχέση µε το βάρος της αρχικής κατασκευής. 
Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία αρκετές φορές οδηγούµαστε σε πολύ καλό 
αποτέλεσµα, εφόσον η γεωµετρία από την εκάστοτε προηγούµενη δοκιµή 
εξασφαλίζει µια πολύ καλή αρχική κατασκευή για τη επόµενη δοκιµή. 

 

Σχεδίαση ∆ικτυωµάτων µε προκαθορισµένη γεωµετρία 

Στην περίπτωση προκαθορισµένης γεωµετρίας αναζητείται η βέλτιστη κατασκευή 
ως προς την ανάπτυξη τάσεων, βέλους κάµψης και µετατόπισης. Έπειτα 
συµπεριλαµβάνεται και ο περιορισµός της συχνότητας για τον υπολογισµό της 
ακριβής βέλτιστης κατάστασης. 

Αλλαγή 
γεωµετρίας 

Βελτιστοποίηση 
Κατασκευής Ανάλυση 

επανάληψη 

Αρχή 

Αρχική 
κατασκευή 

Βελτιστοποίηση 
Κατασκευής Ανάλυση 
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2.2.3 Σχεδίαση κατασκευών προκαθορισµένης διάταξης 

Παρακάτω παρουσιάζονται κάποιες περιπτώσεις βελτιστοποίησης κατασκευών 
προκαθορισµένης διάταξης. Ο σκοπός εδώ είναι ο καθορισµός της γεωµετρίας και 
συνεπώς του βάρους των κατασκευών, ικανοποιώντας όµως κάποιους 
περιορισµούς. 

 

Συµπαγείς Κατασκευές 

Ο σχεδιασµός συµπαγών κατασκευών αποτελεί µια πολύπλοκη διαδικασία. 
Τέτοιες κατασκευές εµφανίζουν βασικά προβλήµατα όσον αφορά τη 
βελτιστοποίηση του σχηµατισµού τους, εφόσον η εξωτερική γεωµετρία τους πρέπει 
καθοριστεί αποτελεσµατικά. Οι προσεγγιστικές τεχνικές που έχουν αναπτυχθεί 
είναι περιορισµένες και είναι αναγκαίο να ενσωµατώσουµε την ανάλυση – µελέτη 
του προβλήµατος µε τη βελτιστοποίηση του. Έτσι, µια ανάλυση µε πεπερασµένα 
στοιχεία διεξάγεται, όταν οι δοκιµές βελτιστοποίησης απαιτούν αποτίµηση. 
Παρόλα αυτά, επειδή η πραγµατική διαµόρφωση της κατασκευής αλλάζει, η 
διακριτοποίηση των στοιχείων που δηµιουργήθηκε για την αρχική διαµόρφωση 
ίσως να µην είναι επαρκής και κατάλληλη καθ΄ όλη την πορεία της σχεδιαστικής 
διαδικασίας και της µελέτης. Γι΄ αυτό είναι απαραίτητο να διαθέτει το πρόγραµµα 
την ικανότητα της αυτόµατης αναπαραγωγής της διακριτοποίησης των στοιχείων. 
Έτσι, διασφαλίζεται πως τα αποτελέσµατα της ανάλυσης είναι πάντα αξιόπιστα. 

 

Εφόσον µια λεπτοµερείς ανάλυση απαιτείται σε κάθε βήµα της διαδικασίας 
βελτιστοποίησης, θα πρέπει να καθοριστεί το πρόβληµα ώστε να µειωθεί η 
υπολογιστική προσπάθεια. Μια θελκτική προσέγγιση στο παραπάνω είναι να 
οριστούν στην αρχή της ανάλυσης στοιχεία σχετικά µεγάλα και όχι οµοιόµορφα. 
Καθώς οι δοκιµές βελτιστοποίησης προχωρούν, η διακριτοποίηση 
επαναπροσδιορίζεται και βελτιώνεται στις περιοχές υψηλής συγκέντρωσης 
τάσεων, έτσι ώστε το µοντέλο των πεπερασµένων στοιχείων να εξασφαλίζει 
ορθότητα και συνεπώς να προσεγγιστεί η βέλτιστη κατάσταση. 

 

Εφόσον τα προβλήµατα των συµπαγών κατασκευών δεν είναι βασικά 
µονοδιάστατα, η χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης είναι ιδιαιτέρως ελκυστική, 
επειδή ο αριθµός των σχεδιαστικών παραµέτρων είναι αρκετά µικρός. Επιπλέον, 
αν ο αριθµός των µεταβλητών διατηρηθεί κάτω των 10, η βέλτιστη κατασκευή 
µπορεί να προσδιοριστεί µε λιγότερες από 50 αναλύσεις (δοκιµές). 
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Πολλά πρακτικά προβλήµατα σχεδίασης περιλαµβάνονται στην κατηγορία των 
συµπαγών κατασκευών και στις περισσότερες περιπτώσεις η αρχική έµφαση είναι 
η µείωση της συγκέντρωσης των τάσεων µε σκοπό να εξασφαλιστεί µια 
οµοιόµορφη κατανοµή των τάσεων στην κατασκευή. 

 

Σύνθετα Υλικά 

Τα σύνθετα υλικά παίζουν σηµαντικό ρόλο, ιδιαίτερα στις κατασκευές της 
αεροναυπηγικής. Ίνες πολύ υψηλής αντοχής (όπως για παράδειγµα ο γραφίτης) 
τοποθετούνται σε στρώµατα, συνήθως µε συγκόλληση, µε σκοπό τη δηµιουργία 
σύνθετης κατασκευής. Η κατεύθυνση των ινών στα διαφορετικά στρώµατα 
ποικίλει έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η αντοχή και η ανθεκτικότητα στις ανάγκες 
της κατασκευής. Βασικός σκοπός είναι ο προσδιορισµός του αριθµού των ινών για 
κάθε κατεύθυνση. Φυσικά, ο αριθµός των ινών αποτελεί µια ξεχωριστή µεταβλητή, 
αλλά µπορεί εύκολα να µοντελοποιηθεί και να θεωρηθεί σαν µια µεταβλητή, δηλ. 
το πάχος της ίνας, και όταν η βελτιστοποίηση ολοκληρωθεί, επιλέγεται ο 
πραγµατικός αριθµός των ινών που θα αποδώσουν το απαιτούµενο πάχος. 
Επιπλέον, οι διευθύνσεις των ινών µπορούν επίσης να θεωρηθούν σχεδιαστικές 
µεταβλητές, αν και στην πράξη κατασκευαστικοί λόγοι καθορίζουν τη διεύθυνση 
των ινών. 

 

Επειδή υπάρχει µεγάλος αριθµός πιθανών αποτυχηµένων καταστάσεων, 
περιλαµβανοµένης της διαµήκους και εγκάρσιας αστοχίας των ινών ή της 
επικίνδυνης εµφάνισης διατµητικών τάσεων, ο αριθµός των περιορισµών είναι 
επίσης πολύ µεγάλος, ειδικά όταν οι συνθήκες φόρτισης είναι πολλαπλές. 
Συνεπώς, οι κατασκευές από σύνθετα υλικά απαιτούν έλεγχο της αντοχής και 
βελτιστοποίηση µέσω Η-Υ, εφόσον ο αριθµός των σχεδιαστικών παραµέτρων και 
των συνθηκών είναι υπερβολικά µεγάλος για αναλυτική επίλυση.  
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Κεφάλαιο 3 

∆ιαδικασίες Βελτιστοποίησης 

Σε κάθε µελέτη βελτιστοποίησης χρησιµοποιούνται 2 βασικοί κανόνες. Αρχικά, 
λοιπόν, δεν πρέπει να προσδοκούµε µια διαδικασία βελτιστοποίησης που να 
σχεδιάζει αυτόµατα τα προϊόντα. Επιπλέον, αν και οι ρουτίνες βελτιστοποίησης 
είναι σήµερα πολύ δυνατές και αποδοτικές, πρέπει στην αρχή της µελέτης να 
ερευνήσουµε τι πραγµατικά µπορεί να συµβεί µε το προϊόν, όσον αφορά τη 
γεωµετρία του, τις ιδιότητες του και τη συµπεριφορά του, έτσι ώστε να γνωρίζουµε 
το πιθανό αποτέλεσµα της βελτιστοποίησης. Ακολουθώντας αυτή τη µεθοδολογία, 
εξοικονοµούµε χρόνο φτάνοντας στη βέλτιστη κατασκευή πιο σύντοµα. 

 

3.1 - 1η Φάση Βελτιστοποίησης 

Στην 1η Φάση, εξετάζονται διεξοδικά οι αρχικές ιδέες για την πιθανή διάταξη της 
κατασκευής, η οποία καθορίζει τη λειτουργία, το κόστος τη διαδικασία παραγωγής 
και την προώθηση του προϊόντος. Έτσι, ένα λογισµικό πακέτο Πεπερασµένων 
Στοιχείων µπορεί γρήγορα να µας τροφοδοτήσει µε άφθονες πληροφορίες που 
αφορούν τα παραπάνω στοιχεία. Συνεπώς, στην 1η Φάση εξετάζεται και εκτιµάται 
µεγάλο πλήθος µοντέλων, συγκρίνονται διάφορα υλικά, µέθοδοι παραγωγής, 
γεωµετρικές διατάξεις και καταγράφονται παραδοχές που µπορεί να αφορούν τις 
εξωτερικές συνθήκες, την ενδεχόµενη επιπρόσθετη φόρτιση κ.ά. Άρα, στην 1η Φάση 
γίνεται αρχικά µελέτη και καταγραφή µεγεθών που ενδιαφέρουν το χρήση, όπως 
το βάρος ή η µέγιστη τιµή της τάσης von Mises  για κάθε πιθανή περίπτωση της 
κατασκευής.  

 

Στο επόµενο στάδιο, λαµβάνεται µία ή και περισσότερες παράµετροι, που µπορεί 
να είναι το υλικό του µοντέλου, οι διαστάσεις του κ.τ.λ.. Έτσι, ξεκινά ένας έλεγχος 
που ονοµάζεται Local Sensitivity Study και µπορεί να αποφανθεί κατά πόσο η 
αλλαγή της τιµής µίας παραµέτρου είναι σηµαντική για την κατασκευή. Ο τρόπος 
λειτουργίας είναι ο εξής: λαµβάνεται η τιµή µίας παραµέτρου (π.χ. το µήκος του 
µοντέλου) και εκτελείται έρευνα για τη συµπεριφορά κάποιων χαρακτηριστικών 
µεγεθών (όπως είναι το βέλος κάµψης, η µέγιστη αναπτυσσόµενη τάση von Mises 
κ.ά.) για τη ληφθείσα τιµή της παραµέτρου και για τιµές 0.5%±  αυτής της τιµής. 
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Το αποτέλεσµα είναι ένα διάγραµµα ανάµεσα στην παράµετρο και κάποιο 
χαρακτηριστικό µέγεθος όπου µία ευθεία γραµµή ενώνει τα 2 σηµεία που έχουν 
προκύψει. Αν η κλίση της ευθείας είναι µεγαλύτερη από 1, τότε η παράµετρος 
αυτή επηρεάζει σηµαντικά τη συµπεριφορά του µοντέλου. Συµπεραίνουµε δηλ. ότι 
µία µικρή αλλαγή σε µία παράµετρο ( 0.5%± ) αυξάνει αισθητά κάποιο µέγεθος. 
Όµως πρέπει να είµαστε ιδιαίτερα προσεκτικοί στην περίπτωση που θέλουµε να 
εξετάζουµε µία παράµετρο για ένα µεγάλο εύρος τιµών. Τα αποτελέσµατα που θα 
πάρουµε από την Local Sensitivity Study µπορεί να µας παραπλανήσουν, αφού η 
αλλαγή µίας παραµέτρου δεν είναι πάντα γραµµική σε σχέση µε κάποιο µέγεθος 
και το διάγραµµα θα προκύψει στην Local Sensitivity Study δεν θα είναι 
αντιπροσωπευτικό. 

 

Ερευνώντας τη συµπεριφορά διαφόρων παραµέτρων, όπως περιγράφηκε 
παραπάνω, καταλήγουµε σε έναν αριθµό παραµέτρων οι οποίες επιδρούν 
περισσότερο στην κατασκευή, Έτσι, περιορίζουµε τον αριθµό των παραµέτρων 
που πρέπει να εξετασθούν διεξοδικά στο επόµενο στάδιο της 1ης Φάσης το οποίο 
ονοµάζεται Global Sensitivity Study. Αυτό το στάδιο παρέχει µία ολοκληρωµένη 
και ευκρινής εικόνα της κατασκευής αλλάζοντας µία παράµετρο, εφόσον η έρευνα 
γίνεται για όλο το εύρος των τιµών που µπορεί να πάρει η παράµετρος. Συνεπώς, 
λαµβάνουµε ένα γράφηµα όπου εµφανίζεται ξεκάθαρα η εκάστοτε τιµή για 
κάποιο µέγεθος καθώς αλλάζει η τιµή της παραµέτρου. 

 

Συµπερασµατικά, στην 1η Φάση εκτελούνται οι Local και Global Sensitivity 
Studies και κρίνοντας ο χρήστης τα αποτελέσµατα της εκάστοτε κατασκευή, 
περίπου 2 ή 3 ιδέες είναι πιο κοντά στο επιθυµητό προϊόν και να απαιτούν 
περαιτέρω διερεύνηση. Έτσι, οι πιο βιώσιµες ιδέες, οι οποίες ικανοποιούν τις 
απαιτήσεις σε κόστος, ποιότητα, λειτουργία και ευελιξία προώθησης περνούν στη 
2η Φάση βελτιστοποίησης, µειώνοντας τον απαιτούµενο χρόνο και τον κόπο για τη 
προσέγγιση του τελικού προϊόντος. Επιπλέον, η παραγωγή πρωτοτύπων στην 1η 
Φάση µπορεί να κριθεί επιθυµητή ή απαραίτητη, για τη διασφάλιση της ορθότητας 
των παραδοχών που έγιναν και τη διασταύρωση και επαλήθευση των 
αποτελεσµάτων. 
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3.2 - 2η Φάση Βελτιστοποίησης 

Η 2η Φάση πραγµατοποιείται µε τη χρήση αυτόµατων ρουτινών βελτιστοποίησης 
(Optimization Study), οι οποίες παρέχονται από τα λογισµικά βελτιστοποίησης. 
Συνεπώς, µαζί µε τον καθορισµό της αρχικής γεωµετρίας του µοντέλου, πρέπει να 
οριστούν στο πρόγραµµα ο στόχος, οι περιορισµοί και οι παράµετροι. Στις 
περισσότερες περιπτώσεις ο στόχος είναι η µείωση του βάρους, του όγκου ή του 
κόστους. Αν και αυτά τα 3 συνδέονται µεταξύ τους, υπάρχουν περιπτώσεις όπου 
το µοντέλο µπορεί να αποτελείται από διάφορα υλικά. Άρα, σε µια τέτοια 
περίπτωση το πρόγραµµα προσπαθεί αρχικά να µειώσει τον όγκο των πιο 
δαπανηρών ή βαριών τµηµάτων και εφόσον η µείωση δεν είναι επαρκείς, τότε 
συνεχίζει στα υπόλοιπα τµήµατα. 

 

Όσον αφορά τους περιορισµούς, αυτοί πρέπει να επιλεγούν µε προσοχή, διότι 
στην περίπτωση που δεν είναι ρεαλιστικοί, τότε το πρόγραµµα θα προσπαθεί για 
αρκετό χρόνο να προσαρµόσει το µοντέλο στις απαιτήσεις, µέχρις ότου να 
εγκαταλείψει την προσπάθεια. Ο καλύτερος και ασφαλέστερος τρόπος να 
διασφαλίσει κάποιος ότι οι περιορισµοί είναι λογικοί είναι η εκτέλεση µελέτης 
τύπου Global Sensitivity πριν την έναρξη της βελτιστοποίησης. Έτσι, θα 
εξασφαλιστεί ότι υπάρχει µέσα στα όρια των περιορισµών τουλάχιστον µία λύση. 
Οι περιορισµοί που συνήθως ορίζονται είναι η µέγιστη επιτρεπόµενη τάση, η 
ελάχιστη επιτρεπόµενη µετατόπιση αλλά επίσης και κάποιο όριο για το βάρος ή 
κάποια τιµή για τη ροπή αδράνειας. 

 

Τέλος, οι παράµετροι που καθορίζονται είναι αυτοί που έχουν εντοπιστεί 
νωρίτερα στην 1η Φάση και όπως έχουµε ήδη αναφέρει είναι παράµετροι που 
επιδρούν σηµαντικά στη συµπεριφορά της κατασκευής. Επίσης, ο περιορισµός 
στον αριθµό των παραµέτρων έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση του χρόνου που 
απαιτείται προκειµένου να ολοκληρωθεί η έρευνα της βελτιστοποίησης. Εξάλλου 
είναι πιο αποδοτικό να ξεκινήσει η διαδικασία βελτιστοποίησης κοντά στη 
βέλτιστη διάταξη που έχει κρίνει ο χρήστης και να την τελειοποιήσει. Μπορεί 
φυσικά να φαίνεται ότι ο χρήστης κάνει τη δουλειά του λογισµικού, αλλά ο 
αλγόριθµος βελτιστοποίησης δεν έχει την ευφυΐα και δεν µπορεί να προβλέψει 
πιθανά σφάλµατα. 
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Κεφάλαιο 4 

Αναλυτική Επαλήθευση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
Εφελκούµενης Ράβδου 

4.1 - Αναλυτική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
Εφελκούµενης Ράβδου 

Παρακάτω θα παρουσιάσουµε την επίλυση ενός προβλήµατος γεωµετρικής 
βελτιστοποίησης αρχικά µε αναλυτικό τρόπο, έτσι ώστε να υπάρχει η επαλήθευση των 
αποτελεσµάτων που θα προκύψουν εν συνεχεία από την επίλυση µε χρήση του Pro – 
Mechanica.  

 

 Χαλύβδινη ράβδος κυκλικής διατοµής και µήκους 1m=l  είναι πακτωµένη στo 
άκρο της A, ενώ στο ελεύθερο άκρο Β ασκείται εφελκυστική δύναµη F=10000 N. Η 
διάµετρος d της διατοµής µπορεί να κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 8 20mm÷  (Σχ. 
1). ∆ίνεται το µέτρο ελαστικότητας Ε=200000 N/mm2 και η πυκνότητα ρ=7800 
kg/m3. Ζητείται η επίλυση για τις 2 παρακάτω περιπτώσεις: 

 

1η Περίπτωση: 

Θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το βάρος της ράβδου, θέτοντας τις εξής συνθήκες: 

µέγιστη τάση σ= 100 N/mm2 

µέγιστη παραµόρφωση ε= 0.001  

(δηλ. µέγιστη επιµήκυνση 0.001 1000 1mmε∆ = ⋅ = ⋅ ⇔ ∆ =l l l ) 

 

2η Περίπτωση: 

Θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το βάρος της ράβδου, θέτοντας τις εξής συνθήκες: 

µέγιστη τάση σ= 100 N/mm2 

µέγιστη παραµόρφωση ε= 0.0003 

(δηλ. µέγιστη επιµήκυνση 0.0003 1000 0.3mmε∆ = ⋅ = ⋅ ⇔ ∆ =l l l ) 
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Αναλυτική Επίλυση 

1η Περίπτωση 

Το βάρος της ράβδου δίνεται από τον τύπο: 

ldggAlW
4

2πρρ ==  

Για να ικανοποιούνται και οι 2 δύο συνθήκες συγχρόνως θα πρέπει να ισχύει: 

2

2

100MPa100MPa100MPa 4
0.001 0.001 0.001

4

FF
dA
F

E d

σ π
ε δ

π

   ≤≤   ≤     ⇔ ⇔ ⇔     ≤     ≤ ≤
      l

 

2

2

10000
100 4 11.3mm
10000 8.0mm

200000 0.001 4

d
d
dd

π

π

 ≥  ≥   ⇔   ≥  ≥ ≤
  

 

 

Άρα, για να ικανοποιούνται και οι 2 συνθήκες θα πρέπει η διάµετρος να είναι 11.3 
mm=0.0113 m. Συνεπώς, το ελάχιστο βάρος της ράβδου είναι: 

2 20.01137800 10 1
4 4

π πρ= ⇔ = ⋅ ⋅ ⇔l
dW g W 8.0 N=W  

 

2η Περίπτωση 

Εργαζόµαστε αντίστοιχα µε την 1η περίπτωση.  

Εφόσον πρέπει να ικανοποιούνται και 2 δύο συνθήκες ταυτόχρονα, έχουµε: 

2

2

100MPa100MPa100MPa 4
0.0003 0.0003 0.0003

4

FF
dA
F

E d

σ π
ε δ

π

   ≤≤   ≤     ⇔ ⇔ ⇔     ≤     ≤ ≤
      l
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2

2

10000
100 4 11.3mm
10000 14.6mm

200000 0.0003 4

d
d
dd
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Συνεπώς, για d=14.6 mm ικανοποιούνται και οι 2 συνθήκες. Το ελάχιστο βάρος της 
κατασκευής είναι: 

 
2 20.01467800 10 1

4 4
π πρ= ⇔ = ⋅ ⋅ ⇔l
dW g W 13N=W  

 
4.2.1 - Αριθµητική Επίλυση στο Pro- Mechanica 

 
 Βασικές εντολές σχεδίασης στο Pro – Engineer  

 

Για τη δηµιουργία της ράβδου στο Pro – Engineer, επιλέγουµε File  New και στο 
παράθυρο που ανοίγει διαλέγουµε part, ενώ από την υποεπιλογή “use default 
template” διαλέγουµε ως µονάδες για το µοντέλο mmns_part_solid. Πατάµε Ok και 
είµαστε έτοιµοι να σχεδιάσουµε τη ράβδο. 

 

Επιλέγουµε Insert  Extrude και από την επιλογή 
placement  define διαλέγουµε ως επίπεδο σχεδίασης 
Front και πατάµε Sketch.  

 

Σχεδιάζουµε τη διατοµή της ράβδου, δηλ έναν κύκλο και δίνουµε αρχική τιµή για 
τη διάµετρο 11 mm. Πατάµε το κουµπί  και δίνουµε για µήκος 1000 mm. 

 
 

 

 
 

 Ανάλυση στο Pro- Mechanica 
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Αφού έχουµε ολοκληρώσει τη δηµιουργία του µοντέλου στο Pro – Engineer, 
επιλέγουµε Applications  Mechanica για να ξεκινήσουµε την επίλυση. 

 

Αρχικά θα καθορίσουµε τη φόρτιση και την στήριξη από το menu Insert. 
Επιλέγοντας Force / Moment Load µας εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο. 
∆ιαλέγουµε ως surface τη δεξιά επιφάνεια της ράβδου και στην περιοχή Force 
δίνουµε στον άξονα Z την τιµή 10000. Έπειτα επιλέγουµε Displacement Constraint 
για να ορίσουµε την πάκτωση. Επιλέγουµε την αριστερή επιφάνεια και θέτουµε 
όλες τις µετακινήσεις και τις περιστροφές µηδέν. 

 
 

  
 

Από το menu Properties  Materials καθορίζουµε το υλικό της ράβδου σε χάλυβα 
(steel). 

 

Στη συνέχεια διαλέγουµε από το menu Analysis  Mechanica Analyses / Studies και 
στο νέο παράθυρο File  New Static. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο. 
∆ίνουµε όνοµα και ορίζουµε ως µέθοδο τη Multi – Pass Adaptive µε µέγιστο 
πολυωνυµικό βαθµό 9. Πατάµε Ok και Run  Start. 
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Από το menu Analysis διαλέγουµε Results για να εντοπίσουµε τη µέγιστη 
µετατόπιση και τη µέγιστη τάση, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

Έχουµε, λοιπόν, µέγιστη µετατόπιση 0.5 mm και µέγιστη τάση 120 Ν/mm2.Οι τιµές 
αυτές προκύπτουν για διάµετρο 11 mm.  
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4.2.2 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Εν συνεχεία θα εξετάσουµε τις 2 περιπτώσεις µε τους περιορισµούς που έχουµε 
θέσει. 

 

1η Περίπτωση: 

Αρχικά, θα αναζητήσουµε την ελάχιστη µάζα της ράβδου υπό τις συνθήκες ότι η 
µέγιστη τάση δε θα ξεπερνά την τιµή 100 Ν/mm2 και η µέγιστη παραµόρφωση 
την τιµή 0.001 (δηλ. η µέγιστη επιµήκυνση δε θα υπερβαίνει την τιµή 1 mm). 

 

Η παράµετρος µας είναι η διάµετρος της διατοµής της ράβδου. Έτσι, επιλέγουµε 
Analysis  Mechanica Design Controls και Design Params. ∆ιαλέγουµε ως 
παράµετρο τη διάµετρο και ορίζουµε εύρος τιµών από 8 έως 20 mm όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 
 

 
 

∆ιαλέγουµε από το menu Analysis  Mechanica Analyses / Studies και έπειτα File  
New Design Study. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο όπου ορίζουµε ως στόχο 
την ελαχιστοποίηση του βάρους (minimize total mass) υπό τους περιορισµούς η 
µέγιστη τάση ZZ να είναι µικρότερη του 100 Ν/mm2 και η επιµήκυνση λόγω 
εφελκυσµού µικρότερη από 1 mm. Πατάµε Accept και Run  Start. 
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Αφού ολοκληρωθεί η επεξεργασία, ζητάµε το διάγραµµα συνολικού βάρους και 
δοκιµών βελτιστοποίησης.  

 

Παρατηρούµε ότι η διαδικασία βελτιστοποίησης σταµατάει στη δεύτερη δοκιµή 
για βάρος περίπου ίσο µε 0.00081t 8.0 N≈ =0.0008t , όσο δηλαδή είχαµε 
υπολογίσει και στην αναλυτική επίλυση. 
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Παρακάτω εµφανίζονται τα διαγράµµατα µεταξύ µέγιστων τάσεων και διαµέτρου 
(max _ stress _ zz – d1) και µέγιστης επιµήκυνσης και διαµέτρου (max _ disp_ Z – 
d1). Παρατηρούµε ότι για την τιµή 11 mm της διαµέτρου, η µέγιστη τάση είναι 
περίπου ίση µε 100 Ν/mm2, ενώ για την ίδια τιµή της διαµέτρου η µέγιστη 
µετατόπιση είναι περίπου 0.5 mm < 1 mm. Αυτό ήταν αναµενόµενο βάσει της 
αναλυτικής επίλυσης, αφού και οι 2 συνθήκες που θέσαµε ικανοποιούνται 
ταυτόχρονα όταν 11mm≥d . 
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2η Περίπτωση: 
 

Στη 2η περίπτωση αναζητούµε την ελάχιστη µάζα της ράβδου υπό τις συνθήκες ότι 
η µέγιστη τάση δε θα ξεπερνά την τιµή 100 Ν/mm2 και η µέγιστη παραµόρφωση 
την τιµή 0.0003 (δηλ. η µέγιστη επιµήκυνση δε θα υπερβαίνει την τιµή 0.3 mm). 

 

Η παράµετρος µας είναι ξανά η διάµετρος της διατοµής της ράβδου µε όρια τιµών 
8 έως 20 mm. 

 

Όπως φαίνεται και στο παρακάτω παράθυρο, θέτουµε ως στόχο την 
ελαχιστοποίηση του βάρους (minimize total mass) και τις 2 συνθήκες (max stress zz < 
100, max disp z < 0.3). 

 

 

 
 

Το διάγραµµα που προκύπτει δείχνει ότι οι περιορισµοί ικανοποιούνται για 
ελάχιστο βάρος 0.0013 t, όσο είχαµε υπολογίσει και στην αναλυτική επίλυση. 
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Βγάζοντας και τα διαγράµµατα µέγιστης τάσης zz και παραµέτρου (d1) και 
µέγιστης επιµήκυνσης και παραµέτρου, παρατηρούµε ότι για d= 14.6 mm η 
επιµήκυνση είναι 0.3 mm, αλλά η τάση είναι 65 Ν/mm2 < 100 Ν/mm2. Αυτό 
συµβαίνει διότι για την τιµή 14.6 mm της διαµέτρου, ικανοποιούνται 
ταυτόχρονα και οι 2 συνθήκες. 
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Κεφάλαιο 5 

Αναλυτική Επαλήθευση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
Καµπτόµενου Προβόλου 

5.1 - Αναλυτική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
Καµπτόµενου Προβόλου 

Παρακάτω τίθεται ένα πρόβληµα γεωµετρικής βελτιστοποίησης για έναν πρόβολο 
διατοµής ∆ιπλού Ταυ και παρουσιάζεται η αναλυτική επίλυση του καθώς και η 
αριθµητική επίλυση του στο Pro – Mechanica.  

 

 Πρόβολος µήκους 1m=l  φορτίζεται στο ελεύθερο άκρο του µε δύναµη F=30000 
N (Σχ. 1).  Η διατοµή του είναι διπλό ταυ µε διαστάσεις b για το πάχος, 3b για το 
ύψος του κορµού και α για το πλάτος του πέλµατος (Σχ. 2). Το µέτρο 
ελαστικότητας είναι Ε= 200000 Ν/mm2. Αν το εµβαδόν της διατοµής είναι 
σταθερά ίσο µε 15000 mm2, δηλ. 2 22 3 σταθ. 15000mm+ = =ab b , ζητούνται οι 
διαστάσεις της διατοµής µε b>25 mm, έτσι ώστε το βέλος κάµψης στο ελεύθερο 
άκρο του προβόλου να µην υπερβαίνει την τιµή 1 mm και συγχρόνως να 
ελαχιστοποιείται η τάση. 
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Αναλυτική Επίλυση 

 
Η ροπή αδράνειας της διατοµής σύµφωνα µε το θεώρηµα του Steiner ισούται µε    

( ) ( )33
2 3 3 43 1 272 2 8

12 12 6 12
 

= + + ⇔ = + + 
 

x x

b babI ab b I ab ab b .   (1) 

 

Επίσης, επειδή το εµβαδόν της διατοµής θέλουµε να παραµένει σταθερό, έχουµε: 
2 22 3 15000mm+ = ⇔ab b

215.000 3
2
−

=
ba

b
   (2) 

 
 
Επειδή όµως πρέπει να ισχύει b<α τότε από τη σχέση (2) έχουµε: 
 

215.000 3 54.8mm
2
−

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤
bb a b b

b
 

 

Συνεπώς, το b µπορεί να κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 25 54÷ .  

 

Για την επίλυση δηµιουργούµε σε ένα λογιστικό φύλλο του Excel τον παρακάτω 
Πίνακα.  

 

Θέτουµε τιµές για το b 25 54÷ , υπολογίζουµε το α από την σχέση 
215000 3

2
ba

b
−

=  

και τη ροπή αδράνειας από τη σχέση 3 3 41 278
6 12

I ab ab b= + + . 

Το βέλος κάµψης στο ελεύθερο άκρο του προβόλου δίνεται από τη σχέση 
3

3
Py EI= l  και η ορθή τάση στην ανώτατη ίνα από τη σχέση maxP y

Iσ = l , όπου 

ymax=2.5b, P=30000 N, E=200000 N/mm2, 1000 mm=l . 
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Υπολογισµοί σε Πρόβολο  διατοµής ∆ιπλού Ταυ:                                 
ορθή τάση (σ) στην ανώτατη ίνα  και βέλος κάµψης (y) στο ελεύθερο άκρο 

Πάχος       
∆ιπλού Ταυ 

Μήκος πέλµατος       
∆ιπλού Ταυ Ροπή Αδράνειας 

Βέλος κάµψης στο 
ελεύθερο άκρο του 

προβόλου 

Ορθή τάση σε 
απόσταση y=2.5b 

b           
(mm) 

a=(15000-3*b^2)/(2*b)  
(mm) 

I               
(mm^4) 

y=P*l^3/3*E*I           
(mm) 

σ=P*l*y/I           
(N/mm^2) 

25 262.50 34375000 1.455 54.5 
26 249.46 36835240 1.357 52.94 
27 237.28 39336840 1.271 51.48 
28 225.86 41873440 1.194 50.15 
29 215.12 44438440 1.125 48.94 
30 205.00 47025000 1.063 47.85 
31 195.44 49626040 1.008 46.85 
32 186.38 52234240 0.957 45.95 
33 177.77 54842040 0.912 45.13 
34 169.59 57441640 0.870 44.39 
35 161.79 60025000 0.833 43.73 
36 154.33 62583840 0.799 43.14 
37 147.20 65109640 0.768 42.62 
38 140.37 67593640 0.740 42.16 
39 133.81 70026840 0.714 41.77 
40 127.50 72400000 0.691 41.44 
41 121.43 74703640 0.669 41.16 
42 115.57 76928040 0.650 40.95 
43 109.92 79063240 0.632 40.79 
44 104.45 81099040 0.617 40.69 
45 99.17 83025000 0.602 40.65 
46 94.04 84830440 0.589 40.67 
47 89.07 86504440 0.578 40.75 
48 84.25 88035840 0.568 40.89 
49 79.56 89413240 0.559 41.10 
50 75.00 90625000 0.552 41.38 
51 70.56 91659240 0.545 41.73 
52 66.23 92503840 0.541 42.16 
53 62.01 93146440 0.537 42.67 
54 57.89 93574440 0.534 43.28 

 
 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 40

Από τον Πίνακα παρατηρούµε ότι το βέλος κάµψης δεν υπερβαίνει την τιµή 1 
mm, όταν το b γίνεται µεγαλύτερο του 32. Η ελάχιστη τάση (40.65 N/mm2) 
αναπτύσσεται, όταν το b γίνεται 45 mm. Συνεπώς, και τα 2 κριτήρια 
ικανοποιούνται όταν b=45 mm. 

 

Παρακάτω ακολουθούν τα διαγράµµατα b-y και σ-b. Από το 1ο διάγραµµα βέλους 
κάµψης - πάχους παρατηρούµε ότι το βέλος κάµψης γίνεται περίπου 1mm όταν 

32b ≈ , ενώ από το 2ο διάγραµµα παρατηρούµε ότι η τάση γίνεται ελάχιστη, όταν 

το b γίνεται περίπου 40 mm. 

 

∆ιάγραµµα b-y
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5.2.1 - Αριθµητική Επίλυση µε Pro – Mechanica 

 Βασικές οδηγίες σχεδίασης µοντέλου στο Pro – Engineer 

Αρχικά σχεδιάζουµε τη διατοµή του ∆ιπλού Ταυ στο επίπεδο XY, δηλ. στο Front. 
∆ίνουµε πάχος στο πέλµα της διατοµής ίσο µε 40. Επειδή οι υπόλοιπες διαστάσεις 
(ύψος κορµού, µήκος πέλµατος, πάχος κορµού) της διατοµής συσχετίζονται µε το 
πάχος, εισάγουµε κάποιες σχέσεις από το menu Tools  Relations.  

 

 
 

Παρατηρούµε ότι το πάχος της διατοµής συµβολίζεται µε sd18. Mε τον 1ο 
συσχετισµό (sd2=(15000-3*sd18*sd18)/(2*sd18)) ορίζουµε τη διάσταση του µήκους 
του πέλµατος. Υπενθυµίζουµε ότι το εµβαδόν τη διατοµής πρέπει να παραµένει 
σταθερό µε 15000 mm2 (βλ. σχέση (2) στην αναλυτική επίλυση). 

 

Με το 2ο συσχετισµό (sd17=3*sd18) ορίζουµε το ύψος του κορµού σε σχέση µε το 
πάχος και µε τον (sd19=sd2/2-sd18/2) εξασφαλίζουµε έµµεσα το πάχος του κορµού 
να είναι ίσο µε το πάχος του πέλµατος. 

 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 42

Ολοκληρώνουµε τη 
διαδικασία και δίνουµε 
µήκος στη δοκό ίσο µε 
1000. 

 

 

 

 Ανάλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Application  Mechanica για τη µετάβαση στο Pro – Mechanica. 

Ξεκινάµε να ορίσουµε στήριξη και φόρτιση στη δοκό. ∆ιαλέγοντας Insert  
Displacement Constraint καθορίζουµε πάκτωση στο αριστερό άκρο της δοκού. 

Έπειτα από Insert  Force / Moment Load διαλέγουµε την δεξιά επιφάνεια (surface) 
που θα δεχτεί τη φόρτιση. 

 

 

Η δοκός µας πρέπει να δείχνει όπως παρακάτω. 
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Στη συνέχεια από το menu Properties  Materials καθορίζουµε το υλικό της δοκού 
που είναι steel. 

Έπειτα διαλέγουµε AutoGem  Settings και Limits για να αλλάξουµε το µέγεθος 
των στοιχείων και να βελτιώσουµε την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Αλλάζουµε 
τις τιµές όπως φαίνεται στην παρακάτω καρτέλα και πατάµε Ok. 

 

 

Εν συνεχεία επιλέγουµε AutoGem  Control και εµφανίζεται το ακόλουθο 
παράθυρο. 
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Επιλέγουµε τις ακµές στα πέλµατα της δοκού και θέτουµε τιµή στο Number of Nodes 
4. Έτσι, αυξάνουµε τα στοιχεία στην περιοχή των πελµάτων. 

 

 

 

Ολοκληρώνουµε τη διαδικασία και διαλέγουµε AutoGem  Create και βλέπουµε 
τα στοιχεία που αποτελούν τη δοκό. 
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Ξεκινάµε την ανάλυση διαλέγοντας Analysis  Mechanica Analyses / Studies. 

 

 

 

Στο παράθυρο των αποτελεσµάτων διαλέγουµε το αρχείο µας και ζητάµε αρχικά 
τη µετατόπιση κατά τον άξονα επιβολής της φόρτισης (max_disp_Υ). Επίσης στην 
καρτέλα Display options τσεκάρουµε τις επιλογές Deformed και Show element edges. 
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Έχουµε το παρακάτω αποτέλεσµα όπου φαίνεται ότι η µέγιστη µετατόπιση είναι 
0.7 mm, όσο έχει υπολογιστεί και στον Πίνακα της Αναλυτικής Επίλυσης για b=40 
mm. 

 

 

 

Επανερχόµαστε στο παράθυρο των αποτελεσµάτων διαλέγουµε το αρχείο µας και 
ορίζουµε stress και ΖΖ, εφόσον αναζητούµε την τάση σzz. Στην καρτέλα Display 
options επιλέγουµε Deformed και continuous tone. 
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Πατώντας Ok and Show έχουµε το παρακάτω αποτέλεσµα. 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι στις γωνίες του πέλµατος υπάρχει υψηλή συγκέντρωση τάσεων, 
το οποίο είναι αναµενόµενο. Η τιµή της τάσης σzz που µας ενδιαφέρει είναι η 42 
N/mm2, όπως φαίνεται και στον Πίνακα στην αναλυτική επίλυση. Αυτή η τιµή 
απευθύνεται στην ορθή τάση που αναπτύσσεται στην ακρότατη ίνα λόγω κάµψης. 

 

Σηµείωση: Αν αντί να εφαρµόσουµε τη φόρτιση σε επιφάνεια (surface), την 
εφαρµόζαµε σε ακµή (edge) ή σηµείο (point) δεν θα είχαµε το παραπάνω 
αποτέλεσµα, καθώς θα υπήρχε πολύ µεγάλη συγκέντρωση τάσεων στην ακµή ή το 
σηµείο. Παρακάτω φαίνεται το µοντέλο µε τις µέγιστες τιµές της σzz για τις 2 
προαναφερόµενες περιπτώσεις. 
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5.2.2 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Παρακάτω θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά του προβόλου, καθώς µεταβάλλεται 
το πάχος b. 

Αρχικά, επιλέγουµε Analysis  Mechanica Design Controls και από το menu 
manager Design Params. ∆ιαλέγουµε Create και επιλέγουµε τη διάσταση του πάχους 
(η οποίο έχει τρέχουσα τιµή 40). Θέτουµε τα όρια για το b, δηλ. από 25 έως 54 mm.  

 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 49

 

 

Πατάµε Accept, Done και Done / Return. 

∆ιαλέγουµε Analysis  Mechanica Analyses / Studies και ορίζουµε µια νέα ανάλυση 
όπως φαίνεται παρακάτω. 

 

 

 

Πατάµε Accept και Start.  Η διαδικασία διαρκεί λίγα λεπτά, ενώ µπορούµε να 
δούµε την πρόοδο της επεξεργασίας επιλέγοντας Info  Status. 
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Από το παράθυρο αποτελεσµάτων 
ζητάµε την γραφική παράσταση 
ανάµεσα στην παράµετρο d3 δηλ. το 
πάχος b και στη µέγιστη µετατόπιση 
(max_disp_Y) όπως φαίνεται δίπλα. 

 

 

 

 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η µετατόπιση γίνεται µικρότερη του 1mm, όταν το d3 
(δηλ. το πάχος του ∆ιπλού Ταυ) είναι µεγαλύτερο της τιµής 32 mm. 

 

Εν συνεχεία ζητάµε το γράφηµα ανάµεσα στην παράµετρο d3 και την 
αναπτυσσόµενη ορθή τάση. 
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Από το γράφηµα παρατηρούµε ότι για d3≈  45 mm, η αναπτυσσόµενη τάση 
γίνεται ελάχιστη. 

 

Συνεπώς, και οι 2 συνθήκες ικανοποιούνται ταυτόχρονα, όταν d3≈  45 mm. 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 52

 

Κεφάλαιο 6 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
δοκού ως 3σδιάστατο µοντέλο 

6.1 - Παράδειγµα 1 

Το παρακάτω παράδειγµα µελετά µία δοκό µήκους 200 mm και ορθογωνικής 
διατοµής διαστάσεων 25*50 mm. Η δοκός είναι πακτωµένη και στο ελεύθερο άκρο 
εφαρµόζεται δύναµη ίση µε 700 Ν. Η βελτιστοποίηση που θα λάβει χώρα αφορά 
τη µείωση του όγκου της δοκού υπό την προϋπόθεση ότι η µέγιστη τάση von Mises 
δε θα υπερβαίνει την τιµή 41 Ν/mm2. Οι παράµετροι που θα θέσουµε για τη 
διεξαγωγή της βελτιστοποίησης είναι το ύψος και το πλάτος της διατοµής. 

 
 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης δοκού ορθογωνικής διατοµής στο 
Pro – E 

Το µοντέλο που θα δηµιουργήσουµε στο Pro – Engineer είναι µία δοκός 
ορθογωνικής διατοµής. Επιλέγουµε, λοιπόν,  File  New, διαλέγουµε part και 
εφόσον δεν έχουµε µαρκάρουµε την επιλογή “use default template”, ανοίγει ένα 
παράθυρο διαλόγου από όπου επιλέγουµε να δουλέψουµε µε µονάδες mm-N-s 
(millimeter- Newton – second). Πατάµε Ok. 
 

  

Συνεχίζουµε διαλέγοντας Insert  Extrude και από το Placement  Define 
επιλέγουµε επίπεδο σχεδίασης Right. Σχεδιάζουµε τη διατοµή της δοκού σύµφωνα 
µε τις διαστάσεις του παρακάτω σχήµατος. 
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Ολοκληρώνουµε τη διαδικασία πατώντας το εικονίδιο   και στη συνέχεια 
αλλάζουµε το µήκος της δοκού σε 200.  

 

 
 

6.2 – Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Applications  Mechanica για να µεταβούµε στο περιβάλλον του Pro – 
Mechanica. Στο παράθυρο Info Unit πατάµε Continue και στο Model Type, Ok. 
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∆ιαλέγουµε Insert  Displacement Constraint για να ορίσουµε την στήριξη. 
Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο από το βέλος στην περιοχή Reference 
επιλέγουµε την επιφάνεια στο αριστερό άκρο της δοκού. Στην περιοχή Translation 
και Rotation µαρκάρουµε όλα τα κουµπιά (επιλογή Fixed) όπως φαίνεται 
παρακάτω. Έτσι, έχουµε ορίσει πάκτωση στο αριστερό άκρο της δοκού. 

 

 

Έπειτα, επιλέγουµε Insert  Force / Moment Load για να καθορίσουµε τη φόρτιση. 
Επιλέγουµε ξανά από την περιοχή References την επιφάνεια στο δεξιό άκρο της 
δοκού και στην περιοχή Force θέτουµε στο Z την τιµή 700. Καθορίζουµε δηλ. 
επιβολή φορτίου 700 Ν κατά τον άξονα Ζ. 
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Τέλος, επιλέγουµε Properties  Materials και από τα υλικά που υπάρχουν στον 
κατάλογο, διαλέγουµε Steel και από το κουµπί Assign  Part διαλέγουµε όλο το 
αντικείµενο. 

 

 
 

Το µοντέλο µας πρέπει να εµφανίζεται όπως παρακάτω, δηλ. µε τα σύµβολα της 
πάκτωσης αριστερά και τις δυνάµεις στον άξονα Ζ στη δεξιά επιφάνεια. 

 

 
 

Στη συνέχεια, επιλέγουµε AutoGem  Create για να δούµε τα στοιχεία που 
απαρτίζουν το µοντέλο µας. 
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Παρατηρούµε ότι η διακριτοποίηση είναι αρκετά αραιή, καθώς το πρόγραµµα 
χρησιµοποιεί τις Default τιµές για τα µεγέθη των στοιχείων. Για να µικρύνουµε το 
µέγεθος των στοιχείων επιλέγουµε AutoGem  Settings και στη συνέχεια Limits. 
Στις περιοχές Edge Max – Min, Face Max – Min, Max Aspect Ratio, δίνουµε τις τιµές 
όπως φαίνονται στο παρακάτω δεξιά παράθυρο. 

 

  
Default Τιµές Τροποποιηµένες Τιµές 

 

∆ιαλέγουµε ξανά AutoGem  Create και βλέπουµε το µοντέλο µας µε βελτιωµένη 
διακριτοποίηση. 
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Στη συνέχεια, από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και 
στο παράθυρο που ανοίγει File  New Static για να καθορίσουµε το είδος της 
ανάλυσης. 

 

 
 

Αρχικά, δίνουµε ένα όνοµα στην ανάλυση (περιοχή name) και ορίζουµε την 
στήριξη και τη φόρτιση που έχουµε ήδη δηµιουργήσει (δηλ. τα ConstaintSet1 και 
LoadSet1 που είναι προεπιλεγµένα από το πρόγραµµα). 
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Από τη λίστα στη µέθοδο της ανάλυσης διαλέγουµε Quick Check απαιτώντας έτσι 
έναν γρήγορα έλεγχο, τα αποτελέσµατα του οποίου δεν είναι πάντα ακριβείας. Ο 
βασικός σκοπός του Quick Check είναι να διασφαλίσουµε ότι το πρόβληµα είναι 
επιλύσιµο. Για παράδειγµα, αν η στήριξη του µοντέλου είναι ακατάλληλη, η 
επίλυση θα σταµατήσει, εµφανίζοντας κάποιο µήνυµα λάθους. Πατάµε Ok. 

 

Στη συνέχεια, επιλέγουµε Run  Settings, όπως φαίνεται στο παρακάτω 
παράθυρο, µε σκοπό να καθορίσουµε τον κατάλογο που θα αποθηκεύσει το Pro – 
Mechanica τα προσωρινά αρχεία και τα αρχεία µε τα αποτελέσµατα που θα 
δηµιουργήσει. Εφόσον η διαδικασία εκτέλεσης ολοκληρωθεί επιτυχώς, το Pro – 
Mechanica θα διαγράψει αυτόµατα τα αρχεία.  

 

 

 

Έπειτα επιλέγουµε Run  Start για να ξεκινήσει ο γρήγορος έλεγχος. 
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Συνεχίζουµε για την τελική επίλυση του προβλήµατος επιλέγοντας από το menu 
Analysis  Mechanica Analyses / Studies και Edit  Analysis / Study. Εµφανίζεται το 
παρακάτω παράθυρο και στην περιοχή Method διαλέγουµε Multi – Pass Adaptive 
και ως µέγιστο βαθµό του πολυωνύµου (maximum Polynomial Order) 9. Πατάµε Ok 
και Run  Start. 

 

 
 

Το πρόγραµµα µας ρωτάει αν θέλουµε να διαγράψουµε τα αρχεία που 
δηµιουργήθηκαν από τον γρήγορο έλεγχο. Πατάµε Ok. Έπειτα µας ρωτά αν 
επιθυµούµε να εντοπίσει τα σφάλµατα και πατάµε Yes. Η διαδικασία µπορεί να 
διαρκέσει λίγα δευτερόλεπτα.  

 

Για την εµφάνιση των αποτελεσµάτων, διαλέγουµε Analysis  Results και στο νέο 
παράθυρο που εµφανίζεται επιλέγουµε από το menu επιλέγουµε Insert  Result 
Window. Από την περιοχή Design Study διαλέγουµε το παράδειγµα που µελετάµε. 
Ως µέγεθος για το οποίο επιθυµούµε τους υπολογισµούς επιλέγουµε stress και από 
την επόµενη αναδιπλούµενη λίστα διαλέγουµε von Mises. Επιπλέον, στην καρτέλα 
Display Options τσεκάρουµε την επιλογή  Show Element Edges. Πατάµε Ok and Show.  
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Έτσι, µας εµφανίζεται το επιθυµητό αποτέλεσµα, όπου δεξιά µε χρώµατα µας 
εµφανίζονται οι τιµές της τάσης για διάφορα µέρη της δοκού, ενώ έχουµε και 
εικόνα από τα στοιχεία που αποτελούν το µοντέλο. 

 

 

Επιλέγοντας Edit  Copy µας εµφανίζεται ξανά το παρακάτω παράθυρο όπου 
ζητάµε αυτή τα αποτελέσµατα για την µετατόπιση (Displacement) κατά τον άξονα 
Z.  
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Πατώντας Ok and Show µας εµφανίζονται τελικά και τα 2 παράθυρα. 

 

 

 

6.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα ορίσουµε ένα εύρος τιµών για το ύψος και το 
πλάτος της διατοµής της δοκού µε σκοπό την ελαχιστοποίηση του βάρους της, 
χωρίς όµως η αναπτυσσόµενη τάση να υπερβαίνει την τιµή 41 Ν/mm2.. 
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Για τον καθορισµό, λοιπόν, των 
σχεδιαστικών παραµέτρων επιλέγουµε 
Analysis  Mechanica Design Controls 
και από το menu που εµφανίζεται δεξιά 
Design Params. Στο παράθυρο που 
εµφανίζεται πατάµε Create και στο νέο 
παράθυρο αφήνουµε στην περιοχή 
Type την επιλογή Dimension και από το 
Select επιλέγουµε τη διάσταση του 
πλάτους της δοκού.  

 

Μας εµφανίζεται το διπλανό 
παράθυρο όπου ορίζουµε ως ελάχιστη 
και µέγιστη τιµή για το πλάτος 15 και 
35 αντίστοιχα και πατάµε Accept. 

 

 

Εκτελούµε την ίδια διαδικασία και για το ύψος της δοκού θέτοντας για τιµές 35 
για την ελάχιστη και 65 για τη µέγιστη. Τέλος, πατάµε Done για να ολοκληρωθεί ο 
προσδιορισµός των παραµέτρων. 

 

Επιλέγοντας το Shape Animate µπορούµε να δούµε πώς αλλάζουν οι διαστάσεις 
που επιλέξαµε. Πατάµε Done / Return. 

 

Στη συνέχεια από το Menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και 
στο παράθυρο που εµφανίζεται File  New Design Study. 
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Στην περιοχή Type επιλέγουµε Optimization. Στην περιοχή Goal αφήνουµε τις 
προεπιλογές από το πρόγραµµα (ζητάµε να ελαχιστοποιηθεί η συνολική µάζα της 
δοκού). Έπειτα διαλέγουµε το µέγεθος το οποίο δεν πρέπει να υπερβεί µια δοθείσα 
τιµή. Εµείς από το Create επιλέγουµε ως µέγεθος max_stress_vm και θέτουµε ως 
µέγιστο όριο δηλ ως επιτρεπόµενο, το 41. Στις παραµέτρους τσεκάρουµε και τις 2 
(d1, d2) και θέτουµε ελάχιστη, τρέχουσα και µέγιστη τιµή, δηλ. 15, 25, 35 για το d1 
και 35, 50, 65 για το d2. Τέλος, πατάµε Accept. 

 

Στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Run  Start. Η διαδικασία µπορεί να διαρκέσει 
λίγα λεπτά. Πατώντας Info  Status παρατηρούµε την πρόοδο του ελέγχου, όπως 
φαίνεται στο παρακάτω παράθυρο. 

 

Παρατηρούµε ότι το πρόγραµµα λαµβάνει τυχαίες τιµές για τις παραµέτρους d1, 
d2 και ελέγχει εάν η τάση ξεπερνά το όριο που δόθηκε. 
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Πατάµε Close. Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία και στη συνέχεια Analysis  
Results και Insert  Result Window. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο, 
επιλέγουµε το αρχείο που θα µελετήσουµε. Επιλέγουµε Fringe στην περιοχή 
Display Type και από τις αναδιπλούµενες λίστες παρακάτω Stress και von Mises, 
όπως φαίνεται και στο παράθυρο που ακολουθεί. 
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Πατώντας Ok and Show δηµιουργείται το παρακάτω παράθυρο όπου εµφανίζονται 
οι τάσεις που αναπτύσσονται στη δοκό µε τις τιµές τους. Παρατηρούµε ότι η 
µέγιστη είναι ίση µε 41 N/mm2 όπως ζητήθηκε. 

 

 

 

Επιλέγουµε ξανά Insert  Result 
Window και από την περιοχή Display 
Type διαλέγουµε Graph. Από την 
επόµενη αναδιπλούµενη λίστα 
επιλέγουµε Measure και πατώντας το 
εικονίδιο  εµφανίζεται µία λίστα 
και διαλέγουµε max_stress_vm. Πατάµε 
Ok and Show και έτσι δηµιουργείται 
ένα γράφηµα µε την αναπτυσσόµενη 
τάση στον άξονα y και τις δοκιµές για 
την βελτιστοποίηση στον x. 

 

 

Επιλέγοντας Edit  Copy δηµιουργούµε ένα νέο γράφηµα επιλέγοντας total_mass 
για τον άξονα y. Έτσι, έχουµε το παρακάτω αποτέλεσµα. 
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Παρατηρούµε ότι στη 1η δοκιµή (optimization pass 0) η µέγιστη αναπτυσσόµενη 
τάση είναι περίπου 20 N/mm2 δηλ. πολύ µικρότερη από το µέγιστο όριο που 
δόθηκε (41 N/mm2). Έτσι, το πρόγραµµα µειώνει αρκετά τη συνολική µάζα 
(διάγραµµα 2) στη 2η δοκιµή (optimization pass 1), αλλά τελικά η µέγιστη 
αναπτυσσόµενη τάση ξεπερνά το όριο. Στην 3η δοκιµή αυξάνεται ελάχιστα η µάζα 
(optimization pass 2), αλλά από το διάγραµµα 1 βλέπουµε ότι η µέγιστη τάση 
ξεπερνά πάλι την επιτρεπόµενη (γίνεται περίπου 42 N/mm2). Το ίδιο συµβαίνει 
και στην 4η δοκιµή (optimization pass 3), όπου ξανά η αναπτυσσόµενη τάση είναι 
λίγο µεγαλύτερη από 41 N/mm2. Στην τελευταία δοκιµή (optimization pass 4) 
αυξάνεται εκ΄ νέου η µάζα και παρατηρούµε από το διάγραµµα 1 ότι η µέγιστη 
τάση γίνεται τελικά ίση µε 41 N/mm2, όπως αρχικά είχε ζητηθεί. 

 

Πατώντας το εικονίδιο Display study status (όπως φαίνεται παρακάτω) µπορούµε 
να δούµε τα ζευγάρια τιµών των παραµέτρων (d1=15, d2=39.8946) για τα οποία η 
διαδικασία βελτιστοποίησης εντοπίζει τη βέλτιστη λύση και σταµατάει τις 
επαναλήψεις. 
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Κεφάλαιο 7 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης µη-
ευθύγραµµης δοκού ως 3σδιάστατο µοντέλο 

7.1 - Παράδειγµα 2 

Στο ακόλουθο παράδειγµα θα µελετήσουµε µία µη–ευθύγραµµη δοκό 
τετραγωνικής διατοµής. Η δοκός είναι πακτωµένη στο ένα της άκρο και στο 
ελεύθερο ασκείται δύναµη ίση µε 500 Ν κατά τον άξονα Χ και –250 Ν κατά τον 
άξονα Υ. Στη συνέχεια θα αναζητήσουµε τις διαστάσεις της διατοµής, έτσι ώστε η 
µετατόπιση να µην υπερβαίνει την τιµή 0.55mm και η τάση von Mises την τιµή 50 
N/mm2. 

 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης µη ευθύγραµµης δοκού 
τετραγωνικής διατοµής στο Pro – Engineer  

Το ακόλουθο µοντέλο είναι µια µη-ευθύγραµµη δοκός µε τετραγωνική διατοµή. 
Για τη σχεδίαση της στο Pro – Engineer επιλέγουµε File  New, διαλέγουµε part 
και εφόσον δεν έχουµε µαρκάρουµε την επιλογή “use default template”, ανοίγει ένα 
παράθυρο διαλόγου από όπου επιλέγουµε να δουλέψουµε µε µονάδες mm-N-s 
(millimeter- Newton – second). 
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Στη συνέχεια επιλέγουµε Insert  Sweep  Protrusion και ως επιφάνεια διαγραφής 
της τροχιάς διαλέγουµε Top. Έπειτα σχεδιάζουµε τη διαδροµή µε τις παρακάτω 
διαστάσεις: 

 

 
 

Πατάµε το εικονίδιο    και σχεδιάζουµε τη διατοµή της δοκού η οποία είναι 
τετραγωνική µε πλευρά 25 mm. 

 

7.2 – Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγοντας από το menu του Pro – Engineer, Applications  Mechanica 
µεταβαίνουµε στο περιβάλλον του Pro – Mechanica. Εµφανίζεται ένα παράθυρο 
διαλόγου όπου αναφέρονται οι µονάδες που χρησιµοποιούνται στην τρέχουσα 
εφαρµογή και πατάµε Continue και στο παράθυρο Model Type Ok. 

 

Αρχικά, διαλέγουµε από το menu Insert  Displacement Constraint, µε σκοπό να 
καθορίσουµε το είδος της στήριξης της δοκού. 

 

Στο παράθυρο διαλόγου που εµφανίζεται, στην περιοχή name δίνουµε ένα όνοµα 
(π.χ. fixed _face). Έπειτα στην περιοχή References επιλέγουµε το βέλος για να 
καθορίσουµε την επιφάνεια που θα δεχτεί την στήριξη. Στο παράδειγµα µας 
επιλέγουµε το αριστερό άκρο. Στην περιοχή Translation και Rotation επιλέγουµε 
και τα 6 κουµπιά (fixed), έτσι ώστε να αποκλείσουµε κάθε µετακίνηση και κάθε 
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περιστροφή προς όλες τις διευθύνσεις. Ορίζουµε ουσιαστικά το άκρο της δοκού 
µας να είναι πακτωµένο. 

 

 

 

Συνεχίζουµε για την επιβολή των φορτίων διαλέγοντας Insert  Force / Moment 
Load. Στο παράθυρο που εµφανίζεται δίνουµε ένα όνοµα (endload). Επιλέγοντας 
Surface είµαστε σε θέση να ορίσουµε την επιφάνεια όπου θα εφαρµοστεί το φορτίο. 
Στις επιλογές Force και Moment εισάγουµε τις τιµές των δυνάµεων και των ροπών 
κατά άξονα. Για το παράδειγµα µας, επιλέγουµε ως επιφάνεια όπου θα ασκηθεί 
καταπόνηση το δεξιό άκρο της δοκού και στην περιοχή της δύναµης 500 και –250 
στον x και y άξονα αντίστοιχα. 
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Από το menu View  Simulation Display µπορούµε να ελέγξουµε και να 
τροποποιήσουµε την εµφάνιση του µοντέλου. Εµείς επιλέγουµε το Arrow Tails 
Touching για να µετακινηθούν παράλληλα τα βέλη της φόρτισης (δηλ. η αρχή κάθε 
βέλους να ακουµπά στο άκρο της δοκού). 

 

Το µοντέλο µας πρέπει να έχει την παρακάτω εµφάνιση, όπου στο αριστερό άκρο 
διακρίνουµε το συµβολισµό της πάκτωσης και στο δεξιό την καταπόνηση µε τις 
τιµές. 

 

 
 

Συνεχίζουµε για τον καθορισµό του υλικού του µοντέλου. Από το menu Properties 
 Materials ανοίγει η βιβλιοθήκη των υλικών. ∆ιαλέγουµε steel και στην επιλογή 

Assign  Part και επιλέγουµε όλο το δοκίµιο. 

 

 
 

‘Έπειτα επιλέγουµε AutoGem  Settings και από την καρτέλα που εµφανίζεται 
Limits. Εδώ, αλλάζουµε το µέγεθος των στοιχείων σύµφωνα µε τις τιµές που 
φαίνονται στο παρακάτω παράθυρο. 
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Επιλέγουµε AutoGem  Create και εµφανίζεται το µοντέλο µας µε τα στοιχεία από 
τα οποία αποτελείται. 

 

 
 
 

Από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και στο παράθυρο 
που ανοίγει File  New Static για να καθορίσουµε το είδος της ανάλυσης. 
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Αρχικά, δίνουµε ένα όνοµα και ορίζουµε την στήριξη και τη φόρτιση που έχουµε 
ήδη δηµιουργήσει (δηλ. τα ConstaintSet1 και LoadSet1 που είναι προεπιλεγµένα 
από το πρόγραµµα). 

 

Από τη λίστα στη µέθοδο της ανάλυσης διαλέγουµε Quick Check απαιτώντας έτσι 
έναν γρήγορα έλεγχο, τα αποτελέσµατα του οποίου δεν είναι πάντα ακριβείας, 
αλλά έτσι εξασφαλίζουµε ότι το µοντέλο µας είναι επιλύσιµο. Για παράδειγµα, αν 
η στήριξη του µοντέλου να είναι ακατάλληλη, η επίλυση θα διεκοπτεί, 
εµφανίζοντας κάποιο µήνυµα λάθους. Στη συνέχεια, επιλέγουµε Run  Settings, 
όπως φαίνεται στο παρακάτω παράθυρο.  
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Είµαστε έτοιµοι να καθορίσουµε που θα αποθηκεύσει το Pro – Mechanica τα 
προσωρινά αρχεία και τα αρχεία µε τα αποτελέσµατα που θα δηµιουργήσει. 
Εφόσον η διαδικασία εκτέλεσης ολοκληρωθεί επιτυχώς, το Pro – Mechanica θα 
διαγράψει αυτόµατα τα αρχεία. Επίσης, το παράθυρο έχει µία υποεπιλογή για την 
απαιτούµενη µνήµη, ώστε να τρέξει η δοκιµή µας. Επειδή τα µοντέλα µας είναι 
µικρά, η προεπιλογή των 128 ΜΒ είναι ικανοποιητική. 

 

 

 

Πατάµε Ok και επιστρέφουµε στο προηγούµενο παράθυρο, όπου επιλέγουµε Run 
 Start για να ξεκινήσει η επίλυση του προβλήµατος. Μπορούµε να έχουµε 

εικόνα της πορείας της ανάλυσης επιλέγοντας Info  Status. Έτσι, έχουµε 
ολοκληρώσει τον γρήγορο έλεγχο. 

 

Συνεχίζουµε για τον τελικό έλεγχο, διαλέγοντας Analysis  Mechanica Analyses / 
Studies και Edit  Analysis / Study. Επιλέγουµε σαν µέθοδο από τη αναδιπλούµενη 
λίστα Multi-Pass Adaptive. Θέτουµε σαν µέγιστο βαθµό του πολυώνυµου 9 και 
πατάµε Ok. 
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Επιλέγουµε Run  Start. Το Pro – Mechanica εντοπίζει τα αρχεία από την 
προηγούµενη δοκιµή του γρήγορου ελέγχου. ∆ιαγράφουµε τα παλιά αρχεία και η 
διαδικασία ξεκινά εκ΄ νέου και διαρκεί λίγα δευτερόλεπτα. 

 

Για την εµφάνιση των αποτελεσµάτων, διαλέγουµε Analysis  Results. Ανοίγει ένα 
νέο περιβάλλον και από το menu επιλέγουµε Insert  Result Window εµφανίζεται 
το παρακάτω παράθυρο: 
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Από το εικονίδιο         επιλέγουµε που µας ενδιαφέρει. Στη 
συνέχεια διαλέγουµε το µέγεθος για το οποίο επιθυµούµε τους 
υπολογισµούς. Εµείς επιλέγουµε stress και von Mises και πατάµε Ok and 
Show. Παρακάτω µας εµφανίζεται το επιθυµητό αποτέλεσµα. 

 

 

 

 

Στη συνέχεια, µπορούµε να επανέλθουµε στο παράθυρο καθορισµού των 
αποτελεσµάτων για να ελέγξουµε τη µετατόπιση του µοντέλου.  
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Στη δεξιά πλευρά των παραθύρων εµφανίζονται οι τιµές των µεγεθών (δηλ. της 
τάσης και της µετατόπισης αντίστοιχα).  

 

7.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Παρακάτω θα αναζητήσουµε για ποια τιµή της πλευράς του της τετραγωνικής 
διατοµής η τάση von Mises είναι µικρότερη της τιµής 50 N/mm2 και ταυτόχρονα η 
µέγιστη µετατόπιση είναι µικρότερη από 0.55 mm. 
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Επιλέγουµε Applications  Mechanica και στη συνέχεια Analysis  Mechanica 
Dsgn Controls και από το Menu Manager που εµφανίζεται δεξιά, επιλέγουµε 

Dsgn Params  Create µε σκοπό να ορίσουµε την πλευρά της τετραγωνικής 
διατοµής ως παράµετρο. 

 

Έτσι, εµφανίζεται το ακόλουθο παράθυρο και από  την επιλογή Select 
µεταβαίνουµε στο µοντέλο µας από όπου διαλέγουµε την µία πλευρά της 
τετραγωνικής διατοµής. Επιστρέφοντας αυτόµατα στο παρακάτω παράθυρο, το 
Pro – Mechanica έχει καταγράψει το όνοµα της διάστασης που επιλέξαµε. 
Μπορούµε να γράψουµε µία σύντοµη περιγραφή της παραµέτρου που διαλέξαµε. 
Τέλος, ορίζουµε την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή που θα µπορεί να πάρει η 
παράµετρος µας. Εισάγουµε για το µοντέλο µας 20 και 35 αντίστοιχα και πατάµε 
το Accept και στο επόµενο παράθυρο Done. 

 

 
 

Από το Menu Manager επιλέγουµε το Shape Animate . Ένα νέο παράθυρο µας 
ενηµερώνει ότι το µοντέλο µας θα επανασχεδιαστεί µε διαφορετικές τιµές για την 
παράµετρο d8. Οι τιµές αυτές είναι προκαθορισµένες στην ελάχιστη, την τρέχουσα 
και τη µέγιστη που καθορίσαµε στο προηγούµενο βήµα. Έτσι, διαπιστώνουµε ότι 
το µοντέλο µπορεί να επανασχεδιαστεί µέσα στο εύρος των τιµών που έχουµε 
ορίσει. 

 

Επιλέγουµε Done – Return και έπειτα από το menu Analysis  Mechanica 
Analyses / Studies και στο νέο παράθυρο που ανοίγει File  New Design Study 
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∆ίνουµε ένα νέο όνοµα στην περιοχή Study Nαme (διαφορετικό από το όνοµα του 
αρχείου µας) και επιλέγουµε στο Type: Global Sensitivity. Στην περιοχή των 
παραµέτρων, τσεκάρουµε τη παράµετρο d8 (θα µπορούσαµε να έχουµε ορίσει και 
άλλες) και δίνουµε από την αναδιπλούµενη λίστα την ελάχιστη και µέγιστη τιµή 
που θα πάρει (δηλ. τις τιµές 20 και 35 που επιλέξαµε σε προηγούµενο βήµα). 
Πατάµε Accept και στη συνέχεια από το menu Run  Start για να ξεκινήσει η 
διαδικασία της ανάλυσης. Τέλος, πατάµε Close. 

 

Για να δούµε τα αποτελέσµατα επιλέγουµε Analysis  Results και εν συνεχεία 
Insert  Result Window. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο. Στην περιοχή name 
εισάγουµε ένα όνοµα για το παράθυρο των αποτελεσµάτων. Από το Design Study 
διαλέγουµε το bar_1s δηλ. την δοκιµή όπου εµπεριέχεται η παραµετροποίηση. Από 
το κουµπί    διαλέγουµε το µέγεθος να συγκριθεί µε την παράµετρο d8 δηλ. την 
πλευρά της τετραγωνικής διατοµής. Αρχικά, επιλέγουµε max_stress_vm και στη 
συνέχεια Ok and Show. Μας εµφανίζεται µία γραφική παράσταση των 2 αυτών 
µεγεθών. 
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Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία για την εξαγωγή της γραφικής 
παραστάσης µεταξύ d8 - max_disp_mag.  

 

∆ιαλέγοντας Edit  Copy, µπορούµε να έχουµε διαθέσιµες στην οθόνη µας και τις 
2 προαναφερόµενες παραστάσεις. 
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Από το 1ο γράφηµα παρατηρούµε ότι η τάση von Mises γίνεται 50 N/mm2, όταν η 
πλευρά της διατοµής γίνεται 23 mm. Επίσης, από το 2ο γράφηµα παρατηρούµε 
πως η µετατόπιση παίρνει την τιµή 0.55 mm, όταν η πλευρά γίνεται περίπου ίση 
µε 25 mm. Συνεπώς, και τα 2 κριτήρια ικανοποιούνται ταυτόχρονα όταν η πλευρά 
γίνει ίση µε 25 mm. 
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Κεφάλαιο 8 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
ράβδου ως 1διάστατο µοντέλο 

8.1 - Παράδειγµα 3 

Το παράδειγµα αυτό αφορά µία ράβδο κυκλικής διαµέτρου 10 mm και µήκους 
500 mm. Η ράβδος είναι πακτωµένη στο ένα της άκρο και στο ελεύθερο ασκείται 
αξονική δύναµη. Θα µελετήσουµε τη ράβδο ως 1διάστατο µοντέλο και θα 
αναζητήσουµε για ποια τιµή της διαµέτρου η µετατόπιση κατά τον άξονα Z δεν 
υπερβαίνει την τιµή 0.01 mm. 

 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης κυκλικής ράβδου στο Pro – E 

Ξεκινάµε το Pro – Engineer και επιλέγουµε File  New, διαλέγουµε Part και 
εφόσον δεν έχουµε µαρκάρουµε την επιλογή “use default template”, ανοίγει ένα νέο 
παράθυρο διαλόγου όπου επιλέγουµε mm-N-s_part solid. 
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Εν συνεχεία διαλέγουµε Insert  
Extrude και ορίζουµε ως επίπεδο 
σχεδίασης Front. Σχεδιάζουµε την 
κυκλική διατοµή της ράβδου µε 
διάµετρο 10 mm. 

 
 
 

Πατάµε το  εικονίδιο   και δίνουµε µήκος στη ράβδο 500 mm. Η ράβδος µας 
πρέπει να δείχνει όπως παρακάτω. 

 

 
 
 
8.2 - Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Applications  Mechanica, στο παράθυρο Info Unit πατάµε Continue 
και στο Model Type, Ok. 

 

Τη ράβδο που δηµιουργήσαµε στο Pro – Engineer θα την αντιµετωπίσουµε ως 
µονοδιάστατο µοντέλο στο Pro – Mechanica. Γι΄ αυτό το λόγο πρέπει να 
καθορίσουµε αρχικά τη διατοµή που θα έχει η µονοδιάστατο αυτή ράβδος. 
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Αρχικά, διαλέγουµε Properties  Beam 
Sections. Στο παράθυρο που ανοίγει 
επιλέγουµε New και εµφανίζεται ένα 
νέο παράθυρο διαλόγου, όπως αυτό 
που φαίνεται παραπλεύρως. 

 

 
 

Στην περιοχή Name δίνουµε ένα όνοµα που θυµίζει το είδος της διατοµής, στην 
περιοχή Type επιλέγουµε από την αναδιπλούµενη λίστα Sketched Solid και 
εµφανίζεται το ακόλουθο παράθυρο. 

 

 
 

Επιλέγουµε Sketch και µεταφερόµαστε προσωρινά στο περιβάλλον του Pro – 
Engineer, όπου σχεδιάζουµε την κυκλική διατοµή που επιθυµούµε µε διάµετρο 

d=10 mm. Πατάµε το εικονίδιο    και στο επόµενο παράθυρο το Ok.  

 

Στη συνέχεια µας εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο, όπου αριστερά βλέπουµε 
τις διατοµές που έχουν αποθηκευτεί στη βιβλιοθήκη και δεξιά τη νέα διατοµή που 
δηµιουργήσαµε.  
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Έπειτα επιλέγουµε Insert  Beam για να ορίσουµε τη ράβδο µας ως ένα 
µονοδιάστατο µοντέλο.  

 

 
 

Μας εµφανίζεται το παραπάνω παράθυρο όπου στην περιοχή References 
επιλέγουµε Point – Point. ∆ίνουµε λοιπόν τα 2 σηµεία τα οποία αντιπροσωπεύουν 
την αρχή και το τέλος της ράβδου. Ορίζουµε ουσιαστικά µία γραµµή που αποτελεί 
το µονοδιάστατο µοντέλο. Τα 2 αυτά σηµεία φαίνονται µε κόκκινο στην 
παρακάτω εικόνα. 
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Επίσης, στο παράθυρο Beam Definition καθορίζουµε το υλικό της ράβδου και τη 
διατοµή της στην περιοχή Section. 

 

Πατάµε Ok και το µοντέλο µας πρέπει να δείχνει όπως παρακάτω. 

 

 
 

Στη συνέχεια επιλέγουµε Insert  Displacement Constraint για να ορίσουµε την 
στήριξης. Στην περιοχή References επιλέγουµε Point(s) και διαλέγουµε το αριστερό 
σηµείο του µονοδιάστατου πλέον µοντέλου. Στην περιοχή Translation και Rotation 
µαρκάρουµε όλα τα κουµπιά µε την επιλογή Fixed όπως φαίνεται παρακάτω. Έτσι, 
ορίζουµε την πάκτωση στο αριστερό άκρο. 
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Επιλέγουµε Insert  Force / Moment Load για να καθορίσουµε τη φόρτιση. Στην 
περιοχή References επιλέγουµε Point(s) και διαλέγουµε το δεξιό σηµείο. Στην 
περιοχή Force θέτουµε στον άξονα Ζ την τιµή 1000 και πατάµε Ok. 
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Το µοντέλο µας πρέπει να εµφανίζεται όπως στο παρακάτω σχήµα, δηλ. µε τα 
σύµβολα της πάκτωσης αριστερά, τη δύναµη δεξιά και τους κύκλους που 
υποδηλώνουν µονοδιάστατο µοντέλο 

 

 
 

Από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και στο παράθυρο 
που ανοίγει επιλέγουµε File  New Static για να καθορίσουµε το είδος της 
ανάλυσης. 

 

Ανοίγει το παρακάτω παράθυρο και στο πρώτο πεδίο δίνουµε ένα όνοµα και 
επιλέγουµε την στήριξη και τη φόρτιση που έχουµε ήδη καθορίσει. 

 

Στην περιοχή Method διαλέγουµε Multi 
– Pass Adaptive και ως µέγιστο βαθµό 
του πολυωνύµου (maximum Polynomial 
Order) 9. Πατάµε Ok. 
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Επιλέγουµε Run  Settings για να 
καθορίσουµε τον κατάλογο που θα 
αποθηκεύσει το Pro – Mechanica τα 
αρχεία µε τα αποτελέσµατα που θα 
δηµιουργήσει. 

 

 

Έπειτα επιλέγουµε Run  Start και µας ρωτάει αν επιθυµούµε ανίχνευση 
σφαλµάτων και πατάµε Yes. 

 

 
 

Για την εµφάνιση των αποτελεσµάτων, διαλέγουµε Analysis  Results και στο νέο 
παράθυρο που εµφανίζεται επιλέγουµε από το menu επιλέγουµε Insert  Result 
Window. Από την περιοχή Design Study διαλέγουµε το παράδειγµα που µελετάµε. 

 

Στην περιοχή Display type διαλέγουµε Fringe και παρακάτω επιλέγουµε από τις 
λίστες Displacement και Z.  
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Πατάµε Ok and Show και έχουµε το µοντέλο µε τις τιµές της µετατόπισης κατά το 
άξονα Z. 

 

 
 
 

8.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα θέσουµε ως µεταβλητή τη διατοµή της ράβδου 
για να εντοπίσουµε για ποια διάµετρο της κυκλικής διατοµής, η µετατόπιση κατά 
τον άξονα Z δεν υπερβαίνει την τιµή 0.01 mm.  
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Για τον καθορισµό της παραµέτρου επιλέγουµε Analysis  Mechanica Design 
Controls και από το menu που εµφανίζεται δεξιά Design Params. Στο παράθυρο που 
εµφανίζεται πατάµε Create, στο νέο παράθυρο στην περιοχή Type διαλέγουµε 
Section Dimension. Πατώντας το Select ανοίγει µία λίστα µε τις διατοµές που έχουµε 
δηµιουργήσει. Επιλέγουµε την BeamCircle και µας εµφανίζεται αυτόµατα το 
παρακάτω παράθυρο.  

 

 

 

Επιλέγοντας τη διάσταση 10 
εµφανίζεται το διπλανό παράθυρο 
όπου θέτουµε ελάχιστη και µέγιστη 
τιµή για τη διάµετρο 10 και 30 
αντίστοιχα και πατάµε Accept. 

 

 

 

Πατάµε Done για να ολοκληρωθεί ο προσδιορισµός των παραµέτρων. 

 

Στη συνέχεια από το Menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses  Studies και στο 
παράθυρο που εµφανίζεται File  New Design Study. 
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Στην περιοχή Type επιλέγουµε Global Sensitivity και στην περιοχή Parameters 
τσεκάρουµε τη παράµετρο της διατοµής και θέτουµε αρχική και τελική τιµή 10 και 
30. Πατάµε Accept και στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Run  Start. Η διαδικασία 
µπορεί να διαρκέσει λίγα λεπτά. Πατώντας Info  Status παρατηρούµε την 
πρόοδο της διαδικασίας. 

 

Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία, 
επιλέγουµε το εικονίδιο των 

αποτελεσµάτων  . 

 

Εµφανίζεται το διπλανό παράθυρο, 
επιλέγουµε το αρχείο που θα 
µελετήσουµε (study1d) και από το 
εικονίδιο   διαλέγουµε από την 
εµφανιζόµενη λίστα max_disp_z. 

 

 

Πατάµε Ok and Show. Έτσι, µας εµφανίζεται ένα διάγραµµα µε τις µέγιστες 
µετατοπίσεις κατά τον άξονα Z για τιµές της διαµέτρου από 10 έως 30 mm.  
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Από το γράφηµα παρατηρούµε ότι η µετατόπιση κατά τον άξονα Ζ δεν 
υπερβαίνει την τιµή 0.01 mm, όταν η διάµετρος της διατοµής είναι περίπου 17 
mm. 
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Κεφάλαιο 9 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρ. Βελτιστοποίησης δοκού 
µε συσχετισµένες διαστάσεις ως 3σδιάστατο µοντέλο 

9.1 - Παράδειγµα 4 

Παρακάτω θα παρουσιάσουµε µία δοκό διατοµής Ταυ. Οι διαστάσεις της διατοµής 
συσχετίζονται µεταξύ τους και συγκεκριµένα το ύψος του κορµού θα εξαρτάται 
από το πλάτος του πέλµατος. Αυτό επιτυγχάνεται εισάγοντας τον κατάλληλο 
συσχετισµό στο Pro – Engineer. Κατόπιν θα αναζητήσουµε ποια είναι η ελάχιστη 
διατοµή της δοκού, ώστε να ελαχιστοποιείται ο όγκος της χωρίς να υπερβαίνει η 
µετατόπιση κατά τον άξονα επιβολής του φορτίου µια δεδοµένη τιµή.  

 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης δοκού διατοµής Ταυ στο Pro – E 

Ξεκινάµε το Pro – Engineer και επιλέγουµε File  New, διαλέγουµε part και 
εφόσον δεν έχουµε µαρκάρουµε την επιλογή “use default template”, ανοίγει ένα νέο 
παράθυρο διαλόγου όπου επιλέγουµε mm-N-s_part solid δηλαδή µονάδες 
millimeter- Newton – second. 
 

 

 
 
 

Στη συνέχεια διαλέγουµε Insert  Extrude και ορίζουµε για επίπεδο σχεδίασης 
Front. Σχεδιάζουµε τη διατοµή της επιθυµητής δοκού σύµφωνα µε τις παρακάτω 
διαστάσεις. Πρόκειται για διατοµή Ταυ µε κορµό 216 mm, πάχος 50 mm και πέλµα 
160. 
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Έπειτα επιλέγουµε Tools  Relations για να εισάγουµε κάποιες σχέσεις µεταξύ των 
διαστάσεων. Αρχικά παρατηρούµε πως µε αυτή µας την ενέργεια οι διαστάσεις της 
διατοµής µετατρέπονται αυτόµατα από αριθµητικές τιµές σε σύµβολα όπως 
φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

Ο βασικός συσχετισµός που επιλέγουµε είναι της µορφής sd5=1.2*sd2 και αφορά τη 
διάσταση του ύψους του κορµού σε σχέση µε το πλάτος του πέλµατος. Συνεπώς, 
όταν αλλάζουµε τη διάσταση sd2, θα αλλάζει τιµή και η sd5. 

 

Με την επόµενη σχέση sd4=(sd2/2)-25 διασφαλίζουµε τη συµµετρικότητα της 
διατοµής ως προς τον άξονα y. 
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Πατάµε ok στο παράθυρο των συσχετισµών και ολοκληρώνουµε τη διαδικασία µε 

το εικονίδιο  . 

 

Στη συνέχεια αλλάζουµε το µήκος της δοκού σε 800 και έχουµε το ακόλουθο 
αποτέλεσµα. 

 

 
 
 
 
9.2 - Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Applications  Mechanica, στο παράθυρο Info Unit πατάµε Continue 
και στο Model Type, Ok. 

 

Αρχικά, διαλέγουµε Insert  Displacement Constraint για να ορίσουµε το είδος της 
στήριξης. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο από το βέλος στην περιοχή 
Reference επιλέγουµε την επιφάνεια στο αριστερό άκρο της δοκού. Στην περιοχή 
Translation και Rotation µαρκάρουµε όλα τα κουµπιά µε την επιλογή Fixed όπως 
φαίνεται παρακάτω. Έτσι, ορίζουµε την πάκτωση στο αριστερό άκρο της δοκού. 
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Επιλέγουµε Insert  Force / Moment Load 
για να καθορίσουµε τη φόρτιση. 
Επιλέγουµε ξανά από την περιοχή 
References την επάνω επιφάνεια της δοκού 
και στην περιοχή Force θέτουµε στον 
άξονα Y την τιµή –8000 και πατάµε Ok. 

 
 

Το µοντέλο µας πρέπει να εµφανίζεται όπως στο παρακάτω σχήµα, δηλ. µε τα 
σύµβολα της πάκτωσης αριστερά και τις δυνάµεις κατά τον άξονα Υ στην επάνω 
επιφάνεια. 

 

 

 

Τέλος, επιλέγουµε Properties  Materials. Από τα υλικά που υπάρχουν στην 
βιβλιοθήκη, διαλέγουµε Steel και από το κουµπί Assign  Part διαλέγουµε όλο το 
µοντέλο. 
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Επιλέγουµε AutoGem  Settings και στο παράθυρο που ανοίγει την καρτέλα 
Limits. Εδώ µπορούµε να τροποποιήσουµε τις διαστάσεις και τα όρια των 
στοιχείων που θα συνθέσουν το µοντέλο µας.  

 

Αλλάζουµε τις τιµές στην καρτέλα όπως 
φαίνονται και στο διπλανό σχήµα, έτσι ώστε 
να δηµιουργηθούν µικρότερα στοιχεία. 

 

 
 

Από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και στο παράθυρο 
που ανοίγει επιλέγουµε File  New Static για να καθορίσουµε το είδος της 
ανάλυσης. 
 

Ανοίγει το παρακάτω παράθυρο και στο πρώτο πεδίο δίνουµε ένα όνοµα και 
ορίζουµε την στήριξη και τη φόρτιση που έχουµε ήδη καθορίσει (δηλ. τα 
ConstaintSet1 και LoadSet1 που είναι προεπιλεγµένα από το πρόγραµµα). 

 

Στην περιοχή Method διαλέγουµε Multi – Pass Adaptive και ως µέγιστο βαθµό του 
πολυωνύµου (maximum Polynomial Order) 9. Πατάµε Ok. 
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Επιλέγουµε Run  Settings, όπως φαίνεται παρακάτω, µε σκοπό να καθορίσουµε 
τον κατάλογο που θα αποθηκεύσει το Pro – Mechanica τα αρχεία µε τα 
αποτελέσµατα που θα δηµιουργήσει.  

 

 

 

Έπειτα επιλέγουµε Run  Start για να ξεκινήσει ο έλεγχος. Μας ρωτάει αν 
επιθυµούµε ανίχνευση σφαλµάτων και πατάµε Yes. 
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∆ιαλέγοντας Info Status µπορούµε να δούµε κάποια σηµαντικά στοιχεία όπως το 
σύστηµα µονάδων, το είδος του µοντέλου, ο αριθµός των στοιχείων, των σηµείων, 
των πλευρών, τον ολικό όγκο του στοιχείου, τις ροπές αδράνειας, καθώς και τις 
τιµές για κάποια σηµαντικά µεγέθη όπως είναι η µέγιστη µετατόπιση, η µέγιστη 
τιµή της τάσης κ.ά. Η διαδικασία του ελέγχου µπορεί να διαρκεί λίγα 
δευτερόλεπτα. 

 

 
 

Για την εµφάνιση των αποτελεσµάτων, διαλέγουµε Analysis  Results και στο νέο 
παράθυρο που εµφανίζεται επιλέγουµε από το menu επιλέγουµε Insert  Result 
Window. Από την περιοχή Design Study διαλέγουµε το παράδειγµα που µελετάµε. 

 

Στην περιοχή Display type διαλέγουµε Fringe και παρακάτω επιλέγουµε από τις 
λίστες Displacement και Υe και στην περιοχή Display Options µαρκάρουµε την 
επιλογή Contour.  
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Πατάµε Ok and Show και έχουµε το µοντέλο µε τις µετατοπίσεις στην παρακάτω 
µορφή. 

 

 
 

Επιλέγουµε ένα νέο παράθυρο αποτελεσµάτων για τις τάσεις (stress_ Von Mises). 
Στην περιοχή Display Options µαρκάρουµε την επιλογή Show Elements Edges και 
έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα. 
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9.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα προσπαθήσουµε να εντοπίσουµε ποια είναι η 
ελάχιστη απαιτούµενη διατοµή της δοκού χωρίς να γίνεται υπέρβαση µιας 
δεδοµένης τιµής για τη µετατόπιση. Θα ορίσουµε ως παραµέτρους το πλάτος του 
πέλµατος και το πάχος του και θα δώσουµε και στις 2 διαστάσεις ένα εύρος τιµών. 
Φυσικά εκτός από τα 2 αυτά µεγέθη, θα επιτυγχάνεται µεταβολή και στο ύψος του 
κορµού, εφόσον στο Pro – Engineer έχουµε ορίσει ότι το εν λόγω ύψος θα 
συσχετίζεται µε το πλάτος του πέλµατος (σχέση: sd5=1.2*sd2). 

  

Για τον καθορισµό των σχεδιαστικών παραµέτρων επιλέγουµε Analysis  
Mechanica Design Controls και από το menu που εµφανίζεται δεξιά Design Params. 
Στο παράθυρο που εµφανίζεται πατάµε Create, στο νέο παράθυρο διαλέγουµε 
Dimension στην περιοχή Type και από το Select επιλέγουµε αρχικά τη διάσταση 
του πλάτους του πέλµατος. 
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Μας εµφανίζεται το διπλανό 
παράθυρο όπου ορίζουµε ως ελάχιστη 
και µέγιστη τιµή για το πλάτος 140 και 
180 αντίστοιχα και πατάµε Accept. 

 

 

Εκτελούµε την ίδια διαδικασία και για το πάχος του πέλµατος θέτοντας για τιµές 
50 και 90 για την ελάχιστη και µέγιστη αντίστοιχα. Πατάµε Done για να 
ολοκληρωθεί ο προσδιορισµός των παραµέτρων. 

 

Επιλέγοντας το Shape Animate µπορούµε να δούµε πώς αλλάζουν οι διαστάσεις 
που επιλέξαµε. Παρατηρούµε ότι εκτός από τις 2 διαστάσεις που επιλέξαµε στο 
προηγούµενο βήµα, αλλάζει παράλληλα και το ύψος του κορµού. Πατάµε Done / 
Return. 

 

Στη συνέχεια από το Menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και 
στο παράθυρο που εµφανίζεται File  New Design Study. 
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Στην περιοχή Type επιλέγουµε Optimization. Στην περιοχή Goal ζητάµε να 
ελαχιστοποιηθεί η συνολική µάζα της δοκού (minimaze total mass). Έπειτα 
διαλέγουµε το µέγεθος το οποίο δεν πρέπει να υπερβεί µια δοθείσα τιµή. Εµείς από 
το Create επιλέγουµε ως µέγεθος max_disp_Υ (µέγιστη µετατόπιση) και θέτουµε ως 
µέγιστο όριο δηλ ως επιτρεπόµενο 0.017. Στις παραµέτρους τσεκάρουµε και τις 2 
(d2, d3) και θέτουµε τις ελάχιστες, τρέχουσες και µέγιστες τιµές. Τέλος, πατάµε 
Accept. 

 

Στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Run  Start. Η διαδικασία µπορεί να διαρκέσει 
λίγα λεπτά. Πατώντας Info  Status παρατηρούµε την πρόοδο του ελέγχου, όπως 
φαίνεται στο παρακάτω παράθυρο. 

 

Παρατηρούµε ότι το πρόγραµµα λαµβάνει τυχαία ζευγάρια τιµών για τις 
παραµέτρους d2, d3 και έως ότου εντοπίσει τις τιµές των παραµέτρων για τις 
οποίες εµφανίζεται µετατόπιση µικρότερη από την επιτρεπόµενη. 
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Πατάµε Close. Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία και στη συνέχεια Analysis  
Results και Insert  Result Window. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο, 
επιλέγουµε το αρχείο που θα µελετήσουµε (paradeigma2opt). Στην περιοχή 
Display Type επιλέγουµε Graph. Από την επόµενη αναδιπλούµενη λίστα 
επιλέγουµε Measure και από το εικονίδιο   διαλέγουµε από την εµφανιζόµενη 
λίστα max_disp_mag.  

 

 

 

Πατάµε Ok and Show. Έτσι, µας εµφανίζεται ένα διάγραµµα µε τις µέγιστες 
µετατοπίσεις ανά δοκιµή βελτιστοποίησης (optimization pass). 
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Επιλέγουµε ένα νέο γράφηµα, αφού διαλέξουµε από το εικονίδιο    total_mass. 
Έτσι, έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα. 
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Παρατηρούµε ότι στη 1η δοκιµή (optimization pass 0) η µέγιστη µετατόπιση είναι 
περίπου 0.0235 mm δηλ. µεγαλύτερη από την επιτρεπόµενη (0.017 mm). Έτσι, το 
πρόγραµµα συνεχίζει στη 2η δοκιµή (optimization pass 1) και αυξάνει αρκετά τη 
συνολική µάζα (διάγραµµα 2), αλλά παρατηρούµε ότι πάλι η µέγιστη µετατόπιση 
(0.0182 mm) είναι µεγαλύτερη από το όριο. Στην 3η δοκιµή (optimization pass 2) 
αυξάνεται περαιτέρω η µάζα, αλλά από το διάγραµµα 1 βλέπουµε ότι η µέγιστη 
µετατόπιση αυτή τη φορά γίνεται µικρότερη από το όριο (παίρνει τιµή περίπου 
0.016 mm). Συνεπώς, στην 4η και 5η δοκιµή (optimization pass 4, 5) µειώνεται η 
µάζα και παρατηρούµε από το διάγραµµα 1 ότι η µέγιστη µετατόπιση είναι κοντά 
την επιθυµητή τιµή 0.017 mm. Η µάζα αυξάνεται εκ νέου στην 6η δοκιµή και η 
µετατόπιση γίνεται ίση µε 0.017  
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Κεφάλαιο 10 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
µοντέλου επίπεδης έντασης 

10.1 - Παράδειγµα 5 

Το παράδειγµα αυτό αφορά ένα 3D µοντέλο το οποίο θα επεξεργαστούµε ως 2D 
(δηλ .ως plane stress), εφόσον το πάχος του είναι αισθητά µικρότερο από τις 
υπόλοιπες διαστάσεις του. Θα δηµιουργήσουµε λοιπόν ένα έλασµα διαστάσεων 
80*120*10 mm και θα ανοίξουµε 2 οπές διαµέτρου 10 mm. Η αρχική θέση των 
οπών φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Το κέντρο κάθε οπής σχηµατίζει µε τον 
οριζόντιο άξονα γωνία ίση µε 45ο. Το ζητούµενο της συγκεκριµένης εφαρµογής 
είναι να εντοπίσουµε τη διάταξη των οπών, έτσι ώστε η τάση που αναπτύσσεται 
να είναι ελάχιστη. 
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Βασικές οδηγίες σχεδίασης µοντέλου Plane Stress στο Pro – E 

Αρχικά, σχεδιάζουµε το µοντέλο µας 

σύµφωνα µε τις ακόλουθες 

διαστάσεις. 

 

 

 

Για να µεταβάλλεται η διάταξη των οπών εισάγουµε έναν συσχετισµό από Tools  
Relations. Με τους 2 παρακάτω συσχετισµούς ζητάµε οι οπές να αλλάζουν θέση 
βάσει της γωνίας που σχηµατίζεται µεταξύ των κέντρων των οπών. 
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Αφού ολοκληρώσουµε τη σχεδίαση πατάµε το εικονίδιο    και δίνουµε πάχος 
στο έλασµα ίσο µε 10 mm. 

 
 

10.2 – Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Αρχικά, επιλέγουµε Edit  Mechanica Model Type και διαλέγουµε 2D Plane Stress 
και στην περιοχή Geometry διαλέγουµε την επιφάνεια του µοντέλου που βρίσκεται 
στο ήδη υπάρχον σύστηµα συντεταγµένων, και στην περιοχή Coordinate System 
επιλέγουµε το σύστηµα συντεταγµένων (θα µπορούσαµε να έχουµε ορίσει και ένα 
νέο σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο θα βρισκόταν η µπροστινή επιφάνεια του 
µοντέλου). 

 

 
 

Συνεχίζουµε για την επιβολή της φόρτισης και τον καθορισµό της στήριξης, όπως 
φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. 
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Πρέπει να προσέξουµε ότι αφού ορίσαµε το µοντέλο ως 2D Plane Stress, η φόρτιση 
και η στήριξη αναφέρεται σε ακµές του µοντέλου και όχι σε επιφάνειες όπως στα 
3D µοντέλα. Το µοντέλο µας έχει τελικά την παρακάτω µορφή. 
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Επιλέγουµε ξανά Insert  Shell για να 
καθορίσουµε το πάχος του µοντέλου (το 
πάχος που θα είχε ως 3d) και το υλικό 
του. 

 

 

Από το menu Analysis  Mechanica Analyses / Studies και έπειτα από File  
New Study ορίζουµε την επίλυση, πατάµε Ok και Run  Start. 

 

 
 

Στο παρακάτω παράθυρο έχουµε το αποτέλεσµα για την τάση von Mises. 
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Η µέγιστη τάση von Mises  φτάνει την τιµή 2.95 N/mm2. Από τη Βιβλιογραφία1, 
όµως, γνωρίζουµε ότι η ακριβής τιµή της τάσης von Mises υπό τις περιγραφείσες 
συνθήκες είναι 3.4 N/mm2. Για να έχουµε µεγαλύτερη ακρίβεια στους 
υπολογισµούς βελτιώνουµε τη διακριτοποίηση των στοιχείων. 

 

Έτσι, επιλέγουµε AutoGem  Settings 
και έπειτα Limits. Έτσι, αλλάζουµε τις 
διαστάσεις των στοιχείων, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 
 

Επιπλέον, θα αυξήσουµε  το πλήθος των στοιχείων περιµετρικά των οπών. 
Επιλέγοντας AutoGem  Control, εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο. 

                                                 
1 S. A. Meguid, C. L. Shen, 1992 
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∆ιαλέγουµε ως ακµές τα ηµικύκλια και θέτουµε αριθµό σηµείων 10. Έτσι, 
αυξάνουµε την πυκνότητα των στοιχείων γύρω από την επικίνδυνη περιοχή των 
οπών.  

 

 
 

Επιλέγουµε ξανά AutoGem  Control για να αυξήσουµε τα στοιχεία στις ακµές του 
µοντέλου. Θέτουµε Number of Nodes 6. 

 

∆ιαλέγοντας AutoGem  Create 
βλέπουµε τα στοιχεία που αποτελούν 
το µοντέλο.  

 

 
 

Από το menu Analysis  Mechanica Analyses / Studies και έπειτα από File  New 
Study ορίζουµε µια νέα επίλυση, καθώς έχουµε βελτιώσει τη διακριτοποίηση. 
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Από το παραπάνω παράθυρο παρατηρούµε ότι αυξάνοντας την πυκνότητα των 
στοιχείων, η τάση von Mises υπολογίζεται στην τιµή 3.68 N/mm2. Έχουµε 
πλησιάσει δηλαδή αισθητά στην καταγεγραµµένη τιµή της βιβλιογραφίας. 

 

Για να έχουµε ακόµη καλύτερο 
αποτέλεσµα µειώνουµε το κριτήριο 
σύγκλισης από 10 σε 3, όπως φαίνεται 
και στο διπλανό σχήµα. 

 
 

Στο παράθυρο των αποτελεσµάτων (Results Window) επιλέγουµε Stress και 
von_Mises και από την καρτέλα Display Options τσεκάρουµε την επιλογή Show 
Elements Edges µε σκοπό να εµφανιστούν τα στοιχεία που απαρτίζουν το µοντέλο.  
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Παρατηρούµε ότι η τάση von Mises γίνεται τελικά 3.46 Ν/mm2, όπως έχει ήδη 
υπολογιστεί θεωρητικά. 

 

10.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια θα ελέγξουµε για ποια διάταξη των οπών η αναπτυσσόµενη τάση 
γίνεται ελάχιστη. Ως παράµετρο επιλέγουµε τη γωνία, η οποία επηρεάζει τη θέση 
των οπών, αφού έχουµε καθορίσει τον κατάλληλο συσχετισµό κατά το σχεδιασµό 
του µοντέλο στο Pro – Engineer  

 
 

Η παράµετρος ορίζεται επιλέγοντας 
Analysis  Mechanica Design Controls 
και από το menu Design Params. 
∆ιαλέγουµε τη γωνία και θέτουµε όρια 
1 έως 89 µοίρες. 
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Πατάµε Accept και στη συνέχεια Done. Επιλέγοντας Shape Animate βλέπουµε πώς 
αλλάζει η θέση της δεξιάς οπής σύµφωνα µε τον συσχετισµό και την παράµετρο 
που έχουµε ορίσει. Τέλος, στο menu πατάµε Done / Return. 

 

Επιλέγουµε Analysis  Mechanica Analyses / Studies και File  New Design Study 
και ορίζουµε την επίλυση, όπως φαίνεται στο ακόλουθο παράθυρο. 

 

 
 

Αφού ολοκληρωθεί η διαδικασία, ζητάµε το διάγραµµα µεταξύ της µέγιστης τάσης 
(max_stress_vm) και της παραµέτρου (d2). 
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Από το διάγραµµα παρατηρούµε ότι η τάση έχει ελάχιστη τιµή, όταν η γωνία 
γίνεται 90ο, δηλ. όταν τα κέντρα των 2 οπών βρίσκονται σε µία κατακόρυφη 
ευθεία. 

 

 
 

Παρακάτω παρουσιάζεται το γράφηµα που προκύπτει από τη θεωρητική επίλυση, 
καθώς και το γράφηµα που προέκυψε από την εξαγωγή των αποτελεσµάτων του 
Pro – Mechanica σε Excel. 
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Κεφάλαιο 11 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
µοντέλου επίπεδης έντασης µε συµµετρία 

11.1 - Παράδειγµα 6 

Στο παράδειγµα αυτό θα δηµιουργήσουµε ένα µοντέλο µε 2 οπές, όπως φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα. Επειδή το µοντέλο είναι συµµετρικό, θα εκτελέσουµε την 
ανάλυση µόνο για το µισό συµµετρικό τµήµα, έτσι ώστε να µην σπαταλήσουµε 
άσκοπα χρόνο. Επίσης, το µοντέλο έχει πολύ µικρό πάχος και συνεπώς µπορούµε 
να το µελετήσουµε ως plane stress δηλ. ως 2σδιάστατο. Στη συνέχεια θα θέσουµε 4 
παραµέτρους (ακτίνα της µεγάλης οπής, διάµετρος της µικρής οπής,  θέση της 
µικρής οπής στον άξονα Χ, θέση της µικρής οπής στον άξονα Y) και θα 
αναζητήσουµε το set τιµών τους ώστε να ελαχιστοποιεί ο όγκος του µοντέλου και η 
τάση von Μιses να µην ξεπερνά την τιµή 1 N/mm2. 

 

 
 
 

Βασικές οδηγίες σχεδίασης συµµετρικού µοντέλου Plane Stress 
στο Pro – Engineer  

Ξεκινάµε το Pro – Engineer και επιλέγουµε File  New, διαλέγουµε part και 
εφόσον δεν έχουµε µαρκάρουµε την επιλογή “use default template”, ανοίγει ένα νέο 
παράθυρο διαλόγου όπου επιλέγουµε mm-N-s_part solid δηλαδή µονάδες 
millimeter- Newton – second. 
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Στη συνέχεια διαλέγουµε Insert  Extrude και µετά Placement  define ορίζουµε 
για επίπεδο σχεδίασης Front. Σχεδιάζουµε την πρόσοψη του µοντέλου σύµφωνα µε 
τις παρακάτω διαστάσεις. Πρόκειται για το συµµετρικό τµήµα ενός ελάσµατος µε 
πάχος 5 mm. Ολοκληρώνουµε το Sketch. 

 

 
 

Το µοντέλο µας πρέπει να δείχνει τελικά όπως στην παρακάτω εικόνα. 
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11.2 - Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Applications  Mechanica, στο παράθυρο Info Unit πατάµε Continue 
και στο Model Type, Ok. 

 

Αρχικά, πρέπει να ορίσουµε το είδος του µοντέλου. Το συγκεκριµένο παράδειγµα 
µπορούµε να το αντιµετωπίσουµε ως Plane Stress αντί για 3D, καθώς έχει πολύ 
µικρό πάχος.  

 

Ξεκινάµε, λοιπόν να καθορίσουµε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων, έτσι ώστε στο 
επίπεδο XY να κείτεται η επιφάνεια του Plane Stress. Επιλέγουµε Insert  Model 
Datum  Coordinate System και στη συνέχεια διαλέγουµε τις 3 επιφάνειες 
δηµιουργώντας τελικά το σύστηµα συντεταγµένων CS0. 

 

Έπειτα διαλέγουµε View  Mechanica Model 
Type και µας εµφανίζεται το διπλανό 
παράθυρο διαλόγου. 

 

Επιλέγουµε το 2D Plane Stress και στην 
περιοχή Geometry διαλέγουµε την επιφάνεια 
που θα αποτελέσει το 2D µοντέλο µας και στη 
συνέχεια το νέο σύστηµα συντεταγµένων 
όπου βρίσκεται η επιφάνεια (CS0). Πατάµε 
Ok.  
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Στη συνέχεια διαλέγουµε Insert  Shell. Στο παράθυρο που εµφανίζεται 
επιλέγουµε αρχικά την επιφάνεια του µοντέλου µας, εισάγουµε στην περιοχή 
Thickness την τιµή του πάχους του µοντέλου, δηλ. 5 mm για το παρόν παράδειγµα. 
Τέλος, επιλέγουµε το υλικό. 

 

 
 

Επιλέγουµε Insert  Force / Moment Load για να καθορίσουµε τη φόρτιση. Στην 
περιοχή References διαλέγουµε από την αναδιπλούµενη λίστα Edge(s) / Curves(s) 
και επιλέγουµε τη δεξιά κατακόρυφη ακµή. Θέτουµε στον άξονα Χ την τιµή 100 
και πατάµε Ok. 

 

 
 

Έπειτα, διαλέγουµε Insert  Displacement Constraint για να ορίσουµε το είδος της 
στήριξης. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο και στην περιοχή Reference 
διαλέγουµε από την αναδιπλούµενη λίστα Edge(s) / Curves(s). Αρχικά, επιλέγουµε 
την αριστερή ακµή και στην περιοχή Translation µαρκάρουµε όλα τα κουµπιά 
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Fixed όπως φαίνεται παρακάτω. Έτσι, ορίζουµε πάκτωση στο αριστερό άκρο του 
µοντέλου. Πατάµε Ok. 

 

 
 

∆ιαλέγουµε ξανά Insert  Displacement Constraint για να καθορίσουµε στήριξη 
στις 2 ακµές κατά µήκους του κάτω µέρους του µοντέλου (δηλ. αριστερά και δεξιά 
της µεγάλης οπής). Επιλέγουµε τις ακµές και στην περιοχή Translation µαρκάρουµε 
στο Χ το πρώτο κουµπί   , επιτρέποντας έτσι την ελεύθερη µετακίνηση κατά τον 
Χ, ενώ κατά τον Y ορίζουµε ξανά πάκτωση (πατώντας το 2ο κουµπί). 

 

Πατάµε Ok και το µοντέλο µας πρέπει να εµφανίζεται όπως στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

Επιλέγουµε AutoGem  Settings και στο παράθυρο που ανοίγει την καρτέλα 
Limits. Εδώ µπορούµε να τροποποιήσουµε τις διαστάσεις των στοιχείων που θα 
συνθέσουν το µοντέλο µας.  
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Αλλάζουµε τις τιµές στην καρτέλα όπως φαίνονται και στο παρακάτω σχήµα, έτσι 
ώστε η γεωµετρία των στοιχείων να µην εµφανίζει µεγάλες διακυµάνσεις. Τέλος 
πατάµε Ok. 

 
 

Επειδή περιµετρικά των οπών πρέπει να 
έχουµε καλύτερη διακριτοποίηση δηλ. 
περισσότερα στοιχεία, διαλέγουµε AutoGem 

 Control και στο παράθυρο που ανοίγει 
διαλέγουµε από την περιοχή References 
αρχικά το ηµικύκλιο του µοντέλου µας. 
Εισάγουµε στο πεδίο Number of Nodes την τιµή 
8. Πατάµε Ok. 

 
 

Εκτελούµε ξανά τη παραπάνω διαδικασία, επιλέγοντας αυτή τη φορά την κυκλική 
οπή. 
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Επιλέγουµε AutoGem  Create και στο 
παράθυρο που ανοίγει  Create. Μας 
εµφανίζει το παρακάτω παράθυρο και 
κάποια στοιχεία, όπως ο αριθµός των 
τριγώνων και τετραγώνων που 
δηµιουργήθηκαν κατά τη 
διακριτοποίηση του 2D plane stress. 

 
 

Πατάµε Close και περιφερειακά των ανοιγµάτων έχουµε πιο πολλά στοιχεία. 
Πατάµε Close και Yes στην ερώτηση αν επιθυµούµε να αποθηκεύσουµε τη 
διακριτοποίηση. 

 

 
 

Από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και έπειτα 
επιλέγουµε Run  Settings για να καθορίσουµε τον κατάλογο που θα αποθηκεύσει 
το Pro – Mechanica τα αρχεία που θα δηµιουργήσει. 

 

Στη συνέχεια επιλέγουµε File  New Static για να καθορίσουµε το είδος της 
ανάλυσης. 
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Ανοίγει το παρακάτω παράθυρο και στο πρώτο πεδίο δίνουµε ένα όνοµα. 
Ορίζουµε την στήριξη και τη φόρτιση για τα οποία θα γίνει ο έλεγχος. Στην 
περιοχή Method διαλέγουµε Multi – Pass Adaptive και ως µέγιστο βαθµό του 
πολυωνύµου (maximum Polynomial Order) εισάγουµε 9. Πατάµε Ok. 

 

 

 

Έπειτα επιλέγουµε Run  Start για να ξεκινήσει ο έλεγχος. Μας ρωτάει αν 
επιθυµούµε ανίχνευση σφαλµάτων και πατάµε Yes. 
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∆ιαλέγοντας Info Status µπορούµε να δούµε κάποιες σηµαντικές πληροφορίες. 
Αρχικά, παρατηρούµε ότι πράγµατι το είδος του µοντέλου (model type) είναι Plane 
stress όπως έχουµε ορίσει και ότι ο αριθµός των στοιχείων (elements) είναι 62. 

 

 
 

Για την εµφάνιση των αποτελεσµάτων, διαλέγουµε Analysis  Results και στο νέο 
παράθυρο που εµφανίζεται επιλέγουµε από το menu επιλέγουµε Insert  Result 
Window. Από την περιοχή Design Study διαλέγουµε το παράδειγµα που µελετάµε. 

 

Στην περιοχή Display type διαλέγουµε Fringe και παρακάτω επιλέγουµε από τις 
λίστες Stress και Von_Mises. Στην καρτέλα Display Options µαρκάρουµε την 
επιλογή Animate. Πατάµε Ok and Show και έχουµε το µοντέλο σε animated µορφή, 
παρουσιάζοντας γραφικά την παραµόρφωση του λόγω της αναπτυσσόµενης 
τάσης Von_Mises. 
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Με την µπλε γραµµή διακρίνεται το όριο του περιγράµµατος του αρχικού 
σχήµατος. 

 

 
 

 
 

11.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα προσπαθήσουµε να βελτιστοποιήσουµε τη 
γεωµετρία του µοντέλου, µε σκοπό να ελαττωθεί ο συνολικός όγκος του χωρίς 
όµως να υπερβαίνει η τάση την τιµή 1 N/mm2. 
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Για τον καθορισµό των σχεδιαστικών παραµέτρων επιλέγουµε Analysis  
Mechanica Design Controls και από το menu που εµφανίζεται δεξιά Design Params. 
Στο παράθυρο που εµφανίζεται πατάµε Create, στο νέο παράθυρο διαλέγουµε 
Dimension στην περιοχή Type και από το Select επιλέγουµε τις διαστάσεις που θα 
αποτελέσουν τις σχεδιαστικές παραµέτρους.  

 

 

 

Θα διαλέξουµε, λοιπόν τις εξής 4 παραµέτρους µε τις ακόλουθες ελάχιστες και 
µέγιστες τιµές: 

 

Παράµετρος Min τιµή Max τιµή 

Ακτίνα της µεγάλης οπής 15 30 

∆ιάµετρος της µικρής οπής 30 60 

Θέση της µικρής οπής στον άξονα X 40 80 

Θέση της µικρής οπής στον άξονα Y 40 60 

 

Αφού ολοκληρώσουµε τη επιλογή, πατάµε Accept και µετά Done. 

 

Επιλέγοντας το Shape Animate, βλέπουµε το µοντέλο µας µε διαφορετική 
γεωµετρία, σύµφωνη µε τις σχεδιαστικές παραµέτρους. Πατάµε Done / Return. 
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Στη συνέχεια από το Menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και 
στο παράθυρο που εµφανίζεται File  New Design Study. 

 

 

 

Στην περιοχή Type επιλέγουµε Optimization. Στην περιοχή Goal ζητάµε να 
ελαχιστοποιηθεί η συνολική µάζα της δοκού (minimaze total mass). Πατάµε το 
Create για να καθορίσουµε τον περιορισµό που πρέπει να πληρείται. Συνεπώς, 
ορίζουµε η µέγιστη τιµή της τάσης Von_Mises να µην υπερβαίνει την τιµή 1 
N/mm2. Παρακάτω τσεκάρουµε και τις 4 παραµέτρους και θέτουµε τις ελάχιστες, 
τρέχουσες και µέγιστες τιµές. Τέλος, πατάµε Accept. 

 

Στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Run  Start. Η διαδικασία µπορεί να διαρκέσει 
λίγα λεπτά. Πατώντας Info  Status παρατηρούµε την πρόοδο του ελέγχου, όπως 
φαίνεται στο παρακάτω παράθυρο. 
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Παρατηρούµε ότι το πρόγραµµα λαµβάνει αρχικά τις τρέχουσες τιµές για τις 
παραµέτρους για τη διερεύνηση της βελτιστοποίησης. 

 

Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία, επιλέγουµε Analysis  Results και Insert  
Result Window. Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο, επιλέγουµε το αρχείο που 
δουλεύουµε. Στην περιοχή Display Type επιλέγουµε Graph. Από την επόµενη 
αναδιπλούµενη λίστα επιλέγουµε Measure και από το εικονίδιο   διαλέγουµε 
από την εµφανιζόµενη λίστα max_stress_vm.  
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Πατάµε Ok and Show. Έτσι, µας εµφανίζεται το διάγραµµα µε τη µέγιστη τάση ανά 
δοκιµή βελτιστοποίησης (optimization pass). 

 

 

 

Επιλέγουµε ένα νέο γράφηµα, αφού διαλέξουµε από το εικονίδιο    total_mass. 
Έτσι, έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα. 

 

 

 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 134

Από το 1ο διάγραµµα παρατηρούµε ότι εκτελούνται 7 δοκιµές έως ότου η µέγιστη 
τάση πάρει την επιθυµητή τιµή 1 N/mm2, ενώ παράλληλα ελαχιστοποιείται και ο 
συνολικός όγκος του µοντέλου. 

Από το εικονίδιο Display study Status    µπορούµε να δούµε για ποιο set τιµών 
των παραµέτρων, η διαδικασία βελτιστοποίησης ικανοποιεί τον περιορισµό και 
τον στόχο που θέσαµε και αποτελεί τη βέλτιστη λύση. Οι τιµές των παραµέτρων, 
όπως φαίνονται και παρακάτω είναι: d7= 27.8, d5= 60, d6= 52.369. d9= 40. 
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Κεφάλαιο 12 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
κελύφους (shell) 

12.1 - Παράδειγµα 7 

Στο παράδειγµα αυτό εξετάζεται η µηχανική συµπεριφορά ενός τραπεζιού. Το 
στοιχείο που µας ενδιαφέρει είναι η µετατόπιση της επιφάνειας του τραπεζιού 
κατά τον άξονα επιβολής του φορτίου. Έτσι, θα δηµιουργήσουµε το τραπέζι στο 
Pro – Engineer και αφού µεταβούµε στο περιβάλλον του Pro – Mechanica θα 
περιγράψουµε αρχικά πως µπορούµε να µελετήσουµε το τραπέζι ως 3σδιάστατο 
µοντέλο και στη συνέχεια µόνο την επιφάνεια του τραπεζιού ως Shell. 

 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης τραπεζιού στο Pro – Engineer  

Ξεκινάµε στο Pro – Engineer ένα νέο Project επιλέγοντας πάντα τύπο part και 
µονάδες mm-N-s.  

 

∆ιαλέγουµε Insert  Extrude και ως επιφάνεια σχεδίασης διαλέγουµε Top. 
Σχεδιάζουµε την επιφάνεια του τραπεζιού µε διαστάσεις 250*250 mm και µε πάχος 
5 mm. 
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Στη συνέχεια σχεδιάζουµε στις γωνίες του τα 4 πόδια τετραγωνικής διατοµής µε 
διαστάσεις 15*15 mm και ύψος 210 mm. Το µοντέλο µας τελικά πρέπει να δείχνει 
όπως παρακάτω. 

 

 

 

12.2 – Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Για τη µετάβαση στο Pro – Mechanica επιλέγουµε Applications  Mechanica.  

Αρχικά, επιλέγουµε Insert  Displacement Constraint και ορίζουµε πάκτωση στις 4 
επιφάνειες των ποδιών που ακουµπούν στο έδαφος. 
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Έπειτα διαλέγουµε Insert  Force / Moment Load και καθορίζουµε φόρτιση στην 
επάνω επιφάνεια του τραπεζιού ίση µε 1000 Ν κατά τον άξονα Υ. 

 

 

 

Τέλος, επιλέγουµε το υλικό του τραπεζιού από το menu Properties  Material και 
Al2014. Στη συνέχεια, για να αλλάξουµε το µέγεθος των στοιχείων διαλέγουµε 
AutoGem  Settings και στη νέα καρτέλα Limits. Εδώ αλλάζουµε τις Default τιµές 
όπως φαίνεται παρακάτω. 
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∆ιαλέγοντας AutoGem  Create βλέπουµε τα στοιχεία που απαρτίζουν το τραπέζι 
µας. 

 

 

 

Επιλέγοντας Analysis  Mechanica Analyses / Studies και έπειτα File  New Static 
ανοίγει το ακόλουθο παράθυρο όπου ορίζουµε την αρχική ανάλυση. 
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Για τα αποτελέσµατα διαλέγουµε Analysis  Results και στο παράθυρο που 
εµφανίζεται επιλέγουµε το αρχείο µας, στην περιοχή Display type διαλέγουµε 
Fringe και από τις 2 επόµενες αναδιπλούµενες λίστες επιλέγουµε Displacement και 
Y. Στην καρτέλα Display options τσεκάρουµε τις επιλογές Deformed και Show element 
edges και έχουµε το παρακάτω αποτέλεσµα. 

 

 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι η µέγιστη µετατόπιση της επάνω επιφάνειας κατά τον άξονα Υ 
είναι 0.55 mm. Αυξάνοντας την πυκνότητα διακριτοποίησης παρατηρούµε ότι η 
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τιµή αυτή µεταβάλλεται χωρίς να πετυχαίνουµε σύγκλιση σε λογικό χρόνο. Αυτό 
οφείλεται στη λάθος επιλογή του τύπου της ανάλυσης. Σε επιφάνειες µε πολύ 
µικρό πάχος είναι αναγκαίο να χρησιµοποιήσουµε κελυφοειδή στοιχεία (shell) για 
να πετύχουµε σύγκλιση. Παραβλέποντας την επιβράχυνση των ποδιών, θα 
µελετήσουµε µόνο τη συµπεριφορά της επιφάνειας θεωρώντας την κέλυφος και 
πακτώνοντας τις τέσσερις γωνίες της. 

 

Επιλέγουµε Properties  Shell Properties και στο παράθυρο που ανοίγει New. Μας 
εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο και επιλέγουµε το p για να ορίσουµε το 
πάχος του κελύφους ως παράµετρο. 

 

 

 

Στα 2 επόµενα παράθυρα πατάµε New και Create και εµφανίζεται το παρακάτω 
παράθυρο όπου δίνουµε όνοµα (paxos) στην παράµετρο και αρχική τιµή (5). 

 

 

 

Στη συνέχεια επιλέγουµε Insert  Shell για να καθορίσουµε τα χαρακτηριστικά 
του κελύφους. Εµφανίζεται το ακόλουθο αριστερό παράθυρο, όπου ορίζουµε ως 
Surface την επάνω επιφάνεια του τραπεζιού και για υλικό επιλέγουµε αλουµίνιο. 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 141

Επίσης, διαλέγοντας το εικονίδιο του πάχους    ανοίγει το δεξιό παράθυρο 
όπου επιλέγουµε την παράµετρο που δηµιουργήσαµε στο προηγούµενο στάδιο. 
Έτσι, ορίζουµε τη διάσταση του κελύφους ως παράµετρο. 

 

 

 

Έπειτα διαλέγουµε Insert  Displacement Constraint, και πακτώνουµε τις 4 γωνίες 
του κελύφους, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα.  
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Συνεχίζουµε διαλέγοντας Insert  Force / Moment Load. Ορίζουµε κατά τον άξονα 
y δύναµη στην επιφάνεια του κελύφους ίση µε 1000 Ν. 

 

 

 

Στη συνέχεια επιλέγουµε AutoGem  Settings και από την καρτέλα που 
εµφανίζεται Limits. Εδώ, αλλάζουµε το µέγεθος των στοιχείων σύµφωνα µε τις 
τιµές που φαίνονται στο παρακάτω παράθυρο. 
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Στη συνέχεια διαλέγουµε AutoGem  Control, επιλέγουµε τις 4 ακµές του 
κελύφους και θέτουµε στην περιοχή Number of Nodes τον αριθµό 6, έτσι ώστε να 
αυξήσουµε την πυκνότητα των στοιχείων περιµετρικά. 

 

 
 

Επιλέγοντας AutoGem  Create εµφανίζεται το κέλυφος µε τα στοιχεία από τα 
οποία αποτελείται. 
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Από το menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και στο 
παράθυρο που ανοίγει File  New Static. 

 

 
 

Καθορίζουµε την ανάλυση και πατάµε Ok. Έπειτα διαλέγουµε Run  Start και το 
πρόγραµµα µας ρωτά αν θέλουµε εντοπισµό των σφαλµάτων και πατάµε Yes. 
Έπειτα εµφανίζει ένα µήνυµα λέγοντας ότι δεν έχει γίνει καθορισµός υλικού για 
όλα τα τµήµατα (κάτι που ήταν αναµενόµενο, καθώς ορίσαµε υλικό µόνο για το 
κέλυφος). Τέλος µας ενηµερώνει ότι η συγκέντρωση τάσεων θα είναι σε κάποια 
τοπικά σηµεία υψηλή.  

 

Αφού ολοκληρωθεί η ανάλυση επιλέγουµε το παράθυρο των αποτελεσµάτων και 
ζητάµε αρχικά την µετατόπιση κατά τον άξονα Υ που είναι και ο άξονας επιβολής 
της πίεσης. Στην καρτέλα Display Options τσεκάρουµε τις επιλογές Deformed και 
Show Element Edges. 
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Παρατηρούµε ότι στα σηµεία της πάκτωσης (4 γωνίες) η µετατόπιση είναι 0, ενώ η 
µέγιστη µετατόπιση εµφανίζεται στο κέντρο του τραπεζιού µε τιµή 1.4 mm, 
διαφορετική από την τιµή που υπολογίσαµε (0.55 mm) κατά την ανάλυση του 
τραπεζιού ως 3σδιάστατο αντικείµενο. 

 

Εφόσον όµως έχουµε τρέξει το µοντέλο και ως 3σδιάστατο και ως Shell είναι 
αξιοπρόσεκτο να παρατηρήσουµε το Study Status του καθενός. Στο τρέξιµο που 
έγινε για το 3σδιάστατο αντικείµενο χρειάστηκαν Total CPU Time= 96.6 sec, ενώ 
για το Shell µόλις 2.29 sec. Συνεπώς, γίνεται αντιληπτό πόσο χρήσιµες είναι οι 
απλοποιήσεις κατά την ανάλυση µίας κατασκευής. 
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Study Status 3D Study Status Shell 

 

Τέλος, επιλέγουµε ένα νέο παράθυρο αποτελεσµάτων για την τάση von_Mises. 
Παρατηρούµε ότι στα 4 σηµεία της πάκτωσης εµφανίζεται υψηλή συγκέντρωση 
τάσεων (κόκκινη τιµή). 

 

 

 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 147

12.3 – Βελτιστοποίηση κατασκευής 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα θέσουµε ως µεταβλητή το πάχος του κελύφους 
και θα ελέγξουµε για ποια τιµή του πάχους, η µετατόπιση κατά τον άξονα Υ δεν 
υπερβαίνει την τιµή 10 mm. 

 

Για τον καθορισµό της παραµέτρου επιλέγουµε Analysis  Mechanica Design 
Controls και από το menu που εµφανίζεται δεξιά Design Params. Στο παράθυρο που 
εµφανίζεται πατάµε Create, στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Pro – Engineer Parameter 
στην περιοχή Type. Πατώντας το Select ανοίγει το παρακάτω παράθυρο όπου 
επιλέγουµε την παράµετρο που έχουµε δηµιουργήσει για το πάχος του κελύφους.  

 

 

 

Πατάµε Accept και εµφανίζεται το 
διπλανό παράθυρο όπου θέτουµε 
ελάχιστη και µέγιστη τιµή για την 
παράµετρο. 
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Στη συνέχεια από το Menu Analysis διαλέγουµε Mechanica Analyses / Studies και 
στο παράθυρο που εµφανίζεται File  New Design Study. 

 

 

 

Στην περιοχή Type επιλέγουµε Global Sensitivity, τσεκάρουµε την παράµετρο 
θέτοντας την ελάχιστη και την µέγιστη τιµή και θέτουµε αριθµό επαναλήψεων 10. 
Τέλος, πατάµε Accept και στο νέο παράθυρο διαλέγουµε Run  Start.  

 

Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία, 
επιλέγουµε το εικονίδιο των 
αποτελεσµάτων.  
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Το µέγεθος που µελετάµε είναι η µετατόπιση στον άξονα Υ. Έτσι, επιλέγουµε 
max_disp_y και πατάµε Ok and Show.  

 

 

 

Από το διάγραµµα παρατηρούµε ότι η µετατόπιση δεν ξεπερνά την τιµή 10 mm, 
όταν το πάχος του κελύφους είναι περίπου ίσο µε 2.8 mm. 
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Κεφάλαιο 13 

Αριθµητική Επίλυση Γεωµετρικής Βελτιστοποίησης 
µηχανολογικού εξαρτήµατος 

13.1 - Παράδειγµα 8ο 

Στο παράδειγµα αυτό θα εξετάσουµε ένα µηχανολογικό εξάρτηµα, για το οποίο θα 
αναζητήσουµε τη βέλτιστη γεωµετρία του ώστε η τάση von Mises και η µετατόπιση 
του κατά τον άξονα επιβολής του φορτίου να µην υπερβαίνουν δεδοµένες τιµές. 
Οι παράµετροι που θα δώσουµε επηρεάζουν το συνολικό όγκο του µοντέλου. 

 
Βασικές οδηγίες σχεδίασης 3διάστατου µοντέλου στο Pro – E 

Για τη σχεδίαση του 3διάστατου µοντέλου στο Pro - Engineer επιλέγουµε Insert  
Extrude και σχεδιάζουµε στο επίπεδο Front την παρακάτω διατοµή σύµφωνα µε τις 
διαστάσεις που φαίνονται.  
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Περίπου στα κέντρο της διατοµής υπάρχει µία µικρή εγκοπή που σχεδιάζεται 
όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα. 

 

 

 

Οι 3 γραµµές της εγκοπής έχουν ίσο µήκος και είναι κάθετες µεταξύ τους. Για να 
εξασφαλίσουµε ότι τα µήκη τους είναι ίσα και θα έχουν πάντα την ίδια τιµή 
εισάγουµε από το menu Tools  Relations τους 2 συσχετισµούς που φαίνονται στο 
παραπάνω παράθυρο. Αυτό θα αποδειχθεί ιδιαίτερα χρήσιµο, όταν αργότερα 

επιδιώξουµε τη βελτιστοποίηση του µοντέλου. Πατάµε το εικονίδιο    και 
δίνουµε µήκος 500. Το µοντέλο µας πρέπει τελικά να δείχνει όπως παρακάτω. 
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13.2 – Αριθµητική Επίλυση στο Pro – Mechanica 

Επιλέγουµε Applications  Mechanica, πατάµε Continue και Οk στα επόµενα 2 
παράθυρα που εµφανίζονται.  

 

∆ιαλέγουµε Insert  Displacement Constraint και πακτώνουµε την κάτω επιφάνεια. 
Έπειτα επιλέγουµε Insert  New Pressure Load και µας εµφανίζεται το ακόλουθο 
παράθυρο.  

 

 
 

Επιλέγουµε την επιφάνεια που φαίνεται παραπάνω και θέτουµε πίεση ίση µε 30 
N/mm2. Πατάµε Ok και διαλέγουµε Properties  Materials για να ορίζουµε το 
υλικό του µοντέλου σε AL2014. 
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Στη συνέχεια  επιλέγουµε AutoGem  
Settings και Limits για να καθορίσουµε 
το µέγεθος των στοιχείων. Αλλάζουµε 
τις τιµές όπως φαίνονται δίπλα. 

 

 
 

Πατώντας AutoGem  Create βλέπουµε 
τα στοιχεία που έχουν δηµιουργηθεί. 

 
 

Έπειτα επιλέγουµε Analysis  Mechanica Analyses / Studies και στο παράθυρο που 
εµφανίζεται File  New Study. Έτσι, ορίζουµε την αρχική ανάλυση και παρακάτω 
βλέπουµε τα αποτελέσµατα για την τάση von_Mises και τη µετατόπιση κατά τον 
άξονα X – max_disp_x (άξονα όπου εφαρµόζεται η πίεση). 
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13.3.1 - Global Sensitivity 

Στη συνέχεια επιλέγουµε Analysis  Mechanica Design Controls και από το menu 
Design Params. ∆ιαλέγουµε τη διάσταση του ανοίγµατος της εγκοπής και θέτουµε 
ως ελάχιστη και µέγιστη τιµή 10 και 20 αντίστοιχα. 
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Πατάµε Accept και Done και επιλέγοντας Shape Animate µπορούµε να δούµε πώς 
αλλάζει το µοντέλο µας βάσει της παραπάνω παραµέτρου που ορίσαµε. Επίσης 
παρατηρούµε ότι δεν αλλάζει µόνο η µία διάσταση της εγκοπής, αλλά και οι 3. 
Aυτό µας το εξασφάλισαν οι συσχετισµοί (Relations) που θέσαµε κατά τη σχεδίαση 
του µοντέλου στο Pro – Engineer.  

 

Έπειτα επιλέγουµε Analysis  Mechanica Analyses / Studies και File  New Design 
Study για να καθορίσουµε µια νέα ανάλυση. Ως τύπο επιλέγουµε Global Sensitivity 
και ως παράµετρο την d3 µε αρχική τιµή 10 και τελική 20. Πατάµε Accept και Start. 
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Όταν ολοκληρωθεί το τρέξιµο, επιλέγουµε ένα παράθυρο αποτελεσµάτων και 
διαλέγουµε ένα διάγραµµα µεταξύ της παραµέτρου d3 και της τάσης von_Mises. 
Έτσι, έχουµε το παρακάτω γράφηµα όπου παρατηρούµε ότι για d3=17 mm, η τάση 
γίνεται ελάχιστη. 
 

 

Στη συνέχεια επιλέγουµε ένα νέο γράφηµα ανάµεσα στην παράµετρο d3 και τη 
µετατόπιση κατά τον άξονα Χ –max_disp_x (άξονας επιβολής της πίεσης). 
Παρατηρούµε ότι η µετατόπιση κατά τον άξονα X αυξάνει αναλογικά µε την 
αύξηση της παραµέτρου d3. 
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13.3.2 – Optimization 

Επιλέγουµε ξανά Analysis  Mechanica Design Controls και Design Params για να 
καθορίσουµε κάποιες επιπλέον παραµέτρους, οι οποίες επηρεάζουν το συνολικό 
όγκο του µοντέλου. ∆ιαλέγουµε τις 3 παρακάτω διαστάσεις και θέτουµε τις αρχικές 
και τελικές τιµές όπως φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

Παράµετρος Minimum Maximum 

d6 50 100 

d10 200 350 

d12 100 250 

   

 
 

Πατάµε Done / Return και ανοίγουµε ένα νέο παράθυρο ανάλυσης, όπου ορίζουµε 
τον τύπο της ανάλυσης σε Optimization, θέτουµε ως στόχο (goal) την 
ελαχιστοποίηση του όγκου και ως όρια (limits) η µέγιστη τάση von_Mises να µην 
υπερβαίνει την τιµή 500 N/mm2 και η µέγιστη µετατόπιση στον άξονα X να µην 
ξεπερνά την τιµή 0.9 mm. Ενεργοποιούµε και τις 4 παραµέτρους και πατάµε Ok 
και Start. 
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Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία, από το παράθυρο των αποτελεσµάτων 
καθορίζουµε 3 γραφήµατα ανάµεσα στην µέγιστη τάση von_Mises, την µέγιστη 
µετατόπιση στον άξονα X, το συνολικό όγκο και τις δοκιµές βελτιστοποίησης. 
Παρακάτω εµφανίζονται µε σειρά τα 3 γραφήµατα, όπου παρατηρούµε ότι 
πληρούνται οι περιορισµοί και ο στόχος που τέθηκαν.  
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Τέλος, ζητάµε να εµφανιστεί το Optimum µοντέλο µας µε τις τιµές για την τάση 
von_Mises και για τη µετατόπιση κατά Χ. Στην καρτέλα Display Options 
τσεκάρουµε τις επιλογές Deformed και Show Element Edges για να έχουµε καλύτερη 
εικόνα των αποτελεσµάτων. 

 



Γεωµετρική Βελτιστοποίηση ∆οµικών Στοιχείων µε το Pro - Mechanica 
 

 160

 

 

Παρατηρούµε ότι έχει µειωθεί αισθητά ο συνολικός όγκος του µοντέλου, ενώ 
ταυτόχρονα ικανοποιούνται και οι συνθήκες που θέσαµε. 
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