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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

To 1939 είχα γράψει για τους μαθητές μου στο Ε. Μ. ΠολντεχνεΊο, 
όσους είχαν ζωηρότερα θεωρητικά ενδιαφέροντα, μία πραγματεία 48 σελίδων 
με τον τίτλο :

«Εισαγωγικόν Κεφάλαιον εις τα ’Ανώτερα Μαθηματικά. 
Οι Πραγματικοί ’Λριθμο'ι»

Κύριο περιεχόμενο τής πραγματείας, πού αντίτυπά της υπάρχουν πάντα στη 
Βιβλιοθήκη τοϋ Ε.Μ.Π., είναι ή μεθοδική ανάπτυξη, με καθαρά αριθμητικό 
τρόπο, με πληρότητα και λογική ανστι/ρότητα, μιας θειορίας των θετικών 
ασύμμετρων αριθμών βασισμένης αποκλειστικά στον ορισμό : Θετικός άσύ- 
μετρος αριθμός είναι ένα άπειροψήφιο, όχι περιοδικό δεκαδικό μόρφωμα 
α,ψΧ...ψ\>..., δηλ.αδή ένα κατασκεύασμα πού άποτελείται από έναν ακέραιο αριθμό 
α ^ Ο και μίαν ανερμάτιστη, όχι περιοδική ακολουθία ψΧ, ψ2,...,ψν... δεκαδι­
κών ψηφίων. Στή συγγραφή τής πραγματείας με είχε σπρώξει ή παρατνιρησι/ 
ότι τά βιβλία μας τής Αριθμητικής και τής ’Άλγεβρας ( καί τά ξενόγλωσσα 
άλλωστε), όσα έδιναν τον παραπάνω ορισμό γιά τό θετικό ασύμμετρο αριθμό, 
παράλειπαν νά πραγματευθοϋν έπειτα, με πληρότητα καί μαθηματική αυστηρό­
τητα, τά θέματα τής μεγεθικής διάταξης καί τών τεσσάρων βασικών αριθμη­
τικών πράξεων στο σύνολο πού άποτελείται από τούς ρητούς αριθμούς τούς ^ 0 
καί από τούς θετικούς άσυμμέτρους. ’Έμενε έτσι ένα κενό γιά όσους θά επιθυμού­
σαν νά έχουν μιάν αυστηρή θεωρητική θεμελίωση τοϋ λογισμού με τούς πραγ­
ματικούς αριθμούς βασισμένη στον παραπάνω ορισμό τών θετικών άσυμμέτρων' 
τό κενό αυτό είχα επιδιώξει νά συμπληρώσω με τή μελέτη μου.

’Ήδη παρατηρώ πώς τό αναλυτικό πρόγραμμα τέΰν Μαθηματικών πού 
ισχύει γιά τήν 3η Γυμνασίου περιέχει ανάμεσα σ’ άλλα θέματα καί τά ακόλουθα: 
(έ'Υπαρξις αριθμού με άπειρα δεκαδικά ψηφία μή περιοδικά. Ασύμμετροι 
αριθμοί. Έπέκτασις τών ιδιοτήτων τών πράξεων τών ρητών αριθμών εις τούς 
άσυμμέτρους άριθμούς. Τό σύνολον τών ρητών άριθμών ώς ύποσύνολον τοϋ 
συνόλου τών πραγματικών άριθμών. » Φυσικά ούτε ό χρόνος πού ή διδασκαλία 
μπορεί νά διαθέση γιά τά παραπάνω θέματα στήν 3η Γυμνασίου ούτε ή μέση 
διανοητική στάθμη τών μαθητών της καί τά ενδιαφέροντα τών περισσότερών
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τους επιτρέπουν μία πλι)ρη καί μαθηματικά αυστηρή έκθεση. "Ομως για το 
δάσκαλο μια τέτοια πραγμάτευση των θεμάτων δεν μπορεί παρά νά παρου- 
σιάζη ενδιαφέρον, όχι μόνο γιά λόγους ατομικής επιστημονικής περιέργειας 
αλλά καί γιά λόγους επαγγελματικούς' γιατί ό δάσκαλος πρέπει νά μπορή 
ν' άπαντά σέ σχετικές έρωτήσεις μαθητών πού έχουν αυξημένα μαθηματικά 
ενδιαφέροντα καί μεγαλύτερες ικανότητες γιά τή μαθι/ματική επιστήμη. Αυτό 
με παρακίνησε νά ξαναγράφω την παλιό μου μελέτη, συμπληρο^νοντάς την σέ 
αρκετά σημεία καί εκσυγχρονίζοντας κάπως τή διατύπωσή της, καί νά τήν 
κυκλοφορήσω ευρύτερα γιά νά εξυπηρετήσω τούς σημερινούς καί αυριανούς 
εκπαιδευτικούς μας.

’Ιούνιος 1969.
Ν. Κριτικός.
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ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΚΑΙ ΑΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΑΚΟΑΟΥΘΙΕΣ

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1

§ 1. Τί προϋποθέτουμε γνωστό.

Μέ Ν =  {1 ,2 ,3 ,...}  παριστάνουμε τό σύνολο των φυσικών αρι­
θμών, μέ Ν0 =  {0 ,1 ,2 ,...}  τό σύνολο τών άκεραίων ^ 0 , μέ Q0 + τό 
σύνολο τών ρητών αριθμών πού είναι ^ 0. 'Υπενθυμίζουμε ότι ρητοί 
αριθμοί ^ 0 είναι οί κλάσεις ισοδυναμίας τις όποιες ορίζει στο σύνολο 
τών «κλασμάτων»

Κ  =  {χ | χ = μ όπου μ e Ν0 καί ν e Ν }

ή ακόλουθη σχέση ισοδυναμίας

θι
ν,

μ2
Vo

όταν και μεν3ν όταν μΧν2 =  μ2νΧ

Τη σχέση ^ μεγεθικης διάταξης καί τις τέσσερις βασικές πράξεις : πρόσ­
θεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμό καί διαίρεση στά σύνολα Ν , Ν0 , 
Q0+ , μαζί μέ τις κύριες ιδιότητές τους, τις θεωρούμε γνωστές. Επίσης
θεωρούμε γνωστό ότι τό σύνολο τών ρητών πού, άντιπροσωπεύονται άπό

.0α
τά κλάσματα  ̂ , όπου α e Ν0 , είναι « ίσομορφικό» μέ τό σύνολο Ν0

καί ώς προς τη σχέση ^ καί ως προς τις τέσσερις βασικές πράξεις. Αύτό 
σημαίνει ότι ύπάρχει μιά άμφιμονοσήμαντη άντιστοιχία, ή

αΝ0 3 α ρητός ρα μέ αντιπρόσωπο τό κλάσμα
1

πού έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: Γιά όποιαδήποτε α ι , α 2£ Ν 0 έχουμε: 

(1) αΧ ^ α2 => ρα, ^ ρΜ2 , (2) αΧ + α, <-> ρα| + ρϋχ ,

(3) αΧα2 ρα,Ρα2 ,

Ρα,

(4) α χ— α, «-> Ρ α ,  — ρα2 μέ αχ ^ α2 ,

(5)
αχ
α. Puj

μέ α 2 Φ 0 .
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Σημειώνουμε τέλος δτι, γιά συντομία, θά λέμε : ό ρητός  ̂ αντί, όποις Οά 

έπρεπε, ό ρητός πού έχει άντιπρόσοιπο τό κλάσμα  ̂ .

§ 2. Ακολουθία. Περιοδική και άπεριοδική ακολουθία.

Οί φυσικοί αριθμοί

1, 2, 3, ... , ν, ν + 1 , ... ,

όταν θεσπίσουμε δτι ό ν προηγείται από τον ν + 1 , αποτελούν μια δια­
δοχή ιδεατών πραγμάΐων ή όποια έχει ένα πρώτο στοιχείο, τό 1, κανένα 
όμως τελευταίο. Τέτοιες κ άτερμάτιστες » διαδοχές χρησιμοποιούμε 
πολύ συχνά στα Μαθηματικά^θά τις καλούμε ακολουθίες. Μέ μαθηματι- 
κότερη διατύπωση μπορούμε νά λέμε δτι ακολουθία είναι μια (μονοσή­
μαντη) συνάρτηση r

f : Ν Π ,

πού έχει πεδίο ορισμού τό σύνολο Ν καί τιμές μέσα σ’ ένα σύνολο Π πραγ­
μάτων π· θά τή σημειώνουμε άναπτυγμένα μέ

(2.1) πΧ , π2 , . . . , π ν . . . (πν e Π) 

καί συμπτυγμένα μέ

(πν) , v e N . V
Π.χ. άν Π =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , τότε ή (2.1) είναι μιά ακο­
λουθία δεκαδικών ψηφίων, όπως λ.χ. ή

(2.2) 2,6, 1,8, 1, 1,8, 1 ,..., 1,8, 1, λ.

πού, σάν συνάρτηση Γ : Ν -> Π , ορίζεται έτσι :

f(l) =  2 , f(2) =  6 , f(0 + 3k) =  1 ,

f(l+3k) =  8 , f(2 + 3k) =  1 γιά k e Ν() .

Ή άκολουθία (2.1) λέγεται περιοδική, όταν καί μόνον όταν κάποιο 
μονομελές π Κ) ή πολυμελές nkl ... n kl + p_j κομμάτι της, πού άποτελεΐ- 
ται από ρ ^ 1 , διαδοχικά άν ρ > I , στοιχεία της, επαναλαμβάνεται 
άτερμάτιστα άπό κάποια θέση τάξης ν =  k, μέσα στήν άκολουθία καί έπειτα.
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Τύ κομμάτι 7Tk) ή 7tk( ... itkj + p_ , πού επαναλαμβάνεται, λέγεται περίοδος 
τής ακολουθίας.

Π.χ. ή ακολουθία (2.2) είναι περιοδική με περίοδο τό τριμελές κομμά­
τι της 181 πού έπαναλαμβάνεται άτερμάτιστα από τήν τρίτη θέση μέσα 
στήν ακολουθία καί έπειτα.

Τυπικά, ό ορισμός τής περιοδικότητας δίνεται έτσι :
Μιά ακολουθία (πν), v e N ,  είναι περιοδική, όταν καί μόνον όταν 

υπάρχουν δυο φυσικοί αριθμοί ρ καί ki τέτοιοι ώστε νά έχουμε

π ν+Πιρ =  γιά Ν 3 ν ^ ki καί m e N ,

Είναι φανερό οτι, αν ή ακολουθία (2.1) έχη τήν περίοδο πΚι ή τήν 
πι<, · · · πκ, + p - ι > θά έχη περίοδο καί τό κομμάτι π,, ή, αντίστοιχα, τό 
πκ . . .  π,ς+,'ρ_1 μέ k ^ k f έπίσης κάθε κομμάτι τής ακολουθίας πού άπο- 
τελεΐται από περισσότερα, έστω η μέ π > 1 , παρακείμενα παρόμοια 
κομμάτια θά είναι περίοδος τής ακολουθίας. Π.χ. ή ακολουθία (2.2) έχει 
περιόδους καί τά κομμάτια

8ΐΓ , ΤΪ8 , 811811 , Π8118118 κ.τ.λ.
’Ονομάζουμε αρχική περίοδο τής από ύπόθεση περιοδικής ακολουθίας (2.1) 
τό όλιγομελέστερο καί πρώτο στή σειρά κομμάτι της τό όποιο επανα­
λαμβάνεται άτερμάτιστα. Τ.χ. στήν ακολουθία (2.2) αρχική περίοδος είναι 
τό 181 . Γενικά, σέ μιάν ακολουθία (2.1) πού είναι περιοδική, ανάμεσα

— ■ — r
στά διάφορα κομμάτια της π^ . . .  nk' +ρ'- ι πού έπαναλαμβάνονται άτερ­
μάτιστα, αρχική περίοδος είναι έκεΐνο πού έχει τό έλάχιστο k '= k t καί τό1 
ελάχιστο ρ' =  ρ. Επομένως, άν τό « μήκος » ρ τής αρχικής περιόδου είναι 
> 1 , τότε τά ρ στοιχεία πού αήν άποτελοΰν δεν μπορούν νά ταυτίζωνται, 
νά είναι δηλαδή ένα καί τό ίδιο πράγμα. Κατά συν.έπεια, άν ρ =  2 , τότε 
άπό τή θέση kl μέσα στήν άκολουθία καί έπειτα δυο όποιαδήποτε διαδο­
χικά στοιχεία τής άκολουθίας θά διαφέρουν τό ένα άπό τό άλλο, Καί άν 
ρ > 2 , τότε τό πολύ ρ — 1 διαδοχικά στοιχεία τάξης ^ kt θά μπορούν 
νά ταυτίζωνται.

Ά πό τά παραπάνω συμπεραίνουμε τήν άκόλουθη ικανή (όχι καί άναγ- 
καία) συνθήκη γιά νά είναι μιά άκολουθία άπεριοδική, δηλαδή όχι περιοδική :

Μιά ακολουθία, που τά στοιχεία της δεν ταυτίζονται άπό κάποια θέση 
μέσα στήν ακολουθία και έπειτα, είναι άπεριοδική, όταν περιέχη ομάδες 
άπό ν διαδοχικά ταυτιζόμενα στοιχεία μέ ν μεγαλύτερο άπό κάθε δινό- 
μενο θετικό αριθμό [μέ ν αυθαίρετα μεγάλο, όπως συνηθίζουμε νά λέμε]*.

*) Σημ. Τό έγκλεισμένο μέσα σέ άγκύλη [ ] είναι μιά άλλη έκφραση γιά κείνο πού 
προηγείται.
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Π.χ. ή ακολουθία δεκαδικών ψηφίων (τα γράφουμε χωρίς να τα χωρί­
ζουμε με κόμματα)

121221222 . . .  12 . . .  2 1 2 . . .  22 . . .
k φορές k + Ι  φορές

είναι άπεριοδική, έπειδή περιέχει ομάδες ταυτιζόμενων διαδοχικών στοι­
χείων 2 τών όποιων τό πλήθος ν είναι όσο θέλουμε μεγάλο, άρκεΐ νά προ­
χωρήσουμε μέσα στην ακολουθία άρκετά μακριά. Επίσης ή άκολουθία 
δεκαδικών ψηφίων

123456789101112 . . .  99100101 . . .  1 0 . . .  0 ... 1 0 . . .  00 . . .
k φορές k -f-1 φορές

είναι άπεριοδική, έπειδή περιέχει τά συγκροτήματα ψηφίων 1 0 ... 0 με 
αυθαίρετα μεγάλο πλήθος ν διαδοχικών μηδενικών. ν φορές



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  2

ΔΕΚΑΔΙΚΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΟΥ 0„ +

§ 3. Δεκαδικό ανάπτυγμα ρητοΰ ρ ^ 0 .

"Ας είναι ρ ένας ρητός αριθμός ^ 0 καί ~  μέ m e Ν(ι , n e N .

τό άνάγωγο κλάσμα πού τόν αντιπροσωπεύει' (θά σημειώνουμε την άντι-
, , , , , m „ mπροσωπευση αυτή με τή γραφή =  ρ είτε ρ =  — ) .  θειυρουμε τα

διαδοχικά άκέραια πολλαπλάσια τού φυσικού η :

O n , I n , 2η , 3η , , kn , (k + 1)η , ... .

Ό  ακέραιος m ή θά συμπίπτη μέ ένα άπό τά πολλαπλάσια αύτά ή θά περιέ- 
χεται ανάμεσα σέ δυό διαδοχικά' μέ άλλα λόγια, θά ύπάρχη ένας ακέραιος 
α e Ν0 τέτοιος ώστε νά έχουμε

an ϊξ m < (a +1) n .

Κατά συνέπεια θά ίσχύη ή σχέση

(3.1) m =  an + υι , μέ α ^ 0 , 0 ^ υ Χ< η .

Όπως είναι γνωστό, ή σχέση αύτή λέγεται διαιρετική ισότητα μέ διαιρέτη 
τό η καί διαιρετέο τό ητ ό ακέραιος α ^ 0 λέγεται ακέραιο πηλίκο τής 
διαίρεσης a : η (άλφα διά η) καί ό άκέραιος υΧ υπόλοιπο τής διαίρεσης 
αύτής (καί όταν ακόμη υΧ =  0).

Διαιρούμε τώρα διά η τό δεκαπλάσιο 10υΧ τού πρώτου ύπολοίπου 
υι . Επειδή 10υι < 10η , τό άκέραιο πηλίκο τούτης τής διαίρεσης θά είναι 
ένας ακέραιος ^ 0 καί < 1 0 ,  άρα ένα δεκαδικό ψηφίο ψΧ · άν παρα­
στήσουμε μέ υ2 τό αντίστοιχο ύπόλοιπο, θά έχουμε τή διαιρετική ισότητα

10υΧ =  ψΧ η + υ2 , μέ 0 ^ υ2 < η .
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'Υποθέτοντας 
ποιο k e N  έτσι,

οτι προσδιορίσαμε ήδη 
ώστε νά είναι

τά l>k , Ψι - Ψν + 1 γιά κά-

0 ^ υ κ < η καί 1 Ου k =  ψκ η + υk +1 μέ 0 ^ a k+x < η ,

προχωρούμε στή διαίρεση 1 Ουk + Χ : π καί ποριζόμαστε τήν ισότητα

10ok+1 =  ψκ+1 n + υ„+2 μέ 0 ^ υκ+2 < η .

'Ορίζουμε έτσι μέ μαθηματική έπαγωγή μιαν ακολουθία διαιρετικών ισο­
τήτων

(3.2) 1 Ουk =  ψκ η + υκ+1 μέ 0 ^ υ κ+1 < η , k e N ,

οί όποιες προσδιορίζουν μονότροπα μιαν ακολουθία (ψk) , k e N ,  δεκα­
δικών ψηφίων γιά τό ρητό αριθμό ρ. Τό ζεύγος πού άποτελειται από τόν 
ακέραιο α καί τήν ακολουθία (ψ k) , k e N ,  λέγεται δεκαδικό ανάπτυγμα 
τον ρ καί θά σημειώνεται μέ

α , ψχ ψ2 Ψ3 ··· είτε α, ψχ ... y k ... .

Ή άντιστοίχισή του στό ρ θά σημειώνεται μέ τήν ισότητα :

ρ =  α, ψχ... ψκ ... είτε α, ψχ... ψΙι... =  ρ .

Θά καλούμε τό α ακέραιο μέρος τού αναπτύγματος καί τήν ακολουθία 
(ψk) , k e N ,  ψηφιακό μέρος του.

Μέ α, ψχ ... ψ ν θά σημειώνουμε κατά τά καθιερωμένα τό «δεκα­
δικό κλάσμα »

α · 10ν 4- ψ! 10ν_1 + ... + ψ ν ψ, ψν
10ν " α + 10 + ··· + ΐθν

πού θά καλούμε καί ν - ψηφίο δεκαδικό αριθμό.

i-χόλιο. Τό δεκαδικό ανάπτυγμα του ρ μπορούμε νά τό βρούμε μέ τόν
αλγόριθμο των διαδοχικών διαιρέσεων ξεκινώντας και από έναν όχι άνά-

, , m' rn'
γωγο αντιπροσο^πο , του ρ. Πραγματικά, επειδή τό , είναι κλάσμα ίσο-n η
„ , , , , m . , , ,δυναμό με το αναγωγο —  , θα υπαρχη ένας φυσικός άριθμός ρ τέ­

τοιος ώστε νά είναι m' =  mp καί η' =  η ρ . ’Από τις (3.1) καί
(3.2) συμπεραίνουμε τώρα τις σχέσεις
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m =  mp =  a ■ np +  Ujp =  α · η' + υ \ μέ Ο ^ υ \ =  υχρ < ηρ =  η',

ΙΟυ k =  10ukp =  i|/k · ηρ + o k + 1p =  ψκ · η' + υ \ +1 μέ 
Ο ^ υ \ +1 < η' , k e Ν ,

πού αποδείχνουν τόν παραπάνω ισχυρισμό μας.
Νά τώρα μερικά παραδείγματα δεκαδικών αναπτύγματος :

0 =  0 ,0 ...0 ... 3 =  3 = 3 ,0  ...0 ... ^  =  ^85000··· y  =  ° ’285714285714···

22
15 =  1,4666... 20

9 2,222 ..
1001
999

=  1,002002....

Οπως βλέπουμε, τό ψηφιακό μέρος αύτών των αναπτυγμάτων είναι περιο­
δικό. )’ άποδείξουμε οτι αύτό αληθεύει γενικά γιά τό άνάπτυγμα κάθε 
ρητού ρ ^ 0 .

§ 4. Περιοδικότητα τού δεκαδικού αναπτύγματος ρητού ^ 0 .

Πρόταση 1. 'Η ακολουθία (ψκ) , ΚΕ Ν, του δεκαδικού αναπτύγματος ενός 

ρητού ρ ^ 0 , πού παριστάνεται από τό άνάγωγο κλάσμα , είναι περιο­

δική. "Αν ή αρχική περίοδος είναι μονομελής, τότε 0ά είναι διαφορετική 
από τήν 9 .

Απόδειξη. Τά ύπόλοιπα υκ των διαιρέσεων πού έκφράζονται μέ τις ισό­
τητες (3.1) καί (3.2), είναι άκέραιοι ^ 0 καί η — 1 . Επομένως, άνά- 
μεσα στά η πρώτα ύπόλοιπα

&
(4.1) Oj , . . . , υη

ή Ιο θά ύπάρχη κάποιο υμ =  0 , οπότε καί όλα τά έπόμενα υ κ μέ k > μ 
θά είναι μηδενικά, ή 2ο κανένα τους δέν θά είναι =  0 , οπότε θά έχουμε 
άναγκαστικά η ^ 3 , γιατί

π =  1 => υΧ =  0 καί π =  2 => (υΧ =  1 καί υ2 =  0).

Στην 1η περίπτωση : υ κ =  0 γιά k ^ μ , θά έχουμε

1 Ουk =  0 =  ψκη + 0 => ipk =  0 γιά k ^ μ ·

άρα ή ακολουθία (i|/k) , k 6 Ν , θά είναι περιοδική μέ μονομελή αρχική 
αρχική περίοδο τό 0 .
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Στη 2η περίπτωση όπου κανένα από τά υπόλοιπα (4.1) δέν είναι ϊσο μέ 0, 
δυο τουλάχιστο απ’ αύτά Οά είναι ίσα μεταξύ τους, αφού οί τιμές πού μπο­
ρούν νά πάρουν είναι οί η — 1 άκέραιοι 1 , , η — 1 . Θά ύπάρχουν
λοιπόν δυό άκέραιοι μ καί ρ τέτοιοι ώστε νά είναι

1 ^ μ < μ + ρ ^ η καί υμ =  υμ+ρ .

Ισχυρίζομαι πώς οί άκολουθίες (υκ) καί (ψκ), k e  Ν , είναι περιοδικές 
άπό τή θέση k =  μ καί έπειτα. ’Αρκεί γι’ αύτό νά δείξω ότι

(4.2) υκ =  o k+p καί ψ =  i|/k+p γιά k ^ μ .

Σύμφωνα μέ τις σχέσεις (3.2) έχουμε

υμ τ>μ+ρ ^  10υμ — 10υμ+ρ => ψμπ + υμ+1 — ψμ+ρπ + υ μ+1 + ρ
=> ( ψ μ — ψ μ + ρ ) η  + (υμ+1 — υμ+1+ρ) =  0 .

Είναι όμως

Iψμ — ψμ+ρ|η =  άκέραιο πολλαπλάσιο τού η καί |υμ+1— υ μ+1+ρ| < η . 

'Άρα θά έχουμε

ψμ ψ μ  + ρ =  0  Κ α ί  ^*μ + 1 ^ μ  1 + ρ  =  ® ·

Συλλογιζόμαστε τώρα έπαγωγικά : άς είναι, γιά κάποιο k ^ μ , υκ =  υκ hp. 
Θά είναι τότε \|/k =  \yk+p καί o k+1 =  υκ+1+ρ, γιατί, σύμφωνα μέ τις 
(3.2), έχουμε :

Ok =  Uk+p => IΟυk =  10uk+p => ψκη + uk+1 =  ψκ+ρη + o k+lt.p
=* ^ k —¥k+P)n + (υκ+ι—υκ+1+ρ) — 0 
=> (ψk—1̂k + p =  0 καί a k+1—o k+1+p =  0).

’Αποδείξαμε έτσι μέ μαθηματική έπαγωγή οτι οί (4.2) άληθεύουν γιά κάθε 
k ^ μ . Κατά συνέπεια, στην προκειμένη 2η περίπτωση τό κομμάτι 
Ψ μ ··· Ψ μ+ρ—ι τής άκολουθίας (ψκ) ,  k e N ,  είναι περίοδος τής ακο­
λουθίας.

Υπολείπεται νά δείξουμε ότι τά ρ ψηφία ψμ , ... , ψμ+ρ-ι δέν μπο­
ρούν νά είναι όλα ϊσα μέ 9.

Καί άλήθεια, αν ή σαν όλα ϊσα μέ 9, Οά εϊχαμε

1 Ου μ =  9η + υμ+1

1 Ου μ + Ρ μ ·μ + Ρ - 1 =  9π + υ =  9π + υ
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Πολλαπλασιάζουμε τά μέλη αύτών των ρ ισοτήτων κατά σειρά με 
10ρ_1 , ... , 10° άντιστοίχως καί προσθέτουμε κατά μέλη τις ισότητες 
πού προκύπτουν. ’Αφού διαγράψουμε μερικούς όρους πού έμφανίζονται 
καί στά δυο μέλη του αποτελέσματος, λαμβάνουμε

10ρυμ =  (9 ΙΟ'1"1 + ... + 9 10")η + υμ ,

άρα

(10ρ— 1)υμ =  (9· 10ρ- Α + ... + 9 · 10")π =  ( 10ρ— 1)π .

Θά έπρεπε λοιπόν νά είναι υμ =  η , πράγμα πού άποκλείεται. 
Άποδείχτηκε λοιπόν ότι ή άρχική περίοδος τού δεκαδικού άναπτύγματος 
τού ρητού ρ ^ 0 δέν μπορεί νά είναι ή μονομελής 9 .

§ 5. Σχέσεις πού καθορίζουν τό δεκαδικό ανάπτυγμα ρητού ^ 0 .

Οί ισότητες (3.1) καί (3.2) γράφονται καί έτσι :

1 Ου km υ,
ρ =  =  α +η η

(5.1)

Επομένως, άν θέσουμε
η ψκ + 1 κ+1 γιά k e N .

Y k =  ” k γιά k e Ν ,

θά έχουμε

(5.2) ρ =  α + Yl5 1 ΟΥk—ψk + Y k + i με 0 ^ Y k < 1 γιά k e N .  

’Από τις τελευταίες σχέσεις ποριζόμαστε διαδο/ικά :

„  ψ, Υ2 ψ, ψ., Υ3
ρ — α + ΥΧ , ρ - α +  1()+ ]0 , ρ =  α +  1Λ +  1Π2+ 1Π2 , -10 ΙΟ2 ΙΟ2

καί μέ μαθηματική επαγωγή :

(5 3) ρ =  α 4- —  + + - ^ +  Υ—- 1ν ; Ρ + 10 10k 10k
k+l

α, Ψι - M ' k + Ύιά k e N -

Ό  αριθμός Y k ( k e N)  είναι ένας ρητός πού έχει δεκαδικό ανάπτυγμα, 
όπως εύκολα προκύπτει, τό

Yk — 0 , \\ιk ψ κ+1 Ψκ+2 ...
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'Αντίστροφα, αν ένας ρητός ρ' μπορή νά πάρη τή μορφή

(5.4) ρ' =  α + Ψ 1 
10 + + Ψ κ 

10k +
Υ' k + 1 

10k 9

οπού k κάποιος φυσικός αριθμός, α' ακέραιος ^ 0 , ψχ , ··· » Ψ k °ε- 
καδικά ψηφία καί 0 ^ Υ'k + 1 < 1 , τότε τό δεκαδικό ανάπτυγμα τού ρ 
θά έχη άκέραιο μέρος τό α , τά πρώτα k δεκαδικά ψηφία ίσα άντιστοί- 
χως με ψ \ , ... , ψ'k καί τά έπόμενα ψηφία ίσα άντιστοίχως μέ τά δεκα­
δικά ψηφία τοϋ άναπτύγματος 0 , (Οχ ω2 ω3... τοΰ Υ k+i , ήτοι θά είναι

ρ' =  α' , ψ'χ ... ψ \  ψ \ +1 ψ \ +2 ψ \ +3... μέ ψ'κ+ν =  ων Υια v e N .

Τέλος, άπό τις (5.2) καί (5.3) έπεται ότι

(5.5) α ^ ρ < α + - ^  καί α, ψ ,... ψκ ^ ρ < α, ψχ... ij/k +  j(Jk γιά keN.

Αντίστροφα, άπό τις (5.5) συνάγεται ότι ό ρητός ρ έχει δεκαδικό άνά- 
πτυγμα τό α , ψ ι ψ 2ψ3... .

§ 6. Θεώρημα γιά τά δεκαδικά αναπτύγματα δυό άνισιον ρητών ^ 0 .

Πρόταση 2. Σε δυό άνισους ρητούς αριθμούς ρ ^  0 καί ρ" ^  0 αντι­
στοιχούν διαφορετικά δεκαδικά αναπτύγματα.

Απόδειξη. Ά ν  τό συμπέρασμα δέν άλήθευε καί είχαμε

ρ' =  α , ψχ ... ψκ ... , ρ" =  α, ψχ... ψ|ς... ,

ότε, σύμφωνα μέ τις (5.5), θά ϊσχυαν οί σχέσεις

α, Ψι ··. ψκ ^ Ρ , ρ” < α , ψχ ... ψκ + JQ- γιά k e N .

Ά ρα  θά είχαμε

(6.1) |ρ'—ρ"| < α, ψχ ... ψ κ + ^ - α ,  ψ χ...ψ κ =  γιά κάθε k e N .

Ά πό έδώ έπεται ότι |ρ'—ρ''| =  0 , ήτοι ρ’ =  ρ" , γιατί, άν ήταν 

|ρ'—ρ"| > 0 , θά είχαμε |ρ'—ρ”| =  - 1 , όπου τη καί η2 φυσικοί



αριθμοί, καί έπομένως |ρ'—ρ"| ^ . Κατά συνέπεια, αρκεί νά πάρουμεΓ1·2
τό φυσικό αριθμό k2 μεγαλύτερο από ή ίσο με τό πλήθος των ψηφίων 
μέ τά όποια γράφεται στό δεκαδικό σύστημα ό φυσικός άριθμός η2 , γιά 
νά έχουμε

ΊίΟ^ < ΊΓ ^ IP'—Ρ'Ί σέ αντίφαση πρός τις (6.1).

Σχόλιο. Στην παραπάνω άπόδειξη χρησιμοποιείται έμμεσα ή άκόλουθη 
βοηθητική πρόταση πού θά μας είναι χρήσιμη καί παρακάτω :

Βοηθητική πρόταση. Ό  αριθμός — , όπου ν e Ν , είναι μικρότερος

από κάθε δινόμενο θετικό ρητό αριθμό ρ, όταν ό ν είναι μεγαλύτερος α,πό 
κατάλληλο φυσικό αριθμό νρ (πού, φυσικά, έξαρτιέται από τό δινόμενο ρ ) :

. — < ρ για ν ε Ν καί ν > νρ .

Απόδειξη. "Ας είναι —  τό άνάγωγο κλάσμα πού άντιπροσωπεύει τό ρ,
ν2

όπου έπομένως νι , V2 e Ν . ’Έστω νρ τό πλήθος των ψηφίων μέ τά όποια 
γράφεται στό δεκαδικό σύστημα ό ακέραιος ν2 * θά έχουμε τότε γιά ν 5? νρ

1
10ν

1 1
1()νΡ < ν2

Vi
ν2 Ρ , αρα < ρ γιά ν ^ νρ, ο.έ.δ.

■9
§ 7. ΜεγεΟική διάταξη < των ρητών ^ 0 Καί λεξικογραφική διάταξη 

τοΰ συνόλου των δεκαδικών άναπτυγμάτων τους.

Θέτουμε τώρα τό έρώτημα: Πώς εκδηλώνεται ή μεγεθική σχέση
μεταξύ δυο άνισων ρητών αριθμών ρ , ρ" ^ 0 στα δεκαδικά τους ανα­
πτύγματα ρ' =  α' , ψ / ψ2' ... καί ρ" =  α" , ψ /' ψ2” ... ;

Σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 2, τά δεκαδικά αυτά αναπτύγματα θά διαφέρουν 
είτε ώς πρός τό ακέραιο είτε ως πρός τό ψηφιακό μέρος τους. (Τό είτε ... 
είτε ... λαμβάνεται μέ «έγκλειστική» σημασία, δηλ. δέν άποκλείουμε νά 
Ισχύουν καί οί δυο ισχυρισμοί πού συνδέουμε μέ τούς δυο αύτούς συνδέ­
σμους. Γιά τήν «αποκλειστική» διάζευξη χρησιμοποιούμε τούς συνδέ­
σμους ή ... ή ... ) .
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1η περίπτωση : α φ a" . Σύμφωνα μέ τήν πρώτη σχέση (5.2) θά έχουμε 

ρ' =  α' + Υ \  και ρ" — α" +  Υ"2 μέ 0 ^ Υ \  , Υ'2 < 1 ,

άρα

ρ — ρ" =  (α'—α") + ( Υ \—Υ"2) μέ |α'—α"| ^ 1 καί |Υ'Χ—Υ"2| < 1.

'Επομένως, τό πρόσημο, sign (ρ'—ρ”), του όχι μηδενικού ρητού άριθμού 
ρ’ — ρ" είναι τό ίδιο μέ τό πρόσημο, sign (α'—α"), τού όχι μηδενικού 
ακεραίου α' — α" . Κατά συνέπεια θά είναι

Ρ < Ρ ή Ρ < ρ’ καθόσο α < α" ή α" <  α' .

2η περίπτωση : α =  α" . Ή άκολουθία ( ψ \ ) ,  k e N ,  θά είναι τότε 
διαφορετική άπό τήν (ψ '\) ,  k e N .  Επομένως, ένα τουλάχιστο ψηφίο 
ψ'k Θά διαφέρη άπό τό όμοτάξιό του ψ '\ . νΑς είναι ψ'Κ) τό πρώτο κατά 
σειρά ψ'κ πού διαφέρει άπό τό όμοτάξιό του ψ ' \ ; . Σύμφωνα μέ τήν 
άντίστοιχη ισότητα (5.3) θά έχουμε τότε :

ρ' -  ρ" =  (α', ψ' Ψ α", ψ"ι ... ψ '\,)  + 10ki (Υ' kj + 1 — Υ' k .+ l ) ,

όπου

καί

Ια » Ψ'ι ··■ ψ'^ — α" , ψ "ι... \|/"kl| Ψ k — Ψ k, >
10ki ^

1
W~i

1
10k! ΙΥ' kj + l Υ” k ι + 1 1 <

1
10k!

Κατά συνέπεια

sign (p — p ") =  sign (α', ψ'Χ ... ψ'κ, — α”, ψ"/:.. ψ"Κι) =  sign (ψ’κ —ψ "k,)· 

Άρα θά είναι

ρ' < ρ" ή ρ" < ρ' καθόσο ψ\·, <  V \ ,  ή V \ ,  < ψ \, ·

Αποδείξαμε έτσι τήν άκόλουθη

Πρόταση 3. Η σχέση διάταξης < στο σύνολο Q0+ των ρητών οί όποιοι 
είναι ^ 0 , συμπίπτει [συμφωνεί] μέ τη λεγάμενη λεξικογραφική διά­
ταξη «< του συνόλου των δεκαδικών αναπτυγμάτων τους. Σύμφωνα μέ
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τούτη, από δυο διαφορετικό αναπτύγματα A  — α', ψξ ψξ ··· και Α — 
a", ψξ' ψ2" ... προηγείται εκείνο πού έχει ακέραιο μέρος μικρότερο ή, 
σε περίπτωση ίσων ακέραιων μερών, εκείνο τού οποίον το πριώτο στη 
σειρά δεκαδικό ψηφίο πού διαφέρει από το όμοτάξιο ψηφίο στο άλλο ανά­
πτυγμα, είναι μικρότερο από το όμοτάξιο αυτό' δηλαδή

A  -< Α" όταν καί μόνον όταν ή άκέραιο μέρος τον A  < άκέραιον μέ­
ρους τον Α" ή άκέραιο μέρος τον Α  =  άκέραιο μέρος τον Α" και 
πρώτο διαφορετικό δεκαδικό ψηφίο τον Α  < άπό το όμοτάξιο ψηφίο τον Α".

Π.χ. 5,78 ... -< $,78... καί 5,7934... -< 5,79680 ...

αντίστοιχα προς τις σχέσεις

521 611 , 57355 579101___  -----  ICO 1 _____ ______
90 90 9900 99900

μεταξύ των ρητών πού έχουν τα παραπάνω δεκαδικά αναπτύγματα.

§ 8. Θεώρημα για τά περιοδικά άπειροψήφια δεκαδικά μορφώματα.

Πρόταση 4. Κάθε περιοδικό άπειροψήφιο δεκαδικό μόρφωμα α, ψι ... ψk... 
μέ άρχική περίοδο διαφορετική άπό τή μονομελή 9 είναι δεκαδικό άνά- 
πτνγμα (ενός καί, κατά τήν Πρόταση 2, μόνο ενός) ρητού άριΟμού ^ 0 .

’Απόδειξη . ”Ας είναι Ιο ή άρχική περίοδος του δοσμένου άπειροψήφιου 
μορφώματος μονομελής καί ίση μέ ψ, δπου 0 ^ ψ ^ 8 . Τό μόρφωμα 
θά έχη ή τή μορφή α, ψ ... ή τήν α, ψΧ ... ψμ_! ψ ... μέ μ^2, ψμ_Χ ^ ψ . 
Στήν 1η ύποπερίπτωση τό μόρφωμα 0ά είναι δεκαδικό άνάπτυγμα τού ρητού

α + Ψ
1 0 - 1 α + Ψ

9
9α + ψ 

9

γιατί, αν έφαρμόσουμε τον άλγόριθμο τών διαδοχικών διαιρέσεων, θά 
λάβουμε:

9α + ψ =  α · 9 + υΧ μέ ^  =  ψ
10υΧ =  1 Οψ =  ψ · 9 + υ2 μέ υ2 =  ψ =  υ1 .

“Αρα, σύμφωνα μέ τούς § § 3 και 4 , θά είναι

9α + ψ
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Ειδικά, όταν α =  0 , Οά έχουμε

( 8 . 1 )
Ψ

1 0 - 1
Ψ 0, ψ

Στή 2η υποπερίπτωση θέτουμε

ψΐ ψμ-1 , 1 Ψρ _  α + jq + ... + 1()μ_) + 1()μ_Τ 9

καί συγκρίνουμε αυτόν τό ρητό αριθμό με τόν αριθμό ρ' του (5.4), όπου

παίρνουμε τό k =  μ — 1 καί τό Y'k+, =  —  . ’Από ο,τι είπαμε τότε

καί από τήν (8.1) έπεται ότι τό δεκαδικό ανάπτυγμα του ρ είναι τό 
α, ψ, ... ψμ_! ψ ... .

’Ά ς είναι 2ο ή άρχική περίοδος ψμ·.·ψμ+ρ-ι του δοσμένου απει- 
ροψήφιου μορφώματος ρ - μελής με ρ ^ 2 . Τό μόρφωμα Οά έχη τή
μορφή α, ψ, ... ψρ ... , όταν μ=1 , καί τή μορφή α, \\ιι ... ψμ_! ψμ ... ψμ+ρ_ ι... 
μέ ψμ_, φ ψμ, όταν μ ^ 2 .

Στήν υποπερίπτωση μ =  1 θεωρούμε τό ρητό αριθμό

ψ, 10Ρ-1 + ... + ψρ „ ψΧ 10ρ_1 + ... + ψρρ =  α + inn —— , οπού 0 <  -------— — — — - < 1 ,
10Ρ 10Ρ-1

γιατί τά ψηφία ψι, ... , ψρ δεν ταυτίζονται όλα μέ τό 0 ούτε όλα μέ τό 9. 
Παρατηρούμε τώρα ότι

ψ! 10Ρ~1 + ... + ψρ (ψιΙΟΡ-1 + ... + ψρ) ((10Ρ — 1) + 1)
10Ρ- 1 (ΤΟρ -  1) 10Ρ

ψ , Ι Ο Ρ " 1 +  ... +  ψ ρ  1 ψ  1 10 Ρ ~ 1 + . . .  +  ψ ρ

10Ρ + 10Ρ 10Ρ -1

( 8. 2)  

νΑρα :

Ψ ι  Ψ ρ Ψι  1 0 Ρ - !  +  . . .  +  ψ ρ

10 ■" 10Ρ 10Ρ ' 10Ρ -  1

ψι ψ ρ 1 ψ,ΙΟΡ"1 + ... + ψρ
ρ “ + 10 + -  + ΙΟΡ + ΙΟ" Τ ορ- Τ

, Ψια +  |0  + ... + Ψρ *
ΙΟΡ ΙΟΡ

/  Ψι
V 10

~  + ... + -ψρ +  Ψ 
,Λ ιορ

,ΙθΡ- 1  +  . . . + ψ Λ  
1θΡ(ΤθΡ— 1 ) /
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„  , Ψ ι  , , ψ ρ  . ψ ι  , , ψ ρ  , 1 ψ ι 1 0 Ρ - »  +  . . .  +  ψ ρ
= α +  10 + " + W  + I o f ^ + · + Ί ό 5  + Τό^' Ι Ο Ρ - Τ

Εφαρμόζουμε τώρα μαθηματική έπαγοογή : ας είναι γιά κάποιο k e Ν

(8.3) ψ ι  ψρ ψ ι  ψρ

Ρ ' °  + 10 + -  + Ι0Ρ + -  + I0kp+I +  -  + |0 lk + l,p

+
1 ψ ! 1 0 Ρ —1 +  . . .  +  Ψρ

10<k + l)p 10ρ

Χρησιμοποιώντας την (8.2) βρίσκουμε :

, Ψι , , ψρ , Ψι
ρ =  α +  Το +  -  + Τορ~ + -  + Τδ*ϊ +Τ>ρ+1)Ρ + 1 "·

+
1 ψ ^ Ο Ρ - 1 +  ... +  ψρ

10(k+2)p 10ρ 1

ψρ
10(k+2)p

"Ωστε, άν γιά κάποιο ν =  k e Ν ίσχύη ή (8.3), τότε ή σχέση ή άντί- 
στοιχη στο ν =  k + 1 θά ίσχύη κι αύτή. Κατά τήν αρχή τής τέλειας επα­
γωγής θά έχουμε λοιπόν γιά κάθε ν e Ν :

Ψι
ρ =  “ +  - W  +

+

+ _ψρ. + ...
10Ρ 10νρ+1 + . . .  + ψ

10,v+1p>

1 ψ,ΙΟΡ - 1 +  ... +  ψρ
10<ν+υρ 10Ρ

Σύμφωνα μέ όσα είπαμε στον § 5 γιά τον ρητό του” (5.4), τό δεκαδικό ανά­
πτυγμα τού ρ έχει λοιπόν ακέραιο μέρος τό α καί τά (ν+1)ρ πρώτα κατά 
σειρά δεκαδικά ψηφία ίσα άντιστοίχως μέ

ν + 1 φορές τό κομμάτι ψι ... ψρ 

ψ ι ... ψ ρ ψι ... ψ ρ ... ψ ι ... ψ ρ ,

κι αύτό ισχύει γιά κάθε v e N .  Επομένως τό δεκαδικό ανάπτυγμα του 
ρ ταυτίζεται μέ τό δοσμένο μόρφωμα α , ψ! ... ψρ ... .
Ειδικά, όταν α =  0 , θά έχουμε :

ψι 10ρ_1 -1- ... +  ψ ρ
=  0  , ψ ,  ... ψ ρ ... .(8.4) 10ρ— 1
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Θεωρούμε τέλος τήν υποπερίπτωση μ ^ 2 για το δοσμένο περιοδικό 
μόρφωμα ήτοι, τήν

( 8 . 5 )  α ,  ψ χ  . . .  ψ μ- ι  ψ μ . . .  ψ μ  + ρ - 1  PE ψ μ - 1  Φ  ψ μ

Θέτουμε τώρα

( 8.6)
ψΐ ψμ - 1 1 ψιΙΟΡ"1 +  ... +  Ψρ
10 + ΙΟ^-1 ΙΟΡ"1 10ρ — 1

Χρησιμοποιώντας πάλι όσα εϊπαμε στον § 5 για τον ρητό ρ' τοΰ (5.4) καθώς 
και τό παραπάνω άποτέλεσμα (8.4) συμπεραίνουμε ότι τό δεκαδικό ανά­
πτυγμα τοΰ ρ ταυτίζεται μέ τό δοσμένο άπειροψήφιο μόρφοψα (8.5). Καί 
έτσι ή Πρόταση 4 άποδείχτηκε πλήρως.

Νά τώρα καί μερικά παραδείγματα εφαρμογής τής Πρότασης :

0,4... 4 72·? 72-9 + 4 40,384 ... = (40 · 102 + 3 ■ 10 + 8)9 + 4 
ΙΟ2 · 9

0,78... 78 -  2-99 + 78
99 I 2>?8 99 6,03578... (6- 102 + 0 102 +  3.10 +  5)99 + 78 

10:~ 9 9

0,499... 499 —  71 999 +  4991. —  (8 10 +1)999 +  499
999 I  7 ’ 999 I 8,1499... 10 . 999

§ 9. ’Αντιστοιχία μεταξύ ρητών ^ 0 καί περιοδικών άπειροψήφιων δε­
καδικών μορφιομάτων μέ αρχική περίοδο Φ 9 .

’Από τά προηγούμενα βγαίνει τό (Συμπέρασμα : τά στοιχεία τοΰ συν­
όλου Q0+ των ρητών αριθμών που βϊναι ^ 0 , μπορούν να άντιστοιχι- 
στουν άμφιμονοσήμαντα προς τα στοιχεία του συνόλου τών περιοδικών 
άπειροψήφιων δεκαδικόϋν μορφωμάτων μέ άρχική περίοδο διαφορετική άπό 
τή μονομελή 9.

’Αποκτούμε έτσι μιά παράσταση τών ρητών άριθμών ρ ^ 0 ή οποία, σέ

σύγκριση μέ τήν κλασματική  ̂ μέ μ e Ν„ καί ν 6 Ν, έχει τό πλεονέκτημα

Ιο νά είναι μονότροπα καθορισμένη άπό τό θεωρούμενο ρητό αριθμό 
καί 2ο νά έπιτρέπη άμέσως τή διαπίστιοση ποιος άπό δυο διαφορετικούς 
ρητούς είναι ό μικρότερος. ’Αντίθετα, ή νέα αύτή παράσταση μειονεκτει,
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σέ σύγκριση μέ την κλασματική, στην έκτέλεση των τεσσάρων βασικών 
πράξεων τής ’Αριθμητικής. Πραγματικά ή έκτέλεση αυτών τών πράξεων 
πάνω σέ δυο ρητούς

τη’ , „ m"ρ =  — φ 0 και ρ =  —— ^ 0

δέν χρησιμοποιεί παρά μόνο πράξεις πρόσθεσης, άφαίρεσης καί πολλα­
πλασιασμού πάνω στούς τέσσερις άκεραίους m' , m” , η' , π” και μάς 
δίνει τά ζητούμενα άποτελέσματα έπακριβώς, ένώ, κάνοντας χρήση τών 
δεκαδικών αναπτυγμάτων α , ψ !... ψ ν ... =  ρ' καί β , ωΧ ... ων ... =  ρ" 
τών ρ' καί ρ" , θά έχουμε νά έκτελέσουμε τις τέσσερις βασικές πράξεις 
πάνω σέ πολυψήφια έν γένει άποκόμματα τών δεκαδικών άναπτυγμάτων 
καί τά άποτελέσματα πού θά λάβουμε θά είναι μόνο προσεγγίσεις τών άκρι- 
βών έξαγομένων. Μολαταύτα είναι θεωρητικά ένδιαφέρον καί χρήσιμο 
σάν εισαγωγή στούς ορισμούς τών πράξεων πάνω στούς θετικούς άσύμ- 
μετρους άριθμούς νά έξετάσουμε πώς προσδιορίζονται τά δεκαδικά άναπτύ-

γμα τών ρ' +  ρ” , ρ' ρ” , ρ' — ρ" (μέ ρ' ~φ ρ" ) καί (μέ ρ" >  0)
Ρ

άπό τά δεκαδικά άναπτύγματα τών ρ' καί ρ" . Γιά ν’ άποφύγουμε όμως 
μεταγενέστερες έπαναλήψεις θά έκθέσουμε στο έπόμενο Κεφάλαιο πρώτα 
μερικές γενικές ιδιότητες τών άπειροψήφιων δεκαδικών μορφωμάτων Α, 
τά όποια είναι ή άπεριοδικά ή περιοδικά μέ αρχική περίοδο διαφορετική 
άπό τή μονομελή 9:

Α =  α, ψ! ... ψ ν ... μέ α άκέραιο ^ 0  καί (ψν),  v e N ,  ακολουθία 
δεκαδικών ψηφίων άπεριοδική ή περιοδική μέ άρχική περίοδο δια­
φορετική άπό τήν 9. ^

w
Τό σύνολο τών μορφωμάτων τούτων θά τό συμβολίσουμε μέ Ή. ’Επειδή 
τά περιοδικά μορφούματα Α είναι παραστάσεις τών στοιχείων τού συνόλου 
Q„+ τών ρητών αριθμών ^ 0 , μπορούμε νά θεωρήσουμε τό σύνολο Q0+ 
σάν υποσύνολο γνήσιο τού συνόλου Ή .

2
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ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ <g ΤΩΝ ΑΠΟΛΥΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

§ 10. ’Απόλυτοι αριθμοί .

Τά στοιχεία του συνόλου ^ είναι, όπως είπαμε στο τέλος τοϋ προη­
γούμενου παραγράφου, τά άπειροψήφια δεκαδικά μορφώματα

A =  α , ψ !... ψν ··.

πού έχουν άκέραιο μέρος έναν άκέραιο α ^ 0 καί ψηφιακό μέρος μιάν 
άκολουθία (ψν),  v e N ,  δεκαδικών ψηφίων άπεριοδική ή περιοδική 
με άρχική περίοδο φ 9 . Τά μορφώματα αύτά θά τά καλούμε στό έξης καί 
απόλυτους αριθμούς, γιατί δέν θ' άργήσουμε νά ορίσουμε γι’ αύτά μεγεθική 
διάταξη καθώς καί τις τέσσερις βασικές αριθμητικές πράξεις.

§11.  ’Απόκομμα τάξης ν (ν ^ 0) στοιχείου τοΰ 'Ιδιότητες των απο­
κομμάτων.

Εισάγουμε τις άκόλουθες έννοιες :
'Ονομάζουμε απόκομμα τάξης ν (ν e Ν) τοϋ μορφώματος

A =  α , ψ! ... ψ ν ...

καί παριστάνουμε μέ [Α]ν τό δεκαδικό κλάσμα [τό ν - ψηφίο δεκαδικό 
άριθμό] α , ψ! ... ψν καθώς καί τό περιοδικό μόρφωμα α , ψ! ... ψν 0 ... 
πού είναι δεκαδικό ανάπτυγμα τοϋ ρητοϋ ό όποιος άντιπροσωπεύεται άπό 
τό κλάσμα α , ψ[ ... ψν :

[Α]ν =  [α . ψι ... ψν ...]ν =  α , ψΧ ... ψν =  α , ψΧ... ψν 0 ... γιά v e N .  
Μέ [Α]0 παριστάνουμε τό ακέραιο μέρος α τοϋ Α καθώς καί τό περιο-

δικό μόρφωμα α , θ ... πού είναι άνάπτυγμα τοϋ ρητοϋ  ̂ :

[Α]0 =  [α , ψ! ... ψν ...]„ =  α =  α , 0 ... .
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'Από τούς παραπάνω ορισμούς τού [Α]ν , v e N 0 , έπονται άμέσιος τά 
ακόλουθα:

I) . Γιά δυο όποιαδήποτε στοιχεία Α' και Α" τού ισχύει ότι

(11.1) [Α']ν <  [Α”] ν ο[Α']ν +  ξ  [Α'']ν , ν 6 Ν„ .

II) . "Αν ό ρητός ρ ^ 0 έχη δεκαδικό ανάπτυγμα τό (περιοδικό) μόρφωμα
Α, τότε

(11.2) [Α], =  [ρ]ν <  ρ < [ρ). + =  [Α]ν + .

III) . "Αν pj καί ρ2 είναι ρητοί ^ 0 , τότε

2
(11·3) [pi]V + [ρ2] ν ^ pi + Ρ*2 < [Ρι] ν + [pJv + “jqvT , v e N 0 ·

έπομένως γιά ν e Ν0 έχουμε :

(11·4) [Ρι] ν + [ρ2] ν ^ [Ρι + Ρ·>]ν ^ [ Ρ ι ] ν + [Ρ.]ν + “Τόν" ·

§ 12. Μεγεθική διάταξη των στοιχείων τού Ή.

"Οπως είδαμε στον § 7, ή σχέση διάταξης < στο σύνολο Qu+ συμ­
φωνεί με τή λεξικογραφική διάταξη των δεκαδικών αναπτυγμάτων των 
στοιχείων τού Q0+. Αύτό μας όδηγεΐ στούς ακόλουθους ορισμούς ίσότη- 
τητας καί άνισότητας στο σύνολο^, πού, όπως παρατηρήσαμε, είναι ένα 
ύπερσύνολο τού Q0+.

"Ας είναι Α' =  α', ψ \ ... ψ'ν ... καί Α" =  α". ψ '\ ... ψ"ν... στοιχεία τού 
. Όρίζουμε :

1) Α' =  Α” , όταν καί μόνον όταν τά δυο μορφώματα Α' καί Α" ταυτί- 
ζωνται .

Αύτό ίσοδυναμεΐ μέ

Α' =  Α” ο  [Α']ν =  [Α"]ν γιά κάθε ν e Ν0 .

’Εννοείται ότι αρκεί νά είναι

[Α']ν =  [Α'']ν γιά κάθε ν ^ κάποιου φυσικού αριθμού η ,
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για νά έχουμε A' =  Α" , γιατί

[Α']η=  [Α”] „ ο α ,  ψ'ι... ψ'η =  α", ψ"ι... ψ''η => [A] ν =  [Α"] ν για ν=0,..., η—I.

Εξάλλου θά είναι Α' φ Α" δταν καί μόνον όταν ύπάρχη κάποιο k e Ν„ 
μέ [A']k φ [A'']k · θά έχουμε τότε καί [Α']ν φ  [Α ']ν γιά κάθε ν ^ k .

2) νΑς είναι τώρα Α' φ Α". Θά ύπάρχη τότε ένα έλάχιστο k ε Ν„ τέ­
τοιο ώστε νά είναι [A ]k φ  [A"]k . Τά [A']k καί [A"]k είναι όμως δε­
καδικά κλάσματα μέ παρονομαστή I0k · άρα τό ένα άπό αύτά θά είναι 
< τού άλλου. Όρίζουμε :

Α' <  Α” ή Α” <  Α' καθόσο είναι [A']k <  [A"]k ή [A"]k <  [A']k . 

Μέ άλλη τυπικότερη διατύπωση έχουμε :

Α' < Α” <=> ή [Α']0 < [Α"]ο ή [Α']0 =  [Α"]0 καί [Α], < [Α"]Χ 
ή [Α']ν =  [Α"]ν γιά ν =  0, 1,..., k - 1 μέ k ^ 2 καί [A']k < [A"]k .

Μέ λόγια ή διατύπιοση αυτή εκφράζεται έτσι :

Είναι Α' < Α", δταν και μόνον δταν ή τδ ακέραιο μέρος του Α' 
Είναι μικρότερο από τό ακέραιο μέρος του Α" ή, σέ περίπτο^ση ίσων άκέ- 
pawjv μερών, τδ πρώτο κατά σειρά δεκαδικό ψηφίο ψ \  τον Α' που 
διαφέρει από τδ όμοτάξιό του ψ '\ του Α", είναι μικρότερο τούτου : 
ψ \ < ψ '\ ■

Σύμφωνα μέ αύτό τον ορισμό, αν Α' < Α" καί [A']k < [A'']k , τότε 
καί [Α']ν < [Α”] ν γιά κάθε ν ^ k .

Ή σχέση < πού ορίσαμε στό σύνολο ^ καί πού συμπίπτει μέ τή 
λεγάμενη λεξικογραφική διάταξη των στοιχείων τού ^ , είναι σχέση 
άλικης διάταξης μέ στενή σημασία [συντόμως : στενή σχέση ολικής διά­
ταξης] , γιατί είναι

Ιο άσυμμετρική, δηλαδή Α' < Α” => όχι Α” < Α' ,

(’Απόδειξη : A' < A" => [A']k) < [A'']k) γιά κάποιο kt ε Ν0 . "Αν ήταν 
καί Α" < Α' , τότε θά είχαμε καί A” < A' => [A"]k, < [A']k, μέ k2 ε Ν0.

"Εστω m =  Max (k1? k2)' τότε

A' < A" => [A']m < [A"]m καί A” < A' => [A”]m < [A']m ,

άλλά ή συναλήθευση των [A']m < [A'']m [καί A"]m < [A']m είναι 
αδύνατη).
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2ο μεταβατική : (A' < Α" καί A” < A'") => A.' < A"' ,

(’Απόδειξη: ’Έχουμε: A' < A” => [A']k( < [A"]k( καί
A < A"' => [A"]k, < [A'"Jk2 μέ k, , k2 e N„ . 'Έστω m == Max(k,, k2) -
τότε
[A ]k, < [A ]kl =. [AX, < [A"]m καί [A"]tl < [Α ’Χ , =► [A"J,„ <  [A'"]„, 

καί κατά συνέπεια, λόγω της μεταβατικότητας τής σχέσης < στό σύνολο
Qo+ :

(A' < Α” καί· A” < A”') => ([A'],„ < [A"]m καί [A"],„ < [A"']J

[A ]m < [A ]m => A ·< A ) .

Jo συνοχική [connexe] , δηλαδή από τις τρεις σχέσεις

Α' =  Α" , Α' < Α" , Α" < Α' γιά Α' , A" e 

αληθεύει πάντα μια καί μόνο μιά.
(Ό  ισχυρισμός προκύπτει αμέσως από τούς ορισμούς).

Παρατήρηση. Ά πό τά παραπάνω συμπεραίνουμε ότι τό στοιχείο 
0, 0 ... = 0  τού *§ είναι μικρότερο κάθε άλλου στοιχείου τού ^ :

0 < κάθε A e $  μέ Α φ 0 .

Εισάγουμε άκόμα στό σύνολο ^ τή σχέση Α' ^ Α” μέ τον ορισμό :

Α' ^ Α” <=> Α' < Α” ή Α' =  Α” .

Η ^ , πού έτσι ορίσαμε, είναι σχέση ολικής διάταξης στό Ή με ενρεία» __
σημασία [συντόμως : εύρεία σχέση ολικής διάταξης], γιατί είναι

Ιο ανακλαστική, ήτοι Α ^ Α γιά κάθε A e ^ ,

2ο άντισνμμετρική, ήτοι (Α' ^ Α" καί Α" ^ Α') => Α' =  Α” ,

3ο μεταβατική, ήτοι (Α' ^ Α" καί Α” ^ Α'") => Α' ^ Α"' ,

όπως εύκολα βρίσκει κανείς χρησιμοποιώντας τά προηγούμενα καί τ'] 
συμμετρικότητα των σχέσεων Α' =  Α" καί Α" =  Α'” .

Παρατηρούμε τώρα ότι ισχύουν καί οί συνεπαγωγές :

(Α' ^ Α” καί Α” < Α"') => Α' < Α'” ,
(Α' < Α” καί Α” ΐξ A'") Α' < Α'" .
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'Ορίζουμε τέλος δτι γιά Α ', A"e3? είναι

Α' > Α” ο  A" < Α' καί A' ^ Α” <=> Α” ^ Α' .

§ 13. ’Ιδιότητες των στοιχείων τοΰ .

Θά διατυπώσουμε τώρα και θ’ αποδείξουμε μερικές χρήσιμες γιά τούς 
σκοπούς μας ιδιότητες των στοιχείων τού συνόλου Ή.

’Ιδιότητα 1. Γιά κάθε Α ε Ή και κάθε ν e Ν0 είναι

1
(13.1) [ A h  ^ Α < [ Α ] ν +

1

/άν ’

όπου με [ Α ] ν και [ A ] ν + - j — εννοούμε τα δεκαδικά αναπτύγματα

των ρητών [ Α ] ν καί [ Α ] ν + 1
10ν

'Απόδειξη. "Εστω Α =  α, ψ, ... ψ ν ... e . Σύμφωνα μέ τούς ορισμούς 
έχουμε:

[Α]0 =  α, 0 ... ^ α, ψ! ψ2 ... =  Α < (α + 1 ), 0 ... =  [Α] +
1

10°

[Α], -  α,ψ,Ο... ^ α,ψ,ψ2... =  Α
<α,(ψ1 + 1)0... =  [Α]1+ —  , οτανψ! ^ 8

< (α + 1),0... =  [A], + , όταν ψ, =  9.

"Ας ύποθέσουμε τώρα ότι γιά κάποιο k ^ 1 είναι [A]k ϊξ A < [A]k +
% 1 

Θά εχουμε τότε μέ vj/k+1 ^ 8 :
10k

[AJk + i =  α»Ψι···Ψΐς+ιΟ... ^ α,ψ1...ψ„+1ψκ + 2... =  Α < α ,ψ 1...ψ1ι(ψκ + 1 + 1)0

1
— [A]k+i + 10 k + 1

καί μέ ij/k+1 =  9 :

[A]k+1=--a^| ...yk+10 ...^ a ,y !...yk+^ k+2.. -A < [A ]k + = [A ]k+1 + ipk Μ
1C1
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Επομένως, civ ή άποδειχτέα σχέση (13.1) ΐσχύη γιά κάποιο ν — k , Οά 
ίσχύη καί γιά ν =  k + 1. Μέ μαθηματική επαγωγή έπεται λοιπόν δα  
τό άποδειχτέο αληθεύει γιά κάθε v e  Ν0 .

Σχόλιο. Αν τό A e είναι περιοδικό μόρφοηια, άρα δεκαδικό άνάπτυ- 
γμα ρητού άριθμοϋ ρ ^ 0 , τότε, σύμφωνα μέ δσα άναπτύχτηκαν στόν 
 ̂ 7, οί παραπάνω σχέσεις (13.1) μπορούν νά θεωρηθούν καί σάνμεγεθικές 

σχέσεις μεταξύ ρητών άριθμών' έτσι έρμηνευμένες δέν διαφέρουν, δπως
είναι άμέσως φανερό, άπό τις σχέσεις (5.5), δταν πάρουμε σ’ αύτές τό k 
ίσο μέ ν .

’Ιδιότητα 2. Γιά κάθε A e (8  ισχύει ότι

(13.2) [ Α ] 0 ϊξ [ Α ] ι ^  ... ^ [ Α ]  ν ^ [ Λ ] ν + ι ^  ...

(\3.3) [Α ]0 + Jqo^ [A ]  ι + ^ΙΟ1 [Α ] V + ,0ν ^  Α /ν+ι +
/

W +>

'Απόδειξη. Οί σχέσεις αύτές είναι σχεδόν φανερές, δταν άντιληφτούμε 
τό [Α]ν σάν δεκαδικό κλάσμα μέ παρονομαστή 1ϋν.
Πραγματικά, μέ Α =  α, ψ ! .. .ψ ν ... έχουμε γιά ν ε Ν :

[Α]„ =  α < α +  ^  =  [Α ],

[Α]ν =  α + |q' +■·.+ ; ^ + ; + .. .+  10,  .Ψν Ψΐ Ψν _j_ Ψ ν + 1 (ΑΚ + 1

καθώς καί

[Α1» +  ιί» =  α + 1 α + Ψι
10 +

1
10 [Α],  + 10

r . 1 ψ, Ψν ι ^ ψ,
[Α], + = α +  1 0 + - +  Ι0ν + | 0» ^ α+ |0 + ·· +

Ψν , Ψ ν + 1  ,
10ν 10ν+1 10ν+1

= [Α] ν + ι +
1

Ι0υ+1 '

Σύμφιυνα όμως μέ τόν § 7 , ή μεγεθική σχέση μεταξύ δυό ρητών άριθμών 
^ 0 συμπίπτει μέ τή λεξικογραφική διάταξη τών δεκαδικών άναπτυγμά- 
των τους' άρα οί σχέσεις (13.2) καί (13.3) μπορούν νά θεωρηθούν καί σάν
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μεγεθικές σχέσεις μεταξύ των δεκαδικών αναπτυγμάτων των μελών τους, 
αναπτυγμάτων πού είναι στοιχεία τού συνόλου fS κατά τούς ορισμούς τού 
§ 12.

Σχόλια. I). Στις σχέσεις (13.3) τό σημάδι ^  ισχύει άπειρες φορές μέ 
τή στενή σημασία > .

'Απόδειξη. Πραγματικά έχουμε :

[AJV +  =  [Α] ν+1 +  10! +1 <=> τό ψηφίο ψν+1, τάξης ν+Ι,τοΟ  Α είναι = 9 .

Α λλά άπό ύπόθεση τό Α άνήκει στό (β  και έπομένως έχει απειράριθμα 
δεκαδικά ψηφία < 9. Έπομένως ή σχέση

[Α]ν + iQv > [Α]ν +1 + Jον+1

άληθεύει γιά άπειράριθμες τιμές τού ν.

Αντίθετα, στις σχέσεις (13.2) τό σημάδι ^ μπορεί νά ΐσχύη μέ τή 
σημασία τού =  γιά όλα τά ν πού είναι ^ κάποιου φυσικού άριθμού 
η · πρέπει καί άρκεΐ γι’ αυτό νά είναι ψ ν =  0 γιά ν ^ η , δηλαδή
τό Α νά είναι περιοδικό μόρφωμα μέ περίοδο τό 0 , άρα δεκαδικό άνά- 
πτυγμα ένός ρητού πού άντιπροσωπεύεται καί από δεκαδικά κλάσματα

- ^ λ- μέ m άκέραιο ^ 0 και λ επίσης άκέραιο ^ 0 . "Αν τό

τελευταίο αύτό δεν συμβαίνη, τότε καί στις σχέσεις (13.2) τό σημάδι τής 
στενής άνισότητας < ισχύει γιά άπειράριθμες τιμές τού ν.

Π) Η ακολουθία

[ Α]  ν 4" — jq— , ν e Ν , όπου Ή 3 Α =  α, ψι ... ψ ν ... και φ φυσικός αρι­

θμός ^ 2 , είναι φθίνουσα μέ στενή σημασία.

'Απόδειξη. 'Έχουμε τις ισοδυναμίες :

W - .  +  W + i <  Μ .  + τ £ ·  -  [ A ] - , - [ A ] ,  < 10Τξ ν-ϊΑ

Ψν+ι 9φ
·=· ιο^τ" <  -χο^+1 ~  <  ’ Φ ·

Είναι όμως

0 ίξ ψ ν+ι ^ 9 καί 9φ ^ 9 · 2 =  18 , άρα ψ v+j < 9φ , δ.έ.δ.
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Πόρισμα από την ’Ιδιότητα 2 . Για όποιαόήποτε πι,  n e Νυ ισχύει ή σχέση

(13.4) [A ]m < [A ]n + .

'Απόδειξη. ’Έχουμε :

[A]m ^ A < [A]n + "jQ̂  ’ ®Ρα (β̂ ·· O^-l)) [A]m < [A]n + ·

'Ιδιότητα 3. Γιά όποιαόήποτε Α καί A" e ισχύει ή ισοδυναμία

A’ < Α" ο  υπάρχουν απειράριθμα π ε Ν  με [ Α']η + - - < [ Α"]η.

Απόδειξη. Σύμφωνα μέ τον ορισμό του Α' < Α” έχουμε

Α' < Α" <=> ύπάρχει k e  Ν μέ [A ]k < [A"]k .

’Αλλά (βλ.’§ 11,1))

[A’K < [A- ]k «  [A’]k + ~  <  [A' Jk .

Εξάλλου κατά τήν ’Ιδιότητα 2., Σχόλιο I, ύπάρχουν άπειράριθμα n e Ν, 
μέ η > k καί

+ 1ο*Γ < ίΑ'^ + 70^  ’

Αρα γι’ αύτά τά η Οά είναι
-m

[ΑΊη + -JqH" < [Α ’]k ^ [Α”]η καί έπομένως [Α']η + < [Α ]η.

Παρατηρήσεις. I ) . Ά πό τις ’Ιδιότητες 2. καί 3. έπεται άμέσως ότι

Α' < Α" ο  υπάρχει m ε Ν μέ [ Α ' ] ν + ^  < [Α"]  ν για ν ^ m .

II.) * Ας είναι φ Ε Ν  καί Α' < Α" . ' Υπάρχει τότε φυσικός αριθμός νφ 

με / Α ν — < / Α ] ν ./■ L ' ψ /0 V<P L J φ

Απόδειξη. Κατά τήν ’Ιδιότητα 3. τό άποδειχτέο ισχύει γιά φ =  1 . Συλ­
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λογιζόμαστε τώρα επαγωγικά : τό άποδειχτέο άς ΐσχύη γιά κάποιο φ =  k, 
ήτοι άς είναι

[Α’Κ  + Τ ~  < [A"].», δρα (βλ. §11,1) [Α'Κ + ί  [Α"Κ

Σύμφωνα μέ τό Σχόλιο I) στην ’Ιδιότητα 2., υπάρχει vk+1 > v k μέ

[ A ] vfc+j  +  IQvk + l <  ^  1 Qvk

Επομένως

[A ]ν*+ι + |0„ι + 1 + I0 V 1 < lA 'h  +  +  |ο», + ,

< [Α'Κ +  - ή Ώ  <  [Α"Κ < [Α 'Κ +, .

Ώστε, άν τό άποδειχτέο ΐσχύη γιά φ =  k , Οά ΐσχύη καί γιά φ =  k +  1 . 
Κατά συνέπεια Οά ΐσχύη γιά κάθε φ e Ν .

Ιδιότητα 4 . Ισχύει ή συνεπαγωγή

(13.5) A' si; Λ" => [Α"\ ν ^ [Α ] ν για κάθε ν e Ν0 ,

και η

(13.6) (1/4 ] ν ^ [Λ"]* Υι<* ν ^ ^  &eAf0) => A ’ ^  A" .

Απόδειξη. "Ας είναι Ιο Α' ^ Α" . ”Αν τό συμπέρασμα τής συνεπαγωγής
(13.5) δέν αλήθευε, θά υπήρχε κάποιο n e Ν0 μέ [Α']η ξ  [Α"]η, άρα 
μέ [A"]n < [Α']η καί, κατά συνέπεια (βλ. § 11, I)) μέ

[Α"]„ +  - Α ;  ί  [Α’]„ .

'Επομένως, σύμφιυνα μέ τήν ’Ιδιότητα 2., Οά είχαμε

A" < [A"]n + ^ [Α']η ^ Α' , άρα Α" < Α' ,

σέ άντίφαση πρός τήν ύπόθεση Α' ^ Α"
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'Άς είναι 2ο [Α']ν ^ [Α"]ν για ν ^ k μέ k e Ν0 . ”Αν τό συμπέ­
ρασμα A' ^ Α" τής συνεπαγωγής (13.6) δέν αλήθευε, θά είχαμε A" < Α'. 
Κατά τήν ’Ιδιότητα 3. θά ύπήρχαν τότε n e Ν με n ^ k καί τέτοια ώστε 
νά είναι

[Α"]π + -JqJ- < [Α']„ .

Κατά συνέπεια θά είχαμε γι’ αύτά τά η , πού είναι ^ k ,

([Α"]„ <  [Α"]„ + - 7 -  < [Α']„) => [Α"]„ <  [Α']„

αντίθετα πρός τήν ύπόθεση : [Α']ν ^ [Α"]ν γιά ν ^ k .

§ 14. Βασικό θεώρημα γιά τις καθοδικές Ιφθίνουσες] ακολουθίες στοι­
χείων του συνόλου .

Πρόταση 5. "Ας είναι

(14.1) Α { ^ Α 2 ^  . . ^ Α ^  Α ν+ι ^  . . . .

μια ψθίνουσα [  καθοδική ]  με εύρεία σημασία ακολουθία στοιχείων τού 
συνόλου Ή . ' Υπάρχει τότε ένα και μόνο ένα A e & με τις έξης δυο χαρα­
κτηριστικές ιδιότητες :

(I) A ^ A k γιά κάθε , k e Ν .

(II) "Αν Α’ g και Α < Α , tots νπορχει ax g tV ρε Am ^ A 

Απόδειξη. ’Έστω

A k =  a k , ψκ1 i[/k2 . . .  \|/kv . . . , KeN .

Σύμφωνα μέ τήν ’Ιδιότητα 4 τού §13, άπό τήν ύπόθεση (14.1) τής πρότασης 
έπεται ότι

(14.2)
«k =  [Ak]0 ^ [Ak+1]0 =  ak+1
a k > Ψ μ  ··■ Ψ kn =  [ A k ] n ^  [ A  k + l ] n  =  t t k + l  j V k  + l > 1 ··· V k + l  > n

γιά κάθε k e Ν καί κάθε n e Ν . Θεωρούμε τον άριθμοπίνακα
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«1 Ψιι Ψ12 . . . Ψι ν Ψΐ ? V + 1
α2 Ψ 21 ψ 2 2 . . . Ψ2ν Ψ2 5 ν + Χ

(14.3)
Uk Ψκΐ  Ψ k'2 ykv yk ■> v+i

Θά δείξουμε πρώτα ότι τά στοιχεία κάθε στήλης του έχουν σταθερή τιμή 
από κάποια θέση μέσα στή στήλη καί έπειτα. Θεωρούμε τήν πρώτη στήλη 
(ak) , k e N '  τά στοιχεία της είναι ακέραιοι ^ 0 γιά τούς όποιους, κατά 
τή (14.2) ισχύει ότι

a k ^ u k+i » γιΰ k e N .

Επομένως οί άκέραιοι a k δέν μπορούν παρά νά πάψουν νά μικραίνουν 
από κάποια θέση k0 μέσα στή στήλη καί έπειτα :

a ko =  a ko+ l  =  a ko+2  =  a ko+3  =  · · · ·

Θέτουμε a =  a ko καί έχουμε :

(14.4) a k =  a ko =  α γιά k ^ k0 καί a ^ [Ak]0 ^ A k γιά κάθε keN .

Τά στοιχεία (ij/kl) ,  k e N ,  τής 2ης στήλης είναι δεκαδικά ψηφία πού 
φθίνουν μέ εύρεία σημασία άπό τή θέση k0 μέσα στή στήλη καί έπειτα, 
γιατί

Ιο a k , \|/kl =  [Ak], ^  [Ak+1], =  a k+1 , ψκ+1., κατά τή (14.2) μέ n =  1 

καί

2ο a k =  α γιά k ^ k0 ‘

επομένως θά είναι \\ikl ^ ψk+1,1 γιά k ^ k0 . Κατά συνέπεια οί αρι­
θμοί ψκι θά πάψουν νά μικραίνουν άπό κάποια θέση ^ k0 μέσα στή 
στήλη καί έπειτα :

Ψ ki> 1 — Vki + l ’l — Ψ k( + 2’ 1 — Ψ kι + 3’1 —

Θέτουμε ψ, =  i|/kl,! καί έχουμε :

[AJi =  α , ψ! γιά k ^ k l καί α, ψ! ^ [Ak]; ^ A k γιά κάθε k e N .
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Συλλογιζόμαστε τώρα έπαγωγικά. Ας έχουν ήδη όριστή τα ψηφία 
Ψι , , ψ ν έτσι, ώστε νά είναι

(14.5) [Ak] v =  a k , ψκ1 ... \|/kv =  α, ψ, ... ψ ν για k ^ k v 

και

(14.6) α, ψ, ... ψ ν ^ [Ak] ν ^ A k γιά κάθε k e N  .

Τά ψηφία (ψ^ν+ιΚ k e N ,  τής στήλης του πίνακα (14.3) ή όποια 
έχει τάξη ν + 2 , φθίνουν με εύρεία σημασία άπό τή θέση k v μέσα στή 
στήλη και έπειτα , γιατί

1° ® kjVkl"*Vki ν+ l [A kl ν+ 1 ^ [A k+ l] V+1 =   ̂k + 1 > Ψ k + 1 Μ ··· Ψμ-1' v ¥k+l)v+l

κατά τή (14.2) με η =  ν + 1 καί

2ο a k > Ψμ  ··· ¥kv =  α , ψ! ... ψν γιά k ^ k v

κατά τή (14.5). Επομένως τά i|/k, v+1 θά πάψουν νά μικραίνουν άπό κάποια 
θέση k v+, ^ k v μέσα στή στήλη καί έπειτα:

Ψ kv + j ’ν+1 =  Vkv + j + l’v+l =  Vkv + i + 2’v+l =  ··

Θέτουμε
Ψν+ι =  Ψkv+î ν+ι καί έχουμε

[ AJv+ 1  =  «k.  Vki ·· y k v ¥ k . v + ,  =  α »Ψι -  ΨνΨν+1 Yl« k ^  k v+1 

καί ■9

α, ψ, ... ψ ν ψ ν+1 ^ [Ak] v+1 ^ A k γιά κάθε k e N .

'Ορίζεται έτσι με μαθηματική έπαγωγή ένα απειροψήφιο δεκαδικό μόρφωμα

α , ψ, ... ψ ν ψ ν+ι ... =  Α

γιά τό όποιο σύμφωνα μέ τις (14.4), (14.5), (14.6) ισχύουν οί σχέσεις:

(14 7 ( ]Α]° =  a =  tAkl° γΐ“ k°
[ [A]ν =  α,ψ, ... ψ ν= [Α κ]ν= α κ,ψκ, ... ψ Κν γιά κάθε veN καί k ^ k v ,

(14.8) [Α]ν ^ [Ak] v ^ A k γιά κάθε k e N  καί κάθε ν e Ν0 .

Μέ λόγια αυτά εκφράζονται έτσι :
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' / /  φΟίνουσα με εύρεία σημασία ακολουθία

M.Jv ^ Μ 2] ν ^ ·.· ^ M Jv ^ Mk+iJv ^ -  ,

οπού veN0, έχει ένα ελάχιστο στοιχείο [ Λ kv] ν από τό όποιο καί έπειτα 
παραμένει στάσιμη :

[Akv+ μ]ν =  [A kv]v =  α , ψ, ... ψ ν για μ =  0 , ], 2, 3, ... .

Θΰ δείξουμε τώρα ότι τό μόρφωμα Λ πού ορίσαμε παραπάνω δέν μπορεί 
νά είναι περιοδικό μέ αρχική περίοδο τό 9 καί, έπομένως, ότι ανήκει στο 
σύνολο . Καί αλήθεια, αν είχε τήν περίοδο 9 , θά ήταν ψ ν =  9 για 
ν ^ κάποιου φυσικού άριθμοϋ η . ’Από τις σχέσεις (14.7) έχουμε όμως 
γιά k =  kn :

[Α]η =  α , ψ] ... ψ„ =  [Akn]n =  α kn, Ψkn, ... Ψkn,n άρα ψkn,n =  9 .

’Από τις σχέσεις (14.8) έπονται τώρα διαδοχικά τά έξης :

[Akn]n+, =  α, ψ, ... ψη ψkn’n+1 ^ α , ψ , . . .  ψη9 άρα ψΚη,η+ι =  9

[Akn]„+2 =  α , ψ, ... ψη9 ψkn,n+2 ^ α , ψ, ... ψΠ99 άρα \|/kn,η+2 =  9

[Akn]n+3 =  α , ψ, ... ψη99 i|/kn,n+3 ^ α , ψ, ... ψη 999 άρα ψΚη,η + 3 =  9

καί μέ μαθηματική έπαγωγή

ΜΛο,,η+μ =  9 γιά μ =  0, 1, 2, 3, ... .

Κατά συνέπεια τό μόρφωμα A k θά ήταν περιοδικό μέ αρχική περίοδο 
τό 9 , πράγμα πού άποκλείει ή υπόθεση A k e .

Προχωρούμε τώρα στήν άπόδειξη ότι ό απόλυτος αριθμός Α έχει 
τήν ιδιότητα (I). ’Από τις σχέσεις (14.8), πού ισχύουν γιά κάθε v e  Ν0, έπε- 
ται ότι

A ^ A k , όποιο καί νά είναι τό θεωρούμενο k e Ν .

’Άρα ή ιδιότητα (I) ισχύει .
Δείχνουμε δεύτερο ότι τό Α έχει τήν ιδιότητα (II). ’Από τήν υπό­

θεση Α < Α' έπεται, κατά τήν Ιδιότητα 3. τού § 13, ότι υπάρχει κάποιο 
n 6 Ν μέ

[Α ]„  4-
10"

< [Α']Π ^ Α' ·
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αυτό συνεπάγεται τή σχέση

[Α]π + 10" < Α'

Κατά τή (14.7) , με k =  kn , έχουμε όμως [Akn]n =  [Α]π . "Άρα

[A kn]n + 10n < A'

Χρησιμοποιούμε τώρα τήν ’Ιδιότητα 1. του § 13 γιά να συμπεράνουμε :

A kn < [Akn]n + ~ [ ^ Γ <  Α' ’ “Ρα A kn < A' .

Υπάρχει λοιπόν στοιχείο τής ακολουθίας (14.1) τό όποιο είναι < Α ', 
ο.έ.δ. Παρατηρούμε μάλιστα ότι καί όλα τά στοιχεία τής άκολουθίας (Α ν), 
v e N ,  πού έρχονται μετά τό A kn, είναι < Α', γιατί ή άκολουθία (Α ν) , 
veN , υποτέθηκε φθίνουσα μέ εύρεία σημασία.

’Απομένει νά δείξουμε ότι οί ιδιότητες (I) καί (II) χαρακτηρίζουν τόν 
άπόλυτο αριθμό Α, δηλαδή ότι δυο στοιχεία Α καί Α* του συνόλου ^  
πού έχουν καί τά δυο τίς ιδιότητες (I) καί (II) είναι άναγκαστικά τά ίδια : 
Α =  Α* .

Πραγματικά, άν αύτό δέν αλήθευε θά είχαμε ή Α < Α* ή A* < Α . 
’Ά ν  Α < Α* , θά ύπήρχε κατά τήν ιδιότητα (II) τού Α κάποιο Amj < Α* , 
ενώ κατά τήν ιδιότητα (I) τού Α* έχουμε: Α* ξΞ κάθε A k , k e N .  
"Ομοια, ή σχέση Α* <  Α αποκλείεται, γιατί, κατά τήν ιδιότητα (II) τού 
Α* , έχει σάν συνέπεια τήν ύπαρξη κάποιου *Am, < Α ,'ένώ , σύμφωνα 
μέ τήν ιδιότητα (I) τού Α* έχουμε : A ^ A k γιά κάθε k e N.

Ό  απόλυτος αριθμός Α πού ορίσαμε παραπάνω λέγεται κάτω πέρας 
[Infimum] τής άκολουθίας ( Αν),  v e N ,  καθώς καί τού συνόλου 

/
{ χ | ύπάρχει v e N  μέ Α ν =  x } .

Τό κάτω πέρας αύτό θά τό συμβολίζουμε μέ

Inf Α ν . 
veN

Εννοείται ότι
Inf Α ν =  Inf A k =  Inf A*. κτλ. 

veN keN λεΝ
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Πόρισμα 1. To κάτω πέρας Α τής καθοδικής ακολουθίας (Ak) , κεΝ , 
είναι τό ίδιο μέ τό κάτοί πέρας κέιθε νπακολουθίας της

Ανι , Αν2 , ... , Avk , Avk+1 , ... όπου νχ <  ν2 <  ... <  vk+1 ... .

’Απόδειξη . Ή  ύπακολουθία (Αν*), k e Ν , είναι καθοδική (μέ εύρεία 
σημασία) :

Αν* ^  Α ν * +1 , k 6 Ν ,

άφοϋ vk + 1 > vk . 'Άρα υπάρχει τό Inf Αν* =  Α'. "Αν ή άποδειχτέα
keN

ισότητα Α =  Α' δέν αλήθευε , θα ήταν ή Α < Α' ή Α' <  Α. 'Η ύπό- 
θεση Α < Α' συνεπάγεται, κατά τήν ιδιότητα (II) τοϋ A =  Inf Α ν ,

veN
τήν ύπαρξη κάποιου Am < Α' . Επομένως γιά τά vk τά ^ m θά εί­
χαμε

Αν* ^  A m  <  Α  ,

ένώ, κατά τήν ιδιότητα (I) του A' =  Inf Αν* , θά έπρεπε νά είναι
keN

Α' ^ κάθε A v k , k e N  .
"Ομοια, ή ύπόθεση Α '  < Α  συνεπάγεται, κατά τήν ιδιότητα (II) τοϋ 

κάτω πέρατος A' =  Inf Αν* , τήν ύπαρξη κάποιου Αν,„ < Α , ένώ,
keN

κατά τήν ιδιότητα (I) τοϋ A  =  Inf Α ν  , είναι Α  ^ κάθε Α ν , ν e Ν .
veN

Μετά τόν αποκλεισμό των Α < Α' καί Α' < Α δέν απομένει παρά τό 
άποδειχτέο Α =  Α' .

Σχόλιο. Ειδικά λοιπόν ισχύει ότι

Inf Αν -  Inf An , όπου η κάποιος φυσικός αριθμός. 
veN v^n

Πόρισμα 2. "Αν Ζ?, και Β2 είναι στοιχεία του συνόλωυ Ή και γιά τά 
Α ν τής ακολουθίας (14.1) ισχύη ότι

Βχ ^  Α ν ^ Β2 , ν ε Ν ,

τότε

Β, ^ Inf Α ν =  Α Β2 . 
veN
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'Απόδειξη. Σύμφωνα μέ τήν ιδιότητα (I) του κάτω πέρατος A =  Inf A ν,
veN

Ισχύει πρώτον ότι A ^ Α ν , v e  Ν ' είναι όμως κατά τήν ύπόθεση του πο­
ρίσματος Α ν ^ Β2 , άρα Α ^ Β2 , ό.έ.δ. Δεύτερο, αν τό άποδειχτέο 
Β, ^  Α δεν αλήθευε, Οά είχαμε A < Bt καί, κατά τήν ιδιότητα (I) τού 
κάτω πέρατος Α , θά ύπήρχε κάποιο Α„, μέ Α,„ < Β, , σέ αντίφαση προς 
τήν ύπόθεση : Bj ^ Α ν γιά παν ν e Ν .

§ 15. Μερικά θεωρήματα σχετικά μέ τά κάτω πέρατα

Γιά τά παρακάτω θά μας είναι χρήσιμη ή

Πρόταση 6. Ανάμεσα σε δυο άνισα στοιχεία Α — α, ... ψν ... και 
Β =  β, ωι ... ω ν ... του συνόλου βρίσκονται όσα θέλουμε περιοδικά 
και όσα θέλουμε άπεριοδικά στοιχεία του $  .

Απόδειξη. νΑς είναι Α < Β . Είναι φανερό ότι αρκεί νά δείξουμε πώς 
υπάρχει ένα τουλάχιστο περιοδικό μόρφωμα Γ e Α καί ένα τουλάχιστο 
άπεριοδικό Δ 6 Α , γιά τά όποια νά ϊσχύη Α < Γ < Β ,  Α < Δ < Β .  
Κατά τήν ’Ιδιότητα 3. τού § 13 , υπάρχει φυσικός αριθμός η τέτοιος ώστε

[Λ]- +  <  [Β)" - *Ρ«  ΙΑ]» +  Ι ^ Γ  «  Β" <  Β .

Τό δεκαδικό ανάπτυγμα τού [Β]η είναι τό β , αη ... ωη 0 ... . Τό δεκαδικό

ανάπτυγμα τού [Α]η + άς είναι τό α* , ψΧ* ... ψη* 0 ... · (στήν
___

περίπτωση ψΠ ^ 8 έχουμε φυσικά α* , ... ψ„*·0 ...=  α, ψ^.-ίψηΤ 1)0...) .
Τό μόρφωμα

Γ =  α* , ψ!* ... ψη* 10 ··· =  [Α]η + 10η +
1

10η+ι

είναι περιοδικό μέ αρχική περίοδο τόΟ πού διαφέρει από τό 9 , άρα είναι 
' Γιά τό Γ αύτό ισχύουν τά έξης :

Γ > [ Α]Π Τ 10η ·Γ>Α  καί (r<[A]n + y ^  + ^  =[Α]η+ 210" 10"
^Β) =>Γ < Β

Επομένως Α < Γ < Β , όπως έπιδιώκαμε .
3
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Τό μόρφωμα

Δ =  α* ψΐ ... ψη
κ φορές κ + 1 φορές 

10100 ... 10 . . .  0 10 . . . 00...

είναι άπεριοδικό, αρα Δ e Ή ' γιά τό Δ αύτό ισχύουν τα έξης :

( * * *
Δ > α ψι ... ψΠ 0 ... [Ain Ί­ Α > A

και

^Δ<α*ψι ... ψη 2 0 ... =  α*ψι··· Ψη + =  [Α]η + 10η 10η+1

< [Α]η + 10η 0g  Β ) => Λ < Β

Τπομένως Α < Δ < Β , όπως έπιδιώκαμε.

Πόρισμα. "'Ας είναι φ ένας οποιοσδήποτε ορισμένος φυσικός αριθμός 
και A e . Θα είναι τότε

’Απόδειξη. 'Η ακολουθία [Α]ν + , v e N  , είναι καθοδική (μέ

εύρεία σημασία αν φ — 1, μέ στενή αν φ ^ 2 , σύμφωνα μέ τήν Ιδιό­

τητα 2 , Σχόλιο II , τού § 13). "Αρα ύπάρχει τό

I»f (lA lv +  l ^ r )  =  Α’ . 
veN ν ιυ

Αέγω ότι A' =  Α . Άλλοιώτικα θά είχαμε η Α' < Α ή Α < Α' . 'Η 
υπόθεση Α' < Α αποκλείεται, γιατί, κατά τήν ιδιότητα (II) του κάτω πέ- 
ρατος Α', έχουμε:

Α '< Α=>ύπάρχει[Α],„ + Ψ
10m < Α, ενώ είναι Α < [Α],„ + 1

Το™^[AL Φ
10m *

Εξάλλου, άν είχαμε Α <  Α' , θά υπήρχαν ρητοί αριθμοί pj . ρ2 τέτοιοι 
ώστε νά είναι
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[A]v ^ A < ρ, < ρ2 < A — Inf (  [Α]ν+ [Α]νΗ- -τ̂ —
veN ν ,υ 7 ,υ

για κάθε v e N ,  άρα

Ο < ρ2 — pi <  , ν e Ν .

Τούτο όμως είναι άτοπο σύμφωνα μέ τό Σχόλιο τοΰ § 6.

Πρόταση 7. "Ας είναι ( σ ν), v e N ,  μια ψΟίνουσα με εύρεία σημασία ακο­
λουθία ρητών αριθμών ^ 0 και ( p y),  ν e Ν, μια ακολουθία ρητών ^ 0 
και άς ισχύη δτι

0 ^ σ ν — ρ ,% φ
ίον οπού φ ένας ορισμένος φυσικός αριθμός καί veN.

'Άν για κάποιο μόρφωμα A e Ή αληθεύουν οί σχέσεις

(15.1) ρν ^ Α ^ σ ν , v e N ,

τότε θά είναι
Inf σ ν =  A . 

veN

’ Απόδειξη .'Όπως παρατηρήσαμε ήδη, οί ρητοί, ^0, αριθμοί είναι, μέ τά δεκα­
δικά αναπτύγματα τους, στοιχεία τοΰ άρα για την καθοδική ακολουθία
(σ ν) ,  veN , ύπάρχει τό κάτω πέρο,ς A* =  Inf σ ν . "Αν ήταν Α* Φ Α ,

veN
θά είχαμε ή Α < Α* ή Α* < Α.

Ά ς  είναι πρώτο Α < Α* · θά ύπάρχουν τότε (Πρόταση 6) δυο περιο­
δικά μορφώματα n t καί Π2 , στοιχεία του 0  ·, τέτοια ώστε νά έχουμε

A < n t < Π2 < Α* .

Τά Πι καί Π2 είναι δεκαδικά αναπτύγματα δυο ρητών αριθμών > 0 , 
έστω τών καί τ2 αντίστοιχα. Γιά τούς ρητούς αύτούς, λόγω τής ύπό- 
θεσης (15.1) καί τής ιδιότητας (I) τοΰ κάτω πέρατος Α*, θά ισχύουν οί σχέσεις

ρ ν ^ Α < ^  < τ2 < Α* =  Inf σ ν ^ σ ν , v e N ,
veN

ήτοι οί

ρ ν < τ , < τ 2 < σ ν , άρα 0 <  τ2 — τ, <  σ ν — ρ ν , γιά κάθε veN .
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To τελευταίο συμπέρασμα είναι ατοπο, σύμφο^να μέ τό Σχόλιο του § 6 # 
νΑς είναι δεύτερο A* < Α . Σύμφωνα μέ τήν ιδιότητα (II) του κάτο:> πέρατος 
Α* == Ιη ίσ ν , ύπάρχει τότε meN μέ am < Α ενώ, κατά τήν υπόθεση 

veN
τής Πρότασής μας, ισχύει ότι

Α ^ σ ν γιά κάθε ν 6 Ν .

Κατά συνέπεια, έχουμε Α =  Α* , ό.έ.δ.

Σχόλιο. 'Από τήν υπόθεση

ρν ^ Α ^ σ ν , γιά v e N  , 

έπεται ότι (βλ. Ιδιότητα 4. του § 13)

[pν]k ^ [A]k ^ [σν]k , γιά k e N .

Κατά συνέπεια, άν γιά κάποιο ν, e Ν και κάποιο k, e Ν ισχύη ότι

[ΡνΛ, V]] 1»1 ι

τότε θά είναι καί

(AJki [PvjJki [^vj]kj ·

Μέ λόγια αύτό εκφράζεται έτσι : ’Ά ν  τα δεκαδικό, αναπτύγματα των σνι 
και ρ VJ έχουν τό ίδιο ακέραιο μέρος α και τα ίδια άντιστοίχως κ Χ πρώτα 
δεκαδικό, ψηφία ψΧ , ... , t//k) , τότε τό μόρφωμα Α έχει κι αύτό για ακέραιο 
μέρος τό α και τα ψΧ , ... , ψΧίι γιά πρώτα κατά σειρά δεκαδικά ψηφία.



ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΔΕΚΑΔΙΚΩΝ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΩΝ ΤΩΝ

ρ'+ρ "» Ρ 'Ρ ". ρ'-ρ '* ρ'/ρ"
ΑΠΟ ΤΑ ΔΕΚΑΔΙΚΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΤΩΝ ρ , ρ"

§ 16. Δεκαδικό ανάπτυγμα τοΰ ρ' + ρ” .

νΑς είναι ρ' , ρ” ρητοί αριθμοί ^ 0 . Σύμφωνα μέ τήν (11.3) έχουμε :

2
[ρ']ν + [ρ"]ν ^ ρ' + ρ" < [ρ']ν + [ρ"]ν + , ν ε  Ν .

Οί ρητοί αριθμοί
2

σ ν =  [Ρ J ν +  [Ρ ] ν 4— jQv" * v e N >

αποτελούν, σύμφωνα μέ τήν Ιδιότητα 2. τοΰ § 13, μια φθίνουσα ακολουθία 
(μέ εύρεία σημασία) ρητών αριθμών > 0 . Επιπλέον, άν θέσουμε

τ ν ψ  [ρ]ν + [ρ'Ίν > ν ε Ν  ,

θά έχουμε
2τ ν ^ Ρ  + ρ” < σ ν μέ 0 < σ ν — τ ν = - ^ Γ , ν ε Ν .

Επομένως μπορούμε νά έφαρμόσουμε τήν Πρόταση 7 μέ φ =  2 ' θά 
λάβουμε :

ρ' + ρ” =  Inf ([p']k + [p"]k + 2/10k) .
KeN

"Ωστε, σύμφωνα μέ όσα είδαμε στον § 14, τό ακέραιο μέρος καί τά ν πρώτα 
δεκαδικά ψηφία τού αναπτύγματος τού ρ' + ρ" μας παρέχονται άπό τό 
απόκομμα

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  4

[ [p'Jk + [p"]k +  2/10k] v
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τάξης ν του ρητού [p']k + [p"]k + 2/IOk , άρκεΐ τό k νά είναι αρκετά μεγάλο 
γιά νά πάρη τό νιοστό αύτό απόκομμα τή σταθερή τιμή τήν οποία άποκτα 
τελικά, όταν τό k αύξάνη άπεριόριστα. Τό πόσο μεγάλος αρκεί νά είναι 
ό φυσικός άριΟμός k γιά νά συμβαίνη τό παραπάνω, δέν μπορεί νά καθορι- 
στή κατά γενικό τρόπο, γιατί τό πράγμα έξαρτιέται άπότά δεκαδικά άναπτύ- 
γματα των ρ' καί ρ" πού θεωρούμε. Εκείνα πού μπορεί κανείς νά ίσχυρι- 
στή γενικά, με βάση τό τελευταίο Σχόλιο τού § 15, είναι τά έξης :

ΙΙαρατήρηση 1. ~Αν τό άκέραιο μέρος καί τά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία 
τού άναπτύγματος τού o k =  [p']k + [p"]k + 2/10k , γιά κάποιο k e v ,  
συμπίπτουν με τό άκέραιο μέρος καί τά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία τού άνα­
πτύγματος τού Tk =  [p']k + [p ]k > τότε τό κοινό αύτό άκέραιο μέρος 
καί τά κοινά αύτά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία τών άναπτυγμάτων τών 
καί τκ είναι τά ζητούμενα άντίστοιχα στοιχεία τού άναπτύγματος τού 
ρ + Ρ .

Παρατήρηση 2. Σύμφωνα με τή σχέση (11.4), είναι

[ρΊν  +  [ρ " ]ν ^  [ρ ' +  Ρ " ]ν ^  [ρ ']ν +  [ ρ Ί ν  +  ι / ι ο ν *

έπομένως, άν γιά κάποιο ν > 2 , τό νιοστό δεκαδικό ψηφίο τού ν - ψήφιου 
δεκαδικού άριθμοΰ [ρ']ν +  [ρ”] ν είναι ^ 8 ,  τότε τό άκέραιο μέρος 
καί τά ν — 1 πρώτα δεκαδικά ψηφία τού [ρ ] ν + [ρ"]ν θά συμπίπτουν 
με τά ζητούμενα άντίστοιχα στοιχεία τού άναπτύγματος τού ρ' +  ρ” . 
Πραγματικά, ή πρόσθεση τού 1 /10ν σ’ ένα ν - ψήφιο δεκαδικό άριθμό 
α, ψΧ ... ψ ν_j ψ ν με ψ ν ^ 8 άφήνει άναλλοίωτα καί τό άκέραιο μέρος 
α καί τά προηγούμενα τού ψν ν— 1 δεκαδικά ψηφία ψ! , ... , ψ ν_1 .

Παραθέτουμε δυό παραδείγματα :

Ιο. Ας είναι ρ =  - 99QQ =4,2375... και ρ = —3330'  =  1’0684”*

'Υπολογίζουμε τά πρώτα στοιχεία τών άκολουθιών

([ΡΊν +  [ΡΊν) καί ([ΡΊν +  [Ρ Ίν +  2/10ν) , v e N :

(τ ν) : 5,2 | 5,29 | 5,305 | 5,3059 | 5,30603 | 5,306043 | 5,3060441 | ...

(σ ν) : 5,4 | 5,31 | 5,307 | 5,3061 | 5,30605 | 5,306045 | 5,3060443 | ... .

Τά τρίτα στοιχεία τών δύο αύτών άκολουθιών συμφωνούν μέχρι καί τού 
ψηφίου τών έκατοστών άρα [ρ' +  ρ”]2 =  5,30 . Τά πέμπτα στοιχεία
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τών ίδιων ακολουθιών συμφωνούν μέχρι καί τοϋ ψηφίου των δεκάκις 
χιλιοστών * άρα [ρ' + ρ"]4 =  5,3060 .—Τό έκτο δεκαδικό ψηφίο του 
τ6 =  5,306043 είναι τό 3 πού είναι ^ 8 * άρα [ρ' 4- ρ"]5 =  5,30604. 
Τό έβδομο δεκαδικό ψηφίο του τ7 =  5,3060441 είναι τό 1 πού είναι 
^ 8 · άρα [ρ' + ρ”]6 =  5,306044, κ.ο.κ.

2ο “Ας είναι ρ' =  =  0,23 ... καί ρ” =  — =  9,967 ... .

'Υπολογίζουμε τά πρώτα στοιχεία τών ακολουθιών (τν) καί (σ ν) ,  v e  Ν :

(τ ν) : 10,1 | 10,19 | 10,199 | 10,1999 | 10,19999 | 10,199999 | ___

(σ ν) : 10,3 | 10,21 | 10,201 | 10,2001 | 10,20001 | 10,200001 | . . . .

Σ’ αύτό τό παράδειγμα τό τ ν =  [ρ']ν + [ρ"]ν δέν έχει, γιά καμιά τιμή 
τοϋ ν e Ν , δεκαδικά ψηφία ίσα πρός τά όμοτάξια ψηφία τού 
σ ν =  [ρ']ν 4- [ρ"]ν + 2/10ν . ’Επίσης κανένα δεκαδικό ψηφίο τάξης ^ 2 
του τ ν μέ ν ^ 2 δέν είναι ^ 8. Επομένως καμιά από τις δυό παραπάνω 
παρατηρήσεις 1) καί 2) δέν είναι έφαρμόσιμη σ’αύτό τό παράδειγμα. Είναι 
όμως φανερό ότι τό νιοστό απόκομμα [σk] ν To0ok =  [ρ ]k 4- [p'']k + 2/10k 
διατηρεί σταθερά τήν τιμή

ν-1 φορές

10, 2 0 ... 0 , γιά ν ^ 2 ,

όταν k ^ ν + 1 . ’Άρα, κατά τήν Πρόταση 5 τοϋ § 14, είναι

ν-1φορές̂
[ρ' + ΡΊν =  10, 2 ό ... ο*.

Αύτό έπαληθεύεται μέ τή διαπίστωση ότι

. ,, _  23 9868 _  102 _  -
Ρ + Ρ 99 + 990 10 ,2 ° " ’

§ 17. Δεκαδικό ανάπτυγμα τοΰ ρ' · ρ".

Ά ς  είναι α, ψί ... ψ ν ... καί β, αη ... ων ... τά δεκαδικά αναπτύγματα 
τών ρ' καί ρ" ^ 0 . ’Από τις σχέσεις

[ρ']ν ^  Ρ '  <  [ Ρ Ί ν  +  1/10ν κ α ί  [ ρ " ] ν ρ ”  <  [ ρ " ] ν +  1 / 1 0 ν , ν  6  Ν ,
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ποριζόμαστε μέ πολλαπλασιασμό κατά μέλη

[ρ'ν] [ρ 'Ί ν ^ ρ ' ρ" < ([ρΊ ν +

=  [ρ']ν [ρ'Ίν

^ [ρ']ν [ρ'Ίν 

=  [ρ] ν [ρ'Ί ν

ι / ιον)([ρ'Ίν + ι / ιον)

+ ~  ([Ρ']ν +  [ρ'Ίν + ι/ ιον) 

+  -γρ Γ  ( [ ρ Ί ο +  [Ρ ]ο +  2 /1 0 ° )

+ γγγτ (α + β + 2) ·

'Επομένως, αν θέσουμε

τ ν =  [ΡΊ ν [Ρ'Ίν καί σ ν =  ([ρ ']ν +  1/10ν)([ρ " ]ν +  1/10ν), v e N  , 

θά έχουμε

^ ” ' η α + β + 2  Γτ ν ^ ρ ρ < σ ν με 0 < σ υ — τ ν < -----, v e N .

Κατά τήν ’Ιδιότητα 2. του § 13 , ή ακολουθία (σ ν), v e N ,  είναι φθίνουσα 
μέ εύρεία σημασία ’ έπομένως μπορούμε νά έφαρμόσουμε τήν Πρόταση 
7 μ έ  φ =  α +  β + 2 καί νά συμπεράνουμε :

Ρ' Ρ" =  ν'"Νσ ” =  v e r f  [Ρ'1ν +  ^  [ΡΊν +  )  ·

'Άρα τό ακέραιο μέρος καί τά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία του αναπτύγματος 
τοΰ ρ'ρ" μάς παρέχονται από τό νιοστό απόκομμα [ok] v τοΰ αναπτύ­
γματος τού ρητού

crk =  ([P']k) +  l/10k)([p"]k + l/10k ) ,

άρκεΐ τό k νά είναι αρκετά μεγάλο γιά νά πάρη τούτο τό απόκομμα τη 
σταθερή τιμή τήν όποια αποκτά τελικά, όταν τό k αύξάνη απεριόριστα. 
Τό πόσο μεγάλος αρκεί νά είναι ό φυσικός αριθμός k γιά νά συμβαίνη 
τό παραπάνω, δέν μπορεί νά καθοριστή κατά τρόπο γενικό, γιατί τό πράγμα 
έξαρτιέται άπό τά δεκαδικά αναπτύγματα των ρ' καί ρ" . Πάντως ή παρα­
τήρηση 1) πού κάμαμε στον § 16 ισχύει καί εδώ, δηλαδή :
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"Αν [τr]ν =  b k]v για κάποιο k ^ ν ,  τότε [ρ'ρ"]ν =  [τκ]ν .

Όμοια μπορεί ή Παρατήρηση 2) του § 16 νά έπεκταΟή εδώ ώσεξής : "Οπως 
είδαμε, έχουμε

τ κ =  [ ρ Ί κ [ ρ  ]k ^  ρ ρ  <  [ p ' ] k [ p " l k  +  a + j o k + 2  ’ k e N ·

Είναι όμως

α + β  + 2 1 , , ,  ̂ . , ^ ,
10k ^ “ i q — για k αρκετα μεγάλο, έστω για k ^  k v .

Άρα, για k ^ k v ^ ν ,  αν τό νιοστό δεκαδικό ψηφίο τοϋ αναπτύγματος 
του Tk είναι ^ 8 , τότε

[ Ρ ' Ρ Ί ν - 1  =  [  [ ρ  ] k [ Ρ ] kl  ν - 1  ·

§ 18. Διαφορά ρ — ρ" (μέ ρ' ^ ρ").

Γιά τή διαφορά ρ' — ρ" , όταν ρ' > ρ" , θεωρούμε τήν ακολουθία 

08.1) σ ν =  [ρ']ν +  1/10ν -  [ρ"]ν , v e N ,

όπου τό σν, σύμφωνα μέ τήν ’Ιδιότητα 2. τοϋ § 13, έχει μειωτέο πού φθίνει 
καί αφαιρετέο πού αύξάνει μέ εύρεία σημασία. ’Άρα ή ακολουθία αύτή εί­
ναι φθίνουσα (μέ εύρεία σημασία) καί, κατά τήν Πρόταση 5, έχει ένα κάτω 
πέρας Inf σ ν . Λέγω ότι Inf σ ν =  ρ' — ρ”. Πραγματικά, σύμφωνα μέ τήν 

veN veN
■ 9

’Ιδιότητα 3., Παρατήρηση I) τού § 13, υπάρχει ένας φυσικός άριθμός m 
τέτοιος ώστε νά έχουμε

[ρ"]ν + <  [ρΊν Υιά v ^ m .

Επομένως έχουμε

(18.2) Tm+k =  [p']m+ k — ([p”]m+ k + l/10m+k) > 0 , k e N .

Παρατηρούμε τώρα ότι, σύμφωνα μέ τήν ιδιότητα 1. τού § 13, είναι 

τΠ!+ k 5̂ Ρ Ρ <- [ρ ]m+k4- jQm + k [Ρ ]m + k = σ ηι+k > k e N  .
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Εξάλλου έχουμε, μέ χρήση των (18.1) καί (18.2), για k e N  :

1 , „ 1 _  2 
0 < a m + k—Tm+k-[p ]m+k +  |Qm + k _ [ρ Jni+k—[p ]m + k + [p ]m + k+jQm+k — ]Qm+k

Επομένως μπορούμε νά έφαρμόσουμε τήν Πρόταση 7 μέ φ =  2 καθιδς 
και τό Πόρισμα 1 τής Πρότασης 5 του § 14 για νά συμπεράνουμε ότι

ρ' — ρ” =  Inf om+k =  Inf σ ν , ό.έ.δ.
KeN veN

Στήν περίπτωση ρ' =  ρ” ή ακολουθία (18.1) ταυτίζεται μέ τήν

(σ ν) =  -j^r  > v e N ·

Σύμφωνα τώρα μέ τό Πόρισμα τού § 15, όταν σ’ αύτό λάβουμε
A =  0 ,0 ... =  0 καί φ =  1 , έχουμε

Inf σ ν =  Inf =  0 
veN veN ,υ

"Αρα εξακολουθεί νά ίσχύη ότι

ρ' — ρ” =  0 =  Inf ([ρ']ν +  1 /10ν — [ρ"]ν) . 
veN

Κατά συνέπεια, τό άκέραιο μέρος καί τά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία τής δια­
φοράς ρ' — ρ" μάς δίνονται άπό τό νιοστό άπόκομμα

[σκ] ν =  [  [ρΊκ [P”lk

τοΰ αναπτύγματος του ρητού αριθμού σ κ, αρκεί τό k νά παρθή αρκετά 
μεγάλο, σύμφωνα μέ όσα είδαμε στον § 14.Όμοιες παρατηρήσεις μέ τις 
ύπ’ άριθμ. 1) καί 2) πού κάμαμε στόν § 16 μπορούν νά γίνουν καί εδώ.

§ 19. Πηλίκο ρ'/ρ ' (μέ ρ' >  0 ) .
r

Γιά τό πηλίκο ρ'/ρ” =  ^ττ, όπου ρ'=α, i|/j... ψ ν ... καί ρ” =  β, ω ^ ,.ω ^ .^ ο  , 

παρατηρούμε πρώτα ότι είναι

[ρ"]ν^ 1 /10Π > 0 γιά ν ^ κάποιου n e N .
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Μπορούμε έπομένως νά μορφώσουμε τήν ακολουθία

Gn + k — [P']n+k +  l/10n + k , k e Ν ,
[Ρ ]n+k

πού είναι, σύμφωνα μέ τήν ’Ιδιότητα 2., § 13, φΟίνουσα (μ.ε.σ.). Λέγω ότι

—  =  Inf ση+k . 
ρ κεΝ

Για νά τό αποδείξω παραβάλλω τό on+k μέ τό ρητό

Tn + k — [P']n+ k
[P”]n+k +  1 /I0n + k

Έχουμε .

0 < Gn + k τ Tn + k — ([p ]n+k +  [p"]n + k +  1/ 10" + k)l/10p + k 
[p ]n+k " ([p ]n + k + l/10n + k)

1 α +  β + 2 102n (α + β + 2)
10n+k ’ l/10" -l/10n 10n+k

Έξαλλου είναι

Tn+k ^  ,, ^ ση + k , k e N .
Ρ

"Apa μπορούμε νά έφαρμόσουμε τήν Πρόταση 7 μέ φ =  102Π (α + β + 2) 
καί νά συμπεράνουμε τό άποδειχτέο

—  =  Inf ση + k =  Inf σ ν . 
Ρ κεΝ νεΝ

Κατά συνέπεια, τό άκέραιο μέρος καί τά ν πρώτα δεκαδικά ψηφία τού 
άναπτύγματος του ρ'/ρ" μας δίνονται από τό άπόκομμα τάξης ν τού 
άναπτύγματος τού ρητού

Cn + k
[p']n+k+l/10n + k

[Ρ ]n+k
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αρκεί τό k νά παρΟή αρκετά μεγάλο γιά νάέχη τό απόκομμα τοΰτο τή στα­
θερή τιμή πού, σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 5, αποκτά τελικά, όταν τό k αύ- 
ξάνη άπεριόριστα.

Παρατηρήσεις τέλος όμοιες μέ εκείνες πού κάμαμε στον § 17 μπο­
ρούν νά γίνουν καί έδώ.



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  5

ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΠΡΑΞΕΩΝ 
ΣΤΟ ΣΥΝΟΔΟ ^  ΓΩΝ ΑΠΟΑΥΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

§ 20. Πρόσθεση απόλυτων αριθμών .

’Ά ς είναι A =  α, Ψι·.. ψ ν ... καί Β =  β, αη ... ων ... στοιχεία τοΰ 
συνόλου ^ . Μορφώνουμε τήν ακολουθία

σ ν =  [Α]ν + [Β]ν + , ν e Ν .

Σύμφωνα μέ τήν Ιδιότητα 2. του § 13, ή ακολουθία αύτή είναι φθίνουσα 
μέ εύρεία σημασία.’Άρα έχει, κατά τήν Πρόταση 5, ένα κάτω πέρας Inf σν

v e N

πού είναι στοιχείο τοΰ ^ . 'Ορίζουμε λοιπόν (έπεκτείνοντας αυτό πού 
διαπιστώσαμε στον § 16 για τα ρητά στοιχεία τοΰ συνόλου ^ ) :

(20.1) άθροισμα του Α μέ τό Β =  Α + Β =  Inf σν =  Inf ([Α]ν + [Β]ν + 2/10ν)
veN veN

Διαπιστώνουμε άμέσως τά έξης :

I) "Αν Α καί Β είναι περιοδικά μορφώματα άπό τό ^ , δηλ. μορφώματα 
μέ άρχική περίοδο διαφορετική άπό τήν 9 , τότε θά είναι τά Α καί Β δε­
καδικά αναπτύγματα δυο ρητών αριθμών ρ' ^ 0 καί ρ" ^ 0 άντι- 
στοίχως, καί τό μόρφωμα Α + Β πού ορίσαμε μέ τήν (20.1) θά είναι 
δεκαδικό άνάπτυγμα τοΰ αθροίσματος ρ' + ρ" .

II) Γιά m , n e Ν ισχύει ότι

(20.2) [A]m + [B]m ^ Α + Β =  Inf([A]v + [B]v + 2/10ν) < [Α]η + [Β]η+ 2/10ν.
veN

'Απόδειξη . Κατά τό πόρισμα άπό τήν ιδιότητα 2. του § 13 είναι

[A]m +  [B]m <  [A ]n +  [Β]„ +  2 / 1 0 »
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Είναι όμως για ν ^ η

[A]m + [B]m < [Α]ν + [Β]ν + 2/10ν ^ [Α]η + [Β]η +  2/10" .

Ά ρα  κατά τό Πόρισμα 2 του § 14 Οά είναι

[A]m + [B]m ^ Inf ([Α]ν + [Β]ν + 2/10ν) =  A + Β ^ [Α]η +  [Β]η +  2/10" 
ν> η

καί, επειδή (βλ. Σχόλιο στο Πόρισμα 1 τοϋ § 14)

Inf ( [Α]ν 4- [Β]ν +  2/10ν) =  Inf ( [Α] ν +  [Β]ν +  2/10ν) , 
v>n veN

θά έχουμε

(20.3) [A]m + [B]m ^ Inf ([Α]ν + [Β]ν + 2/10ν) =  Α + Β ^ [A]n +  [Β]„ +2/10".
veN

’Αλλά σύμφωνα με τό Σχόλιο I) στην Ιδιότητα 2. τοϋ § 13 για τή φθίνουσα 
μ. ε. σ. ακολουθία ([Α]ν +  [Β]ν + 2/10ν) , v e N  , ισχύει άπειρες φορές 
ή ανισότητα

[Α]ν+ι + [Β]ν+1 + 2/10ν + 1 < [Α]ν + [Β]ν +  2/10ν .

Κατά συνέπεια, στη σχέση (20.3) μπορούμε τήν εύρεία άνισότητα

A + Β ^ [Α]Π + [Β]η + 2/10" 

νά τήν άντικαταστήσουμε μέ τή στενή

A + Β < [Α]η + [Β]π + 2/10" , ό. έ. δ.

§ 21. Άντιμεταθετική ίδιότητα τής πρόσθεσης : A + Β =  Β + A .

'Απόδειξη. ’Έχουμε, σύμφωνα μέ τον ορισμό ,

A + B. =  Inf([A]v + [Β] ν + 2/10ν) καί Β + A =  Inf ([Β]ν +  [Α]ν +  2/10ν) . 
veN veN

Γιά τούς ρητούς [Α]ν + [Β]ν + 2/10ν καί [Β]ν + [Α]ν +  2/10ν ισχύει
όμως ότι

[Α]ν +  [Β]ν + 2/10ν =  [Β]ν + [Α]ν +  2/10ν .

Επομένους Οά είναι καί A + Β =  Β +  A .
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§ 22. Μονοτονική ιδιότητα τής πρόσθεσης : Α < Β  => Α + Γ < Β + Γ .

'Απόδειξη. Σύμφωνα μέ τήν Ιδιότητα 3. τού § 13, αν A < Β , τότε ύπάρ- 
χει φυσικός αριθμός η τέτοιος ώστε νά είναι

[Α]π + < [Β]η αρα καί [Α]π + ^ [Β]„

Επομένως :

tA]" + + ιοη+Γ < ^ η+ ^ Β̂ η̂+1

Είναι όμως κατά τήν Ιδιότητα 2., § 13 ,

tAJ"+i +  ήολ+Τ ^ ^ Π+ ’

άρα

[A]n+1 +
1

10η+ι +
1

Γθη + 1 [Α]π +
1 1

ίΟη + 1()ηΤΤ <  [B ]n+ 1

Κατά τή μονοτονική ιδιότητα τής πρόσθεσης στο σύνολο των ρητών αρι­
θμών ή τελευταία σχέση συνεπάγεται τήν

[A]n + jQn+T + [Γ]η+1 < [Β]π+1 + [Γ]η+1 .

Εξάλλου, σύμφωνα μέ τήν παραπάνω διαπίστωση (20.2), έχουμε :

Α  +  Γ <  [A ]r>+1 +  [Γ ]η +1 +  iQn + l  κ α  ̂ [Β ]η+1 +  [Γ]π + ι ^  Β  +  Γ  .

Κατά συνέπεια, λόγω τής μεταβατικότητας τής σχέσης < , θά έχουμε :

Α + Γ < [ Α ] Π+ι + [ Γ ] π+ 1 + jQ n + i  <  [Β ]η + ι  + [Γ]π+ι ^Β + Γ, ήτοι Α + Γ <Β  + Γ.

Πόρισμα. Αν Α, Β, Γ, Δ e Α ^ Β καί Γ < Δ , τότε Α + Γ < Β  +Δ. 

'Απόδειξη. Γ < Δ = > Α  + Γ < Α  + Δ καί Α ^ Β = > Α  + Δ ^ Β  + Δ. 

"Αρα
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(Α ^ Β καί Γ <Δ) => A + Γ < Α  + Δ ^ Β  + Δ= > Α + Γ <  Β + Δ, ό.έ.δ.

§ 23. Προσεταιριστική ιδιότητα της πρόσθεσης : Α + (Β4- Γ) =  (Α + Β )+ Γ .

Απόδειξη. Σύμφωνα μέ τη διαπίστωση ΓΙ), § 20 καί μέ τήν 'Ιδιότητα 1.
§ 13, έχουμε :

[Α]ν + [Β]ν ^ A + Β <  [Α]ν + [Β]ν +  2/10- 

[Γ]ν ^ Γ < [ Γ ] ν +  1/10-
ν ε Ν .

Χρησιμοποιώντας τη μονοτονική ιδιότητα τής πρόσθεσης συμπεραίνουμε 
άπό τα παραπάνω ότι

[A]ν + [Β] ν + [Γ] ν ^ (Α + Β) + Γ < [Α]ν +  [Β]ν +  [Γ]ν + 3/10-, ν ε Ν .

'Εφαρμόζουμε τώρα τήν Πρόταση 7 μέ ρ ν =  [Α]ν + [Β]ν +  [Γ]ν καί 
σ ν =  [Α]ν + [Β]ν + [Γ]ν + 3/10- καί λαμβάνουμε:

(23.1) (Α + Β) +  Γ =  Inf (  [Α]ν +  [Β)ν +  [Γ]ν +  ~
veN ιυ

Μέ όμοιο τρόπο βρίσκουμε :

[Α]ν ^ A < [Α]ν +  1/10-

[Β]ν +  [Γ], <  (Β +  Γ) <  [Β]ν + [Γ]ν +  η ? -  

άρα

v e  Ν ,

[Α]ν + [Β]ν + [Γ]ν ^ A + (Β +  Γ) < [Α]ν +  [Β]ν +  [Γ]ν +  3/10-, ν ε Ν  .

Επομένως, κατά τήν Πρόταση 7 καί λόγω τής (23.1) θά είναι

A + (Β + Γ) =  Inf ([A] ν + [Β] ν + [Γ]ν + 3/10-) =  (Α +  Β) + Γ , ό.έ.δ. 
veN

§ 24. To μόρφωμα 0, 0 ... =  0 είναι ουδέτερο στοιχείο γιά τήν πράξη 
τής πρόσθεσης στο σύνολο .

Απόδειξη.  Ας είναι A e ^ .  Κατά τον ορισμό (20.1) τοϋ αθροίσματος 
έχουμε
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A + 0 =  Inf (  [A] ν +  [0] , + - · * - )  =  Inf ( [ A J . + - 2 - )  . 
veN x 10 7 veN V 10 7

Κατά τό Πόρισμα του § 15 είναι όμως

Inf([A ]v + 2 /10ν) =  A . 
veN

Ά ρα
A +  0 =  A , γιά κάθε A e ^ ,  ό.έ.δ.

§ 25. Ιδιότητα τής διαγραφής στην πρόσθεση : Α + Β = Γ + Β = ^ > Α = Γ

'Απόδειξη. "Αν ήταν Α Φ Γ , Οά είχαμε ή A < Γ ή Γ < A . ’Ισχύουν 
όμως, σύμφωνα με τή μονοτονική ιδιότητα (§ 22), οί αντίστοιχες συνεπα­
γωγές :

Α < Γ = > Α + Β < Γ  + Β  καί Γ < Α => Γ + Β < Α + Β ,

πού τά συμπεράσματα τους Α + Β < Γ + Β καί Γ + Β < A + Β 
αντιφάσκουν προς τήν ύπόθεση A + Β =  Γ + Β . 'Άρα A =  Γ .

Τό συμπέρασμα από τά παραπάνω, § § 20- 25, είναι ότι ή πρόσθεση πού 
όρίσαμε στο σύνολο ^ έχει όλες τις κύριες ιδιότητες τής πρόσθεσης στό 
σύνολο Q o , επομένως καί όλες τις συνέπειές τους.

§ 26. Πολλαπλασιασμός απόλυτων αριθμών.

"Ας είναι A =  α, ψΧ... ψ ν ... καί Β =  β, ... ων ... στοιχεία τού 
Ή. Θεωρούμε τήν ακολουθία ·*

σ ,  Β  («Α ]ν +  Ι/ΙΟν) ([Β]ν +  1/10»)) , v e N  ■

κατά τήν ‘Ιδιότητα 2., § 13, ή ακολουθία αυτή είναι φθίνουσα μ.ε.σ., άρα 
υπάρχει τό κάτω πέρας Inf σ ν e . ‘Ορίζουμε :

veN

(26.1) γινόμενο τού Α μέ τό Β =  ΑΒ =  Inf (([A] ν + 1/10V)([B]V+ 1/10ν)) .
veN

Διαπιστώνουμε αμέσως τά έξης :

I) Ά ν  τά Α καί Β είναι περιοδικά μορφώματα από τό ^ , οπότε θά είναι 
δεκαδικά αναπτύγματα ρητών άριθμών ρ' ^ 0 καί ρ" ^ 0 αντιστοί-

4
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χως, τότε, σύμφωνα μέ τον § 17, τό μόρφωμα ΑΒ πού ορίσαμε είναι τό δεκα­
δικό ανάπτυγμα τού ρητού αριθμού ρ'ρ" .

II) Σύμφωνα μέ τις ιδιότητες τού κάτο) πέρατος (βλ. § 14) ισχύει μέ 
m , n e Ν ότι

(26.2) [A]m[B]m^ A B ^  ([A]n+ l/1 0 n)([B]n+ l/1 0 n) < [A]n[B]n +
α +  β + 2 

10Π

III) "Αν Β =  0, 0. . .  =  0,  τότε κατά την (26.2) θ ά  έχουμε μέ m =n :

0 =  [A]m · [0]m ^ A · 0 < [A]m [0]m +
α + 0 + 2

Ίο™ 0 + α + 2 
ΙΟ™"

α + 2
ίο™

Σύμφωνα μέ την Πρόταση 7 καί τό Πόρισμα τού § 15 θά είναι λοιπόν

A · 0 =  Inf =  0 , ήτοι A · 0 =  0 γιά κάθε A € .
meN l(r

Θ’ άποδείξουμε τώρα ότι ό πολλαπλασιασμός στο σύνολο , όπως τον 
ορίσαμε, έχει τις βασικές ιδιότητες τού πολλαπλασιασμού στο σύνολο Qt>·

§27. Άντιμεταθετική ιδιότητα: ΑΒ =  ΒΑ γιά A , Β e ^  .

Αύτό είναι άμεση συνέπεια άφενός τού ορισμού πού δόθηκε γιά τό 
γινόμενο καί άφετέρου τού γεγονότος ότι γιά τό γινόμενο των ρητών

[Α ν̂ + "ϊο7  καί ^ ν + 1 ο 5Γ

ισχύει ή άντιμεταθετική ιδιότητα

([Α]ν + 1/10ν)([Β ]ν + 1/10ν) =  ([Β]ν + 1/10ν) ([Α] ν + 1/10ν) .

§ 28. Μονοτονική ιδιότητα τού πολλαπλασιασμού : νΑν A, Β, Γ e ^ , τότε 
(Α > 0 καί Β < Γ) => ΑΒ < ΑΓ .

’Απόδειξη . ’Επειδή, κατά τις ιδιότητες τού κάτω πέρατος (§ 14-15), είναι

ΑΒ ^ ([Α]ν+ 1/10ν)([Β]ν + 1/10ν) καί [Α]ν [Γ]ν ^ ΑΓ , v e N  ,

άρκεί γιά την άλήθεια τού άποδειχτέου ΑΒ < ΑΓ νά δείξουμε ότι ύπάρ- 
χει κάποιο m e N  μέ
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((A]m + 1 /10m)([B]m + 1/1 Om) < ([A]m-[r]m) ,

ήτοι μέ

(28.1) 1 A]m[BJm + +  -  f[A]m+ [B]m+ 1 /10m) <  [A]m [T]m

Για τό σκοπό αύτό έκμεταλλευόμαστε την ύπόθεση A > θ ' αύτή έχει 
γιά συνέπεια τήν ύπαρξη κάποιου ορισμένου φυσικού αριθμού η μέ την 
ιδιότητα

[A]m gs-grT > 0  γιά Ν 3 m ^  η . 

νΑρα, γιά m ^ η , ή (28.1) είναι ισοδύναμη μέ τήν

(28.2) [Β],π + [A]m_+ [B]m +  1/10™ 
10™ ■ [Ajm <  [H m

πού προκύπτει από τήν (28.1), όταν διαιρέσουμε τά δυο μέλη της μέ τό θε­
τικό ρητό αριθμό [A]m .

Παρατηρούμε τώρα ότι

[A]m + [B]m + 1/10m  ̂ α + β + 2 _  (α + β + 2)10"
10m · [A]m < 10m· l/10n “  10™

”Αρα γιά τήν αλήθεια τής (28.2) αρκεί νά δείξουμε ότι ύπάρχει κάποιος 
φυσικός αριθμός m > η τέτοιος ώστε

[B]m + (α + β + 2) · 10"
^ϊο™^ η

Τό τελευταίο αύτό όμως είναι συνέπεια τής ύπόθεσης Β < Γ , σύμφωνα 
μέ τήν Παρατήρηση ΙΓ στήν Ιδιότητα 3., § 13.

Συνέπειες. Ι ) ’Ά ν Α, Β, Γ, Ae^ , 0 < Α Β καί Γ < Δ ,  τότε ΑΓ < ΒΔ .

’Απόδειξη . Επειδή Α καί Δ είναι > 0 , έχουμε:

ΑΓ < ΑΔ καί ΑΔ ^ ΒΔ , άρα ΑΓ < ΒΔ .

II) (0 < Α καί 0 < Β) => 0 < ΑΒ .

Πραγματικά, 0 < Α  καί 0 <  Β=>0·Β<Α·Β , αλλά 0·Β = 0  , άρα 0<ΑΒ.
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III) AB =  0 => εϊτε A =  Ο είτε B == 0 .
Πραγματικά , κατά τή II), (A > Ο καί Β > 0 )  => Α Β > 0  .

IV) (A, Β, Γ ε 0 ,  Γ Φ Ο καί ΑΓ =  ΒΓ) => A =  Β .
Πραγματικά, αν ήταν Α φ  Β , Οά είχαμε (μονοτονική ιδιότητα) ΑΓ φ  ΒΓ .

§ 29. Προσεταιριστική ιδιότητα τοΰ πολλαπλασιασμού στο $  :
(ΑΒ)Γ =  Α(ΒΓ) για A, Β, Γ e <S .

'Απόδειξη . ’Έστω A =  α, ψ, ... ψ ν ..., Β =  β, ω, ... ω ν ..., Γ =  γ, χ^.. χ ν... . 
Τό άποδειχτέο αληθεύει, σύμφωνα μέ τή διαπίστωση III), § 26, όταν Γ=0. 
νΑς είναι λοιπόν Γ > 0 . Σύμφωνα μέ τις ιδιότητες τού κάτω πέρατος καί 
τήν 'Ιδιότητα I., § 13, έχουμε:

[Α]ν [Β]ν ^ ΑΒ ^ ([Α]ν +1/10ν)([Β ]ν + 1/10ν)
[Π ν ^ Γ < [Γ] ν + I / 1 ον

Επομένως, σύμφωνα μέ τή μονοτονική ιδιότητα καί τις συνέπειές της, 
ισχύει τό έξης :

Ρν=[Α]ν [Β]ν [Γ]ν^(Α Β )Γ <([Α ]ν+1/10ν)([Β]ν+ 1 /10ν)([Γ] ν + 1 /10ν) =  σν

όπου (σ ν) , v e N ,  είναι μιά φΟίνουσα μέ εύρεία σημασία ακολουθία 
ρητών > 0 . ’Εξάλλου είναι

0 < σ ν—Ρ ν~ jQV([A]v[B]v + [A]v[r]v+[B]v[r]v+ jQV([A]v + [B]v + [r]v+ jqv ))

< | qv ((α + 0 (β + 1 )  + ( α + 1) (γ+1) + (β + 1 )(γ + 1) + jqv (α + β + γ + 3+1))

< ((α+ 1)(β+ 1) + (α+ 1)(γ + 1) + (β + 1)(γ + 1)+ α + β + γ + 4))

=  μέ φ =  (α+1)(β+1) + (α+1)(γ+1) + (β+1)(γ+1) + α + β + γ + 4 .

Μπορούμε λοιπόν νά εφαρμόσουμε τήν Πρόταση 7 καί νά συμπεράνουμε :

e Ν

<ΑΒ) ·Γ= !1+ - “  ([AL+ w)( [Β1*+ w)([Γ1»+ w )
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Μέ όμοιο τρόπο βρίσκουμε

άρα

A · (ΒΓ) =  Inf σ ν , 
veN

(ΑΒ)Γ =  Α(ΒΓ) , ό.έ.δ.

§ 30. ’Επιμεριστική ιδιότητα τοΰ πολλαπλασιασμού ώς πρός τήν πρόσθεση 
στο σύνολο :

(Α+Β)Γ =  ΑΓ + ΒΓ , γιά A, Β, Γ e <3 .

'Απόδειξη. Τό άποδειχτέο αληθεύει φανερά, όταν Γ =  0 . “Ας είναι 
λοιπόν Γ >  0 . Έχουμε (βλ. § 20, II):

[A] V + [B]V^ A  + B <  [A] ν + [Β]ν + —— > ν £ Ν , 

καί (βλ. § 13)

[Π ν ^ Γ < [Γ]ν + 1 /10ν , v e N  .

Επομένως, κατά τή μονοτονική ιδιότητα τοΰ πολλαπλασιασμού θά είναι

Ρν =  ([Α]ν + [Β]ν)[Γ ]ν ^(Α +Β )Γ  < ([Α]ν + [Β]ν+ 2/10ν)([Γ]ν+ 1/10ν) =  σν

όπου ( σν) , ν £ Ν ,  είναι μιά μ. ε. σ. φθίνουσα ακολουθία ρητών > 0 . 
Επιπλέον έχουμε :

0 <  σ ν- ρ ν =  ([Α], + [Β]ν + 2 ([Γ]ν+ 1/10”)) <  ? +  ' + 2<T +  °

ήτοι

0 < σ ν — ρ ν < μέ φ =  α + β + 2γ + 4 .

Μπορούμε λοιπόν νά εφαρμόσουμε τήν Πρόταση 7 καί νά συμπεράνουμε ότι

(30.1) (Α +  Β)Γ =  Μ  σ ν =  Μ  ([Α]ν+[Β]ν+ 2/10ν)([Γ]ν + 1/10ν) .
νεΝ veN

Μέ όμοιο τρόπο βρίσκουμε

[Α]ν[Γ]ν ^ Α Γ <  ([Α]ν +  1/10ν)([Γ]ν + 1 /10ν)
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[Β]ν[Γ]ν ^ Β Γ <  ([Β]ν +  1/10ν)([Γ]ν +  1/10ν)

νΑρα, σύμφωνα μέ τή μονοτονική ιδιότητα τής πρόσθεσης στο σύνολο καί 
τήν επιμεριστική τού πολλαπλασιασμού ώς πρός τήν πρόσθεση στο Q* :

Ρν=[Α]ν[Γ]ν+[Β]ν[Γ]ν^  Α Γ +  ΒΓ< {([Α]ν+ 1 /10ν) + ([Β]ν+ 1 /10ν)}([Γ]ν+  1 /10ν)

=  σν .

Κατά συνέπεια

ΑΓ + ΒΓ =  Info, 
veN

καί, λόγω τής (30.1):

ΑΓ + ΒΓ =  (Α + Β)Γ , ό. έ. δ.

§ 31. Τό μόρφωμα 1, 0 ... =  1 είναι ούδέτερο στοιχείο για τήν πράξη 
τού πολλαπλασιασμού στο σύνολο Ή \ 1·Α=Α για κάθε A e

’Απόδειξη. Σύμφωνα με όσα είδαμε, έχουμε γιά v e N :

Ρν =  [1],[Α]ν =  [ Α ] , < 1 · Α <  (  1 + - 4 7 ) ( [ Α ] . + - | Γ )

—[Α]ν +  ~ϊο^ (  1Α]ν +  I + -|-0ν )  <  [A], +
α +  2

ιον σν

Ή ακολουθία (σ ν) ,  v e N ,  είναι όμως φθίνουσα, σύμφωνα με τό Σχόλιο 
II, στήν 'Ιδιότητα 2., § 13. Εξάλλου έχουμε:

σ α +  20 < σ ν — ρ ν =  - ι()ν , v e N .

Επομένως, κατά τήν Πρόταση 7, είναι

1 Α = ^ ( [ Α ] “ + ^ )

Α λλά κατά τό Πόρισμα τού § 15 είναι

Inf (  [Α]
veN

α + 2
ν + 10ν )  - Α  .
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έπομένως

1 · A =  Λ γιά κάθε A e r§  , δ. έ. δ.

§ 32. ’Αφαίρεση στο σύνολο 'β των απόλυτων αριθμών .

"Ας είναι A , Β e <§ καί Α ^ Β . Μορφώνουμε τήν ακολουθία 
ρητών > 0 :

σ ν =  [Α]ν — tBJν , v e N  ·

είναι φθίνουσα μ. ε. σ., σύμφωνα με τήν ’Ιδιότητα 2., § 13 · άρα, κατά τήν
Πρόταση 5, ύπάρχει τό Inf σ ν e ^ . Όρίζουμε :

veN

(32.1) διαφορά Α μεΐον Β =  A — Β =  Inf ( [Α]ν + 1/10ν) — [Β]ν ) .
veN

Διαπιστώνουμε άμέσως τά έξης :

I) "Αν Α καί Β είναι περιοδικά μορφώματα άπό τό 0  , οπότε θά είναι 
δεκαδικά άναπτύγματα δυο ρητών άριθμών ρ' καί ρ” μέ ρ ρ "  ^ 0 , τότε 
τό μόρφωμα Α — Β πού ορίσαμε, θά είναι, κατά τόν § 18, δεκαδικό άνά- 
πτυγμα του ρητού ρ' — ρ" .

II) "Αν Α =  Β , τότε

Α - Β  =  Inf ([Α]ν + 1/10ν — [ A ]  ν) =  Inf (  θ ' + ~ )  =  0, 0 ... =  0 . 
veN veN x 10 '

III) Σύμφωνα μέ τήν ιδιότητα (I) τού κάτω πέρατος είναι

Α — Β ^ [Α]ν + 1/10ν — [Β]ν , v e N .

Ισχύει μάλιστα δτι

(32.2) Α — Β < [Α]ν + 1/10ν — [Β]ν .

Πραγματικά, γιά κάθε δοσμένο v e N  ύπάρχει n ν e Ν μέ η ν > ν καί τέ­
τοιο ώστε (βλ. ’Ιδιότητα 2., Σχόλιο I, § 13)

[Α]ην +  1/10"ν <  [Α ]ν +  1/10ν .



Εξάλλου είναι [Β]ν ^ [ Β ] η ν ' άρα Οά έχουμε:

(32.2') A — Β ^ [Α]„ν +  1/10ην — ΒΠν <  [Α]υ +  1/10ν— Β ν , v e N .

IV) . "Ας είναι τώρα A > Β · υπάρχει τότε (Παρατήρηση I στην ’Ιδιό­
τητα 3., § 13) κάποιος φυσικός αριθμός m μέ

[Α]μ > [Β]μ + 1/10μ γιά μ ^ m .

Επομένως, μέ k e Ν Οά είναι (Πόρισμα άπό τήν ’Ιδιότητα 2, § 13) :

0 < [A]m+k — ([B]m+k + l/10m+k) <  [A] ν +  1 /10v — [Β] v γιά κάθε v e N .

“Αρα, σύμφωνα μέ τύ Πόρισμα 2 του § 14, Οά έχουμε :

ο <  [AJm+k — ([B]m+k +  l/10” +k) <  Inf ([A], + I /1 0 » - [B ]V) =  A — B .
veN

Αύτή ή σχέση σέ συνδυασμό μέ τήν (32.2 ) συνεπάγεται γιά keN τήν

(32.3) 0<[A]m+k— ([B]m+k+ 1/10-+*) A -B < [A ]m+k+ 1/10m̂ —[B]m+k ,

V) . Μπορούμε τώρα ν’ αποδείξουμε ότι μέ A, Β e ^ καί Α ^ Β είναι

(32.4) Β + (A—Β) =  (A—Β) + Β =  A .

Αυτό είναι φανερό όταν A =  Β , επειδή τότε, όπως είδαμε, A — Β =  0 
καί τό 0 είναι ουδέτερο στοιχείο γιά τήν πρόσθεση. “Ας είναι λοιπόν 
A > Β . Μέ v e N  έχουμε άπό τή μιά μεριά σύμφωνα μέ τήν (32.3) :

0 <  [Α]„,+ν— (  [B]m+v+ 1 g 4 _ )  ϋ  A — Β < [ A ] m + V +  1 /10m+v — [B]m+,

καί άπό τήν άλλη, κατά τήν ’Ιδιότητα I), § 13 :

0 ^ [B]m+V ^ Β < [J3]m+V + 1/10-+V .

Τις δυό αύτές σχέσεις μπορούμε νά τις προσθέσουμε κατά μέλη, σύμφωνα 
μέ τή μονοτονική ιδιότητα τής πρόσθεσης · θά λάβουμε :

0 < [A]m+V— l/10m+v^ (A—Β) + Β < [A]m+V + 2/10m+v, v e N .

’Εφαρμόζουμε τώρα τήν Πρόταση 7 μέ

Ρν =  [A]m+ ν l/10m+v, σ ν=  [A]m+V +
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καί φ =  σ ν—ρ ν= 3 .
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Λαμβάνουμε (χρησιμοποιώντας καί τό Πόρισμα 1, § 14, καθώς καί τό Ιΐό- 
ρισμα τοΰ § 15):

(A—Β )+  Β =  Inf([A]m+v+ 2/10m+v)=  Inf ([A ]k + - ? - )  —A , δ.έ.δ. 
veN kgN V 10 7

V I )  Ό  πολλαπλασιασμός στό & είναι επιμεριστικός καί ιός πρός τήν 
αφαίρεση :

(Α—Β)Γ =  ΑΓ — ΒΓ .

’Απόδειξη. ’Από τήν ύπόθεση Α ^ Β έπεται οτι ΑΓ ^ ΒΓ (βλέπε 
§ 28). 'Άρα ή ύπαρξη τής διαφοράς A — Β συνεπάγεται τήν ύπαρξη τής 
διαφοράς Α Γ — ΒΓ . "Αν τό άποδειχτέο δέν αλήθευε καί είχαμε

θά ήταν καί

(Α—Β)Γ Φ ΑΓ — ΒΓ ,

(Α—Β)Γ + ΒΓ Φ (ΑΓ—ΒΓ) + ΒΓ =  ΑΓ . 

’Αλλά είναι (βλ. § 30)

(Α—Β)Γ + ΒΓ =  ( (Α—Β) + Β)Γ =  ΑΓ .

'Ώστε θά φτάναμε στό άτοπο ΑΓ φ ΑΓ . Επομένως τό άποδειχτέο ισχύει . 
’Από τά παραπάνω έπεται πώς ή αφαίρεση στό σύνολο ^ έχει όλες τις 
ιδιότητες πού ξέρουμε οτι ισχύουν γιά τήν άφαίρεση στό σύνολο Q<̂ · 
Π. χ. ισχύουν τά ακόλουθα πού θά μάς είναι χρήσιμα παρακάτω.

(1) Γιά X, Υ, Z e ^  καί Υ ^ Χ  είναι (Υ—X) + Ζ =  (Υ + Ζ) — X .

Πραγματικά, ΥΞ^Χ=>Υ + ΖΞ^Χ , άρα ύπάρχει ή διαφορά (Υ + Ζ)—X . 
"Ας είναι Α =  (Υ—X) + Ζ καί (Υ + Ζ) — X =  Β . Θά είναι τότε: 
A + X =  (Ζ + (Υ—Χ)) + Χ =  Ζ + ((Υ—Χ) + Χ) =  Ζ + Υ καί Β + Χ =  Υ + Ζ. 
"Αρα A + X =  Β + X καί, μέ διαγραφή τού X , Α =  Β , δ.έ.δ.

(2) Γιά X, Υ, Ζ e Υ ^ Ζ καί X ^ Υ -Ζ  είναι X—(Υ—Ζ)= (X + Ζ)—Υ .

Πραγματικά, Χ^ Υ—Ζ=>Χ+Ζ^(Υ—Ζ) + Ζ=Υ , άρα ύπάρχει ή (Χ + Ζ)—Υ .

Θέτουμε Α = Χ —(Υ—Ζ) καί Β=(Χ + Ζ)—Υ, οπότε Χ = Α + (Υ —Ζ) καί
Β + Υ = Χ  + Ζ. "Εχουμε: Β + (Υ -Ζ )= (Β  + Υ )-Ζ = (Χ  + Ζ )-Ζ = Χ . "Αρα:
Α + (Υ—Ζ )= Β + (Υ —Ζ) καί, μέ διαγραφή τοΰ Υ—Ζ, Α =  Β, δ.έ.δ.

(3) Γιά X, Υ, Ζ e ^ καί X ^ Υ + Ζ είναι X — (Υ + Ζ) =  (X—Υ)—Ζ.
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Πραγματικά, Χ ^ Υ  + Ζ = > Χ ^ Υ ,  άρα υπάρχει ή διαφορά X—Υ. 
Λέγω δτι (X—Υ) ^ Ζ ' καί άλήθεια, άν ήταν (X—Υ) < Ζ Οά είχαμε 
(X—·Υ) + Υ < Ζ + Υ , ήτοι X < Υ + Ζ σέ άντίφαση προς την υπό­
θεση X Υ +  Ζ . "Ωστε ύπάρχει καί ή διαφορά (X—Υ) — Ζ . Θέ­
τουμε A =  X — (Υ + Ζ) καί Β =  (X—Υ) — Ζ . Θά είναι τότε:

A + (Υ + Ζ) =  X καί Β + (Υ + Ζ) =  ( (X—Υ)—Ζ) + (Ζ + Υ)
=  {((X —Υ)—Ζ) +  Ζ } + Υ =  {X—Υ } + Υ = Χ  .

"Αρα A + (Υ + Ζ) =  Β + (Υ + Ζ ) καί, μέ διαγραφή του Υ + Ζ , Α =  Β ,
ό. έ. δ.

§ 33. Διαίρεση στο σύνολο ^ .

"Ας είναι A =  α, ι^ ... ψ ν ... e ^ καί ^ 9 Β =  β, αη ... ω ν ... φ  0 .
Ή ύπόθεση Β Φ 0 συνεπάγεται τήν ύπαρξη κάποιου φυσικού άριθμοΰ 
η μέ τήν ιδιότητα

(33.1) [β] ν ^ Ι^ Γ  > 0 Υιά ν ^ η .

Κατά συνέπεια μπορούμε νά μορφώσουμε τήν άκολουθία ρητών > 0

σ κ =
[A]n+k + 1 /10n+k 

[B]n+k
k e N  .

Ή άκολουθία αυτή είναι φθίνουσα μ. ε. σ., έπειδή ό αριθμητής φθίνει καί 
ό παρονομαστής αύξάνει μ. ε. σ., όταν ό k αύξάνη . Επομένως ύπάρχει τό

'Ορίζουμε :

Inf o k e ^ . 
KeN

(33.2) πηλίκο τού Α διά Β = A
Β =  Inf 

KeN

[A]n+k + l/10n+k
[B ]n + k

Διαπιστώνουμε πρώτα τά έξης :

I) "Αν τά Α καί Β είναι περιοδικά μορφώματα από τό σύνολο ^ , άρα 
δεκαδικά άναπτύγματα ρητών αριθμών ρ' ^ 0 καί ρ” > 0 άντίστοιχα,

Α
τότε τό μόρφωμα—— πού ορίσαμε είναι, σύμφωνα μέ τον § 19, δεκαδικό

Β

Ρ
r r  ·

Ρ
ανάπτυγμα τού ρητού
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II) Σύμφωνα μέ την ιδιότητα (I) του κάτω πέρατος (βλ. Πρόταση 5) έχουμε 
για κάθε ν e Ν

A < [A]n+V + l/10n+v , A [A]n +ν + 1 /10n+vβ ^ fD1 και μαλιστα —— <
[B ]n + V " ------------ B

επειδή, όπως ξέρουμε, είναι

[A]V+1 + I /10v+1 < [A ]V + 1 / 10V
γιά απειράριθμες τιμές του ν .
’Από μιάν άλλη μεριά έχουμε μέ m e Ν

[ B]n + V

[Α]„ < [Α]ν+ 1 / 10ν γιά κάθε ν ^ π .[B]m+ 1 /10m ' [Β]

Αρα κατά τό Πόρισμα II τής Πρότασης 5 είναι

[A]m .  Τ Γ [Α] ν+ 1/10V A 
[B]m+1/10"> ^ v^ n [Β]ν Β ', M m e

Κατά συνέπεια ισχύει ή σχέση

[Α]η+ν(33.3)
[Β]π+ν + 1/10"+ν ^ Β

. A [A]n+V + l/10n+v Μ^  —— < -------_  για κάθε ν e Ν
[Β]η+ ν

III) Μέ βάση την τελευταία σχέση (33.3) μπορούμε νά δείξουμε τώρα ότι

A(33.4)

Απόδειξη . 'Έχουμε :

[Α]η+ν

Β
Β =  A .

[Β]„ + ν + 1/10"+'
^ Α < [Λ]η+ν + 1/10"+ ν

Β [Β]π + V

και [Β]η+ ν ^ Β < [Β]π+ν + |Qn +

v e N

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις δυο αύτές σχέσεις καί, σύμφωνα μέ τή 
μονοτονική ιδιότητα τού πολλαπλασιασμού, ποριζόμαστε :

[Α]π + ν [Β]η+ν ^ Α  n J[A]n + v+l/10"+v)([B]n+v+l/10"+v) _ (33.5) σ , = — ____ ____ · Β < ------------------------------ --------------------------= τ ,
[Β]π+ν +  1/10"+ν ^ Β [Β]η+ ν
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Ή άκολουθία (τν) , v e  Ν , ρητών αριθμών > 0, είναι φΟίνουσα μ. ε. σ., 
αρα υπάρχει τό Inf τ ν e (β  . Άποτιμοΰμε τώρα τή διαφορά τ ν — σ ν . Είναι 

veN

0 < τ ν—σ ν = [Λ]η + ν[Β]η+ν + ([Λ]π + ν+ 1 /10ι1+ν) ([Β]η+ν+ 1 /10η+ν)2

άρα λόγιο της (33.1) 

ΙΟ2"

([BJn + v + l/1 0 n+v)[B ]n + v

[B]n+ ν
τν CTv < | Qn+v  i ['*]■"+ν Έ 2[A]n+v[B]n + v + 2 j q o + v 10n + v j02(n+v)

[A]n+v _|_ 1

<
I02n
10η+ν((Ρ+1)* + 2 (α+ 1)(β+ 1) +  2(β+1) + (α + 1 )+  1 )

Ψ
I0V

Έχουμε λοιπόν

με φ =  10n( (β+ 1)2 + 2 (α + 1)(β+ 1) + 2(β+1) + α + 2).

Α φσ „ ^ ——  Β < τ ν μέ 0 < τ ν — σ ν <Β 10ν , v e N

Επομένως, χρησιμοποιώντας τήν Πρόταση 7 μπορούμε νά συμπεράνουμε

A(33.6) Β =  Inf τ ν 
Β veN

'Από μιαν άλλη μεριά λόγω τοϋ ορισμού του σν καί του τν είναι

σ ν < [Α]Π+ν ^ A < [A]n+v 3"
1 < τIQn+v

και επομένως
σ ν < Α < τ ν , v e N .

Κατά συνέπεια, εφαρμόζοντας καί εδώ τήν Πρόταση 7, έχουμε

(33.7) A =  Inf τ ν . 
veN

Συγκρίνοντας τήν (33.6) μέ τήν (33.7) βρίσκουμε :

A
Β Β =  Α , ο. έ. δ.

Παρατήρηση . "Αν A, Β, Δ e ^  , Β #  0 καί A =  ΔΒ , τότε Δ =
Β
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Πραγματικά, (A =  ΔΒ καί A - —— · Β) => ΔΒ =  ------ Β .
Β Β

Κατά τή συνέπεια IV τής μονοτονικής ιδιότητας του πολλαπλασιασμού 
είναι όμως

ΔΒ =  - 4 - ·  Β => Δ = - 4 -  , ο. έ. δ.
13 Β

A AΆ πό τον ορισμό τοΰ πηλίκου — , τή σχέση ——~ · Β =  Α καί τις

ιδιότητες τής μεγεθικής διάταξης καθώς καί των τριών άλλων πράξεων 
πού ορίσαμε στο σύνολο ^ έπεται ότι γιά τή διαίρεση στο ισχύουν 
οί γνωστές ιδιότητες αύτής τής πράξης στο σύνολο Q(|  .

Π.χ. με Α = 0  καί Β Φ 0 είναι ^ = 0  , γιατί κατά τον ορισμό καί την (33.3)
Β

έχουμε (άφοΰ Β > 0 => [B]k ^ ^ π- γιά k ^ κάποιου n e N ) :

Λ ^  0 0 + 1  / 10Π+ν ^  10"0 + ----- < --------- --------  +
^  Β [Β]η+ν ^  10"+ν 10ν ’ veN

Επομένως, σύμφωνα μέ τήν Πρόταση 7 καί τό Πόρισμα τού § 15,

0

Β =  ° ·

Τό ίδιο άποδείχνεται καί μέ άπαγωγή στο άτοπο τής ύπόθεσης-^- Φ 0
Β

Πραγματικά, ^ ® κα*  ̂ ^  ̂ · β #  0 ,

ένώ έπρεπε νά έχουμε · Β =  0 , σύμφωνα μέ τήν (33.4).
Β

Επίσης :

αν A, Β, Γ e ^ καί Β, Γ φ 0 τότε ΑΓ
ΒΓ

Πραγματικά, (Β φ 0 καί Γ φ 0) => ΒΓ φ 0 . ’Άρα μπορούμε νά μορ-
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φώσουμε τό πηλίκο
ΑΓ
ΒΓ

νΑν τό παραστήσουμε με Δ , θά έχουμε

Α·Γ =  Δ · ΒΓ =  ΔΒ · Γ .

Ά πό τή σχέση A · Γ =  ΔΒ · Γ , έπεται, κατά τό Πόρισμα IV τής 
μονοτονικής ιδιότητας τοΰ πολλαπλασιασμού, ή σχέση A =  ΔΒ καί 
άπό αύτήν, κατά την παρατήρηση τής σελ. 60 ή σχέση

Δ = A
Β ο έ. δ.

Θά χρησιμοποιήσουμε τέλος τά παραπάνω καί τις ιδιότητες του πολλα­
πλασιασμού στο & γιά ν’ αποδείξουμε ότι, μέ Β φ 0 , είναι

’Απόδειξη . Άφοΰ Β Φ 0 , ύπάρχει όχι μόνο τό πηλίκο—  e ^  αλλά
Β

καί τό -g- e ^ . ’Εξάλλου έχουμε

A
Β ■ Β =  A =  A · 1 =  A .

Κατά συνέπεια είναι

καί, σύμφωνα μέ τή συνέπεια IV) τής μονοτονικής ιδιότητας του πολλα­
πλασιασμού (§ 28),

ff if c*ο. ε. δ.

’Αποδείχτηκε λοιπόν ότι διαίρεση διά Β Φ 0 , ϊσοδυναμεΐ μέ πολλαπλα­
σιασμό επί 1 /Β, τον « άντίστροφο» τού Β .



ΟΙ ΣΧΕΤΙΚΟΙ | ΠΡΑΓΜΑΤΙ KOI | ΑΡΙΘΜΟΙ

§ 34. Συμπληρωματικά για τούς άπόλυτους άριΟούς. Τό σύνολο R των 
σχετικών |πραγματικών| αριθμών .

Οί αριθμοί πού τή βασική θεωρία τους έκθέσαμε στό προηγούμενο 
Κεφάλαιο ονομάστηκαν απόλυτοι γιά νά διακρίνωνται άπό τούς σχετικούς 
αριθμούς πού θά μελετήσουμε μέ συντομία σ' αύτό τό τελευταίο Κεφάλαιο 
τής πραγματείας μας. Οί σχετικοί άριθμοί λέγονται καί πραγματικοί αρι­
θμοί γιά διάκριση άπό τούς φανταστικούς αριθμούς πού είσάγονται μετέ- 
πειτα στά Μαθηματικά. Συμπληρώνουμε τήν ονοματολογία άναφορικά μέ 
τούς άπόλυτους άριθμούς ώσεξής :

Θά καλούμε τά περιοδικά μορφώματα άπό τό σύνολο <§ σύμμετρους 
απόλυτους αριθμούς καί τά άπεριοδικά μορφώματα ασύμμετρους άπόλυτους 
αριθμούς. "Οπως είδαμε, μεταξύ τών ρητών άριθμών ρ ^ 0 καί τών σύμμε­
τρων άπόλυτων άριθμών Ασ υπάρχει μιά άμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία

ρ ^  Ασ(ρ)

πού, όπως συνηθίζουμε νά λέμε, διατηρεί τή μεγεθική σχέση μεταξύ στοι­
χείων τού καθενός εκ τών δύο συνόλων, τών ρ ^ 0 άντιστοίχως τών Ασ, 
καθώς καί τά αποτελέσματα τών τεσσάρων βασικών πράξεων - αύτό ση­
μαίνει ότι

(1) Pi < Ρ2 ^  Ασ(Ρι) < Ασ(ρ2) ,

(2) Pi + p2 =  Ρ3 => Ασ(ρ,) + Ασ(ρ2) =  Ασ(ρ3) ,

(3) (Ρι ^ ρ*2 καί Ρι ρ2 =  ρ3) Ασ(ρι) Ασ(ρ2) =  Ασ(ρ3) ,

(4) PiPa =  Ρ3 ^  Ασ(ρ,) Ασ(ρ2) =  Ασ(ρ3) ,

(5) (ρ 2 > 0 καί ρ3 )  => =  An(p3) ·
Χ Ρ 2

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  6
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Έτσι τά δυο σύνολα { χ | χ ρητός αριθμός ^ 0 } καί { χ | χ περιο­
δικό μόρφωμα e } είναι ισομορφικα τό ένα του άλλου οός προς τή μεγε- 
Οική διάταξη των στοιχείων τους καί ως πρός τις τέσσερις βασικές πράξεις.

Τούς απόλυτους αριθμούς Α τούς Φ 0 , ήτοι όλα τά στοιχεία τού 
συνόλου ^ έκτος άπό τό 0 , Οά τούς καλούμε στο έξης καί θετικούς αρι­
θμούς, παριστάνοντάς τους καί μέ A · μέ άλλα λόγια θέτουμε

+ Α =  Α , γιά A e (S φ  0 .

Γιά κάθε + Α εισάγουμε τώρα έναν αντίστοιχο «συμμετρικό» αριθμό, 
τόν — Α , πού Οά καλούμε αρνητικό αριθμό. Τό 0 συμφωνούμε νά τό παρι­
στάνουμε καί μέ + 0 είτε — 0 , χωρίς γι’ αυτό νά τό ύπάγουμε στο σύνολο 
των θετικών ή στο σύνολο των αρνητικών αριθμών. Οι θετικοί αριθμοί, 
τό 0 καί οί αρνητικοί αριθμοί αποτελούν τό σύνολο R των σχετικών 
[  πραγματικών ]  αριθμών (R είναι τό άρχικό γράμμα τής λατινικής λέ­
ξης realis πού σημαίνει πραγματικός). Τά στοιχεία τού R θά τά σημειώ­
νουμε παρακάτω καί μέ μικρά έλληνικά ή λατινικά γράμματα, τά στοιχεία 
τού μέ κεφαλαία έλληνικά, όπως κάμαμε καί έως τώρα.

’Εννοείται ότι γιά νά δικαιολογηθή ή ονομασία « άριθμοί » την όποια 
δίνουμε στά στοιχεία τού R , τά όποια πρός τό παρόν είναι απλώς αριθμη­
τικά σημάδια, πρέπει νά ορίσουμε στο R τις σχέσεις ισότητας καί ανι­
σότητας καθώς καί τις τέσσερις βασικές αριθμητικές πράξεις. Αύτό γί­
νεται μέ τέτοιο τρόπο ώστε Ιο τά έξαγόμενα τών νέων ορισμών, όταν τούς 
εφαρμόζουμε στο 0 καί στούς θετικούς άριθμούς, πού ταυτίζονται μέ τούς 
απόλυτους άριθμούς, νά μη διαφέρουν άπό τά έξαγόμενα τών ορισμών πού 
δόθηκαν γιά τούς απόλυτους αριθμούς καί 2ο οί βασικές ιδιότητες τής με- 
γεθικής διάταξης καί τών τεσσάρων βασικών πράξεων νά διατηρούνται 
[ νά εξακολουθούν νά ισχύουν] καί στο ύπό κατασκευή εύρύτερο άριθμη- 
τικό σύστημα. "Η άπαίτηση αύτή λέγεται αρχή τής εμμονής [  αρχή τής 
μονιμότητας, principe de permanence ] .

§ 35. Μεγεθική διάταξη στο σύνολο R.

Γιά νά εύκολύνουμε τή διατύπωση, εισάγουμε πρώτα τήν άκόλουθη 
έννοια.

’Ά ν Α είναι ένας απόλυτος αριθμός φ  Ο, καλούμε άπόλυτη τιμή 
τών σχετικών άριθμών + Α καί — Α τόν άπόλυτο αριθμό Α άπό τόν 
όποιο παράγονται τά στοιχεία + Α καί — Α τού R μέ πρόταξη τού 
« προσήμου » + (σύν) καί — (πλήν) αντίστοιχα. Άπόλυτη τιμή τού Ο,
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έπομένως καί των + 0 ,  — 0, ορίζουμε τό 0 . ΓΗ απόλυτη τιμή ενός στοι­
χείου α e R σημειώνεται με |α| . νΕτσι έχουμε :

Ι + Α| =  |—Α| =  Α καί | + 0| =  |—0| =  |0| =  0 .

Επειδή θέσαμε + Α =  Α για ^ 3 Α Φ 0 , θά είναι φυσικά καί

Ι + Α| =  |—Α| =  + Α .

"Ενας σχετικός αριθμός α είναι ίσος με ένα σχετικό αριθμό β, α =  β, 
όταν καί μόνον όταν

Ιο |α| =  |β|

καί 2ο, στήν περίπτωση |α| Φ 0 , τό πρόσημο του α είναι τό ίδιο 
με τό πρόσημο του β : sign α =  sign β .
Οί αριθμοί + 0 , — 0 , 0 είναι άπό ορισμό ίσοι μεταξύ τους :

+  0 =  — 0 =  0 .

'Όπως προκύπτει αμέσως άπό τον παραπάνω ορισμό, γιά τήν ισότητα στό 
σύνολο R ισχύουν οί ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

I) α =  α γιά κάθε α ε R (άνακλαστικότητα).

II) α =  β => β =  α γιά α, β e R (συμμετρικότητα),

III) (α =  β καί β =  γ) => α =  γ γιά α, β, γ e R (μεταβατικότητα).

'Η μεγεθική σχέση < (μικρότερο) μεταξύ στοιχείων του R ορίζεται 
ώς έξης :

-2»
"Ενας αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος άπό κάθε αρνητικό αριθμό 

που εχει μικρότερη απόλυτη τιμή, είναι μικρότερος άπό τό 0 καί μικρό­
τερος άπό κάθε θετικό άριθμό :

X αρνητικός άριθμός < y όταν καί μόνον όταν ή y αρνητικός με 

\y\ < \x\ ή y — 0 ή y θετικός άριθμός .

Τό 0 είναι μικρότερο άπό κάθε θετικό άριθμό :

0 <  y γιά κάθε y θετικό .

”Ενας θετικός άριθμός είναι μικρότερος άπό κάθε θετικό πού εχει 
μεγαλύτερη άπόλυτη τιμή :

χ θετικός < y όταν καί μόνον όταν y θετικός καί | x \ < \ y \ .
5
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Μέ βάση αυτούς τούς ορισμούς αποδείχνεται εύκολα δτι ή σχέση < είναι 
σχέση ολικής διάταξης μέ στενή σημασία στο σύνολο R ' μέ άλλα λόγια,
αν α, β, γ e R , τότε

(1) α < β => β < α , (2) (α < β καί β < γ) => α < γ ,

καί (3) άπό τις τρεις σχέσεις

α < β  , α =  β , β < α

ισχύει πάντα (δηλ. γιά κάθε δυάδα στοιχείων άπό τό R) μιά καί μόνο μιά.
Έκτος άπό τή σχέση < εισάγουμε καί τις σχέσεις ίξ , > , ^

μέ τούς άκόλουΟους ορισμούς :

1) α ^  β ο  α <  β ή α =  β

2) α >  β <=> β <  α

3) α ^  β <=> α >  β ή α =  β

Τέλος, Οά μας είναι χρήσιμες καί οί άκόλουΟες έννοιες καί όνομασίες : 
Καλούμε αντίθετο τού σχετικού αριθμού x , όταν χ φ  0 , τον σχετικό 
αριθμό χ' πού έχει τήν ίδια απόλυτη τιμή μέ τον x άλλά διαφορετικό 
πρόσημο :

0 Φ |χ'| =  |χ| καί sign χ Φ sign χ' , όταν χ φ  0 .

'Αντίθετο τού 0 ορίζουμε τό ίδιο τό 0 .

’Έχουμε, όπως είναι φανερό, τή σχέση

(χ')' =  χ γιά κάθε x e R  .

Όμόσημονς καλούμε δυο σχετικούς αριθμούς x καί y , όταν καί μόνον 

όταν είναι συγχρόνως x ^ 0 καί y ^ 0 ή συγχρόνως x ^ 0 καί y^O.

'Ετερόσημοι [ όχι όμόσημοι ] θά λέγωνται έπομένως δυό σχετικοί αριθμοί 
χ καί y , όταν καί μόνον όταν είναι

ή χ > 0 καί y < 0 ή x < 0 καί y > 0 .

Ά πό τά παραπάνω προκύπτει εύκολα ή αλήθεια τού έξής θεωρήματος :

Θεοόρημα. (α, β e R και α < β) ο  ά  >  β’ ο  β’ < α .

'Απόδειξη . Εφαρμόζουμε άπλώς τούς ορισμούς πού δόθηκαν γιά τις σχέ­
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σεις < καί > , διακρίνοντας τις ακόλουθες τρεις, μόνες δυνατές, περι­
πτώσεις :

(I) α < β < 0 , (II) α ^ 0 , β ^ Ο καί α < β , (III) 0 < α < β .

§ 36. Πρόσθεση στο σύνολο R .

'Άς είναι α{ , ... , α ν (ν ^ 2) δυο ή περισσότερα στοιχεία του R . 
Καλούμε άθροισμα

+ ... + α ν

των Ο] , ... , α ν τό στοιχείο τού R πού ορίζεται μονότροπα ώσεξής : 
Ά ν  ανάμεσα στούς «προσθετέους» α, , ... , α ν υπάρχουν δυο ή 

περισσότεροι ^ 0 , τότε προσθέτουμε τις άπόλυτες τιμές αύτών καί καλούμε 
Θ τό άθροισμα πού προκύπτει ■ άν ύπάρχη ένας μόνος προσθετέος ^ 0 , 
ό αρ (1 ^ ρ ^ ν ) , τότε θέτουμε Θ =  |αρ| ■ τέλος, άν καί οί ν προσθε­
τέοι είναι < 0 ,  τότε θέτουμε Θ =  0 . "Ομοια, άν άνάμεσα στούς α],...,αν 
ύπάρχουν δυο ή περισσότεροι < 0 , τότε προσθέτουμε τις άπόλυτες τι­
μές αύτών καί καλούμε Α τό άθροισμα πού προκύπτει * άν ύπάρχη ένας 
μόνο προσθετέος < 0 ,  ό αη(1 ξί η ^ ν) , τότε θέτουμε Α =  |αη| . 
τέλος, άν καί οί ν προσθετέοι είναι ^ 0 , τότε θέτουμε Α =  0 .

’Από τούς δυο άπόλυτους άριθμούς Θ καί Α πού ορίσαμε, ό ένας, 
πού συμβολίζεται μέ Max (Θ, Α ), θά είναι ^ άπό τον άλλο, πού συμ­
βολίζεται μέ Min (Θ, Α ) . Έστω Δ ή διαφορά :

Δ =  (Max (Θ, A) — Min (Θ, A)) e 0  .

Θέτουμε

a t +  ... + α ν =  +  Δ ή — Δ καθόσο είναι Θ ^ Α ή Θ < Α .

Ό  ορισμός αύτός έχει τις άκόλουθες άμεσες συνέπειες :

I) Τό άθροισμα σχετικών άριθμών ^ 0 είναι σχετικός άριθμός ^ 0 .
'Άν ένας τουλάχιστο άπό αύτούς τούς προσθετέους είναι > 0 , τότε 
καί τό άθροισμα είναι > 0 .

Π) Τό άθροισμα σχετικών άριθμών ^ 0 είναι σχετικός αριθμός ^ 0 . 
νΑν ένας τουλάχιστο άπό αύτούς τούς προσθετέους είναι < 0 , τότε 
καί τό άθροισμα είναι < 0 .
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III) To 0 είναι ουδέτερο στοιχείο γιΰ τήν πράξη τής πρόσθεσης στο σύνο­
λο R :

u + ο =  0 καί 0 + α =  0 γιά κάθε α e R .

Κατά συνέπεια, οί μηδενικοί προσθετέοι σ’ ένα άθροισμα μπορούν 
νά παραλείπωνται .

IV) Σ’ ένα άθροισμα μπορούμε νά « συμπτύξουμε » δυο ή περισσότερους 
όμόσημους προσθετέους, δηλ. νά τούς άντικαταστήσουμε μέ τό άθροι­
σμά τους. ’Αντίστροφα, έναν προσθετέο μπορούμε νά τον άντικατα- 
στήσουμε μέ δυό ή περισσότερους όμόσημους μέ αύτόν άριθμούς 
πού τον έχουν γιά άθροισμα. (Παρακάτω θά δείξουμε ότι καί ή σύμ­
πτυξη έτερόσημων προσθετέοι σ’ ένα άθροισμα δέν άλλοιώνει τό 
ολικό άθροισμα) .

V) Τό άθροισμα x + χ' δυό άντίθετων άριθμών χ καί χ' είναι =  0 .
Αντίστροφα, άν α, β e R καί α + β =  0 , τότε οί α καί β
είναι αντίθετοι ό ένας τού άλλου : α =  β' καί α' =  β .

VI) Τό άθροισμα α, 4-  . . .  + α ν δέν μεταβάλλεται, άν ή σειρά των προσθε­
τέων μεταβληθή. Ειδικά έχουμε α + β =  β + α γιά α, β e R . 
Αύτή ή συνέπεια προκύπτει, έπειδή, κατά τον ορισμό, ή σειρά των 
προσθετέων δέν έπηρεάζει τήν τιμή των απόλυτων άριθμών Θ καί Α 
άπό τούς όποιους καί μόνο έξαρτιέται τό άθροισμα.

VII) Ό  αντίθετος τού αθροίσματος (αΧ + ... + α ν) σχετικός αριθμός
ίσοΰται μέ τό άθροισμα (α / + ... + α ν') των αντιθέτων των προ­
σθετέων :

(36.1) (α j + ... + α ν) — ^  +  ... + α ν

Καί αλήθεια, άν στο άθροισμα α! + ... + α ν αντιστοιχούν, σύμ­
φωνα μέ τον ορισμό, απόλυτοι αριθμοί Θ , Α καί Δ , τότε στο άθροισμα 
α /  +  ... -I- α ν' θά αντιστοιχούν όί απόλυτοι αριθμοί

Θ' =  Α , Α' =  Θ καί Δ' =  Δ .

Επομένως είναι

Θ' ^ Α' ή Θ' ^ Α' καθόσο είναι Θ ^ Α ή Θ ^ Α .

Κατά συνέπεια :



u v + ... + α ν =  +Δ  =  + Δ ή = —Δ ' = —Δ καθόσο α ,+ ... + α ν= —Δ ή +Δ.

Αύτό αποδείχνει τόν ισχυρισμό (36.1).

VIII) Θ' αποδείξουμε τώρα δτι ισχύει γενικά ή ιδιότητα

(36.2) x - t - y - f z  =  (x + y) + ζ γιά όποιαδήποτε x, y, ζ e R .

’Απόδειξη . Τό άποδειχτέο ισχύει στήν περίπτωση όμόσημοιν προσθετέων 
χ, y , σύμφωνα με τή συνέπεια IV). "Ας είναι λοιπόν οί x, y έτερόσημοι, 
ήτοι ή χ < 0 καί. y > 0 ή χ > 0 καί y < 0 . Ή 2η περίπτωση ανάγεται 
στήν πρώτη μέ έναλλαγή των χ καί y βάσει τής συνέπειας VI).

Μέ χ < 0 ,  y > 0  τό ζ μπορεί νά εϊναι ή Ο ή  > 0 ή < 0 .
Στήν υποπερίπτωση ζ =  0 ή άλήθεια τής (36.2) είναι αμέσως φανε­

ρή, γιατί κατά τήν III)

χ + y + 0 =  x + y =  (x + y) + 0 .

69

Στήν ύποπερίπτωση

χ =  — Χ < 0  , y =  + Υ > 0 , ζ =  + Ζ > 0

έχουμε άπό τή μιά μεριά

(36.3) x + y + ζ =
(Υ + Ζ)—X όταν Υ + Ζ ^ X
- (X —(Υ + Ζ) ) όταν X ^ Υ + Ζ ,

καί άπό τήν άλλη

(36.4) (x + y) + ζ =
(Υ—Χ) + Ζ όταν Υ X οπότε καί Υ + Ζ ^ X 
Ζ—(X—Υ) όταν X ^ Υ καί Ζ ^ X —Υ οπότε Υ + Ζ Ξ̂ Χ 
-((Χ -Υ )-Ζ )δτα ν X ^ Υ καίΧ-Υ ^ Ζ όπότεΧ ^ Υ + Ζ.

Παραβάλλοντας τις (36.4) μέ τις (36.3) βρίσκουμε μέ χρήση των (1), (2) 
καί (3) του § 32, τό άποδειχτέο (36.2) στήν προκειμένη ύποπερίπτωση. 
rH ύπολειπόμενη ύποπερίπτωση x < 0 ,  y > 0 ,  ζ < 0 άνάγεται στήν 
προηγούμενη μέ έναλλαγή των χ καί y καί μέ θεώρηση των χ* =  y' < 0 , 
y* =  χ' > 0 καί ζ* =  ζ >  0 . Γιά τούς χ* , y* , ζ* ισχύει, κατά τήν 
ύποπερίπτωση πού πραγματευτήκαμε παραπάνω :

χ* _μ y* 4- ζ* =  (x* + y*) + ζ* ,

ήτοι, μέ χρήση τής VI,
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χ' + y' + L =  (x' + y') + l · 

επομένως, σύμφωνα μέ τήν VII ,

x + y + z =  (x' + y' + z ') '=  ((x' + y') + z')' =  (x' + y')' + ζ =  (x+y) + z, δ.έ.δ.

Σχόλιο. ’Λπό τα παραπάνω απορρέει ότι τό άθροισμά ν προσθετέιυν 
(ν > 2) στο R μπορούμε νά τό βρούμε έκτελώντας ν — 1 έπάλληλες 
προσθέσεις ένός μόνο στοιχείου τοϋ R κάθε φορά. Π.χ.

Ο] + α2 + α2 + α ι + α5 — ( ( (aj + α2) + α3) + α̂ ) Έ α5

IX) Μπορούμε τώρα ν’ άποδείξουμε τήν ισχύ τής προσεταιριστικής ιδιό­
τητας : (u + β) + γ =  a + (β + γ) γιά α, β, γ e R .

Πραγματικά, σύμφωνα μέ τήν VIII καί τήν VI έχουμε:

(α +  β) +  γ =  α + β  + γ =  β + γ + α =  (β + γ) + α =  α +  (β + γ) .

X) Ισχύει ή ιδιότητα τής διαγραφής : γιά α, β, γ e R έχουμε :

α + γ =  β + γ => α =  β ·

Καί άλήθεια, άπό τήν α + γ =  β + γ μέ πρόσθεση τοϋ γ', αντι­
θέτου τοϋ γ, καί στά δυο μέλη τής α + γ =  β + γ , απορρέει ότι

α + γ + γ' =  β + γ + γ' => α + (γ + γ') =  β +  (γ+γ') => α + 0 =  β + 0 => α=β.

XI) Ισχύει γιά τήν πρόσθεση στο R ή μονοτονική ιδιότητα : 

x < y = > x  + z < y  + z γιά όποιαδήποτε x, y, ζ e R .

'Απόδειξη . Διακρίνουμε τις άκόλουθες, μόνες δυνατές, τρεις περιπτώσεις:

(I) 0 ^ x < y  , (2) x < 0 < y  , (3) χ < y ^ 0 .

(1) 'Ας είναι χ =  + X , y =  + Υ , οπότε 0 ^ Χ < Υ .  Τό ζ μπορεί 
νά είναι ή ^ 0 , ή < 0  μέ |ζ| ^ X , ή < 0  μέ X <  |ζ| ^  Υ , ή < 0  μέ
Ν > Υ ·

α) "Ας είναι ζ =  + Ζ ^ 0 . 'Έχουμε τότε

χ + ζ =  X + Ζ καί y + ζ =  Υ + Ζ .

Επειδή στό σύνολο ^ Χ < Υ < = > Χ  +  Ζ < Υ  + Ζ ,  συμπεραίνουμε ότι

χ + ζ < y +  ζ , ό. έ. δ.



β) Ας είναι ζ =  — Ζ μέ Ζ ^ X < Υ. Έχουμε τότε

X 4- ζ == X — Ζ καί y + ζ =  Υ — Ζ .

Επειδή, όπως εύκολα προκύπτει, X—Ζ < Υ —Ζ ο Χ < Υ , συμπεραίνουμε ότι

χ + ζ < y + ζ , ό. έ. δ.

γ) Ας είναι ζ =  — Ζ μέ 0 ^ X < Ζ < Υ . 'Έχουμε τότε

χ  + ζ =  — (Ζ—X) < 0 καί y + z =  Υ — Ζ ^ 0 ,

έπομένως

χ + ζ < y + ζ , ό. έ. δ.

δ) Ας είναι ζ =  — Ζ μέ 0 ^ X < Υ < Ζ . 'Έχουμε τότε

χ + ζ =  — (Ζ—X) < 0 και y + ζ =  — (Ζ—Υ) < 0 .

Επειδή, όπως εύκολα προκύπτει, Ζ -Χ > Ζ -Υ  καί |χ + ζ|=Ζ-Χ , |y + z|=Z-Y, 
συμπεραίνουμε ότι

χ + ζ < y + ζ , ό. έ. δ.

Σχόλιο. Ειδικά γιά x =  0 καί 0 < y έχουμε :

0 + ζ < y + ζ , άρα 0 < y  => z < y  + z γιά κάθε ζ e R .

Ά πό τήν τελευταία συνεπαγωγή συμπεραίνουμε τήν άκόλουθη :

χ < 0  => χ + ζ < ζ  γιά πάθε ζ e R .

Πραγματικά, χ < 0 => χ' > 0 καί έπομένως

ζ < χ + ζ γιά κάθε ζ e R ,

άρα, σύμφωνα μέ τό θεώρημα τού § 35 καί τή συνέπεια VII ,

χ + ζ < ζ γιά κάθε ζ e R .

(2). νΑς είναι χ < 0 < y . Σύμφωνα μέ τό προηγούμενο Σχόλιο έχουμε: 

x < 0 = > x  + z < z  καί 0 < y = > z < y  + z ·
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έπομένως:
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x + z < z < y + z ,  άρα x + z < y +  z , δ. έ. δ.

(3) νΑς είναι χ < y ^ 0 .Θ ά είναι τότε 0 ^ y' < χ' , άρα, κατά την (1), 
y' + ζ' < χ' + ζ’ γιά κάθε z ' e R .  Επομένως : (χ’ + ζ’)’ <  (y'+z')' κατά
τό θεώρημα του § 35, ήτοι (βλ. VII)

χ + ζ < y + ζ , ό.έ.δ.

XII) Ά πό τά παραπάνω συνάγονται εύκολα τά έξης γιά α, β, γ, δ e R :

α < β| α < β| α ^ β]
=> α +  γ <  β +  δ , => α + γ  <  β +  δ , => α + γ ^ β  + δ .γ < δ ) γ ^ δ J γ ^ δ J

§ 37. Αφαίρεση στό σύνολο R .

Θεωρούμε στό σύνολο R τήν έξίσωση α + χ =  β μέ άγνωστο τό χ. 
Λέγω ότι έχει μιά καί μόνο μιά λύση, τή x =  β Η* α' , όπου α' ό αντί­
θετος τού α .
Πραγματικά, αν ό σχετικός άριθμός x είναι λύση της, θά ΐσχύη ότι

α' + α + χ =  α' + β ήτοι 0 + χ =  χ =  α' + β =  β + α'.

Αντίστροφα, αν μέσα στην έξίσωση θέσουμε χ =  β 4- α' , θά λάβουμε:

α +  (β + α ) =  α + (α' + β) =  (α + α') + β = 0 + β = β .

Ωστε ό σχετικός άριθμός x =  β + α’ ικανοποιεί τήν έξίσωση καί είναι 
ό μόνος πού πράττει τούτο.

Τή λύση τής εξίσωσης α + χ =  β τήν παριστάνουμε μέ τό σύμβολο 

β — α (πού διαβάζουμε : βήτα μεΐον άλφα) 

καί τήν καλούμε διάφορά τού β ώς πρός τό α. "Εχουμε λοιπόν

α + (β—α) =  (β—α) + α =  α .

Τή διμελή πράξη, πού στό ζεύγος (β, α) άντιστοιχίζει τή διαφορά β — α , 
τήν καλούμε αφαίρεση τον α άπό τό β . Κατά τόν ορισμό τής διαφοράς 
είναι

β — α =  β +  α' καί β + α =  β — α’ · 

στό σύνολο R λοιπόν, οχι μόνο κάθε αφαίρεση άριθμοΰ είναι δυνατή καί
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ανάγεται σέ μια πρόσθεση άριθμού, αλλά καί κάθε πρόσθεση αριθμού ίσο- 
δυναμει με μιαν αφαίρεση αριθμού.

Συμφωνούμε τώρα ν’ αντικαταστήσουμε μέ τό σύμβολο — χ τό σύμβο­
λο χ' πού χρησιμοποιήσαμε ώς έδώ γιά νά παριστάνουμε τόν άντίθετο 
τοϋ σχετικού άριθμού x . Μπορούμε ύστερα άπό αύτή τή σύμβαση νά έρ- 
μηνεύσουμε τή γραφή [ τήν παράσταση] β — α όχι μόνο σάν διαφορά 
τού β ώς προς α άλλά καί σάν άπλοποιημένη γραφή τού άθροίσματος τού 
β μέ τό — α , γιατί

β — α = β  + α' =  β + (—α) .

Όμοια μπορούμε τή γραφή β + α νά τήν έρμηνεύσουμε καί σάν διαφορά 
τού β ώς προς τό — α , γιατί

β + α =  β — α' =  β — (—α) .

Ή ίδια σύμβαση μας έπιτρέπει νά δώσουμε νόημα καί στή γραφή — α + β, 
τό άκόλουθο :

— α + β =  α' + β =  β + α' =  β — α .

Σχόλιο. Στο σύνολο Ή των άπόλυτων άριθμών μιά άφαίρεση Β Α είναι 
δυνατή όταν καί μόνον όταν Β ^ Α . Επομένως καί μιά διαδοχή έπάλλη- 
λων πράξεων πρόσθεσης καί άφαίρεσης, όπως π.χ. ή

A — Β — Γ + Δ — Ε =  ( ( (A—Β) — Γ) + Δ) — Ε ,

είναι δυνατή, όταν καί μόνον όταν ή καθεμιά άπό τις διαδοχικές έπάλληλες 
πράξεις είναι έκτελέσιμη- στό παράδειγμα μας π.χ. όταν καί μόνον όταν

Α ^ Β , (A—Β) ^ Γ , ( (A—Β) — Γ) + Δ ^ Ε .

Στό σύνολο R δέν ύπάρχει, κατά τά προηγούμενα, κανένας τέτοιος περιο­
ρισμός · μιά γραφή, όπως π.χ. ή

(37.1) α—β—γ + δ—ε =  ( ( (α—β)—γ) + δ)—ε μέ α, β, γ, δ, ε e R ,

παριστάνει πάντα έναν ορισμένο σχετικό άριθμό. Τόν ίδιο άριθμό παριστά­
νει, ύστερα άπό τήν παραπάνω σύμβασή μας, καί ή γραφή

α + (—β) + (—γ) + δ + (—ε)

καθώς καί οί γραφές

(37.2) —β + α—γ—ε + δ , —ε + δ—γ—β + α , —γ—β—ε + δ + α κτλ.
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έρμηνευμένες κατά τή σύμβασή μας σάν αθροίσματα σχετικών αριθμών :

(—β) + α + (—γ) + (—ε) + δ , (—ε) + δ + (—γ) + (—β) + *+
(—γ) + (—β) + (—ε) + δ + α κτλ.

Πραγματικά, ή μεταβολή τής σειράς τών προσθετέων σ’ ένα άθροισμα δέν 
αλλοιώνει τό άθροισμα. Λυτά δικαιολογούν τήν ονομασία αλγεβρικό άθροι­
σμα ή όποια δίνεται σε παραστάσεις τής μορφής (37.1) ή (37.2). 

Παρατηρούμε τέλος ότι ή γραφή

— α + β + γ — δ + ε

παριστάνει τόν άντίθετο τού άριθμοΰ πού παριστάνει ή (37.1), γιατί, σύμ­
φωνα μέ τήν συνέπεια VII τού προηγουμένου § , έχουμε :

(α + (—β) +  (—■γ) + δ + (—ε))' =  (—α) + β + γ + (—δ)4-ε =  —α + β + γ—δ + ε .

Επομένως γιά τήν άφαίρεση τού άλγεβρικού άθροίσματος (37.1) άπό ένα 
σχετικό άριθμό ζ ισχύει τό έξής :
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ζ — (α—β—γ + δ—ε) =  ζ + (α—β—γ + δ—ε)' =  ζ — α + β + γ — δ +  ε .

Ά πό τά παραπάνω προκύπτουν οί γνιυστοί κανόνες γιά τήν πρόσθεση καί 
τήν άφαίρεση ένός άλγεβρικού άθροίσματος έγκλεισμένου σέ μιά παρέν­
θεση.

Θά διατυπώσουμε τώρα δυο συνέπειες άπό τόν ορισμό τής διαφοράς 
καί από τίς ιδιότητες τών σχετικών αριθμών τις όποιες γνωρίσαμε ήδη .

I) Γιά a , [ ie  R ισχύει ή ισοδυναμία : α < β <=> (β—α) > 0 .

'Απόδειξη . Ιο ισχύει ότι α < β => (β—α) > 0 , γιατί, κατά τή συνέ­
πεια Χϊ τού § 36, έχουμε :

(β—α)ίξ0 => α + (β—α)^α + 0 => β^ α  άντιφατικά πρός τήν ύπόθεση α < β. 

2ο ισχύει ότι (β—α) > Ο => α < β , γιατί κατά τήν XI τού § 36 έχουμε : 

α ^ β => α + (—α) ^ β + (—α) => Ο ^ β — α , 

άντίθετα πρός τήν ύπόθεση Ο < (β—α) .

II) 1 Ίά α, β, γ e R είναι ( α+γ )  — (β + γ) =  α — β .

'Απόδειξη . Και άλήθεια έχουμε :
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(β + γ) + (α—β) =  β + γ + α + (—β) — β + (—β) +α + γ =  0 + (α + γ) =  α + γ .

§ 38. Πολλαπλασιασμός στό R .

Καλούμε γινόμενο τών ν σχετικών αριθμών α, , ··· , α ν (ν ^ 2) καί 
παριστάνουμε μέ ··· α ν τον σχετικό αριθμό πού έχει απόλυτη τιμή τό 
γινόμενο |αΧ| *·* |αν| τών απόλυτων τιμών τών « παραγόντων » α , , · · · , α ν 
καί* πρόσημο τό + ή τό — καθόσο τό πλήθος τών παραγόντων πού εί­
ναι < 0 είναι αριθμός άρτιος ή περιττός. (Υπενθυμίζουμε ότι ό αριθμός 
0 είναι άρτιος)·. ’Από τον ορισμό αύτό έπονται αμέσως τά έξης :

I) Τό γινόμενο α, *··αν μηδενίζεται όταν καί μόνον όταν ένας τουλά­
χιστο άπό τούς παράγοντες είναι =  0 . Στήν περίπτιυση αύτή, εννο­
είται, τό πρόσημο + ή — γιά τό γινόμενο μπορεί νά παραλείπεται 
σύμφωνα μέ τή σύμβασή μας : + 0 =  — 0 =  0 .

II) Τό γινόμενο δυο όμόσημων άριθμών είναι ^ 0 ,  τό γινόμενο δυό 
έτερόσημων είναι < 0 .

III) Γιά τό γινόμενο ισχύει ή άντιμεταθετική ιδιότητα. Π.χ.

α ^ 2 =  α2α, .

IV) Σ’ ένα γινόμενο μπορούμε δυό ή περισσότερους παράγοντες νά τούς 
συμπτύξουμε, δηλ. νά τούς άντικαταστήσουμε μέ τό γινόμενό τους- 
έπομένως ένας παράγοντας μπορεί ν’ άντικατασταθή μέ δυό ή περισ­
σότερους πού τον έχουν γιά γινόμενο.

’Απόδειξη. 'Η σύμπτυξη δέν μεταβάλλει τήν Απόλυτη τιμή τού γινομένου 
α! ··· α ν, έπειδή σ’ ένα γινόμενο απόλυτων άριθμών ή σύμπτυξη δέν άλλοιώ- 
ώνει τό γινόμενο · (αύτό προκύπτει άπό τήν προσεταιριστική ιδιότητα, 
§ 29, τού πολλαπλασιασμού στό σύνολο ^ ) . Εξάλλου, άν οί άρνητικοί 
παράγοντες τού γινομένου πού θεωρούμε είναι m κατά τό πλήθος καί άν 
ανάμεσα στούς παράγοντες πού συμπτύσσουμε η είναι αρνητικοί, όπου 
φυσικά 0 3$ n ^ m , τότε τό πρόσημο τού γινομένου μετά τή σύμπτυξη 
είναι τό ίδιο μέ τό πρόσημο τού (—l)m_n · (— 1)Π =  (— l)m , άρα τό 
ίδιο μέ τό πρόσημο τού γινομένου α, " · α ν πριν άπό τή σύμπτυξη.

V) Γιά τό γινόμενο σχετικών άριθμών ισχύει ή προσεταιριστική ιδιότητα 
(α,α2) . α3 =  α ^ α ^ )  .
Πραγματικά ( α ^ )  · α3 =  αχα2α3 =  aj · (α2α3) κατά τήν προηγού­

μενη συνέπεια .
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VI) Ό  πολλαπλασιασμός στο R είναι επιμεριστικός ώς πρός τήν πρόσθεση 
καί τήν αφαίρεση :

(α + β)γ =  αγ + βγ καί (α—β)γ =  αγ — βγ .

Απόδειξη . ’Αρκεί φυσικά ν’ αποδείξουμε τό πρώτο, γιατί α — β =  α + β' 
καί έπομένως (α—β)γ =  (α+ β')γ =  αγ + β'γ =  αγ + (—βγ) =  αγ — βγ .
Η ισχύς τού άποδειχτέου (α + β)γ =  αγ + βγ είναι φανερή, όταν ένας 

τουλάχιστο από τούς σχετικούς αριθμούς α, β, γ είναι = 0 .  Π. χ. 
(0 + β)γ =  βγ =  0 + βγ 0 · γ + βγ . ’Ά ς είναι λοιπόν αβγ φ  0 , δη­
λαδή, σύμφωνα με τήν I), α φ 0 , β #  0 , y φ  0 . Παρατηρούμε
πρώτα ότι

(α + β)γ =  αγ + βγ => (α' + β')γ' =  α'γ' + β'γ' ,

γιατί ή αλλαγή τού προσήμου καί τών δυο παραγόντων ένός γινομένου δέν 
αλλοιώνει τό γινόμενο. Κατά συνέπεια, άπό τις άκόλουθες οκτώ, μόνες 
δυνατές κατανομές τών προσήμων + καί — στούς τρεις άριθμούς α, β, γ :

α β Ί α β Υ
+ + + — — —

+ + — — — +
+ + — + —

+ — — — + +

άρκεΐ γιά τό σκοπό μας νά θεωρήσουμε μόνο τις τέσσερις τής στήλης αρι­
στερά.

(1) . Είναι τότε

α =  + Α , β =  +  Β , γ =  4- Γ , α + β =  Α + Β ,
(α + β)γ =  (Α+Β)Γ , αγ =  ΑΓ , βγ =  ΒΓ .

Γιά τά στοιχεία A, Β, Γ τού συνόλου & ισχύει, όπως είδαμε στον § 30 , 
ή έπιμεριστική ιδιότητα (Α + Β)Γ.= ΑΓ + ΒΓ . Έπομένως είναι καί

(α + β)γ =  αγ + βγ , ο.έ.δ.

(2) . Είναι τότε

α =  + Α , β =  + Β , γ =  — Γ ,  α +  β =  Α +  Β
(α+β)γ =  — (Α+Β)Γ , αγ =  — ΑΓ , βγ = — ΒΓ .

’Έχουμε όμως
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— (Α+Β)Γ =  — (ΑΓ+ΒΓ) καί αγ + βγ = — (—αγ—βγ) =  — (ΑΓ+ΒΓ).  

“Αρα

(α + β)γ =  αγ + βγ , δ.έ.δ.

(3). Είναι τότε α = + Α ,  β =  —Β,  γ = + Γ ,  αγ =  ΑΓ , βγ =  —ΒΓ 
καί

(38.1) α + β
A—Β όταν A ^ Β

, (α + β)γ
—(Β — A) όταν A < Β

(A—Β)Γ όταν Α ^ Β 

—(Β—Α)Γόταν A < Β

“Εχουμε όμως

ί ΑΓ—ΒΓ =  (Α—Β)Γ όταν ΑΓ ^ ΒΓ ο  Α ^ Β
αγ +  βγ=  |  _ (ΒΓ__ΑΓ) = _ ( Β_ Α)Γ όταν ΒΓ > ΑΓ <=> Β > Α .

Μιά απλή παραβολή τής σχέσης αύτής μέ τή δεύτερη από τις σχέσεις

(38.1) δείχνει ότι (α + β)γ =  αγ + βγ , ό.έ.δ.

(4). Είναι τότε

α =  + Α , β =  — Β
[ A — Β όταν A > Β 
( —(Β—Α) όταν Α ξξ Β

αγ =  — ΑΓ , βγ =  ΒΓ ,

(α + β)γ
— (Α—Β)Γ όταν Α > Β 
(Β—Α)Γ όταν Α ^ Β

| ΒΓ — ΑΓ =  (Β—Α)Γ όταν Λ Β
[ — (ΑΓ—ΒΓ) - — (Α—Β)Γ όταν Α > Β .

Παραβάλλοντας τα τελευταία αποτελέσματα συμπεραίνουμε ότι

(α + β)γ =  αγ + βγ , ό.έ.δ.

VII) Γιά τόν πολλαπλασιασμό στο R ισχύει ή μονοτονική ιδιότητα :

(α, β, γ e R , α < β καί γ > 0) => αγ < βγ .

’Απόδειξη. Σύμφωνα μέ τήν I) τού § 37 αρκεί νά δείξουμε ότι βγ — αγ > 0. 
Κατά τήν επιμεριστική ιδιότητα είναι όμως βγ — αγ =  (β—α)γ . Καί
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επειδή, κατά την I) τοϋ § 37, ή υπόθεση α < β έχει για συνέπεια τη σχέση 
β — α > 0 , Οά είναι

( (β—α) > 0 , γ >  0) => (β—α)γ > 0 ,

άρα καί βγ — αγ > 0 , ό.έ.δ.

VII) (α, β, γ e R , α <  β και γ < 0) => αγ > βγ .

'Απόδειξη . Είναι αγ — βγ =  (α—β)γ , όπου α—β < 0 καί γ <  0 άρα 
(α—β)γ >  0, καί έπομένως αγ—β γ > 0 ,  πράγμα πού συνεπάγεται τό άπο- 
δειχτέο αγ > βγ (κατά την I) τού § 37).

IX) ’ Ο άριθμός I είναι ούδέτερο στοιχείο γιά τόν πολλαπλασιασμό στο R :

1 · α =  α γιά κάθε α e R .

5Απόδειξη. Πραγματικά είναι |1·α| =  1·|α| =  |α| καί
sign ( I -α) =  sign α , όταν α φ  0 · Γιά α =  0 είναι 1-0 =  0 . 
"Ωστε , γιά κάθε α e R , 1 ·α =  α .

§ 39. Διαίρεση στο R.

Θεωρούμε στο σύνολο R τήν εξίσωση αχ =  β , όπου α φ  0 
καί χ ό άγνωστος. "Αν β =  0 , τότε ή εξίσωση έχει στο R μιά καί μόνο 
μιά λύση, τη x =  0 , σύμφωνα με τήν I) τού § 38. ’Ά ς είναι λοιπόν β φ  0. 
νΑν ό άριθμός χ e R είναι λύση τής εξίσωσης, τότε πρέπει νά έχουμε 
|χ| φ 0 καθώς καί

|α| |χ| =  |β| , sign χ =  sign αβ .

"Ωστε ή λύση χ πρέπει νά έχη απόλυτη τιμή ĵ j καί πρόσημο τό +  

ή — , καθόσο οί αριθμοί α καί β είναι όμόσημοι ή έτερόσημοι.

’Αντίστροφα, αν συμφωνήσουμε νά παραστήσουμε με  ̂ =  β/α τόν

εντελώς ορισμένο σχετικό αριθμό πού έχει άπόλυτη τιμή ĵ j καί πρόσημο

τό + ή τό — καθόσο αβ > 0 ή αβ < 0 , τότε, σύμφωνα με τόν ορισμό 
πού δώσαμε γιά τό γινόμενο δυο σχετικών άριθμών, Οά είναι

α β
α α • α =  β .



7 9

'Ώστε ή εξίσωση αχ =  β , μέ α Φ Ο , έχει, και στην περίπτωση β =  Ο 
καί στην περίπτωση β # 0  , μια καί μόνο μια λύση · την ονομάζουμε πηλίκο 
τον β δια α καί τήν παριστάνουμε μέ β/α (όχι μόνον όταν β φ 0 αλλά 
καί όταν β =  0 , δηλ. θέτουμε 0/α =  0). Ή πράξη πού στό ζεύγος (β, α) 
μέ α φ  0 άντιστοιχίζει τον αριθμό β/α λέγεται διαίρεση του β δια α.

Διαίρεση μέ « διαιρέτη» α =  0 δέν εισάγουμε, γιατί, στην περί­
πτωση πού είναι β φ  0 , ή έξίσωση 0 · x =  β δέν έχει λύση στό R 
καί, στην περίπτωση β =  0 , ή έξίσιοση 0 · x =  0 δέν καθορίζει 
τήν τιμή τού αγνώστου, αλλά έπαληθεύεται άπό κάθε σχετικό άριθμό x .

’Από τον παραπάνω ορισμό έπονται εύκολα οί κύριες ιδιότητες τής 
διαίρεσης στό σύνολο R . Αναφέρουμε παρακάτω τις άκόλουθες :
I) Τό πηλίκο β/α είναι θετικός αριθμός όταν οί «όροι» β καί α 
τής διαίρεσης είναι καί οί δυο θετικοί ή καί οί δυο αρνητικοί, είναι αρνη­
τικός αριθμός όταν οί δυο όροι τής διαίρεσης είναι έτερόσημοι (οπότε 
και βα < 0 ) .

II) Ά πό τή σχέση αχ =  β , μέ α φ 0 , πού ικανοποιεί ό σχετικός
t Q * - βαριθμός χ, =  -----  , επεται οτια

axj · γ =  αγ · χ, =  βγ γιά κάθε γ Φ 0 οπότε καί αγ^Ο .

Ά ρα

βγ =  β
αγ α

γιά κάθε γ e R μέ γ Φ 0 .

III) Γιά α φ  0 ισχύει ότι ——  =  β· ——  , ήτοι διαίρεση διά α ίσο-

δυναμεΐ μέ πολλαπλασιασμό επί , τον « αντίστροφο » τού α . 

Πραγματικά, έχουμε

1 1
β­ =  ]β|·α α α

ΙΡΙ
|α|

καί, όταν β φ  0 , τότε

+ όταν αβ > 0 
αβ < 0 .sign α όταν
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β · * , όταν β φ  0 .

β · * είναι αληθής , επειδή κατά τά προη-

καί β · * =  0 · 1 =  0 .α α

IV) Η διαίρεση είναι επιμεριστική ώς προς τήν πρόσθεση καί (ός προς 
τήν αφαίρεση, ήτοι με γ φ  0

α + β  α β , α — β α β------- — =  —  + — και — = ----- — .
y  γ  y  y  γ  γ

Αύτό συνάγεται αμέσως από τήν ΙΙί) καί τήν επιμεριστική ιδιότητα του 
πολλαπλασιασμού ώς πρός τήν πρόσθεση καί τήν αφαίρεση. Πραγματικά 
είναι

β
α
β

Ά ρα

Γιά β =  0 ή σχέση

β 0 ο γούμενα =  —  =  0α

α + β  . η 1 ------ =  (α + β) =  α
γ  γ ' + β * 1γ  γ

α β
+γ  γ

καί γιά όμοιους λόγους

α — β
γ

α
Υ

β
Υ
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