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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Σε αυτή τη διατριβή αντικείμενο έρευνας είναι η αριθμητική επίλυση στοχαστι-

κών διαφορικών εξισώσεων (ΣΔΕ), οι οποίες έχουν λύση σε ένα συγκεκριμένο

χωρίο. Ο στόχος μας είναι η κατασκευή άμεσων αριθμητικών σχημάτων τα

οποία διατηρούν αυτό το χωρίο, κυρίως σε περιπτώσεις όπου οι συντελεστές

των ΣΔΕ είναι μη-γραμμικοί.

Είναι γνωστό ότι το με βήμα προς τα εμπρός σχήμα Euler αποκλίνει σε υπερ-
γραμμικά προβλήματα και η ελεγχόμενη μέθοδος Euler δε διατηρεί απαραίτητα
τη δομή του αρχικού προβλήματος.

Προτείνουμε ένα νέο αριθμητικό σχήμα, χρησιμοποιώντας την Ημι-Διακριτή

μέθοδο, για διάφορες κλάσεις στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων. Για κάποια

υπερ-γραμμικά προβλήματα (όπως το Heston 3/2-μοντέλο) καθώς και για υπο-
γραμμικά (όπως το CEV μοντέλο), τα οποία εμφανίζονται στο πεδίο των χρημα-
τοοικονομικών μαθηματικών, κατασκευάζουμε ένα αριθμητικό σχήμα το οποίο

διατηρεί τη θετικότητα. Παραπέρα, εφαρμόζουμε τη μέθοδο μας σε προβλήματα

τα οποία εμφανίζονται στο πεδίο των μοριακών δυναμικών, όπου το προτει-

νόμενο σχήμα το οποίο διατηρεί τη δομή της αρχικής εξίσωσης προσεγγίζει

αποτελεσματικά κάποιες ΣΔΕ οι οποίες προκύπτουν έπειτα από μια διαδικασία

απλοποίησης (coarse-graining).
Θεωρούμε επίσης την περίπτωση Στοχαστικών Διαφορικών Εξισώσεων με

Υστέρηση με μη-αρνητικές λύσεις. Ξανά στόχος μας είναι άμεσα αριθμητικά

σχήματα τα οποία διατηρούν τη θετικότητα. Επεκτείνουμε την Ημι-Διακριτή

μέθοδο από το πλαίσιο των Συνήθων ΣΔΕ στην περίπτωση με σταθερή υστέρη-

ση, όπου και αποδεικνύουμε ισχυρή σύγκλιση (μοντέλο DGBM). Αριθμητικά
πειράματα υποστηρίζουν τα θεωρητικά μας αποτελέσματα.

Λέξεις Κλειδιά : Ημι-Διακριτή μέθοδος, Υπερ-γραμμική Τάση και Δι-

άχυση, Hölder Συνεχής, 3/2-Μοντέλο, Τάξη Σύγκλισης, ΄Αμεσο Αριθμητικό
Σχήμα, Διαδικασία CEV με ιδιότητα Επαναφοράς στο Μέσο, Διατήρηση Θετι-
κότητας, Ισχυρό Σφάλμα Εκτίμησης, Στοχαστικό Μοντέλο Μεταβλητότητας,
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Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις, Στοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις με

Υστέρηση, Προσομοίωση Monte Carlo, Αριθμητικές Μέθοδοι
AMS θεματική κατηγοριοποίηση 2010: 65C30, 65C20, 60H10,

60H35, 65J15
JEL θεματική κατηγοριοποίηση: C15, C63, G13



ΑΡΙΜΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

ΣΔΕ

Το αντικείμενο αυτής της διατριβής σχετίζεται με το ακόλουθο ερώτημα

Πως μπορούμε να προσεγγίσουμε ποιοτικά λύσεις

μη-γραμμικών στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων;

Ο τρόπος με τον οποίο αντιλαμβανόμαστε τον όρο ποιοτικά δεν είναι απαρα-

ίτητα με γνώμονα τον υπολογιστικό χρόνο, δηλαδή τη χρήση ενός αριθμητικού

σχήματος το οποίο συγκλίνει γρήγορα στην ακριβή λύση της αρχικής στο-

χαστικής διαφορικής εξίσωσης (ΣΔΕ), αλλά με σκοπό τη διατήρηση κάποιων

ιδιοτήτων της διαδικασίας λύσης της ΣΔΕ. Συγκεκριμένα, μας ενδιαφέρουν οι

μη-γραμμικές ΣΔΕ (λύσεις γραμμικών ΣΔΕ ή ΣΔΕ οι οποίες ανάγονται σε

γραμμικές είναι γνωστές, βλέπε [60, Ενότητα 4.4]), και γενικά ΣΔΕ οι οποίες

αν και δεν έχουν αναλυτική λύση, η λύση τους βρίσκεται σε ορισμένο πεδίο.

Επομένως στόχος μας είναι η κατασκευή αριθμητικών σχημάτων τα οποία δια-

τηρούν την αρχική δομή των υπό μελέτη ΣΔΕ, δηλαδή βρίσκονται στο ίδιο

πεδίο. Τα μοντέλα τα οποία μελετούμε, προέρχονται από το πεδίο των χρημα-

τοοικονομικών μαθηματικών και ο στόχος εκεί είναι η κατασκευή αριθμητικών

σχημάτων τα οποία να διατηρούν τη θετικότητα (βλέπε [84, Κεφάλαια 2,3 και

4]). Παραπέρα, εφαρμόζουμε την προτεινόμενη μέθοδο σε μία κλάση ΣΔΕ οι

οποίες έχουν λύση στο πεδίο [−1, 1] και εμφανίζονται στις μοριακές δυναμικές
(βλέπε [84, Κεφάλαιο 5]).

Παρακάτω ορίζουμε την κατηγορία ΣΔΕ που μελετάμε· είναι αυτή για την

οποία κατασκευάζουμε αριθμητικά σχήματα με ποιοτικό τρόπο.

Θεωρούμε την ακόλουθη στοχαστική διαφορική εξίσωση (ΣΔΕ)

(1) 𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠,𝑋𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠,𝑋𝑠)𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
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με συντελεστές 𝑎 : [0, 𝑇 ] × R𝑑 → R𝑑
και 𝑏 : [0, 𝑇 ] × R𝑑 → R𝑑×𝑚

μετρήσιμες

συναρτήσεις και 𝑋0 = (𝑋1
0 , . . . , 𝑋

𝑑
0 )𝑇 ανεξάρτητη των {𝑊𝑡}0≤𝑡≤𝑇 .

Ορισμός 1 Λέμε ότι η ΣΔΕ (1) έχει μοναδική λύση αν υπάρχει μία προ-

βλέψιμη στοχαστική διαδικασία 𝑋 : [0, 𝑇 ] × Ω → R𝑑
τέτοια ώστε [66, Ορισμός

2.2.1],

{𝑎(𝑡,𝑋𝑡)} ∈ ℒ1([0, 𝑇 ];R𝑑), {𝑏(𝑡,𝑋𝑡)} ∈ ℒ2([0, 𝑇 ];R𝑑×𝑚)

και

P
[︂
𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠,𝑋𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠,𝑋𝑠)𝑑𝑊𝑠

]︂
= 1, για κάθε 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

2

Η ΣΔΕ (1) έχει μη-αυτόνομους συντελεστές, δηλαδή οι 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥) εξαρ-
τώνται άμεσα από το 𝑡. Ο συντελεστής τάσης 𝑎 είναι ο απειροελάχιστος μέσος

της διαδικασίας 𝑋𝑡 και ο συντελεστής διάχυσης
√
𝑏𝑏𝑇 είναι η απειροελάχιστη

τυπική απόκλιση της διαδικασίας 𝑋𝑡.

Η έννοια των ισχυρών λύσεων είναι ότι δίδεται εκ των προτέρων η εκδοχή

της 𝑊𝑡 και η λύση η οποία κατασκευάζεται από αυτή είναι ℱ𝑡-προσαρμοσμένη.

Αν αντίθετα, δίδονται αρχικά οι συντελεστές 𝑎, 𝑏 και αναζητούμε ζεύγος δια-

δικασιών ((̃︁𝑋𝑡, ̃︁𝑊𝑡),ℱ𝑡) στο χώρο πιθανότητας (Ω,ℱ ,P) τέτοιο ώστε η (1) να

ισχύει, τότε η ̃︁𝑋𝑡 είναι μία ασθενής λύση. Διαισθητικά, μία ισχυρή λύση είναι

ένα συναρτησοειδές της αρχικής συνθήκης 𝑋0 και της (𝑊𝑡). Μία ισχυρή λύση
είναι και ασθενής λύση, αλλά το αντίστροφο δεν είναι αληθές· ένα κλασικό πα-

ράδειγμα είναι η εξίσωση του Tanaka (βλέπε [77, Παράδειγμα 5.3.2]) η οποία
σε διαφορική μορφή είναι η 𝑑𝑋𝑡 = σγν(𝑋𝑡)𝑑𝑊𝑡, 𝑋0 = 0. Θα επικεντρωθούμε
σε ΣΔΕ οι οποίες επιδέχονται ισχυρές λύσεις, αφού ενδιαφερόμαστε για τις

τροχιές τους και όχι απλώς για την κατανομή τους.

΄Υπαρξη & µοναδικότητα λύσεων της (1).

Η ύπαρξη και μοναδικότητα λύσης της (1) προκύπτει από συνδυασμό των πα-

ρακάτω συνθηκών:

(𝑎) ||𝑎(𝑡,𝑋1)−𝑎(𝑡,𝑋2)||22
⋁︀
||𝑏(𝑡,𝑋1)−𝑏(𝑡,𝑋2)||22 ≤ 𝐶||𝑋1−𝑋2||22, για κάθε

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] και 𝑋1, 𝑋2 ∈ R𝑑, όπου 𝐶 > 0, (Ολικά Lipschitz)
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(𝑎*) ||𝑎(𝑡,𝑋1) − 𝑎(𝑡,𝑋2)||22
⋁︀

||𝑏(𝑡,𝑋1) − 𝑏(𝑡,𝑋2)||22 ≤ 𝐶𝑅||𝑋1 − 𝑋2||22, για
κάθε 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] όπου τα 𝑑-διανύσματα 𝑋1, 𝑋2 είναι τέτοια ώστε ||𝑋1||2 ∨
||𝑋2||2 ≤ 𝑅 για κάθε 𝑅 > 0 όπου 𝐶𝑅 εξαρτάται από το 𝑅, (Τοπικά

Lipschitz)

(𝑏) ||𝑎(𝑡,𝑋)||22
⋁︀

||𝑏(𝑡,𝑋)||22 ≤ 𝐶(1 + ||𝑋||22), για κάθε (𝑡,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ] × R𝑑,
όπου 𝐶 > 0, (Γραμμική αύξηση)

(𝑏*) 𝑋𝑇𝑎(𝑡,𝑋)+ 𝑝−1
2
||𝑏(𝑡,𝑋)||22 ≤ 𝐶(1+||𝑋||22), για κάθε (𝑡,𝑋) ∈ [0, 𝑇 ]×R𝑑

και κάποιο 𝑝 ≥ 2, όπου 𝐶 > 0, (Συνθήκη Μονοτονίας)

Συγκεκριμένα τα ζεύγη (𝑎) − (𝑏), (𝑎*) − (𝑏), (𝑎*) − (𝑏*), δίνουν ύπαρξη και
μοναδικότητα λύσης [66, Ενότητα 2.3]. Παρόμοιες συνθήκες ισχύουν και στην

περίπτωση συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Τα δύο παραδείγματα παρακάτω

δείχνουν ότι η συνέχεια κατά Lipschitz cή η γραμμικά αυξητική συνθήκη είναι
απαραίτητα για την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης.

Παράδειγμα 2 [΄Εκρηξη σε πεπερασμένο χρόνο] Η ΣΔΕ 𝑑𝑥𝑡 = 𝑥2
𝑡𝑑𝑡, 𝑥0 = 1

έχει λύση 𝑥𝑡 = 1
1−𝑡

, 𝑡 ∈ [0, 1). 2

Παράδειγμα 3 [Μη-μοναδική λύση] Η ΣΔΕ 𝑑𝑥𝑡 = 3𝑥
2/3
𝑡 𝑑𝑡, 𝑥0 = 0 έχει

λύση 𝑥𝑡 = I(𝑎,∞)(𝑡)(𝑡− 𝑎)3, 𝑡 ∈ [0,∞) για κάθε 𝑎. 2

Ιδιότητες λύσεων της (1).

Η συνθήκη (𝑏*) όταν 𝑥0 ∈ ℒ𝑝(Ω,R𝑑), 𝑝 ≥ 2, δίνει τα ακόλουθα φράγματα ροπών
[66, Θεώρημα 2.4.1],

E||𝑋𝑡||𝑝2 ≤ 𝐶𝑇,𝑝(1 + E||𝑋0||𝑝2),

για κάθε 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Παραπέρα, αν ισχύει η γραμμικά αυξητική συνθήκη (𝑏)
έχουμε ομοιόμορφα φράγματα της μορφής E sup0≤𝑡≤𝑇 ||𝑋𝑡||𝑝2 για κάθε 𝑝 ≥ 2
[66, Θεώρημα 2.4.4].

Κίνητρο.

ΣΔΕ της μορφής (1) έχουν σπάνια αναλυτικές λύσεις, επομένως οι αριθμητικές

προσεγγίσεις είναι απαραίτητες στην περίπτωση που θέλουμε να προσομοιώσου-

με τα μονοπάτια𝑋𝑡(𝜔), ή να προσεγγίσουμε συναρτησοειδή της μορφής E𝐹 (𝑋),
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όπου 𝐹 : 𝒞([0, 𝑇 ],R) → R μπορεί να είναι για παράδειγμα στην περιοχή των
χρηματοοικονομικών, η προεξοφλημένη πληρωμή ενός παραγώγου Ευρωπαϊκού

τύπου.

Ας θυμηθούμε ένα ορισμό από την εργασία [82] ο οποίος αφορά το χρόνο

ζωής της αριθμητικής λύσης ΣΔΕ.

Ορισμός 4 [Χρόνος ζωής αριθμητικής λύσης] Θεωρούμε 𝐷 ⊆ R𝑑
και δια-

δικασία (𝑋𝑡) καλά ορισμένη
1
στο πεδίο 𝐷, με αρχική συνθήκη 𝑋0 ∈ 𝐷 και

τέτοια ώστε

P({𝜔 ∈ Ω : 𝑋(𝑡, 𝜔) /∈ 𝐷}) = 0,

για κάθε 𝑡 > 0. Μία αριθμητική λύση (𝑌𝑡𝑛)𝑛∈N έχει πεπερασμένο χρόνο ζωής,
αν υπάρχει χρόνος στάσης 𝜏𝑛(𝜔) τέτοιος ώστε

𝑌𝑛 := 𝑌𝜏𝑛 /∈ 𝐷 σ.β.

Διαφορετικά, λέμε ότι έχει ατέρμονο χρόνο ζωής. 2

Ισοδύναμα, λέμε ότι ότι αριθμητικό ολοκληρωτικό σχήμα έχει ατέρμονο χρόνο

ζωής αν

(1) P(𝑌𝑛+1 ∈ 𝐷
⃒⃒
𝑌𝑛 ∈ 𝐷) = 1.

Διαμερίζουμε το διάστημα [0, 𝑇 ] σε βήματα μεγέθους ∆𝑛 := 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛,
με 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1, όπου 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑁 = 𝑇. Παραπέρα, έστω
∆𝑊𝑛 := 𝑊𝑡𝑛+1 −𝑊𝑡𝑛 οι προσαυξήσεις της κίνησης Brown.
Η μέθοδος Euler σε περιβάλλον ΣΔΕ, εμφανίστηκε ήδη από τη δεκατία του

50 μέσω του [72] και από τότε υπάρχει εκτενής μελέτη αριθμητικών προσεγγίσε-
ων λύσεων ΣΔΕ (αναφέρουμε απλά την εργασία [59] για μία πρόσφατη ιστορική

μελέτη σε αριθμητικές μεθόδους ΣΔΕ με εφαρμογές στα χρηματοοικονομικά

καθώς και την βιβλιογραφία εκεί).

Το άμεσο σχήμα Euler-Maruyama (EM) για ΣΔΕ δίδεται από την ακόλου-
θη αναδρομική σχέση

𝑌 𝐸𝑀
𝑛+1 = 𝑌𝑛 + 𝑎(𝑡𝑛, 𝑌𝑛)∆𝑛 + 𝑏(𝑡𝑛, 𝑌𝑛)∆𝑊𝑛,

για 𝑛 = 0, . . . , 𝑁 − 1, όπου 𝑌0 = 𝑋0 και 𝑌𝑛 := 𝑌𝑡𝑛 . Το σχήμα (EM) έχει
πάντα πεπερασμένο χρόνο ωής

2
, βλέπε π.χ. [54, Πρόταση 4.2]. Το επόμενο

1
Στον πλήρη χώρο πιθανότητας (Ω,ℱ , {ℱ𝑡}0≤𝑡≤𝑇 ,P) η στοχαστική διαδικασία (𝑋𝑡)0≤𝑡≤𝑇

παίρνει τιµές στο 𝐷, δηλαδή είναι µία συλλογή από τ.µ. στο Ω µε τιµές στο 𝐷
2
Υποθέτουµε ότι οι συντελεστές 𝑎(𝑡, 𝑥) και 𝑏(𝑡, 𝑥) δε γίνονται ταυτόχρονα µηδέν για

κάθε (𝑡, 𝑥).
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παράδειγμα αφορά μία γνωστή διαδικασία και την αδυναμία της μεθόδου (EM)
να διατηρήσει το πεδίο λύσεων της.

Παράδειγμα 5 [CIR] Το ακόλουθο γραμμικό ως προς την τάση μοντέλο
προτάθηκε αρχικά για τις δυναμικές του επιτοκίου από τους Cox, Ingersoll και
Ross [22, (51)] και ονομάζεται CIR.Χρησιμοποιείται στην περιοχή των χρη-
ματοοικονομικών ως περιγραφή της διαδικασίας στοχαστικής μεταβλητότητας

στο μοντέλο Heston[43], αλλά επιπλέον ανήκει στην ουσιώδη οικογένεια ΣΔΕ
οι οποίες προσεγγίζουν διαδικασίες αλμάτων Markov [28]. Το μοντέλο CIR
περιγράφεται από την παρακάτω ΣΔΕ,

(2) 𝑥𝑡 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝜅(𝜆− 𝑥𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝜎
√
𝑥𝑠𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

όπου 𝑥0 ανεξάρτητη των {𝑊𝑡}𝑡≥0, 𝑥0 > 0 σ.β. και οι παράμετροι 𝜅, 𝜆, 𝜎 είναι
θετικοί. Το 𝜆 είναι το επίπεδο του επιτοκίου 𝑥𝑡 όπου η τάση είναι μηδέν, με

την έννοια ότι όταν η 𝑥𝑡 είναι κάτω από το 𝜆 η τάση είναι θετική, ενώ σε
αντίθετη περίπτωση αρνητική. Καθώς το 𝜆 αυξάνεται, το εύρος της θετικής
τάσης διευρύνεται. Το 𝜅 ορίζει την κλίση της τάσης. Η συνθήκη 𝜅 > 0
είναι αναγκαία για τη στασιμότητα της διαδικασίας 𝑥𝑡. (Η στάσιμη κατανομή
της (𝑥𝑡) είναι Γάμμα με παράμετρο σχήματος 2𝜆𝜅/𝜎2

και παράμετρο βαθμίδας

𝜎2/(2𝜅). Συγκεκριμένα ισχύει ότι E𝑥𝑡 = 𝑥0𝑒
−𝜅𝑡 + 𝜆(1 − 𝑒−𝜅𝑡) και 𝑉 𝑎𝑟𝑥𝑡 =

𝑥0𝜎
2(𝑒−𝜅𝑡−𝑒−2𝜅𝑡)/𝜅+𝜆𝜎2(1−𝑒−𝜅𝑡)2/(2𝜅) ς.φ. [83, Παράδειγμα 4.4.11]). ΄Οταν

το 𝜅 είναι αρνητικό, ο κύριος όρος της κλίσης, −𝜅, είναι θετικός και δεδομένης
της διάχυσης 𝜎

√
𝑥𝑡, η διαδικασία 𝑥𝑡 εκρήγνυται. Η συνθήκη 𝜎2 < 2𝜅𝜆 η

οποία προκύπτει από το τεστ του Feller [29, Περίπτωση (ιι),σ.173] είναι ικανή
και αναγκαία ώστε η διαδικασία να μη γίνει μηδέν σε πεπερασμένο χρόνο. Το

πρόβλημα (2) είναι ορισμένο για μη-αρνητικές τιμές, αφού περιγράφει επιτόκια

ή αξίες. Επομένως `καλά΄ αριθμητικά σχήματα είναι εκείνα που διατηρούν τη

θετικότητα ([7], [55]). Το άμεσο σχήμα Euler δεν έχει αυτήν την ιδιότητα,
αφού οι προσαυξήσεις του είναι υπό συνθήκη κανονικές. Για παράδειγμα, η

πιθανότητα μετάβασης του σχήματος Euler στην περίπτωση (2) είναι

𝑝(𝑦|𝑥) =
1√

2𝜋𝜎2𝑥∆
exp

{︁
− (𝑦 − (𝑥 + 𝜅(𝜆− 𝑥)∆))2

2𝜎2𝑥∆

}︁
, 𝑦 ∈ R, 𝑥 > 0,

επομένως, ακόμα και στο πρώτο βήμα υπάρχει θετική πιθανότητα αρνητικών τι-

μών. Αναφερόμαστε στην εργασία [59], μεταξύ άλλων, όπου θεωρούνται σχήμα-

τα Euler, τροποποιήσεις τους οι οποίες ξεπερνούν τα παραπάνω προβλήματα,
καθώς και η σημασία της θετικότητας. Επομένως, για το ίδιο πρόβλημα έχουν
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προταθεί το αποκομμένο σχήμα Euler [24], καθώς και μία τροποποίηση του, [45],
όπου επιτρέπεται σε κάποιο βήμα το αριθμητικό σχήμα να φύγει από το (0,∞)
αλλά ωθείται να επιστρέψει στα επόμενα βήματα. Για το παραπάνω πρόβλημα

υπάρχουν μέθοδοι προσομοίωσης ([18], [64]). Πάραυτα, αν πρέπει να προσο-

μοιωθεί ένα πλήρες δειγματικό μονοπάτι της ΣΔΕ ή οι υπό μελέτη ΣΔΕ είναι

μέρος ενός μεγαλύτερου συστήματος ΣΔΕ, τότε τα αριθμητικά σχήματα είναι

εν γένει περισσότερο αποτελεσματικά. 2

Το επόμενο παράδειγμα είναι ένα ακόμη μη-γραμμικό ως προς τη διάχυση

μοντέλο.

Παράδειγμα 6 [CEV] Το μοντέλο σταθερής ελαστικότητας ως προς τη δια-
κύμανση [21] χρησιμοποιείται για την τιμολόγηση ασσετς και δίδεται από τη

ΣΔΕ

(3) 𝑥𝑡 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝜇𝑥𝑠𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑥𝛾
𝑠𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

όπου 𝑥0 είναι ανεξάρτητη των {𝑊𝑡}0≤𝑡≤𝑇 , 𝑥0 > 0 σ.β., 𝜇 ∈ R, 𝜎 > 0 και
0 < 𝛾 ≤ 1. Η (3) έχει μοναδική ισχυρή λύση αν και μόνο αν 𝛾 ∈ [1/2, 1]
και παίρνει τιμές στο [0,∞). Η περίπτωση 𝛾 = 1/2 αντιστοιχεί στο μοντέλο
CIR(2), ενώ για 𝛾 = 1 έχουμε μία κίνηση Brown,το διάσημο Black-Scholes
μοντέλο [14]. 2

Επομένως, μελετάμε αριθμητικά σχήματα με ατέρμονο χρόνο ζωής. Στην

εργασία [82], όπου το παραπάνω ζήτημα αρχικά συζητήθηκε και μετέπειτα επε-

κτάθηκε σε μεθόδους υψηλότερης τάξης [57], το κύριο ενδιαφέρον εστιάζεται

στο χωρίο 𝐷 = R+. Εμείς, μελετούμε αριθμητικά σχήματα που διατηρούν τη
θετικότητα, αλλά επιπλέον ασχολούμαστε και με άλλες περιπτώσεις (βλέπε [84,

Κεφάλαιο 5]).

Το δεύτερο σημείο ενδιαφέροντος είναι σε ισχυρές προσεγγίσεις (μεσο-

τετραγωνικές) της (1), στην περίπτωση υπερ- ή υπό-γραμμικών συντελεστών

τάσης και διάχυσης. Αριθμητικά σχήματα αυτού του είδους, των οποίων οι

τροχιές (δειγματικά μονοπάτια) παραμένουν κοντά σε αυτές της (1) έχουν ε-

φαρμογή σε αρκετές περιοχές - ο ενδιαφερόμενος παραπέμπεται για παράδειγμα

στην εργασία [50, Ενότητα 4] και σε αναφορές εκεί - έχουν θεωρητικό ενδια-

φέρον (παρέχουν φυνδαμενταλ ινσιγητ για ασθενούς τύπου σχήματα) και εν

γένει δεν περιλαμβάνουν προσομοιώσεις σε μεγάλες χρονικές περιόδους ή ση-

μαντικού αριθμού τροχιών. ΄Ενα κριτήριο για την εγγύτητα των δειγματικών
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μονοπατιών της (1) με την διαδικασία προσέγγισης στον τελικό χρόνο 𝑇 είναι
το ακόλουθο:

Ορισμός 7 [Ισχυρή Σύγκλιση] Μία διακριτού χρόνου προσέγγιση 𝑌 με μέγι-
στο μέγεθος βήματος ∆ συγκλίνει ισχυρά στη 𝑋 στο χρόνο 𝑇 αν

(4) lim
Δ→0

E|𝑌𝑇 −𝑋𝑇 |2 = 0.

2

Μερικές φορές, αν και δε θα μας απασχολήσει αυτή η περίπτωση, αρκεί να

έχουμε μία `καλή΄ προσέγγιση της μ κατανομής πιθανότητας της 𝑋𝑇 παρά των

δειγματικών μονοπατιών της. Αυτό ορίζεται παρακάτω:

Ορισμός 8 [Ασθενής Σύγκλιση] Μία διακριτού χρόνου προσέγγιση 𝑌 με
μέγιστο μέγεθος βήματος ∆ συγκλίνει ασθενώς στη 𝑋 στο χρόνο 𝑇 ως προς
μία κλάση 𝒞 συναρτήσεων ελέγχου 𝜑 : R𝑑 → R αν

lim
Δ→0

|E𝜑(𝑌𝑇 ) − E𝜑(𝑋𝑇 )|2 = 0,

για κάθε 𝜑 ∈ 𝒞. 2

Η παραπάνω προσέγγιση είναι πολύ πιο ασθενής από αυτή που μας δίνει το

κριτήριο ισχυρής σύγκλισης.

Η σχέση (4) δε δείχνει την τάξη σύγκλισης.

Ορισμός 9 [Τάξη Ισχυρής Σύγκλισης] Μία διακριτού χρόνου προσέγγιση 𝑌
με μέγιστο μέγεθος βήματος ∆ συγκλίνει ισχυρά με τάξη 𝛾 στη 𝑋 στο χρόνο
𝑇 αν υπάρχει 𝐶 > 0 και ∆* > 0 τέτοιο ώστε

(5)
√︀
E|𝑌𝑇 −𝑋𝑇 |2 ≤ 𝐶 · ∆𝛾,

για κάθε ∆ ∈ (0,∆*), όπου η σταθερά 𝐶 δεν εξαρτάται από το ∆. 2

Η τάξη ενός αριθμητικού σχήματος είναι συνήθως μικρότερη από την α-

ντίστοιχη τάξη του ντετερμινιστικού (όταν 𝑏 = 0) διότι οι προσαυξήσεις της

διαδικασίας Wiener έχουν μέση-τετραγωνική τάξη 1/2, δηλαδή
√︀

E(∆𝑊𝑛)2 =

∆
1/2
𝑛 .
Τέλος, υποθέτουμε το πλαίσιο (1) όπου δεν υπάρχει χρονική εξάρτηση

στους συντελεστές 𝑎 και 𝑏, και η αντίσοιχη ΣΔΕ είναι βαθμωτή και υπερ-
γραμμική, δηλαδή θεωρούμε την ακόλουθη ΣΔΕ:

𝑥𝑡 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑥𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑥𝑠)𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
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όπου 𝑎, 𝑏 : R → R είναι μετρήσιμες συναρτήσεις, 𝑥0 είναι ανεξάρτητη των

{𝑊𝑡}0≤𝑡≤𝑇 και οι σταθερές 𝐶 ≥ 1, 𝛽 > 𝛼 > 1 είναι τέτοιες ώστε

(6) (|𝑎(𝑥)| ∨ |𝑏(𝑥)|) ≥ |𝑥|𝛽

𝐶
ανδ (|𝑎(𝑥)| ∧ |𝑏(𝑥)|) ≤ 𝐶|𝑥|𝛼,

για κάθε |𝑥| ≥ 𝐶. Τότε οι ροπές του σχήματος (EM) ενδέχεται να εκραγούν
όπως φαίνεται στο [51, Θεώρημα 1], το οποίο παραθέτουμε παρακάτω.

Θεώρημα 10 [΄Εκρηξη ροπών του (EM) σχήματος] ΄Εστω ότι ισχύουν όλα τα
παραπάνω. Τότε υπάρχει μία σταθερά 𝑐 ∈ (1,∞) και μία ακολουθία μη-κενών

ενδεχομένων Ω𝑁 ∈ ℱ , 𝑁 ∈ N με P(Ω𝑁) ≥ 𝑐−𝑁𝑐
και |𝑌𝑁(𝜔)| ≥ 2𝛼𝑁−1

για κάθε

𝜔 ∈ Ω𝑁 και 𝑁 ∈ N. Παραπέρα, αν E|𝑥𝑇 |𝑝 < ∞ για κάποιο 𝑝 ∈ [1,∞), τότε

lim
𝑁→∞

E|𝑥𝑇 − 𝑌 𝐸𝑀
𝑁 |𝑝 = ∞ και lim

𝑁→∞
E|𝑌 𝐸𝑀

𝑁 |𝑝 = ∞.

2

Με άλλα λόγια, υπάρχει ακολουθία ενδεχομένων με τουλάχιστον εκθετικά μι-

κρή πιθανότητα πραγματοποίησης για τα οποία οι προσεγγίσεις (EM) αυξάνουν
με κατ΄ ελάχιστα διπλά-εκθετική ταχύτητα με αποτέλεσμα να παραμένουν μη

φραγμένες στην ℒ1
-νόρμα. (Ο τρόπος με τον οποίο το σχήμα (EM) αποκλίνει

έπεται από την ανισότητα E|𝑌 𝐸𝑀
𝑁 | ≥ P(Ω𝑁)|𝑌𝑁 |, βλέπε απόδειξη σε [51, Θε-

ώρημα 1])

Μία αριθμητική μέθοδος η οποία δεν εκρήγνυται σε υπερ-γραμμικά προ-

βλήματα είναι η ελεγχόμενη Euler μέθοδος, η οποία προτάθηκε στην [50, (4)],
και η οποία είναι άμεση και συγκλίνει ισχυρά. Πάραυτα, δεν έχει ατέρμονο χρόνο

ζωής.

Επομένως, αναζητούμε αριθμητικά σχήματα τα οποία δεν εκρήγνυνται. Συ-

νοπτικά, στόχος μας είναι η κατασκευή άμεσων αριθμητικών σχημάτων με α-

τέρμονο χρόνο ζωής, τα οποία συγκλίνουν ισχυρά στην ακριβή λύση και δεν

εκρήγνυνται.

Περιεχόµενα διατριβής

Αυτή η ενότητα περιγράφει τα περιεχόμενα της διατριβής [84].

Ας ξαναγράψουμε τη ΣΔΕ (1) σε μία διάσταση

(1) 𝑥𝑡 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠, 𝑥𝑠)𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
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όπου 𝑥0 είναι ανεξάρτητη των {𝑊𝑡}0≤𝑡≤𝑇 και 𝑎, 𝑏 : [0, 𝑇 ] × R → R είναι
τέτοιες ώστε η (1) να έχει μοναδική ισχυρή λύση. Εισάγουμε τις βοηθητι-

κές συναρτήσεις 𝑓(𝑠, 𝑟, 𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑠, 𝑟, 𝑥, 𝑦) : [0, 𝑇 ]2 × R2 → R με 𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑥, 𝑥) =
𝑎(𝑠, 𝑥), 𝑔(𝑠, 𝑠, 𝑥, 𝑥) = 𝑏(𝑠, 𝑥), οι οποίες ικανοποιούν κάποιες τοπικά Lipschitz
συνθήκες, βλέπε π.χ. [84, Υπόθεση 2.2.1]. ΄Εστω επίσης η ομοιόμορφη διαμέρι-

ση 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑁 = 𝑇 με ∆ = 𝑇/𝑁. Το αριθμητικό σχήμα το οποίο
προτείνουμε, και καλούμε ημι-διακριτό (SD), έχει την ακόλουθη αναπαράσταση
σε κάθε υποδιάστημα [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1],

(2) 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡𝑛 +

∫︁ 𝑡

𝑡𝑛

𝑓(𝑡𝑛, 𝑠, 𝑦𝑡𝑛 , 𝑦𝑠)𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

𝑡𝑛

𝑔(𝑡𝑛, 𝑠, 𝑦𝑡𝑛 , 𝑦𝑠)𝑑𝑊𝑠.

(΄Ολες οι σχετικές εργασίες με την ημι-διακριτή μέθοδο είναι οι παρακάτω

[33, 34, 38, 37, 36, 35, 41, 40, 39]). Το διακριτοποιημένο μέρος της αρχικής

ΣΔΕ εκφράζεται από την πρώτη και τρίτη μεταβλητή των 𝑓, 𝑔. Παρατηρούμε ότι
με πλήρη διακριτοποίηση της ΣΔΕ, δηλαδή επιλέγοντας 𝑓(𝑠, 𝑟, 𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑠, 𝑥)
και 𝑔(𝑠, 𝑟, 𝑥, 𝑦) = 𝑏(𝑠, 𝑥), μπορούμε να αναπαράγουμε το άμεσο σχήμα Eu-
ler.Παραπέρα, μία κύρια διαφορά της μεθόδου (SD) και όλων των άλλων α-
ριθμητικών μεθόδων είναι ότι σε κάθε υποδιάστημα έχουμε να επιλύσουμε μία

νέα ΣΔΕ, και όχι μία αλγεβρική εξίσωση. Το επόμενο φυσικό ερώτημα που

προκύπτει είναι το εξής:

Πώς επιλέγουμε τις βοηθητικές συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔;

Η κύρια ιδέα της μεθόδου (SD)έγκειται στη μερική διακριτοποίηση της αρ-
χικής ΣΔΕ με τέτοιον τρόπο ώστε η προκύπτουσα ΣΔΕ να έχει αναλυτική

λύση. Με αυτή την προσέγγιση δεν παράγουμε ένα μοναδικό αριθμητικό σχήμα.

Πάραυτα είμαστε σε θέση να δείξουμε την ύπαρξη ένος αριθμητικού σχήματος

το οποίο ξεπερνάει τα παραπάνω προβλήματα, και το οποίο παίρνει συγκεκριμένη

μορφή σε κάποιες περιπτώσεις. Επομένως, η μέθοδος μας έχει τις ακόλουθες

ιδιότητες:

(Ι1) Συγκλίνει ισχυρά (κατά μέσο-τετραγωνικό τρόπο) στην ακριβή λύση·

(Ι2) ΄Εχει ατέρμονο χρόνο ζωής·

(Ι3) Δεν εκρήγνυται σε κάποια μη-γραμμικά προβλήματα·

(Ι4) Είναι άμεση.
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Στο [84, Κεφάλαιο 2] εφαρμόζουμε την (SD)μέθοδο σε υπερ-γραμμικά προ-
βλήματα της μορφής (6). Υποθέτοντας φραγμένες ροπές της αρχικής ΣΔΕ κα-

θώς και της προσέγγισης (SD)αποδεικνύουμε την ισχυρή σύγκλιση του σχήμα-
τος (2) στην πραγματική λύση της (1). Αυτό παρουσιάζεται στο[84, Θεώρημα

2.2.2] όπου δείχνουμε ότι

(3) lim
Δ→0

E sup
0≤𝑡≤𝑇

|𝑦𝑡 − 𝑥𝑡|2 = 0.

Ο τρόπος διακριτοποίησης που χρησιμοποιείται στα υπερ-γραμμικά προβλήμα-

τα [84, Ενότητα 2.4] είναι πολλαπλασιαστικός. Η νέα ΣΔΕ (2) είναι γραμμική

με εκθετική λύση σε κάθε υποδιάστημα. Το πεδίο μελέτης είναι το R+
και

στην ενότητα αριθμητικών πειραμάτων [84, Ενότητα 2.5] ασχολούμαστε με το

Heston 3/2-μοντέλο με συντελεστές της μορφής 𝑎(𝑠, 𝑥) = 𝑘1𝑥 − 𝑘2𝑥
2
και

𝑏(𝑠, 𝑥) = 𝑘3𝑥
3/2.

Η σχέση (3) δεν αποκαλύπτει την τάξη σύγκλισης. Πάραυτα, αφού το

σχήμα μας είναι πρώτης τάξης - χρησιμοποιούμε ένα στοχαστικό ολοκλήρωμα

στη (2)- ξέρουμε εκ των προτέρων ότι η μέγιστη δυνατή τάξη που μπορούμε να

επιτύχουμε είναι 1, δηλαδή της μορφής (5) με 𝛾 = 1

(E sup
0≤𝑡≤𝑇

|𝑦𝑡 − 𝑥𝑡|2)1/2 ≤ 𝐶 · ∆.

Παρατηρούμε ότι ακόμα και στην περίπτωση όπου οι συντελεστές 𝑎 και 𝑏 είναι
`καλοί΄, δεν ισχύει ανάλογο συμπέρασμα για τις βοηθητικές συναρτήσεις 𝑓 και
𝑔 αντίστοιχα, επομένως χρησιμοποιώντας συνήθη επιχειρήματα, αδυνατούμε να
εκτιμήσουμε την τάξη σύγκλισης.

Στο [84, Κεφάλαιο 3] μελετάμε υπο-γραμμικά μοντέλα με συντελεστές της

μορφής 𝑎(𝑠, 𝑥) = 𝑘1−𝑘2𝑥 και 𝑏(𝑠, 𝑥) = 𝑘3𝑥
𝑞
με 1/2 < 𝑞 < 1. Γνωρίζουμε ξανά

ότι 𝑥𝑡 > 0 σ.β. και στόχος μας είναι η κατασκευή αριθμητικού σχήματος το
οποίο να διατηρεί τη θετικότητα. Τώρα χρησιμοποιούμε μία προσθετική διακρι-

τοποίηση και είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε την τάξη ισχυρής σύγκλισης η

οποία υπό κάποιες υποθέσεις για τους συντελεστές 𝑘𝑖 αποδεικνύεται να είναι
(𝑞 − 1/2)/2, δηλαδή (βλέπε [84, Θεώρημα 3.2.4])

(E sup
0≤𝑡≤𝑇

|𝑦𝑡 − 𝑥𝑡|2)1/2 ≤ 𝐶 · ∆(𝑞−1/2)/2.

Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι η αρχική συνθήκη 𝑥0 στη (1) αντικαθίσταται

από συνάρτηση 𝜉(𝑡) με 𝑡 ∈ [−𝜏, 0], δηλαδή έχουμε παραπάνω πληροφορία σε
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προηγούμενες χρονικές στιγμές, όπου 𝜏 > 0 αναπαριστά το ποσό της διαθέσι-
μης πληροφορίας. Αυτή είναι η απλούστερη κατηγορία εξισώσεων την οποία

καλούμε διαφορικές εξισώσεις με σταθερή υστέρηση. Στο [84, Κεφάλαιο 4]

μελετάμε ένα συγκεκριμένο μοντέλο της παραπάνω κατηγορίας, τη λεγόμενη

Γεωμετρική Κίνηση Brown με υστέρηση. Αυτό το μοντέλο εμφανίζεται στην
περιοχή των χρηματοοικονομικών μαθηματικών κατά την τιμολόγηση δικαιω-

μάτων. Για άλλη μία φορά αποδεικνύουμε τη μέση-τετραγωνική σύγκλιση του

προτεινόμενου αριθμητικού σχήματος στην ακριβή λύση του μοντέλου, βλέπε

[84, Θεώρημα 4.2.2].

Τέλος, το [84, Κεφάλαιο 5] είναι αφιερωμένο σε μία κλάση ΣΔΕ με λύσεις

σε πεδίο το οποίο δεν είναι το R+. Συγκεκριμένα, η κλάση των ΣΔΕ την
οποία μελετάμε επιδέχεται λύσεις οι οποίες βρίσκονται στο διάστημα (−1, 1) και
σκοπός μας είναι η κατασκευή αριθμητικού σχήματος το οποίο διατηρεί αυτή

τη δομή και ταυτόχρονο ικανοποιεί τις ιδιότητες (Ι1)-(Ι4). Αυτού του είδους

οι ΣΔΕ εμφανίζονται στο πεδίο των μοριακών δυναμικών και συγκεκριμένα το

λεγόμενο μοντέλο 3-ατόμων [63, Ενότητα 4.2].
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