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1 Εισαγωγή

Η μέθοδος του Euler είναι μια πρώτης τάξης αριθμητική διαδικασία για την
επίλυση Συνήθων Διαφορικών Εξισώσεων (Σ.Δ.Ε.) με δεδομένη την αρχική

τιμή.

Στόχος είναι να προσεγγίσουμε τη λύση της αρχικής τιμής του προβλήματος:{
x′(t) = f(t, x(t)), t > t0

x(t0) = η
(1.1)

που έχει μια μοναδική λύση για κάποιο συγκεκριμένο χρονικό διάστημα t ∈
[t0, tf ]. Χρησιμοποιώντας τους δύο πρώτους όρους από την επέκταση της σει-
ράς Taylor του x, η οποία προσεγγίζει τη γραμμική προσέγγιση γύρω από το
σημείο (t0, x(t0)). ΄Ενα βήμα της μεθόδου Euler από το tn στο tn+1 = tn + h
είναι xn+1 = xn + hf(tn, xn).
Η αξία της xn είναι μια προσέγγιση της λύσης του Προβλήματος Αρχικών Τι-
μών (Π.Α.Τ.) στο χρόνο tn : xn ≈ x(tn). Κατά τη διάρκεια, χρησιμοποιώντας
h αναφερόμαστε σε ένα

′′
μικρό ′′ θετικό αριθμό που λέγεται

′′
step size′′ ή

′′
grid size′′

′′
μέγεθος βήματος′′ . Θα επιδιώξουμε προσεγγίσεις για τη λύση του

Π.Α.Τ. σε συγκεκριμένες χρονικές στιγμές t = t0, t0 +h, t0 +2h, ..., t0 +nh, ...
δηλαδή προσεγγίσεις για την ακολουθία των αριθμών x(t0), x(t0 + h), x(t0 +
2h), ..., x(t0+nh), ... παρά μια προσέγγιση για την καμπύλη {x(t) : t0 ≤ t ≤ tf}.
Για να απεικονίσουμε τη διαδικασία, ξεκινάμε με ένα συγκεκριμένο παράδειγμα

πριν τη γενική περίπτωση.

Παράδειγμα 1.1

Χρησιμοποιούμε μέγεθος βήματος h = 0.3 για να αναπτύξουμε μια προσεγγι-

στική λύση για το Π.Α.Τ.

{
x′(t) = (1− 2t)x(t), t > 0

x(0) = 1
(1.2)

στο διάστημα 0 ≤ t ≤ 0.9.
΄Εχουμε επίτηδες επιλέξει ένα πρόβλημα με γνωστή ακριβή λύση, έτσι ώστε να

μπορούμε πιο εύκολα να σχηματίσουμε άποψη για το επίπεδο της ακρίβειας των

προσεγγίσεων μας.

Είναι x′(t) = (1−2t)x(t)⇔ x′(t)

x(t)
= 1−2t⇔ (lnx(t))′ = (t− t2)′ ⇔ lnx(t) =

t− t2 + c.
Για t = 0, lnx(0) = c⇔ ln1 = c⇔ c = 0.
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Οπότε:

lnx(t) = t− t2

⇔ lnx(t) = lnet−t
2

⇔ x(t) = et−t
2

⇔ x(t) = e
−

t2−t+1

4

+
1

4

⇔ x(t) = e

1

4
−

1

2
−t

2

(1.3)

Για t = 0 έχουμε x(0) = 1 και από τη ΣΔΕ έχω x′(0) = 1. Αυτή η πληροφορία
μας δίνει τη δυνατότητα να κατασκευάσουμε την εφαπτόμενη γραμμή για t = 0.
Εξίσωση εφαπτόμενης ευθείας : x = 1 · t + 1, x = t + 1. Στη συγκεκριμένη
τιμή t = 0.3 παίρνουμε την τιμή x = 1.3, όπου η προσέγγισή μας: x(0.3) ' 1.3.
Αυτό απεικονίζεται στα αριστερά του Σχήματος 1.1 και η γραμμή που ενώνει

τα σημεία P0(0, 1) και P1(0.3, 1.3) είναι η εφαπτομένη στην ακριβή λύση για
t = 0.
Για να οργανώσουμε τα αποτελέσματα έστω tn = nh , n = 0, 1, 2, ... υπο-
δηλώνουν τις στιγμές κατά τις οποίες έχουμε λάβει προσεγγιστικές τιμές και

συμβολίζουμε με xn την υπολογισμένη προσέγγιση στην ακριβή λύση x(tn) για
t = tn. Είναι επίσης βολικό να καταγράψουμε την τιμή της δεξιάς πλευράς της
ΣΔΕ στο σημείο (tn, xn) :

x′n = (1− 2tn)xn.

Οι αρχικές συνθήκες και το πρώτο βήμα συνοψίζονται με :

n = 0 : t0 = 0 n = 1 : t1 = t0 + h = 0.3
x0 = 1 x1 = x0 + hx′0 = 1.3(xn+1 = xn + hx′n)
x′0 = 1 x′1 = (1− 2t1)x1 = 0.52.

Η διαδικασία επαναλαμβάνεται ως εξής: κατασκευάζουμε μια γραμμή μέσω

P1(t1, x1) που εφάπτεται στη λύση της διαφορικής εξίσωσης που περνάει μέ-
σω P1 (φαίνεται ως μια διακεκομμένη καμπύλη στο Σχήμα 1.1 (στη μέση) ).

Αυτή είναι η εφαπτόμενη γραμμή στο (t1, x1) και έχει κλίση x
′
1 :

x = x1 + (t− t1)x′1.
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Για t = 2h βρίσκουμε:
x2 = x1 + hx′1

και έτσι οι υπολογισμοί για τα επόμενα δύο βήματα είναι:

n = 2 : t2 = t1 + h = 0.6 n = 3 : t3 = t2 + h = 0.9
x2 = x1 + hx′1 = 1.456 x3 = x2 + hx′2 = 1.3686

x′2 = (1− 2t2)x2 = −0.2912 x′3 = (1− 2t3)x3 = −1.0949.

Τα σημεία Pn(tn, xn) (n = 0, 1, 2, 3) φαίνονται στο Σχήμα 1.1. Για κάθε
n η γραμμή PnPn+1 είναι εφαπτόμενη στη λύση για τη διαφορική εξίσωση

x′(t) = (1− 2t)x(t) που διέρχεται από το σημείο x(t) = xn για t = tn.

2 Αναλύοντας τους αριθμούς

Τα υπολογιζόμενα σημεία P1, P2, P3 στο Σχήμα 1.1 είναι μια σημαντική απόστα-

ση από τη στερεά καμπύλη που αντιπροσωπεύει την ακριβή λύση στο Π.Α.Τ.

μας. Αυτό είναι μία συνέπεια του γεγονός ότι το επιλεγμένο μας βήμα h = 0.3
είναι πολύ μεγάλο. Στο Σχήμα 1.2 δείχνουμε τα αποτελέσματα του υπολογι-

σμού των αριθμητικών λύσεων (φαίνονται ως στερεές κουκκίδες) σε ένα διά-

στημα 0 ≤ t ≤ 3 με h = 0.3, 0.15 και 0.075.
Κάθε φορά το h μειώνεται στο μισό:
1. Διπλά βήματα χρειάζονται για να βρούμε τη λύση για t = 3.
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Σχήμα 1.1. Η ανάπτυξη της αριθμητικής λύσης για το Π.Α.Τ. στο Παράδειγμα

1.1 σε τρία βήματα. Η ακριβής λύση στο ΠΑΤ φαίνεται ως μία στερεά καμπύλη.
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h xn Global errors(GEs) GE/h
0.3 x3 = 1.3686 x(0.9)− x3 = −0.2745 -0.91

0.15 x6 = 1.2267 x(0.9)− x6 = −0.1325 -0.89

0.075 x12 = 1.1591 x(0.9)− x12 = −0.0649 -0.86

Exact x(0.9) = 1.0942

Σχήμα 1.2. Αριθμητικές λύσεις για το Παράδειγμα 1.1 με h = 0.3 (αριστερά),
h = 0.15 (στη μέση) και h = 0.075 (δεξιά).
Πίνακας 1.1 Αριθμητικά αποτελέσματα για t = 0.9 με h = 0.3 , 0.15 και

0.075.

2. Τα υπολογισμένα σημεία βρίσκονται πλησιέστερα προς την ακριβή λύση

της καμπύλης. Αυτό απεικονίζει την ιδέα ότι η αριθμητική λύση συγκλίνει στην

ακριβή λύση καθώς h→ 0.

Για να αποκτήσουμε πιο συγκεκριμένα στοιχεία, οι αριθμητικές λύσεις για

t = 0.9 φαίνονται στον πίνακα 1.1, δεδομένου ότι η ακριβής λύση σε αυτό
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το χρόνο είναι γνωστή, τα σφάλματα στις προσεγγιστικές τιμές μπορούν να

υπολογιστούν. Η διαφορά

en = x(tn)− xn
αναφέρεται ως το παγκόσμιο σφάλμα (global error) (G.E.) για t = tn. Φαίνεται
από τον πίνακα ότι ο υποδιπλασιασμός n αποτελεσμάτων αντιστοιχεί σε μισό
περίπου σφάλμα. Αυτό υποδηλώνει ότι το (G.E.) είναι ανάλογο με το h:

en ∝ h.

Είναι δυνατό να αποδειχθεί ότι αυτό είναι αλήθεια για μια ευρεία κατηγορί-

α (μη γραμμικών) Π.Α.Τ., θα αναπτύξουμε κάποια θεωρία κατά μήκος αυτών

των γραμμών σε επόμενη ενότητα για ένα μοντέλο γραμμικού προβλήματος. Η

τελευταία στήλη του πίνακα 1.1 δείχνει ότι η σταθερά της αναλογικότητας σε

αυτή την περίπτωση είναι περίπου -0.9 : en ≈ −0.9h όταν nh = 0.9 και για
ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων, το h θα πρέπει να είναι αρκετά μικρό ώστε
|en| < 0.0005, δηλαδή h < 0.0005/0.9 ≈ 0.00055. Συνεπώς η ενσωμάτωση για
t = 0.9 θα απαιτήσει περίπου n = 0.9/h ≈ 1620 βήματα.
Μια εναλλακτική άποψη είναι ότι για κάθε επιπλέον ψηφίο της ακρίβειας, το

G.E. θα πρέπει να μειωθεί κατά ένα παράγοντα του, ώστε το h πρέπει επίσης
να μειωθεί κατά ένα παράγοντα του 10, συνεπώς 10 φορές περισσότερα βήματα

απαιτούνται για την ενσωμάτωση στον ίδιο τελικό χρόνο. ΄Ετσι 10 φορές πε-

ρισσότερη υπολογιστική προσπάθεια πρέπει να δαπανηθεί για την βελτίωση της

προσέγγισης από ένα μόνο δεκαδικό ψηφίο-μια σημαντική αύξηση του κόστους.

3 Landau Συμβολισμός

Θα κάνουμε εκτεταμένη χρήση του στάνταρ συμβολισμού O(hp) με p ένας
θετικός ακέραιος, που δείχνει πόσο μικρό γίνεται το hp καθώς h είναι αρκετά
μικρό. Πιο συγκεκριμένα, γράφουμε z = O(hp) εάν υπάρχουν θετικές σταθερές
h0 και C τέτοιες ώστε

|z| ≤ Chp, για 0 < h < h0

και z συγκλίνει στο μηδέν καθώς h → 0, τότε η σειρά (ή ποσοστό) της σύ-
γκλισης είναι p. Ο συμβολισμός O(hp) έχει ως στόχο να δώσει την εντύπωση
που μας ενδιαφέρει κυρίως σε p και όχι C και λέμε ότι «z είναι της τάξης hp»
ή «z είναι τάξης p ». Για παράδειγμα, η επέκταση του Maclaurin του eh είναι:

eh = 1 + h+
1

2!
h2 +

1

3!
h3 + ...+

1

n!
hn + ...,
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από το οποίο συμπεραίνουμε:

eh = 1 +O(h) (1.4a)

= 1 + h+O(h2) (1.4b)

= 1 + h+ 1
2!
h2 +O(h3) (1.4c)

Χρησιμοποιούμε αυτή την ιδέα για να συγκρίνουμε τα μεγέθη των διαφορετικών

όρων: για παράδειγμα, ο όρος Ο(h3) στην (1.4c) θα είναι πάντα μικρότερος από
τον όρο Ο(h2) στην (1.4b) δεδομένου ότι h είναι αρκετά μικρό: όσο υψηλότερη
τάξη, τόσο μικρότερος όρος. Η έννοια του «αρκετά μικρό» δεν είναι ακριβής:

h3 είναι μικρότερο από το h2 για h < 1 , ενώ 100h3 είναι μικρότερο από ότι h2

για h < 1
100
. ΄Ετσι, η μικρότητα του h εξαρτάται από τις συνθήκες.

΄Ολες οι μέθοδοι που συζητάμε θα πρέπει να στηρίζονται στην παραδοχή

ότι η λύση x(t) είναι ομαλή, με την έννοια ότι πολλά παράγωγα όπως απαιτούμε
είναι συνεχείς στο διάστημα (to, tf ). Αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε
όσους όρους επιθυμούμε για την επέκταση της σειράς Taylor.

4 Η Γενική Περίπτωση

Για να αναπτυχθεί η μέθοδος του Euler για την επίλυση των γενικών ΠΑΤ
(1.1) η διαδικασία προσέγγισης αρχίζει με την εξέταση της σειράς Taylor του
x(t+ h) με υπόλοιπο:

x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +R1(t) (1.5)

Ο όρος υπόλοιπο R1(t) λέγεται τοπικό σφάλμα αποκοπής (LTE) (local tru-
ncation error). Αν x(t) είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη στο διάστημα
(t0, tf ) ο όρος υπόλοιπο μπορεί να γραφεί ως:

R1(t) =
1

2!
h2x′′(ξ), ξ ∈ (t, t+ h) (1.6)

΄Επειτα, αν υπάρχει ένας θετικός αριθμός Μ έτσι ώστε |x′′(t)| ≤ M,∀t ∈
(t0, tf ), προκύπτει ότι

R1(t) ≤
1

2
Mh2,
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δηλαδή, R1(t) = O(h2).

Για να προκύψει η μέθοδος του Euler αρχίζουμε με την αντικάτασταση
x′(t) = f(t, x) στην σειρά Taylor (1.5) παίρνοντας:

x(t+ h) = x(t) + hf(t, x(t)) +R1(t) (1.7)

Τώρα εισάγουμε ένα πλέγμα από σημεία t = tn, όπου

tn = t0 + nh, n = 1 : N (1.8)

(από 1 εως n και το τελευταίο είναι tn).
Για N = n , tn = tf και Ν είναι ο αριθμός των βημάτων των αναγκαίων για
την επίτευξη μήκους h, αλλά να μην υπερβαίνει t = tf . Με t = tn (για n < N)
στην (1.7) έχουμε:

x(tn+1) = x(tn) + hf(tn, x(tn)) +R1(tn) , n = 0 : N − 1

και με την αρχική συνθήκη (Α.Σ.) x(t0) = η , θα είμαστε σε θέση να υπολο-
γίσουμε την ακριβή λύση του ΠΑΤ σε ένα πλέγμα {tn}Nn=0 χρησιμοποιώντας

αυτή τη σχέση επανάληψης, όταν ο όρος R1(t) δεν υπάρχει. Δεδομένου ότι
R1(t) = O(h2) μπορεί να γίνει αυθαίρετα μικρό (παίρνοντας h να είναι αρκετά
μικρό) και όταν παραμελείται παίρνουμε τη μέθοδο του Euler ,

xn+1 = xn + hf(tn, xn), n = 0, 1, 2, ...

με την οποία μπορούμε να υπολογίσουμε την ακολουθία {xn} δεδομένου ότι
x0 = η. Θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό

fn ≡ f(tn, xn)(1.9)

για την τιμή της παραγώγου για t = tn, έτσι ώστε η μέθοδος του Euler μπορεί
να γραφεί ως:

xn+1 = xn + hfn. (1.10)

Σε ορισμένες περιπτώσεις (όπως με τα στοιχεία των συστημάτων των ΣΔΕ)

είναι πιο βολικό να γραφεί x′n για την προσέγγιση της παραγώγου του x για
t = tn. Τότε η μέθοδος του Euler θα μπορούσε να γραφεί ως:

xn+1 = xn + h x′n. (1.11)
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Παράδειγμα 1.2

Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο του Euler για να λύσουμε το ΠΑΤ :

x′(t) = 2x(t)(1− x(t)) , t > 10
x(10) = 1

5

για 10 ≤ t ≤ 11 με h = 0.2 .

Με f(t, x) = 2x(1− x) και η = 1
5
, υπολογίζουμε, για κάθε n = 0, 1, 2, ...,

τις τιμές tn , xn και x
′
n. Οι υπολογισμοί για τα πέντε πρώτα βήματα φαίνονται

στον πίνακα 1.2 και τα σημεία {(tn, xn)} , όταν ο υπολογισμός επεκτείνεται σε
διάστημα 10 ≤ t ≤ 13 , φαίνεται στο σχήμα 1.3 με τελείες, όπου η στερεά
καμπύλη δείχνει την ακριβή λύση του ΠΑΤ: x(t) = 1/(1 + 4exp(2(10− t))).
Απόδειξη της παραπάνω σχέσης:

x′(t)
x(t)(1−x(t)) = 2 (1)∫ x′(t)

x(t)(1−x(t))dt

Θέτω x(t) = u , x′(t)dt = du
=
∫

du
u(1−u)

1
u(1−u) = A

u
+ B

1−u
1 = A(1− u) +B · u
1 = A− Au+Bu
1 = A+ (−A+B) · u
A = 1,−1 +B = 0⇒ B = 1
=
∫

( 1
u

+ 1
1−u)du

=
∫

1
u
du+

∫
1

1−udu

= lnu− ln(1− u) = ln x(t)
1−x(t)

(1)⇒
∫ x′(t)

x(t)(1−x(t))dt =
∫

2dt

⇔ ln x(t)
1−x(t) = 2t+ c

⇔ ln x(t)
1−x(t) = lne2t+c

⇔ x(t)
1−x(t) = e2t+c (2)

⇔ 0.2
0.8

= e20+c

⇔ 1
4

= e20+c

⇔ ln1
4

= 20 + c
⇔ −ln4 = 20 + c
⇔ c = −20− ln4
(2)⇒ x(t)

1−x(t) = e2t−20−ln4

⇔ x(t)
1−x(t) = e2t−20 · e−ln4
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n tn xn x′n = 2xn(1− xn)
0 10.0 0.2 0.32

1 10.2 0.2640 0.3886

2 10.4 0.3417 0.4499

3 10.6 0.4317 0.4907

4 10.8 0.5298 0.4982

5 11.0 0.6295 0.4665

⇔ x(t)
1−x(t) = e2t−20 · 1

4

⇔ 4x(t)
1−x(t) = e2t−20

⇔ 4x(t) = e2t−20(1− x(t))
⇔ 4x(t) + e2t−20 · x(t) = e2t−20

⇔ x(t) = e2(t−10)

4+e2(t−10)

⇔ x(t) = 1
4+e2(t−10)

e2(t−10)

⇔ x(t) = 1
1+4·e2(10−t)

Πίνακας 1.2 Αριθμητικά αποτελέσματα για το Παράδειγμα 1.2 όταν 10 ≤ t ≤
11 με h = 0.2
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Σχήμα 1.3 Αριθμητική λύση στο Παράδειγμα 1.2 (κουκκίδες) και η ακριβής

λύση για το ΠΑΤ (στερεά καμπύλη).

5 Αναλύοντας τη μέθοδο

Στην ενότητα αυτή η συμπεριφορά των αριθμητικών μεθόδων και η μέθοδος του

Euler ειδικότερα, διερευνάται στο όριο h→ 0. ΄Οταν h μειώνεται, η αριθμητική
λύση θα πρέπει να προσεγγίσει την ακριβή λύση, δηλαδή το μέγεθος του GE

| en |≡| x(tn)− xn |

για tn = t0 + nh θα πρέπει επίσης να μειωθεί. Αυτό είναι διαισθητικά λογικό,
καθώς βάζουμε περισσότερη υπολογιστική προσπάθεια, θα πρέπει να επιτύχου-

με μία πιο ακριβή λύση. Η κατάσταση είναι, ωστόσο, λίγο πιο λεπτή απ΄ ότι
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είναι άμεσα εμφανής. Εάν πρέπει να συγκρίνουμε,ας πούμε, τους τέταρτους ό-

ρους στις ακολουθίες {x(tn)} και {xn} υπολογίζοντας με h = 0.5 , 0.25 και
0.125 ,τότε θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε το σφάλμα στο t4 = t0 + 2.0 ,
t0 + 1.0 και t0 + 0.5, αντίστοιχα. Δηλαδή, μπορούμε να συγκρίνουμε τα σφάλ-
ματα σε διαφορετικούς χρόνους, για διαφορετικές τιμές του h. Καθώς h → 0
, t4 = t0 + 4h → t0 , μπορούμε τελικά να συγκρίνουμε το x4 με την αρχική
συνθήκη x(t0) = η. Αυτό που πρέπει να γίνει είναι να συγκρίνουμε την ακριβή
λύση του ΠΑΤ και την αριθμητική λύση σε ένα καθορισμένο χρόνο t = t∗,
εντός του διαστήματος ολοκλήρωσης. Για αυτό το σκοπό, η σχετική τιμή του

δείκτη n υπολογίζεται από tn = t0 + nh = t∗, ή n = (t∗ − t0) / h, έτσι ώστε
n→∞ καθώς h→ 0. Τα παραπάνω δεδομένα απεικονίζονται στο σχήμα 1.4.
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Σχήμα 1.4. Τα πλέγματα που σχετίζονται με τα πλέγματα μεγέθους h = 0.5 ,
0.25 και 0.125.

Ορισμένα αποτελέσματα από τη μέθοδο του Euler δείχνουν ότι το GE ήταν
ανάλογο με h : en∞h όταν nh = 0.9 ,γεγονός που υποδηλώνει ότι το GE για t∗

= 0.9 θα μπορούσε να γίνει αυθαίρετα μικρό επιλέγοντας ένα αντίστοιχα μικρό

μέγεθος βήματος h. Δηλαδή θα μπορούσαμε να ήμασταν έτοιμοι να λάβουμε
έναν επαρκή αριθμό από μικρά βήματα, αποκτώντας μία προσέγγιση που θα ήταν

τόσο ακριβής όσο εμείς θα ήμασταν ευχαριστημένοι. Αυτό υποδηλώνει ότι η

μέθοδος του Euler συγκλίνει.
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Ορισμός 5.1 Μία αριθμητική μέθοδος λέμε ότι συγκλίνει στη λύση x(t)
ενός δεδομένου ΠΑΤ στο t = t∗ εάν το GE en = x(tn) − xn στο tn = t∗

ικανοποιεί τη σχέση

|en| → 0 (1.12)

καθώς h→ 0. Συγκλίνει σε βαθμού p τάξης αν en = O(hp) για κάποια p > 0.

Λαμβάνοντας την άποψη ότι οι αριθμητικές μέθοδοι δεν έχουν καμία αξία αν

δεν συγκλίνουν, αφού οποιαδήποτε αριθμητική ακρίβεια μπορεί να διασφαλιστεί

παίρνοντας h να είναι αρκετά μικρό.
Μπορεί να αποδειχθεί ότι η μέθοδος του Euler συγκλίνει για ΠΑΤ της μορ-
φής (1.1), εφόσον αυτή έχει μια μοναδική λύση για t0 ≤ t ≤ tf . Ωστόσο η
απόδειξη είναι τεχνική λόγω του γεγονότος ότι έχει να αντιμετωπίσει μια γε-

νική μη γραμμική ΣΔΕ. Πρέπει επομένως να είμαστε λιγότερο φιλόδοξοι και

να παρέχουμε την απόδειξη μόνο για μια γραμμική σταθερά-επαρκή περίπτωση

και τα συμπεράσματα να είναι σχετικά με πιο γενικές καταστάσεις. Ειδικότερα,

το αποτέλεσμα θα δείξει πως τα τοπικά σφάλματα που διαπράχθηκαν σε κάθε

βήμα με την περικοπή μιας σειράς Taylor συσσωρεύονται για την παραγωγή
του GE.

Θεώρημα 5.1 Η μέθοδος του Euler εφαρμόζεται στο ΠΑΤ
x′(t) = λx(t) + g(t), 0 < t ≤ tf ,
x(0) = 1
(όπου λ ∈ C και g είναι μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση) συγκλίνει και το
GE σε οποιαδήποτε t ∈ [0, tf ] είναι O(h).

Απόδειξη

Η μέθοδος του Euler για το ΠΑΤ δίνει:

xn+1 = xn + hf(tn, xn) (όπου f = λx+ g), δηλαδή
xn+1 = xn + λhxn + hg(tn)
xn+1 = (1 + λh)xn + hg(tn) (1.13)

ενώ από την επέκταση της σειράς Taylor (x(t + h) = x(t) + hx′(t) + R1(t))
για την ακριβή λύση έχουμε:

x(tn+1) = x(tn) + hx′(tn) +R1(tn)
x(tn+1) = x(tn) + h(λx(tn) + g(tn)) +R1(tn) (1.14)
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Αφαιρώντας (1.13) από (1.14) βρίσκουμε ότι το GE en = x(tn) − xn ικα-
νοποιεί την εξίσωση διαφοράς:

en+1 = x(tn)− xn + hλx(tn)− λhxn + hg(tn)− hg(tn) +R1(tn)

⇒ en+1 = en + λhen +R1(tn)

⇒ en+1 = (1 + λh)en + Tn+1(1.15)

όπου έχουμε γράψει Tn+1 αντί του R1(tn) για να απλοποιηθεί ο συμβολισμός.
Επιπλέον, δεδομένου ότι x0 = x(t0) = η, έχουμε e0 = 0. Η εξίσωση (1.15)
υπαγορεύει πως τοGE στο επόμενο βήμα (en+1) συνδυάζει το LTE που διαπρά-
χθηκε στο τρέχον βήμα (Tn+1) με τοGE που κληρονόμησε από τα προηγούμενα
βήματα (en). Μια παρόμοια εξίσωση ισχύει και για γενικότερες ΣΔΕ.
Αντικαθιστώντας n = 0, 1, 2 στην (1.15) βρίσκουμε χρησιμοποιώντας e0 =

0,

e1 = T1,

e2 = (1 + hλ)e1 + T2 = (1 + hλ)T1 + T2,

e3 = (1 + hλ)e2 + T3 = (1 + hλ)2T1 + (1 + hλ)T2 + T3,

γεγονός που υποδηλώνει τον γενικό τύπο:

en = (1 + hλ)n−1T1 + (1 + hλ)n−2T2 + ...+ Tn ⇒

en =
n∑
j=1

(1 + hλ)n−jTj(1.16)

Το μόνο που μένει είναι να βρούμε ένα άνω όριο για την δεξιά πλευρά.

Πρώτον, χρησιμοποιώντας τη σχέση ex ≥ x+ 1 (με x = |λ|) και με τη βοήθεια
της τριγωνικής ανισότητας, έχουμε:

|1 + hλ| ≤ 1 + h|λ| ≤ eh|λ|, δεδομένου (n − j)h = tn−j ≤ tf και 0 < j ≤ n
έχουμε:

|1 + hλ|n−j ≤ e(n−j)h|λ| = e|λ|tn−j ≤ e|λ|tf (1.17)

Δεύτερον, (ανεξάρτητη από h ή j), κάθε όρος στο άθροισμα στα δεξιά της
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(1.16) οριοθετείται, καθώς πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις ανισότητες |1 +
hλ|n−j ≤ e|λ|tf και |Tj| ≤ Ch2 έχουμε:

|1 + hλ|n−j · |Tj| ≤ Ch2 · e|λ|tf∑n
j=1 |1 + hλ|n−j|Tj| ≤

∑n
j=1Ch

2 · e|λ|tf

|en| ≤ n · h2 · C · e|λ|tf = htfCe
|λ|tf

(χρησιμοποιώντας nh = tf ). ΄Ετσι, εφόσον tf είναι πεπερασμένο, en = O(h),
έχουμε αποδείξει ότι η μέθοδος του Euler συγκλίνει με ρυθμό πρώτης τάξης.

Η απόδειξη καθιστά σαφές ότι η συμβολή του LTE Tj σε χρόνο t = tj για την
προσέγγιση του xn σε χρόνο t = tn είναι (1 + hλ)n−jTj , με 1 + hλ > −1.
Το LTE ενισχύεται αν λ είναι πραγματικό και θετικό, και μειώνεται αν λ είναι
πραγματικό και αρνητικό. Η πιο σημαντική παρατήρηση ωστόσο είναι ότι το

LTE Tn = O(hp+1) της τάξης (p+1) οδηγεί σε ένα GE en = O(hp) της τάξης
p, το συσσωρευτικό αποτέλεσμα της εισαγωγής ενός σφάλματος αποκοπής σε
κάθε βήμα είναι να χάσει μια δύναμη του h.

6 Εφαρμογή σε Συστήματα.

Εμείς απεικονίζουμε με παράδειγμα πως η μέθοδος του Euler ισχύει για συ-
στήματα των ΣΔΕ.

Παράδειγμα

Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο του Euler για να υπολογίσετε μια προσεγγιστική
λύση σε t = 0.2 του ΠΑΤ x′′(t) + x(t) = t, t > 0 , με x(0) = 1 και x′(0) = 2.
Χρησιμοποιήστε ένα μήκος βήματος h = 0.1.

Για να μετατρέψουμε την εξίσωση δεύτερης τάξης σε ένα σύστημα, θέτουμε

u = x και υ = x′, έτσι υ′ = u′′ = x′′ = −u+ t. Αυτό δίνει το σύστημα{
u′(t) = υ(t)

υ′(t) = t− u(t)
(1.17)

στο διάστημα t > 0 με τις αρχικές συνθήκες u(0) = 1, υ(0) = 2. Από σει-
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ρά Taylor έχουμε:

u(t+ h) = u(t) + hu′(t) +O(h2),

υ(t+ h) = υ(t) + hυ′(t) +O(h2).

Μη λαμβάνοντας υπόψην τους όρους υπόλοιπο η μέθοδος του Euler για το
σύστημα (1.17) δίνει:

tn+1 = tn + h,

un+1 = un + hu′n , u
′
n+1 = υn+1,

υn+1 = υn + hυ′n , υ
′
n+1 = tn+1 − un+1

Να σημειωθεί ότι και τα δύο un+1 και υn+1 πρέπει γενικά να υπολογίζονται πριν

από τον υπολογισμό της παραγώγου προσεγγίσεις u′n+1 και υ
′
n+1. Οι αρχικές

συνθήκες είναι u0 = 1 , υ0 = 2 για t = t0 = 0 και οι δεδομένες διαφορικές
εξισώσεις οδηγούν σε u′0 = υ0 = 2 και υ′0 = t0 − u0 = −1. Εφαρμόζοντας τις
παραπάνω επαναληπτικές σχέσεις πρώτα με n = 0 και έπειτα με n = 1 έχουμε:

n = 0 : t1 = 0.1, n = 1 : t2 = 0.2,
u1 = u0 + 0.1u′0 = 1.2, u2 = 1.39,
υ1 = υ0 + 0.1υ′0 = 1.9, υ2 = 1.79,

u′1 = 1.9, u′2 = 1.79,
υ′1 = t1 − u1 = −1.1, υ′2 = t2 − u2 = −1.19.

Οι υπολογισμοί προχωράνε με παρόμοιο τρόπο μέχρι να επιτευχθεί η απαιτού-

μενη λήξη.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο του Euler με h = 0.2 για να δείξετε ότι η
λύση του Π.Α.Τ. x′(t) = t2 − x(t)2 , t > 0 , με x(0) = 1 είναι περίπου
x(0.4) ≈ 0.68 . Δείξτε ότι αυτή η εκτίμηση αλλαγών στο x(0.4) ≈ 0.708
εάν ο υπολογισμός επαναλαμβάνεται με h = 0.1 .

ΛΥΣΗ
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Καταγράφουμε τη Σ.Δ.Ε. στο σημείο ( tn, xn ) : x
′
n = t2n - x

2
n

Για n = 0 : t0 = 0
x0 = 0
x′0 = −1
Για n = 1 : t1 = t0 + nh = 0 + 1 · 0.2 = 0.2
x1 = x0 + h · x′0 = 1 + 0, 2 · (−1) = 0.8
x′1 = t21 − x21 = 0.22 − 0.82 = 0.04− 0.64 = −0.6

Για n = 2 : t2 = t0 + nh = 0 + 2 · 0.2 = 0.4
x2 = x1 + h · x′1 = 0.8 + 0.2 · (−0.6) = 0.68
x′2 = t22 − x22 = 0.42 − 0.682 = 0.16− 0.4624 = −0.3024

Στην περίπτωση h = 0.1 :
Για n = 0 : t0 = 0
x0 = 1
x′0 = −1

Για n = 1 : t1 = t0 + nh = 0 + 1 · 0.1 = 0.1
x1 = x0 + h · x′0 = 1 + 0.1 · (−1) = 0.9
x′1 = t21 − x21 = 0.12 − 0.92 = 0.01− 0.81 = −0.8

Για n = 2 : t2 = t0 + nh = 0 + 2 · 0.1 = 0.2
x2 = x1 + h · x′1 = 0.9 + 0.1 · (−0.8) = 0.82
x′2 = t22 − x22 = 0.22 − 0.822 = 0.04− 0.6724 = −0.6324

Για n = 3 : t3 = t0 + nh = 0 + 3 · 0.1 = 0.3
x3 = x2 + h · x′2 = 0.82 + 0.1 · (−0.6324) = 0.75676
x′3 = t23 − x23 = 0.32 − 0.756762 ' 0.09− 0.57 ' −0.48

Για n = 4 : t4 = t0 + nh = 0 + 4 · 0.1 = 0.4
x4 = x3 + h · x′3 = 0.75676 + 0.1 · (−0.48) = 0.70876 ' 0.708.

2. Λαμβάνοντας τη σχέση που δίνει τη δυνατότητα επανάληψης το xn+1 υ-

πολογίζεται από xn όταν η μέθοδος του Euler εφαρμόζεται στο Π.Α.Τ.
x′(t) = λx(t), x(0) = 1 με λ = −10. Σε καθεμία από τις περιπτώσεις

h =
1

6
και h =

1

12
:

α) υπολογίστε x1, x2 και x3 ,
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β) υπολογίστε τα σημεία (t0, x0), (t1, x1), (t2, x2), και (t3, x3) και την α-
κριβή λύση x(t) = eλt.
Βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του h που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για
λ = −10 ώστε να εξασφαλιστεί ότι xn > 0 για κάθε n = 1, 2, 3, ...
ΛΥΣΗ

α) Καταγράφουμε τη Σ.Δ.Ε. στο σημείο ( tn, xn ) : x
′
n(t) = −10xn(t)

Για h =
1

6
:

Για n = 0 : t0 = 0
x0 = 1
x′0 = −10 · x0 = −10 · 1 = −10

Για n = 1 : t1 = t0 + nh = 0 + 1 · 1

6
=

1

6

x1 = x0 + h · x′0 = 1 +
1

6
· (−10) = 1− 10

6
= −2

3

x′1 = −10 · x1 = −10 ·
(
−4

6

)
=

20

3

Για n = 2 : t2 = t0 + nh = 0 + 2 · 1

6
=

1

3

x2 = x1 + h · x′1 = −2

3
+

1

6
· 20

3
=

4

9

x′2 = −10 · x2 = −10 · 4

9
= −40

9

Για n = 3 : t3 = t0 + nh = 0 + 3 · 1

6
=

1

2

x3 = x2 + h · x′2 =
4

9
+

1

6
·
(
−40

9

)
= − 8

27

x′3 = −10 · x3 = −10 ·
(
− 8

27

)
=

80

27

Για h =
1

12
:

Για n = 0 : t0 = 0
x0 = 1
x′0 = −10 · x0 = −10 · 1 = −10

Για n = 1 : t1 = t0 + nh = 0 + 1 · 1

12
=

1

12

x1 = x0 + h · x′0 = 1 +
1

12
· (−10) = 1− 10

12
=

1

6

x′1 = −10 · x1 = −10 · 1

6
= −5

3
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Για n = 2 : t2 = t0 + nh = 0 + 2 · 1

12
=

1

6

x2 = x1 + h · x′1 =
1

6
+

1

12
·
(
−5

3

)
=

1

36

x′2 = −10 · x2 = −10 · 1

36
= − 5

18

Για n = 3 : t3 = t0 + nh = 0 + 3 · 1

12
=

1

4

x3 = x2 + h · x′2 =
1

36
+

1

12
·
(
− 5

18

)
=

1

216

x′3 = −10 · x3 = −10 · 1

216
= − 5

108

β) ΄Εχουμε τα σημεία:

(t0, x0) = (0, 1), (t1, x1) =

(
1

6
,−2

3

)
, (t2, x2) =

(
1

3
,
4

9

)
,

(t3, x3) =

(
1

2
,− 8

27

)
Η ακριβής λύση είναι: x(t) = e−10t.

Για να εξασφαλιστεί xn > 0 πρέπει: x1 = x0 + h · x′0 = 1 + h · (−10) > 0

1− 10h > 0
−10h > −1

h <
1

10

3. Αντλείστε τη μέθοδο του Euler για το πρώτης - τάξης σύστημα:

u′(t) = −2u(t) + v(t)
v′(t) = −u(t)− 2v(t)

με αρχικές συνθήκες u(0) = 1, v(0) = 0. Χρησιμοποιείστε h = 0.1 για
να υπολογίσετε τις προσεγγιστικές τιμές για u(0.2) και v(0.2).

ΛΥΣΗ

Από τη σειρά Taylor έχουμε:
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u(t+ h) = u(t) + h · u′(t) +O(h2)
v(t+ h) = v(t) + h · v′(t) +O(h2)

Ισχύουν οι σχέσεις:

tn+1 = tn + h
un+1 = un + h · u′n, u′n+1 = vn+1

vn+1 = vn + h · v′n, v′n+1 = tn+1 − un+1

Για τις αρχικές συνθήκες έχουμε:

u0 = 1 , u′0 = v0 = 0 , v0 = 0 , v′0 = t0 − u0 = −1

Για n = 0: t1 = t0 + h = 0 + 0.1 = 0.1
u1 = u0 + h · u′0 = 1 + 0.1 · 0 = 1
v1 = v0 + h · v′0 = 0 + 0.1 · (−1) = −0.1
u′1 = v1 = −0.1
v′1 = t1 − u1 = 0.1− 1 = −0.9

Για n = 1: t2 = t1 + h = 0.1 + 0.1 = 0.2
u2 = u(0.2) = u1 + h · u′1 = 1 + 0.1 · (−0.1) = 0.99
v2 = v(0.2) = v1 + h · v′1 = −0.1 + 0.1 · (−0.9) = −0.19
u′2 = v2 = −0.19
v′2 = t2 − u2 = 0.2− 0.99 = −0.79

7 Η μέθοδος της σειράς Taylor

Η μέθοδος του Euler την εξετάσαμε στην περιοχή των O(h2) όρων της σειράς
Taylor x(tn + h) για το σημείο t = tn. Η ακρίβεια των προσεγγίσεων που
παράγεται από τη μέθοδο θα μπορούσε να ελέγχεται με ρύθμιση του μεγέθους

βήματος h, μια στρατηγική που δεν είναι πάντα πρακτική, αφού μπορεί κανείς
να χρειαστεί ένα υπέρμετρο αριθμό βημάτων για την υψηλή ακρίβεια. Για παρά-

δειγμα περίπου ένα εκατομμύριο βήματα είναι απαραίτητα για την επίλυση του

ΠΑΤ του παραδείγματος 1.1 με ακρίβεια περίπου 10−6 για 0 ≤ t ≤ 1.
Μια εναλλακτική λύση είναι να χρησιμοποιηθεί μια πιο εξελιγμένη σχέση

επανάληψης σε κάθε βήμα προκειμένου να επιτευχθεί μεγαλύτερη ακρίβεια (για
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την ίδια τιμή του h) ή ένα παρόμοιο επίπεδο ακρίβειας με μια μεγαλύτερη δύναμη
του h (και ως εκ τούτου λιγότερα βήματα).
Υπάρχουν πολλοί τρόποι για την επίτευξη αυτού του στόχου. Σε αυτό το

κεφάλαιο διευρύνουμε τη δυνατότητα βελτίωσης της απόδοσης με την συμπερί-

ληψη περαιτέρων όρων της σειράς Taylor.
Πρέπει ξανά να ασχοληθούμε με τη λύση ενός ΠΑΤ της μορφής:{

x′(t) = f(t, x), t > t0

x(t0) = η
(2.1)

στο διάστημα t ∈ [t0, tf ]. Περιγράφουμε μια μέθοδο δεύτερης τάξης πριν την
αντιμετώπιση της περίπτωσης της γενικής τάξης p.

8 Η δεύτερης τάξης μέθοδος: TS(2)

Γνωρίζουμε ότι η επέκταση της δεύτερης τάξης σειράς Taylor είναι :

x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +
1

2!
h2x′′(t) +R2(t)

έχει υπόλοιπο όρο R2(t) = O(h3). Βάζοντας t = tn παίρνουμε (από tn+1 =
tn + h) :

x(tn+1) = x(tn) + hx′(tn) +
1

2!
h2x′′(tn) +O(h3).

Η παραμέληση του όρου υπόλοιπο με το σκεπτικό ότι είναι μικρό οδηγεί στον

τύπο:

xn+1 = xn + hx′n +
1

2
h2x′′n, (2.2)

όπου xn , x
′
n , x

′′
n δηλώνουν προσεγγίσεις του x(tn) , x′(tn) και x′′(tn) αντίστοι-

χα. Θα αναφερθούμε σε αυτό ως TS(2) μέθοδο (μερικοί συγγραφείς αποκαλούν
αυτό, τρίτο όρο TS method και στη μέθοδο του Euler γίνεται TS(1)). ΄Οπως
έχουμε αναφέρει η τιμή του x′n μπορεί να υπολογιστεί από το ΠΑΤ (2.1):

x′(n) = f(tn, xn)

Για x′′n χρειαζόμαστε να διαφοροποιηθούν και οι δύο πλευρές της ΣΔΕ όπως
απεικονίζεται στο ακόλουθο παράδειγμα (το οποίο είχε χρησιμοποιηθεί στο πα-

ρελθόν στο παράδειγμα 1.1 για τη μέθοδο του Euler).

25



Παράδειγμα 2.1

Εφαρμόζοντας την TS(2) μέθοδο για να λύσουμε το ΠΑΤ{
x′(t) = (1− 2t)x(t), t > 0

x(0) = 1
(2.3)

χρησιμοποιοώντας h = 0.3 και h = 0.15 και συγκρίνοντας την ακρίβεια για
t = 1.2 με εκείνη της μεθόδου του Euler, δεδομένου ότι η ακριβής λύση είναι

x(t) = exp

[
1

4
−
(
t− 1

2

)2
]
.

Για να εφαρμόσουμε τον τύπο (2.2) πρέπει να εκφράσουμε το x′′(t) ως συ-
νάρτηση των x(t) και t (θα μπορούσε επίσης να περιλαμβάνει x′(t), αλλά αυτό
μπορεί να αντικατασταθεί από τη ΣΔΕ) και με τον κανόνα της αλυσίδας βρί-

σκουμε:

x′′(t) =
d

dt
[(1− 2t)x(t)]

x′′(t) = −2x(t) + (1− 2t)x′(t)

x′′(t) = −2x(t) + (1− 2t)(1− 2t)x(t)

x′′(t) = [(1− 2t)2 − 2]x(t),

και έτσι η TS(2) μέθοδος δίνεται από:

xn+1 = xn + h(1− 2tn)xn +
1

2
h2[(1− 2tn)2 − 2]xn, n = 0, 1, ...,

όπου tn = nh και x0 = 1. ΄Οταν οι υπολογισμοί γίνουν με το χέρι είναι προτιμό-
τερο να χρησιμοποιείται η σχέση (2.2) και να τακτοποιήσουμε τα αποτελέσματα

όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:

n = 0 : t0 = 0 n = 1 : t1 = t0 + h = 0.3

x0 = 1 x1 = x0 + hx′0 +
1

2
h2x′′0 = 1.2550

x′0 = 1 x′1 = (1− 2t1)x1 = 0.5020
x′′0 = −1 x′′1 = [(1− 2t1)

2 − 2]x1 = −2.3092

με μια παρόμοια διάταξη για n = 2, 3, ...

Στο σχήμα 2.1 οι υπολογισμοί επεκτείνονται στο διάστημα 0 ≤ t ≤ 4
και οι αριθμητικές τιμές με τα σχετικά GEs για t = 1.2 παρατίθενται στον
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πίνακα 2.1. Παρατηρήσαμε στο παράδειγμα 1.1 ότι το GE στη μέθοδο του
Euler γινόταν μισό όταν το h υποδιπλασιαζόταν, γεγονός που αντικατοπτρίζει
τη σχέση en ∝ h. Ωστόσο από τον πίνακα 2.1, βλέπουμε ότι το σφάλμα για την
TS(2) μέθοδο μειώνεται κατά ένα συντελεστή περίπου 4 καθώς h μειώνεται
στο μισό (0.0031 ≈ 0.0118/4), γεγονός που υποδηλώνει ότι το GE en ∝ h2.
Συμπεραίνουμε από τον πίνακα 2.1 ότι για t = 1.21,

GE για τη μέθοδο του Euler ≈ -0.77h
GE για τη μέθοδο του TS(2) ≈ 0.14h2.

1
Αυτές οι σχέσεις συνάγονται από τους ισχυρισμούς en = C1h για Euler

και en = C2h
2
για TS(2) και επιλέγοντας τις σταθερές C1, C2 έτσι ώστε να

ταιριάζουν με τα στοιχεία του πίνακα 2.1 για h = 0.15.
Αυτά τα αποτελέσματα δείχνουν ότι για να επιτευχθεί ακρίβεια 0.01 το μέγε-

θος βήματος στη μέθοδο Euler θα πρέπει να πληρεί τη σχέση 0.77h = 0.01,
από την οποία h ≈ 0.013 και θα χρειαστούμε περίπου 1.2/0.013 ≈ 92 βήματα
για να ενταχθούν σε t = 1.2. Ποιές είναι οι αντίστοιχες τιμές για τη μέθοδο
TS(2); (Απάντηση: 0.14 · h2 = 0.01⇒ h2 ≈ 0.0714⇒ h ≈ 0.27 και θα χρεια-
στούμε περίπου 1.2/0.27 ≈ 5 βήματα). Αυτό δείχνει τις τεράστιες δυνατότητες
χρησιμοποιώντας υψηλότερης τάξης μέθοδο.
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Σχήμα 2.1 Αριθμητικές λύσεις για το Παράδειγμα 2.1
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Λύσεις για t = 1.2 GEs για t = 1.2
h Euler : TS(1) TS(2) Euler : TS(1) TS(2) GE για TS(2)/h2

0.30 1.0402 0.7748 -0.2535 0.0118 0.131

0.15 0.9014 0.7836 -0.1148 0.0031 0.138

× : Η μέθοδος του Euler, h = 0.3
• : Η μέθοδος του Euler, h = 0.15
◦ : Η μέθοδος του TS(2), h = 0.15

Πίνακας 2.1 Αριθμητικές λύσεις και παγκόσμια σφάλματα για t = 1.2 για
το Παράδειγμα 2.1. Η ακριβής λύση είναι x(1.2) = e−0.24 = 0.7866.

8.1 Σχόλιο για την κατασκευή

Φαίνεται στο σχήμα 1.1 ότι η μέθοδος του Euler θα μπορούσε να θεωρηθεί
ως η κατασκευή μιας πολυγωνικής καμπύλης, οι κορυφές του πολυγώνου α-

ντιπροσωπεύουν τις αριθμητικές τιμές στα σημεία (tn, xn) και τις κλίσεις των
γραμμικών τμημάτων που υπαγορεύεται από την δεξιά πλευρά της ΣΔΕ που

υπολογίζονται από τα αριστερά άκρα τους.

Για την TS(2) μπορούμε να πάρουμε μια παρόμοια, δείτε τις πλευρές του
πολυγώνου είναι τετραγωνικές καμπύλες που δίνονται από:

(όπου h = tn+1 − tn)

x = xn + (t− tn)x′n +
1

2
(t− tn)2x′′n , για tn ≤ t ≤ tn+1.

(Η κλίση του Euler είναι: x′(t). Η κλίση του τμήματος P1P2 είναι η x
′(t1)

και του τμήματος P2P3 είναι η x
′(t2)).

Αυτές οι καμπύλες φαίνονται ως συνδεδεμένα σημεία Pn και Pn+1 στο σχήμα

2.2 για n = 0, 1, 2 όταν h = 0.3 για το ΠΑΤ στο παράδειγμα 2.1. Αυτά είναι
άμεσα συγκρίσιμα με την πολυγωνική περίπτωση στο σχήμα 1.1 καθώς και η

βελτίωση που παρέχεται από το TS(2) φαίνεται να είναι υπερβολική.
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9 Η p τάξης μέθοδος: TS(p)

Είναι ξεκάθαρο να επεκτείνουμε την μέθοδο TS(2) που περιγράφηκε στην προη-
γούμενη ενότητα για μεγαλύτερη τάξη και έτσι περιγράφουμε τις κύριες ιδέες.

Η p τάξη της σειράς Taylor του x(t+ h) με υπόλοιπο είναι:

x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +
1

2!
h2x′′(t) + ...+

1

p!
hpx(p)(t) +Rp(t).(2.4)

΄Οταν x(t) είναι (p + 1) φορές συνεχώς διαφορίσιμη στο διάστημα (t0, tf ), ο
όρος υπόλοιπο μπορεί να γραφτεί ως :

Rp(t) = 1
(p+1)!

hp+1x(p+1)
(ξ) , ξ∈ (t, t+ h)

Σχήμα 2.2 Η ανάπτυξη της TS(2) για το ΠΑΤ στο Παράδειγμα 2.1 για τα τρία
πρώτα βήματα. Η ακριβής λύση για το ΠΑΤ φαίνεται ως μία στερεά καμπύλη.

Εάν | x(p+1)(t) |≤M για κάθε t ∈ (t0, tf ) , τότε

| Rp(t) |≤
M

(p+ 1)!
hp+1,
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διότι Rp(t) = O(hp+1) .

Η TS(p) μέθοδος προκύπτει εφαρμόζοντας την επέκταση για t = tn και α-
γνοώντας τον όρο υπόλοιπο που δίνει:

xn+1 = xn + hx′n +
1

2
h2x′′n + ...+

1

p!
hpx(p)n , (2.5)

στην οποία xn, x
′
n, ..., x

(p)
n δηλώνουν προσεγγίσεις των x(tn), x′(tn), ..., x(p)(tn),

αντίστοιχα. Είναι αναγκαίο να διαφοροποιηθεί η δεξιά πλευρά της ΣΔΕ (p− 1)
φορές, για να ολοκληρωθεί η προδιαγραφή της μεθόδου.

Σημειώνουμε ότι, εάν η αριθμητική και η ακριβής λύση ήταν να συμπέσουν

κατά την έναρξη ενός βήματος, xn = x(tn) (αυτό ονομάζεται παραδοχή του
εντοπισμού), τότε το σφάλμα στο τέλος του βήματος θα μπορούσε να είναι

x(tn+1) − xn+1 = Rp(tn). Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να ερμηνεύσουμε τον
όρο υπόλοιπο Rp(tn), συνηθέστερα ονομάζεται LTE(local truncation error =
τοπικό σφάλμα αποκοπής), ως ένα μέτρο του σφάλματος που έγινε σε κάθε

βήμα.

10 Σύγκλιση

΄Εχουμε αποφύγει μία απόδειξη της σύγκλισης για γενικά προβλήματα και αντί

αυτού γενικεύουμε το Θεώρημα 5.1 που δίνεται στο Κεφάλαιο 5 για τη μέθοδο

του Euler.

Θεώρημα 10.1 Η μέθοδος της σειράς Taylor(TS)(p) εφαρμόζεται στο ΠΑΤ

x′(t) = λx(t) + g(t), 0 < t ≤ tf ,
x(0) = 1

(όπου λ ∈ C και g είναι μια p φορές συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση) συγκλίνει
και το GE σε οποιαδήποτε t ∈ [0, tf ] είναι O(hp).

Απόδειξη

Θεωρούμε τη διαφορά en = x(tn)−xn και στη συνέχεια παίρνουμε την απολύτη
τιμή της διαφοράς αυτής. Ακολούθως, αξιοποιούμε το φράγμα της Lipschitz
και θα αποδείξουμε ότι η διαφορά αυτή τείνει στο μηδέν, καθώς το h τείνει στο
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μηδέν.

Από την επέκταση της σειράς Taylor για την ακριβή λύση έχουμε:

x(tn+1) = x(tn) +hx′(tn) + 1
2
h2x′′(tn) + ...+ 1

p!
hpx(p)(tn) + 1

(p+1)!
hp+1x(p+1)

(ξ),

εφόσον x(t) είναι (p + 1) φορές συνεχώς διαφορίσιμη στο διάστημα [t0, tf ],
ο όρος υπόλοιπο μπορεί να γραφτεί ως:

Rp(t) = 1
(p+1)!

hp+1x(p+1)
(ξ) , ξ ∈ (tn, tn+1).

Η αντίστοιχη προσεγγιστική λύση είναι:

xn+1 = xn + hx′n +
1

2
h2x′′n + ...+

1

p!
hpx(p)n

Αφαιρώντας την προσεγγιστική από την ακριβή λύση έχουμε:

x(tn+1) − xn+1 = x(tn) − xn + h[x′(tn) − x′n] + 1
2!
h2[x′′(tn) − x′′n] + ... +

1
p!
hp[x(p)(tn)− x(p)n ] + 1

(p+1)!
hp+1x(p+1)

(ξ)

Αφού η f(t, x(t)) ικανοποιεί την κατάλληλη συνθήκη Lipschitz έχουμε:

|x′(tn)− x′n| = |f(tn, x(tn))− f(tn, xn)| ≤ L|x(tn)− xn|

Επιπλέον, επειδή η x(t) έχει συνεχείς παραγώγους μέχρι (p+ 1) τάξης έχουμε:

|x(p)(tn)− x(p)n | = |f (p−1)(tn, x(tn))− f (p−1)(tn, xn)| ≤ L|x(tn)− xn|

΄Εχουμε:en = x(tn)− xn , παίρνουμε:
|en+1| ≤ |en|

(
1 + hL+ 1

2!
h2L+ ...+ 1

p!
hpL

)
+ 1

(p+1)!
hp+1|x(p+1)

(ξ)|

Επειδή υποθέσαμε |x(p+1)(t)| ≤M για κάθε t ∈ (t0, tf ) τότε |Rp(t)| ≤ M
(p+1)!

hp+1
,

έχουμε:

|en+1| ≤ |en|
(

1 + hL+ 1
2!
h2L+ ...+ 1

p!
hpL

)
+ 1

(p+1)!
hp+1M

η οποία συντομότερα γράφεται ως εξής:

32



|en+1| ≤ (1 + α)|en|+ β

όπου α = L
(
h+ h2

2!
+ ...+ hp

p!

)
και β = 1

(p+1)!
hp+1M

Θα δείξουμε με επαγωγή ότι ισχύει η παρακάτω ανισότητα:

|en| ≤ β · enα−1
α

Για n = 0 έχουμε: e0 = 0
΄Εστω ότι ισχύει για n , θα αποδείξουμε ότι ισχύει για n+ 1. ΄Εχουμε:
|en+1| ≤ (1 + α) · |en|+ β ≤ (1 + α) · β · enα−1

α
+ β

Δηλαδή, |en+1| ≤ (1 + α) · β · enα−1
α

+ β

= β
[
(1+α)enα−(1+α)

α
+ 1
]

= β (1+α)enα−1−α+α
α

= β (1+α)enα−1
α

Δηλαδή, |en+1| ≤ β (1+α)enα−1
α

≤ β e
α·enα−1

α
, αφού eα ≥ α + 1

⇒ |en+1| ≤ β e
(1+n)α−1

α

Μπορούμε να γράψουμε το α ως εξής:

α = Lh+
(
Lh
2

+ ...+ Lhp−1

p!

)
h =

= Lh+ δh = (L+ δ)h = Bh ,
όπου δ θετικός αριθμός που τείνει στο 0 καθώς h→ 0.

Αντικαθιστώντας το α με Bh, έχουμε:

|en| ≤ hpM
(p+1)!

· enBh−1
B

και επειδή tn = t0 + nh, παίρνουμε:

|en| ≤ hpM
(p+1)!

· eB(tn−t0)−1
B
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11 Εφαρμογή σε συστήματα

Απεικονίζουμε την εφαρμογή του TS(2) σε συστήματα ΣΔΕ λύνοντας το ίδιο
ΠΑΤ στην παράγραφο 6.

Παράδειγμα

Χρησιμοποιήστε την TS(2) μέθοδο με μήκος βήματος h = 0.1 για να υπολογί-
σετε μία προσεγγιστική λύση για t = 0.2 του ΠΑΤ :

u′(t) = υ(t),

υ′(t) = t− u(t)

στο διάστημα t > 0 με τις αρχικές συνθήκες u(0) = 1, υ(0) = 2.

Ο τύπος για την ενημέρωση των u και υ είναι

un+1 = un + hu′n +
1

2
h2u′′n,

υn+1 = υn + hυ′n +
1

2
h2υ′′n.

Από u′(t) = υ(t) έχουμε:

u′′(t) = υ′(t) = t− u(t).

Διαφορίζοντας τη σχέση υ′(t) = t− u(t) οδηγεί στην:

υ′′(t) = 1− u′(t) = 1− υ(t),

η οποία μας δίνει τους απαιτούμενους τύπους :

u′n = υn , u
′′
n = υ′n = tn − un , υ′′n = 1− υn.
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n tn un u′n = υn u′′n = υ′n υ′′n
0 0 1.0000 2.0000 -1.0000 -1.0000

1 0.1 1.1950 1.8950 -1.0950 -0.8950

2 0.2 1.3790 1.7810 -1.1790 -0.7810

Σημειώνοντας ότι u′n = υn και u
′′
n = υ′n θα είναι πάντα η περίπτωση όταν η

δεύτερης τάξης διαφορική εξίσωση μετατρέπεται σε ένα πρώτησ-τάξης σύστημα.

Τα αποτελέσματα του υπολογισμού είναι καθορισμένα στον παρακάτω πίνακα.

Τα συστατικά μέρη των σχέσεων επανάληψης μπορούν να συνδιαστούν για

να δώσουν:

un+1 = un + hυn +
1

2
h2(tn − un),

υn+1 = υn + h(tn − un) +
1

2
h2(1− υn),

αλλά αυτό ίσως είναι λιγότερο βολικό για υπολογισμό με το χέρι.
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