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Περίληψη

Στο πρώτο κεφάλαιο της πτυχιακής εργασίας παραθέτουµε και αναλύουµε
αποσπάσµατα από το έργο του Euler µε τίτλο : Introductio in analysin in-
finitorum στα οποία γίνεται χρήση απειροστών αριθµών. ∆είχνονται οι δυο
διαφορετικές έννοιες και χρήσεις του απείρου, δίνονται οι τύποι που περι-
γράφουν µέσω σειρών την λογαριθµική και εκθετική συνάρτηση και αναφε-
ϱόµαστε στον τρόπο µε τον οποίο ο Euler χρησιµοποιεί την συνέχεια και την
παραγωγισιµότητα µε την χρήση απειροστών.

Στο δεύτερο κεφάλαιο περιγράφουµε τις ϐασικές αρχές της Μη-τυπικής Α-
νάλυσης, η οποία δείχνει και µελετά τους πραγµατικούς αριθµούς και τις
πραγµατικές συναρτήσεις µέσω ενός διατεταγµένου σώµατος ∗R το οποίο ε-
πεκτείνει το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών και δεν είναι αρχιµήδειο,
δηλαδή περιέχει απειροστές ποσότητες. Η περιγραφή αυτή απαιτεί µια στοι-
χειώδη γνώση µαθηµατικής λογικής. Στο τέλος του κεφαλαίου καταλήγουµε
στο ϑεώρηµα της Αρχής της Μεταφοράς.

Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφουµε σχέσεις µεταξύ υπερπραγµατικών και πραγ-
µατικών αριθµών και δίνουµε τις απαραίτητες αρχές, όπως την Αρχή της επέ-
κτασης, την Αρχή της Μεταφοράς, την Αρχή του Τυπικού Μέρους κ.α. Επίσης
δίνουµε τον ορισµό της υπερακολουθίας και της υπερσειράς, τον ορισµό της
καθορισιµότητας και το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης το οποίο είναι ένα
κριτήριο σχετικά µε την αµελητέας σηµασίας, ύπαρξη απειροστών σε άπειρη
σειρά.

Στο τέταρτο κεφάλαιο εξετάζουµε τις υποθέσεις του Euler σε ένα αυστηρά
µαθηµατικό πλαίσιο. Εξετάζουµε δηλαδή τον τρόπο µε τον οποίο ο Euler
περιγράφει την εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση µέσω της Μη Τυπικής
Ανάλυσης. Αποδεικνύουµε το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης και µελετάµε
τις σχέσεις µεταξύ τυπικών και µη τυπικών εννοιών.
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Εισαγωγή

Οι ϕοιτητές των µαθηµατικών ϑα ωφελούντο
πολύ περισσότερο από τη µελέτη του
Introductio in Analysin Infinitorum του Euler
παρά από οποιοδήποτε σύγχρονο σύγγραµµα ...

André Weil,
Οµιλία στο Πανεπιστήµιο του Rochester, 1970

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά µαθηµατικά συγγράµµατα του δέκατου ένατου
αιώνα είναι το Introductio in Analysin Infinitorum ή στα ελληνικά ‘‘Εισα-
γωγή στην ανάλυση των απείρων ’’ (στα λατινικά η κατάληξη -orum δηλώνει
πληθυντικό αριθµό) του Leonard Euler. Το έργο, όπως αναφέρει ο συγγρα-
ϕέας έχει σκοπό να αποσαφηνίσει την σύγχυση που δηµιουργείται µεταξύ των
σπουδαστών σχετικά µε την χρήση της έννοιας του απείρου χρησιµοποιώντας
µεθόδους της στοιχειώδους άλγεβρας. Το έργο αυτό δηµοσιεύεται το 1748
και χωρίζεται σε δυο µέρη και µέσα σε αυτά ο Euler επιδιώκει να κάνει σαφή
την αλληλεξάρτηση µεταξύ της συνηθισµένης άλγεβρας και της ανάλυσης.
Κάθε ένα από τα µέρη αυτά χωρίζονται σε κεφάλαια και αυτά µε την σειρά
τους σε παραγράφους. Το πρώτο µέρος αποτελείται από 18 κεφάλαια και
382 παραγράφους ενώ το δεύτερο από 22 και 152 αντίστοιχα. Το πρώτο
ϐιβλίο περιορίζεται σε ϑέµατα που σχετίζονται καθαρά µε την εφαρµογή των
αλγεβρικών µεθόδων της ανάλυσης, ενώ το δεύτερο ϐιβλίο καταπιάνεται µε
ϑέµατα σχετικά µε την ¨ανώτερη γεωµετρία¨ και αφορά ϑέµατα της ανάλυσης
που σχετίζονται µε την γεωµετρία (µελέτη καµπυλών, επιφανειών, κλπ).

Ο Euler αριθµεί τις παραγράφους, σε όλο το πρώτο και δεύτερο µέρος
του έργου, σε αύξουσα σειρά ξεκινώντας από το 1, ανεξάρτητα από το που
αρχίζει και τελειώνει το κάθε ένα από τα κεφάλαια. Κάνει δηλαδή µια συνεχή
αρίθµηση, δείχνοντας µε αυτόν τον τρόπο τον διαρκή συλλογισµό του πάνω
στην ολότητα του έργου.
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Στο τέλος πολλών παραγράφων παραθέτει πλήθος παραδειγµάτων µε σκο-
πό την εµπέδωση ή την εφαρµογή των εννοιών που αναλύει σε κάθε µία από
αυτές. Τα παραδείγµατα αυτά είναι διατυπωµένα σε καθαρά µαθηµατική και
υπολογιστική µορφή.

Το Introductio δεν είναι γραµµένο στα πρότυπα της Ϲητούµενης αυστη-
ϱότητας των συγγραµµάτων της σύγχρονης εποχής. ∆εν περιέχει ϐασικές
έννοιες οι οποίες ϑα συνδεθούν µε αξιώµατα ούτε και ϑεωρήµατα τα οποία
ϑα αποδειχθούν. Αντίθετα ο Euler χρησιµοποιεί µε ελαστικότητα πολλές από
τις διάφορες έννοιες µε τις οποίες καταπιάνεται. Επίσης αποφεύγει να δίνει
τυποποιήσεις και προσπαθεί µέσω των παραδειγµάτων του να δίνει τύπους.

Το πρώτο κεφάλαιο του Introductio έχει σκοπό να διευκρινίσει την έννοια
της συνάρτησης1. Ο Euler δίνει τον ακόλουθο ορισµό:

Μια συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας2 είναι µια αναλυτική έκ-
ϕραση που συντίθεται µε οποιονδήποτε τρόπο από την µεταβλητή πο-
σότητα, αριθµούς και σταθερές ποσότητες.

Από την εισαγωγή ακόµα, ο Euler µας πληροφορεί ότι µέσα στο έργο ϑα
δώσει µια ολοκληρωµένη και πλήρη µελέτη για τις συναρτήσεις.

Ο Euler κατηγοριοποιεί τις συναρτήσεις αρχικά σε αλγεβρικές, οι οποί-
ες περιέχουν αλγεβρικές πράξεις και σε υπερβατικές οι οποίες εµπλέκουν
πράξεις υπερβατικές. Στις υπερβατικές συναρτήσεις οι πράξεις επηρεάζουν
την µεταβλητή ποσότητα. Αν οι πράξεις αυτές αφορούν µόνο τις σταθερές
τότε η συνάρτηση ϑεωρείται αλγεβρική. Οι αλγεβρικές συναρτήσεις χωρίζον-
ται σε άρρητες, όπου η µεταβλητή ποσότητα επηρεάζεται από την ύπαρξη
ϱιζικού και σε µη άρρητες στις οποίες η µεταβλητή ποσότητα δεν σχετίζεται
µε άρρητους αριθµούς. Οι άρρητες αλγεβρικές συναρτήσεις διακρίνονται σε
πεπλεγµένες και σε µη πεπλεγµένες. Οι πεπλεγµένες προκύπτουν από τις
λύσεις εξισώσεων και οι µη πεπλεγµένες είναι εκείνες που εκφράζονται µε
την ύπαρξη ϱιζικών µέσα σε αυτές. Οι µη άρρητες αλγεβρικές συναρτήσεις
κατηγοριοποιούνται σε πολυωνυµικές συναρτήσεις και σε ϱητές συναρτήσεις.
Σε µία πολυωνυµική συνάρτηση η µεταβλητή z δεν έχει κανέναν αρνητικό
εκθέτη ούτε και περιέχει κλασµατική έκφραση στην οποία η µεταβλητή z να
ϐρίσκεται στον παρονοµαστή. Αντίθετα στις ϱητές συναρτήσεις ο αρνητικός
εκθέτης του z υφίσταται και επίσης η µεταβλητή z µπορεί να ϐρίσκεται στον
παρονοµαστή.

1Ο όρος αυτός είχε εισαχθεί παλαιότερα από τον Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-
1716),

2Μια ποσότητα είναι µια οποιαδήποτε έννοια στην οποία µπορούµε να αποδώσουµε α-
ϱιθµητικές τιµές, όπως το µήκος, το εµβαδόν, ο όγκος, η δύναµη, η ορµή, η ένταση του
ηλεκτρικού ϱεύµατος κλπ. Οι ποσότητες χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, τις σταθερές και τις
µεταβλητές.





Κεφάλαιο 1

Η χρήση του απείρου στον Euler

Στο Introductio συναντάµε δύο ϐασικές χρήσεις του απείρου στην µελέτη
προβληµάτων της ανάλυσης.

• Την χρήση µιας απόλυτης έννοιας απείρου∞.

• Την χρήση άπειρα µεγάλων αριθµών και τη χρήση άπειρα µικρών α-
ϱιθµών.

Πρώτη χρήση δίνει κάποια (σχετικά περιορισµένα) αποτελέσµατα που σχετί-
Ϲονται κύρια µε τον προσδιορισµό των ϱιζών των πολυωνύµων.

Η δεύτερη χρήση, η οποία και µας ενδιαφέρει πολύ περισσότερο. δίνει
και τα πιο πολλά αποτελέσµατα, µέσα στα οποία περιλαµβάνονται και πολλές
από τις ιδιαίτερα σηµαντικές (όσο και εντυπωσιακές) «Ταυτότητες του Euler».

Οι άπειρα µεγάλοι και άπειρα µικροί αριθµοί συνδέονται µεταξύ τους
(καθώς και µε τους «συνήθεις» αριθµούς) ώστε να αποτελούν ένα αλγεβρικό
σύστηµα (προστίθενται, πολλαπλασιάζονται, διαιρούνται, υψώνονται σε δυ-
νάµεις, αναπτύσσονται µε ϐάση το διωνυµικό τύπο κλπ). Επιπλέον ο Euler
ϕαίνεται να τους χρησιµοποιεί ακριβώς όπως και τους συνήθεις αριθµούς,
µιλώντας για παράδειγµα για άπειρα µεγάλους ϕυσικούς, το οποίο δείχνει
ότι υπάρχει η πεποίθηση στον Euler ότι το άπειρο µπορεί να χρησιµοποιείται
(τουλάχιστον αλγεβρικά ) σαν το πεπερασµένο.



2 · Η χρήση του απείρου στον Euler

1.1 Η χρήση του απείρου στον προσδιορισµό ϱιζών πο-
λυωνύµων: Το άπειρο ∞.

΄Οπως αναφέραµε και πριν ένας ϐασικός σκοπός του Introductio είναι να προ-
σφέρει µεθόδους για τον µετασχηµατισµό συναρτήσεων σε µια ισοδύναµη και
πιο αποτελεσµατική µορφή. Οι µετασχηµατισµοί συναρτήσεων είναι ϐασικό-
τατο εργαλείο στην Ανάλυση, για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων περίπλο-
κων συναρτήσεων, τη λύση διαφορικών εξισώσεων, την µελέτη ϕαινοµενικά
περίπλοκων συναρτήσεων κλπ..

Παράδειγµα 1.1. Γράφει ο Euler: Είναι σαφές από την άλγεβρα ότι η ίδια
ποσότητα µπορεί να εκφραστεί µε διάφορους τρόπους. Παραδείγµατα µετασχη-
µατισµών αυτού του τύπου είναι να γράψουµε

(1− z)(2− z)

αντί
2− 3z + z2

ή
(a+ z)3

αντί
a3 + 3a2z + 3az2 + z3

ή
a

a− z
+

a

a+ z

αντί
2a2

a2 − z2

Τέτοιου είδους µετασχηµατισµοί συνδέονται µε το πρόβληµα της εύρεσης
των ϱιζών ενός πολυωνύµου το οποίο µας δίνει και την διάσπαση του πολυω-
νύµου σε γινόµενο γραµµικών παραγόντων (παράγραφοι 28 και 29). Με τον
όρο γραµµικός παράγοντας εννοείται µια παράσταση της µορφής az + b. Αν
οι συντελεστές a, b είναι πραγµατικοί αριθµοί ο γραµµικός παράγοντας λέ-
γεται πραγµατικός ενώ αν κάποιος συντελεστής είναι µιγαδικός ο γραµµικός
παράγοντας λέγεται µιγαδικός.

΄Ετσι το z − i είναι µιγαδικός γραµµικός παράγοντας για το z2 + 1 αφού

z2 + 1 = (z − i)(z + i)
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και το z − 1 είναι πραγµατικός γραµµικός παράγοντας για το z2 − 1 αφού

z2 − 1 = (z − 1)(z + 1)

Στην παράγραφο 33 δίνεται σαν ϐασική αρχή αυτό που σήµερα ονοµά-
Ϲουµε το «Θεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής» για πολυώνυµα. Η απόδειξη που
δίνεται ϐασίζεται στην γενική αρχή ότι µια συνάρτηση που εκφράζεται µε έναν
αναλυτικό τύπο όπως είναι ένα πολυώνυµο δεν είναι δυνατόν να πάρει δύο
τιµές χωρίς να πάρει και όλες τις ενδιάµεσες. Παραθέτουµε ολόκληρη την
παράγραφο.

Introductio I, 33 Αν η πολυωνυµική συνάρτηση Z παίρνει την τιµή A
όταν z = a και παίρνει την τιµή B όταν z = b τότε για οποιαδήποτε τιµή C
µεταξύ των A και B υπάρχει µια τιµή c µεταξύ των a, b ώστε η συνάρτηση
Z να πάρει την τιµή Z = C όταν z = c.

Αφού τοZ είναι µια µονότιµη συνάρτηση της µεταβλητής z, όποια πραγ-
µατική τιµή και να πάρει το z, το Z ϑα πάρει επίσης µια πραγµατική
τιµή. Συνεπώς, στην πρώτη περίπτωση, αν z = a το Z ϑα πάρει την
τιµή A, και στην δεύτερη περίπτωση αν z = b το Z ϑα πάρει την τιµή
B. Αλλά η συνάρτηση δεν µπορεί να περάσει από τα A και B χωρίς να
πάρει και όλες τις ενδιάµεσες τιµές.

Τώρα, αν η εξίσωση Z − A = 0 έχει µια πραγµατική ϱίζα και αν η
εξίσωση Z−B = 0 έχει µια πραγµατική ϱίζα τότε και η εξίσωση Z−C =
0 ϑα έχει µια πραγµατική ϱίζα, υπό την προϋπόθεση ότι το C είναι
πραγµατικός αριθµός που ϐρίσκεται µεταξύ των A, B. Συνεπώς, αν οι
εκφράσεις

Z − A, Z −B

έχουν πραγµατικούς γραµµικούς παράγοντες τότε το ίδιο ϑα συµβαίνει
και για την έκφραση

Z − C

υπό την προϋπόθεση ότι το C είναι πραγµατικός αριθµός που ϐρίσκεται
µεταξύ των A, B.

Στην αµέσως επόµενη παράγραφο ο Euler κάνει την πρώτη ουσιαστική
χρήση των άπειρων αριθµών σε µια απόδειξη. Και εδώ παραθέτουµε ολόκλη-
ϱη την παράγραφο.
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Introductio I, 34 Αν σε ένα πολυώνυµο Z µε µεταβλητή z ο µέγιστος
εκθέτης του z είναι περιττός τότε η συνάρτηση Z έχει τουλάχιστον έναν
πραγµατικό γραµµικό παράγοντα

Για παράδειγµα, αν

Z = z2n+1 + αz2n + βz2n−1 + γz2n−2 + . . .

και ϑέσουµε το z να είναι ίσο µε ∞, αφού όλοι οι υπόλοιποι όροι
εξαφανίζονται πριν από τον πρώτο όρο zn, ϑα έχουµε ότι το Z γίνεται
ίσο µε

Z = (∞)2n+1 =∞

Από αυτό προκύπτει ότι το Z−∞ έχει πραγµατικό γραµµικό παράγοντα
το z −∞. Από την άλλη, αν ϑέσουµε z = −∞ τότε

Z = (−∞)2n+1 = −∞

και έτσι το Z +∞ ϑα έχει πραγµατικό γραµµικό παράγοντα το z +∞.
Αφού τα Z−∞ και Z+∞ έχουν πραγµατικούς γραµµικούς παράγοντες
τότε και το Z − C ϑα έχει ένα πραγµατικό γραµµικό παράγοντα, µε
την προϋπόθεση ότι το C ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του +∞ και του −∞,
δηλαδή αν το C είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός, είτε ϑετικός,
είτε αρνητικός είτε µηδέν. Για τον λόγο αυτό, όταν C = 0, η συνάρτηση
Z ϑα έχει ένα γραµµικό παράγοντα z − c, µε το c να ϐρίσκεται µεταξύ
του +∞ και του −∞, δηλαδή το c µπορεί να είναι είτε ϑετικός είτε
αρνητικός είτε µηδέν.

Παρόµοια χρήση του απείρου γίνεται λίγο παρακάτω, στην παράγραφο 37,
για να δείξει πως όταν το πολυώνυµο είναι άρτιου ϐαθµού και έχει αρνητι-
κό σταθερό όρο τότε αυτό έχει τουλάχιστον δύο πραγµατικούς παράγοντες.
Παραθέτουµε ολόκληρη την παράγραφο.

Introductio I, 37 Αν σε ένα πολυώνυµο Z µε µεταβλητή z ο µέγιστος
εκθέτης του z είναι άρτιος και ο σταθερός όρος έχει αρνητικό πρόση-
µο, τότε η συνάρτηση Z έχει τουλάχιστον δύο πραγµατικούς γραµµικούς
παράγοντες

Τώρα η συνάρτηση Z µπορεί να ϑεωρηθεί ότι έχει την ακόλουθη µορφή

Z = z2n+1 ± αz2n ± βz2n−1 ± γz2n−2 ± · · · ± ηz − A
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Αν ϑέσουµε z = ∞, τότε όπως έχουµε δει και προηγουµένως, Z = ∞
ενώ αν ϑέσουµε z = 0 ϑα πάρουµε Z = −A. Συνεπώς το Z−∞ έχει ένα
πραγµατικό γραµµικό παράγοντα z −∞ και το Z + A έχει παράγοντα
το z − 0. Από αυτό προκύπτει ότι αφού το 0 ϐρίσκεται µεταξύ του −∞
και A τότε το Z − 0 ϑα έχει ένα γραµµικό παράγοντα z − e όπου το e
ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του 0 και του∞.

Επίσης Z = ∞ όταν z = −∞ Συνεπώς το Z −∞ έχει ένα πραγµατικό
γραµµικό παράγοντα z +∞ και το Z + A έχει παράγοντα το z + 0 και
άρα το Z + 0 ϑα έχει ένα γραµµικό παράγοντα z + d µε το το d να είναι
µεταξύ του 0 και του∞. Συνεπώς η πρόταση αποδείχτηκε.

Από αυτό τον συλλογισµό είναι ϕανερό πως η εξίσωση Z = 0 ϑα έχει
δύο πραγµατικές ϱίζες, η µία εκ των οποίων ϑα είναι ϑετική, η δε άλλη
αρνητική. ΄Ετσι, η εξίσωση

z4 + αz3 + βz2 + γz − δ2 = 0

ϑα έχει δύο πραγµατικές ϱίζες, η µία εκ των οποίων ϑα είναι ϑετική, η
δε άλλη αρνητική.

1.2 Σχόλια σχετικά µε την χρήση του ∞

1.
Ο Euler προϋποθέτει γνωστό ότι αν ένα πολυώνυµο

Z = zn + an−1z
n−1 + . . .

έχει µια ϱίζα ρ τότε ϑα γράφεται στην µορφή

(1.1) Z = (z − ρ)Z ′

όπου Z ′ είναι πολυώνυµο ως προς z κατά ένα ϐαθµό λιγότερο. Αυ-
τό είναι ένα γνωστό αποτέλεσµα την εποχή εκείνη από την στοιχειώδη
άλγεβρα. Σηµειώνουµε ότι πολλά αλγεβρικά αποτελέσµατα όπως για
παράδειγµα το διωνυµικό ϑεώρηµα µελετώνται εξαντλητικά και µε ε-
ξαιρετική διαύγεια στο ϐιβλίο του Euler, Στοιχεία ΄Αλγεβρας [;].

2. Το ∞
Αυτό που είναι καινούργιο στο Infinitorum είναι ότι ο Euler ϑεωρεί
εκτός των αριθµών ένα νέο σύµβολο το ∞ που το χρησιµοποιεί «σαν
αριθµό» µε την έννοια ότι αυτό µπορεί να εµφανίζεται σαν όρος πο-
λυωνύµων αλλά και τιµή για το z. Το ∞ δεν αναφέρεται πουθενά σαν
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αριθµός, και πολύ πιθανόν δεν εθεωρείτο σαν τέτοιος δεδοµένου ότι δεν
επιτρεπόταν να κάνει όλες τις πράξεις αλλά µόνο κάποιες από αυτές
(δες παρακάτω).

Στην παράγραφο 34 ϑεωρούµε ένα πολυώνυµο Z ϐαθµού περιττού, ας
πούµε 2n+ 1 µε συντελεστή του z2n+1 να είναι η µονάδα, ας πούµε

Z = z2n+1 + αz2n + βz2n−1 + γz2n−2 + . . .

Αντικαθιστά το z µε ∞ και µε αιτιολογία ότι « όλοι οι υπόλοιποι όροι
εξαφανίζονται πριν από τον πρώτο όρο zn» καταλήγει ότι στον υπολο-
γισµό ϑα αγνοήσει όλους τους άλλους όρους και συνεπώς το τελικό
αποτέλεσµα ϑα είναι

Z = (∞)2n+1 =∞

Για την κάπως δυσνόητη παρατήρηση του Euler ότι :

«όλοι οι υπόλοιποι όροι εξαφανίζονται πριν από τον πρώτο όρο zn»

ϑα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια ερµηνεία στο επόµενο σχόλιο.

΄Ετσι αφού το Z είναι πολυώνυµο και το Z−∞ είναι πολυώνυµο. Αφού
το Z −∞ µηδενίζεται όταν z =∞ εφαρµόζει το προηγούµενο αποτέλε-
σµα της στοιχειώδους άλγεβρας που εκφράζεται στον τύπο (1.1) για Z
το Z −∞ και ρ =∞ και συµπεραίνει ότι

(1.2) Z −∞ = (z −∞)Z ′

Επαναλαµβάνοντας τον συλλογισµό και για το ρ = −∞ για το πολυώ-
νυµο Z +∞ = Z − (−∞) καταλήγει στο

(1.3) Z +∞ = (z +∞)Z ′′

3. Λογισµός του ∞
Εδώ έχουµε δύο τύπους απείρου το ϑετικό∞ και το αρνητικό−∞. Από
την συζήτηση προκύπτει ότι αυτοί πολλαπλασιάζονται µεταξύ τους και
επίσης µε αριθµούς a διαφορετικούς του 0 µε τους παρακάτω κανόνες

(i) ∞ ·∞ = (−∞)(−∞) =∞.

(ii) ∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞.

(iii) a · ∞ =∞ αν a > 0.
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(iv) a · ∞ = −∞ αν a < 0.

(v) a · (−∞) = −∞ αν a > 0.

(vi) a · (−∞) =∞ αν a < 0.

και συνεπώς για κάθε ϕυσικό αριθµό n

∞2n = (−∞)2n =∞

∞2n+1 =∞

(−∞)2n+1 = −∞

Τι µπορούµε όµως να πούµε για την πρόσθεση όταν εµφανίζεται µέσα
το ∞; Σίγουρα ϑα πρέπει να προβλέπονται ή να υπονοούνται κανόνες
αφού πρέπει να αντικαταστήσουµε το ∞ ή το −∞ σε ένα πολυώνυµο
Z όπως ακριβώς έκανε και Euler στις παραγράφους 34 και 37 που
παραθέσαµε παραπάνω.

Για να εξηγήσουµε και την παρατήρηση του Euler ότι :

«όλοι οι υπόλοιποι όροι εξαφανίζονται πριν από τον πρώτο όρο zn»

ϑα κάνουµε τις παρακάτω υποθέσεις :

Με a ϑα ϑεωρούµε έναν οποιοδήποτε πραγµατικό αριθµό (συνήθη, πε-
περασµένο)

(i) a+∞ =∞+ a =∞

(ii) a+ (−∞) = a−∞ = −∞+ a = −∞

(iii) ∞+∞ =∞, (−∞) + (−∞) = −∞

(iv) Αν a 6= 0 τότε
a

∞
=

a

−∞
= 0

(v) Αν n > m τότε
∞n

∞m
=∞(n−m) =∞

(vi) Αν n > m τότε

(−∞)n

∞m
= (−1)n∞(n−m) =

 ∞ αν n άρτιος

−∞ αν n περιττός
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(vii) Αν n > m τότε

∞n

(−∞)m
= (−1)m∞(n−m) =

 ∞ αν m άρτιος

−∞ αν m περιττός

(viii) Αν n > m τότε

(−∞)n

(−∞)m
= (−∞)(n−m) =

 ∞ αν n−m άρτιος

−∞ αν n−m περιττός

Με αυτούς τους κανόνες αν

Z = z2n+1 + αz2n + βz2n−1 + γz2n−2 + · · ·
και ϑέλουµε να ϐρούµε την τιµή του Z για z =∞ πρέπει να χρησιµο-
ποιήσουµε την ισοδύναµη µορφή

Z = z2n+1

Ç
1 + α

1

z
+ β

1

z2
+ γ

1

z3
+ · · ·

å
και αντικαθιστώντας το z µε∞ ϑα έχουµε

Z =∞2n+1

Ç
1 + α

1

∞
+ β

1

∞2
+ γ

1

∞3
+ . . .

å
=∞2n+1

Ç
1 + α

1

∞
+ β

1

∞
+ γ

1

∞
+ · · ·

å
=∞2n+1 (1 + 0 + 0 + 0 + · · · )

=∞2n+1

=∞
ενώ αντικαθιστώντας το z µε −∞ ϑα έχουµε

Z = (−∞)2n+1

Ç
1 + α

1

(−∞)
+ β

1

(−∞)2
+ γ

1

(−∞)3
+ . . .

å
= (−∞)2n+1

Ç
1 + α

1

−∞
+ β

1

∞
+ γ

1

−∞
+ . . .

å
= (−∞)2n+1 (1 + 0 + 0 + 0 + · · · )

= (−∞)2n+1

= −∞
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4. ΄Ενα δεύτερο είδος απείρου
Παρακάτω ϑα συναντήσουµε ένα νέο εντελώς διαφορετικό τύπο απεί-
ϱου, τους άπειρα µεγάλους ϑετικούς αριθµούς. ΄Ενας άπειρα µεγάλος
ϑετικός αριθµός είναι ένας ϑετικός αριθµός που είναι µεγαλύτερος από
κάθε συνήθη (δηλαδή πεπερασµένο ) ϑετικό αριθµό. Ας ϑεωρήσουµε
έναν τέτοιο αριθµό M . Τότε

M < M + 1 < M2

Αυτό σηµαίνει ότι ο M δεν έχει καµία σχέση µε το ∞ αφού

∞ =∞+ 1 =∞2

Με άλλα λόγια ο M παράγει άπειρους άλλους άπειρα µεγάλους ϑετι-
κούς και µάλιστα µε αύξοντα τρόπο, κατασκευάζοντας έτσι µια ιδιαίτερα
περίπλοκη ιεραρχία άπειρα µεγάλων αριθµών 1 για παράδειγµα

M < M + 1 < M + 2 < M + 3 < · · · <

2M < 2M + 1 < 2M + 2 < 2M + 3 < · · · < 3M

3M < 4M < 5M < 6M < . . .

MM < M2M < M3M < M2 . . .

MM2
< M2M2

< M3M . . .

Επίσης ο
1

M

ϑα είναι ένας αριθµός ϑετικός µικρότερος από κάθε συνήθη ϑετικό αριθµό
αλλά όχι µηδέν. Αντίθετα ο

1

∞
= 0

1Η διαδικασία αυτή ϑυµίζει την κατασκευή των υπερπερασµένων (transfinite) αριθµών α-
πό τον Cantor αλλά είναι σαφώς διαφορετική γιατί οι υπερπερασµένοι αριθµοί δεν αποτελούν
σώµα σε αντίθεση µε τους αριθµούς που ϑεωρεί ο Euler.
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1.3 Η εκθετική και η λογαριθµική συνάρτηση

(i) Τα εκθετικά είναι εκφράσεις στις οποίες ο εκθέτης είναι µεταβλήτος

(ii) Υπάρχουν διάφορες µορφές εκθετικών, για παράδειγµα

aa
x

, ay
x

, ya
x

, xy
x

διακρίνονται λοιπόν σε δύο κατηγορίες

(α΄) Ο εκθέτης να είναι µεταβλητός,
δηλαδή µια έκφραση της µορφής ax

(ϐ΄) Ο εκθέτης και η ϐάση να είναι µεταβλητές ποσότητες,
για παράδειγµα yx

(iii) Για λόγους διερεύνησης ϑα ϑεωρούµε µόνο εκθετικά της µορφής ax,
όπου το a ϑα είναι σταθερός όρος και το x ϑα είναι µεταβλητή.

(iv) (α΄) Για καθορισµένο x το οποίο ανήκει στο σύνολο των ϑετικών ακε-
ϱαίων έχουµε το καθορισµένο σύνολο τιµών

a1, a2, a3, a4, a5, . . .

(ϐ΄) αν το σύνολο τιµών είναι οι αρνητικοί ακέραιοι τότε το σύνολο
τιµών ειναι το

1

a
,

1

a2
,

1

a3
,

1

a4
,

1

a5

(γ΄) για x = 0 τότε έχουµε
a0 = 1

(v) Αν στο x αντικαταστήσουµε κλάσµατα όπως

1

2
,
1

3
,
2

3
, . . .

έχουµε τις τιµές √
a, a

1
3 , a

2
3 , . . .

εδώ ο Euler σηµειώνει ότι ϑα ϑεωρούµε µόνο την ϑετική ϱίζα παρότι
µπορούµε να έχουµε περισσότερες απο µία τιµές στην εξαγωγή ϱιζικών.

(vi) (α΄) Αν a = 1 τότε ax = 1

(ϐ΄) Αν a > 1
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i. Αν x > 0 τότε η τιµή του ax γίνεται µεγαλύτερη του 1 και
καθώς το x αυξάνει στο άπειρο, το ax αυξάνει στο άπειρο.

ii. Αν x = 0 τότε ax = 1

iii. Αν x < 0 τότε η τιµή του ax γίνεται µικρότερη του 1 και καθώς
το x πάει στο −∞, το ax πάει στο 0.

(γ΄) Αν a < 1 αλλά παραµένει ϑετικό τότε η τιµή του ax ϕθίνει όταν
το x αυξάνει πάνω από το 0. Το εκθετικό ax αυξάνει καθώς το x

αυξάνει στους αρνητικούς. Αφού a < 1 τότε
1

a
> 1 και ϑέτοντας

1

a
= b τότε ax = b−x.

Σε αυτό το σηµείο ο Euler ορίζει τον λογάριθµο.
¨∆οθέντος ενός ϑετικού αριθµού y ϑα δώσουµε µία τιµή στο x, έτσι ώστε

ax = y. Η τιµή του x λέγεται λογάριθµος του y.¨
Θα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό log y.

(i) Η τιµή του a είναι µεγαλύτερη του 0 και ονοµάζεται ϐάση του λογαρίθ-
µου.

(ii) Αν ax = y τότε x = log y

(iii) log 1 = 0 ανεξαρτήτου ϐάσης.

(iv) log a = 1, log a2 = 2, log a3 = 3, log a4 = 4, . . .

(v) Ο λογάριθµος ενός αριθµού µεγαλύτερου του 1 είναι ϑετικός ενώ ο
λογάριθµος ενός αριθµού µικρότερου του 1 είναι αρνητικός. Οι λογά-
ϱιθµοι αρνητικών αριθµών είναι µιγαδικοί αριθµοί.

(vi) Αν log y = z τότε log yn = nz δηλαδή log yn = n log y

(vii) Αν log y = z και log u = x τότε

(α΄) log y + log u = z + x = log(yu)

(ϐ΄) log y − log u = z − x = log
y

u

(viii) Επειδή ο λογάριθµος ενός αριθµού, ο οποίος αριθµός δεν είναι δύναµη
της ϐάσης, δεν είναι ούτε ϱητός ούτε άρρητος λέµε ότι είναι υπερβατική
ποσότητα.

(ix) Ο λόγος των λογαρίθµων δύο διαφορετικών τιµών είναι σταθερός ανε-
ξάρτητα του συστήµατος των λογαρίθµων.

Εδώ ο Euler σαν σύστηµα λογαρίθµων εννοεί τις διαφορετικές τιµές που
µπορεί να πάρει η ϐάση του λογάριθµου.



12 · Η χρήση του απείρου στον Euler

1.4 Το Κεφάλαιο VII

Στο Κεφάλαιο VII ο Euler ασχολείται µε την περαιτέρω µελέτη της εκθετικής
και της λογαριθµικής συνάρτησης. Παραθέτουµε αυτούσιο το Κεφάλαιο VII,
το οποίο ξεκινά από την παράγραφο 114 και τελειώνει στην παράγραφο 128,
και στο οποίο για πρώτη ϕορά εµφανίζονται οι άπειρα µικροί και οι άπειρα
µεγάλοι αριθµοί, δίνοντας ιδιαίτερα σηµαντικά και δύσκολα αποτελέσµατα,
όπως ϑα δούµε.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ VII

Εκθετικές και Λογαριθµικές Εκφρασµένες µέσω
απείρων Σειρών

114. Αφού a0 = 1 όταν ο εκθέτης του a µεγαλώνει, η δύναµη µεγαλώνει µε
την προϋπόθεση ότι το a είναι µεγαλύτερο από 1. Απο αυτό προκύπτει
πως αν ο εκθέτης είναι άπειρα µικρός και ϑετικός, τότε η δύναµη επίσης
ϑα υπερβαίνει το 1 κατά έναν αριθµό ο οποίος ϑα είναι επίσης άπειρα
µικρός και ϑετικός.

΄Εστω ω να είναι άπειρα µικρός και ϑετικός αριθµός, ή ένα κλάσµα όσο
µικρό επιθυµούµε αλλά όχι ίσο µε µηδέν, και τότε

aω = 1 + ψ

όπου και ο ψ ϑα είναι άπειρα µικρός και ϑετικός. Θα έχουµε ότι

ψ < ω είτε ψ = ω είτε ψ > ω

Το τι από αυτά τα τρία ϑα συµβαίνει εξαρτάται από την τιµή του a και
δεν είναι ακόµα γνωστό. Ας ϑέσουµε λοιπόν

ψ = kω

Θα έχουµε
aω = 1 + kω

και ϑεωρώντας το a σαν ϐάση των λογαρίθµων, έχουµε

ω = log(1 + kω)
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Για να γίνει πιο καθαρό µε πιο τρόπο ο αριθµός k εξαρτάται από το a ας
υποθέσουµε ότι a = 10. Με χρήση των κοινών πινάκων των λογαρίθµων,
ϐρίσκουµε το λογάριθµο ενός αριθµού που υπερβαίνει το 1 κατά µια
όσο το δυνατόν µικρή ϑετική ποσότητα, για παράδειγµα

1 +
1

1000000
,

οπότε
kω =

1

1000000
.

Τότε

log

Ç
1 +

1

1000000

å
= log

1000001

1000000
= 0.00000043429 = ω.

Αφού
kω = 0, 00000100000

ϑα έχουµε ότι
1

k
=

43429

1000000
και συνεπώς

k =
1000000

43429
= 2.30258

παρατηρούµε ότι ο k είναι πεπερασµένος αριθµός ο οποίος εξαρτάται
από την την ϐάση a. Αν είχαµε διαλέξει µια διαφορετικη ϐάση, τότε ο
λογάριθµος του ίδιου αριθµού 1 + kω ϑα διέφερε από τον λογάριθµο
που ήδη υπολογίσαµε. Συνεπώς ϑα προέκυπτε και µια διαφορετική
τιµή για το k.

115. Αφού
aω = 1 + kω

ϑα έχουµε ότι
ajω = (1 + kω)j

όποια τιµή και αν δώσουµε στο j. Προκύπτει ότι

aωj =

(
j

0

)
(kω)0 +

(
j

1

)
(kω)1 +

(
j

2

)
(kω)2 +

(
j

3

)
(kω)3 + . . .

= 1 +
j

1
kω +

j(j − 1)

1 · 2
k2ω2 +

j(j − 1)(j − 2)

1 · 2 · 3
k3ω3 + . . .
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Θέτουµε
j =

z

ω

όπου το z είναι πεπερασµένος συνήθης αριθµός. Αφού το ω είναι άπειρα
µικρό ϑα έχουµε ότι το j ϑα είναι άπειρα µεγάλο. Τότε έχουµε ότι

ω =
z

j

όπου το ω αναπαριστάται από ένα κλάσµα µε πεπερασµένο αριθµητή
και άπειρα µεγάλο παρονοµαστή και συνεπώς το ω είναι άπειρα µικρό,
όπως και ϑα έπρεπε. Αντικαθιστώντας µε

z

j
το ω παίρνουµε

az =

Ç
1 +

kz

j

åj
= 1 +

1

1
kz +

1(j − 1)

1 · 2j
k2z2 +

1(j − 1)(j − 2)

1 · 2j · 3j
k3z3

+
1(j − 1)(j − 2)(j − 3)

1 · 2j · 3j · 4j
k4z4

+
1(j − 1)(j − 2)(j − 3)(j − 4)

1 · 2j · 3j · 4j · 5j
k5z5 + . . .

Αυτή η εξίσωση είναι αληθής υπό την προϋπόθεση ότι ένας άπειρα
µεγάλος αριθµός αντικαθίσταται στην ϑέση του j, αλλά τότε ο k ϑα
είναι ένας συνήθης πεπερασµένος αριθµός, ο οποίος εξαρτάται από το
a, όπως ήδη έχουµε δει.

116. Αφού το j είναι άπειρα µεγάλο,
j − 1

j
= 1 και όσο µεγαλύτερος

είναι ο αριθµός που µπαίνει στη ϑέση του j τόσο πιο κοντά η τιµή
j − 1

j
πηγαίνει στο 1.

Συνεπώς αν ο j είναι ένας αριθµός µεγαλύτερος από κάθε (συνήθη)

αριθµό µε τον οποίο µπορούµε να αντικαταστήσουµε το j, τότε
j − 1

j
είναι ίσο µε 1.

Για τον ίδιο λόγο
j − 1

j
= 1,

j − 2

j
= 1,

Συνεπώς
j − 1

2j
=

1

2
,

j − 2

3j
=

1

3
,

j − 3

4j
=

1

4
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και ούτω καθεξής. Αν αντικαταστήσουµε τις τιµές αυτές παίρνουµε

az = 1 +
kz

1!
+
k2z2

2!
+
k3z3

3!
+ · · ·

Η τελευταία αυτή εξίσωση εκφράζει µια σχέση µεταξύ των αριθµών a
και k και αν ϑέσουµε

z = 1

ϑα έχουµε

a = 1 +
k

1
+

k2

1 · 2
+

k3

1 · 2 · 3
+

k4

1 · 2 · 3 · 4
+ · · ·

Αν a = 10 τότε το k ϑα είναι προσεγγιστικά ίσο µε 2.30258 όπως ήδη
έχουµε δει.

117. Ας υποθέσουµε ότι b = an και έστω ότι το a είναι η ϐάση για τους
λογαρίθµους, οπότε log b = n. Αφού

bz = anz

ϑα έχουµε την άπειρη σειρά

bz = 1 +
nkz

1!
+
n2k2z2

2!
+
n3k3z3

3!
+
n4k4z4

4!
+ · · ·

Αντικαταστούµε το n µε log b και έχουµε

bz = 1 +
(log b)kz

1!
+

(log b)2bk2z2

2!
+

(log b)3k3z3

3!
+

(log b)4k4z4

4!
+ · · ·

Αν γνωρίζουµε την τιµή του k για την δοθείσα ϐάση a, η γενική εκθετική
bz µπορεί να εκφραστεί σαν άπειρη σειρά µε όρους που είναι δυνάµεις
του z.

΄Εχοντας αυτό υπόψιν πάµε τώρα να δείξουµε πως οι λογάριθµοι µπο-
ϱούν αν εκφραστούν µέσω των απείρων σειρών.

118. Αφού
aω = 1 + kω

όπου το ω είναι ένα άπειρα µικρό κλάσµα και η σχέση των a και k
δίνεται από τον τύπο

a = 1 +
k

1
+

k2

1 · 2
+

k3

1 · 2 · 3
+

k4

1 · 2 · 3 · 4
+ · · ·



16 · Η χρήση του απείρου στον Euler

αν ϑεωρήσουµε το a σαν ϐάση των λογαρίθµων, τότε

ω = log(1 + kω)

και
jω = log(1 + kω)j

Είναι σαφές ότι όσο πιο µεγάλος είναι ο αριθµός που επιλέγεται στη
ϑέση του j τόσο περισσότερο το (1 + kω)j ϑα ξεπερνά το 1. Αν ϑέσουµε
το j να είναι ένας άπειρος αριθµός, η τιµή της δύναµης log(1 +kω)j ϑα
γίνει µεγαλύτερη από κάθε αριθµό µεγαλύτερο του 1. Αν τώρα ϑέσουµε
log(1 + kω)j = 1 + x τότε log(1 + x) = jω. Εφόσον το jω είναι ένας
πεπερασµένος αριθµός, δηλαδή ο λογάριθµος του 1 + x, είναι εµφανές
ότι το j πρέπει να είναι ένας άπειρα µεγάλος αριθµός, διαφορετικά, το
jω δεν ϑα µπορεί να έχει πεπερασµένη τιµή.

119. ΄Εχοντας ϑέσει ότι log(1+kω)j = 1+x, έχουµε ότι 1+kω = (1+x)
1
j και

kω = (1 + x)
1
j − 1, ώστε jω = j

k
((1 + x)

1
j − 1). Επειδή jω = log(1 + x),

έπεται ότι log(1+x) = j
k
(1+x)

1
j − j

k
, όπου j είναι ένας αριθµός άπειρα

µεγάλος. ΄Οµως έχουµε ότι

(1 + x)
1
j =

1+
1

j
−1(j − 1)

j · 2j
x2+

1(j − 1)(2j − 1)

j · 2j · 3j
x3−1(j − 1)(2j − 1)(3j − 1)

j · 2j · 3j · 4j
x4+· · · .

Αφού το j είναι ένας άπειρος αριθµός, j−1
2j

= 1
2
, 2j−1

3j
= 2

3
, 3j−1

4j
=

3
4
,κ.ο.κ. Τώρα έπεται ότι j(1 + x)

1
j = j + x

1
− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ · · · .

Σαν αποτέλεσµα έχουµε ότι log(1+x) = 1
k
(x
1
− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ · · · ), όπου

a είναι η ϐάση του λογαρίθµου και

a = 1 +
k

1
+

k2

1 · 2
+

k3

1 · 2 · 3
· · ·

.

120. Εφόσον έχουµε µια σειρά για τον λογάριθµο του (1 + x), µπορούµε να
την χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε τον αριθµό k όταν το a είναι η
ϐάση. Αν ϑέσουµε 1 + x = a, επειδή log a = 1 ,έχουµε

1 =
1

k
(
a− 1

1
− (a− 1)2

2
+

(a− 1)3

3
− (a− 1)4

4
+ · · · )
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΄Επεται ότι

k =
a− 1

1
− (a− 1)2

2
+

(a− 1)3

3
− (a− 1)4

4
+ · · · .

Αν ϑέσουµε a = 10, η τιµή αυτής της άπειρης σειράς ϑα είναι περίου
ίση µε 2, 30258. ΄Εχουµε ότι 2, 30258 = 9

1
− 92

2
+ 93

3
− 94

4
+ · · · . αλλά

αυτό είναι δύσκολο να το δούµε καθώς οι όροι της σειράς συνεχώς
µεγαλώνουν και το άθροισµα µερικών όρων δεν ϕαίνεται να προσεγγίζει
κάποιο όριο. Σύντοµα ϑα έχουµε µία απάντηση σε αυτό το παράδοξο.

121. Εφόσον

log(1 + x) =
1

k
(
x

1
− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · ),

όταν αντικαταστήσουµε µε −x το x, παίρνουµε

log(1− x) = −1

k
(
x

1
+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+ · · · ).

Αν αφαιρέσουµε την δεύτερη σειρά από την πρώτη παίρνουµε

log(1 + x)− log(1− x) = log(
1 + x

1− x
) =

=
2

k
(
x

1
+
x3

3
+
x5

5
+
x7

7
+ · · · ).

Αν τώρα ϑέσουµε 1+x
1−x = a, ώστε x = a−1

a+1
, και επειδή log a = 1, έχουµε

ότι

k = 2(
a− 1

a+ 1
+

(a− 1)3

3(a+ 1)3
+

(a− 1)5

5(a+ 1)5
+ · · · ).

Από αυτήν την εξίσωση µπορούµε να ϐρούµε την τιµή του k όταν το a
ειναι δοσµένο. Για παράδειγµα, αν a = 10 τότε

k = 2(
9

11
+

93

3 · 113
+

95

5 · 115
+ · · · )

και οι όροι αυτής της σειράς ϕθίνουν κατά έναν ϕυσιολογικό τρόπο έτσι
ώστε σύντοµα να επιτευχθεί µια ικανοποιητική προσέγγιση.
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122. Αφού µπορούµε να επιλέξουµε ελεύθερα την ϐάση a στο σύστηµα των
λογαρίθµων, επιλέγουµε a έτσι ώστε k = 1. Υποθέτοντας τώρα ότι το
k = 1, η σειρά στην παράγραφο 116,

1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+

1

1 · 2 · 3 · 4
+ · · ·

είναι ίση µε a. Αν οι όροι αναπαρασταθούν σαν δεκαδικά κλάσµατα και
αθροιστούν, ϐρίσκουµε την τιµή για το a = 2, 71828182845904523536028 · · · .
΄Οταν επιλεχθεί αυτή η ϐάση, ο λογάριθµος ονοµάζεται ϕυσικός ή υ-
περβολικός. Το δεύτερο όνοµα χρησιµοποιήται επείδη ο τετραγωνισµός
µιας υπερβολής µπορεί να εκφραστεί µέσω τέτοιων λογαρίθµων.

Για λόγους συντοµίας, για τον αριθµό 2, 71828182845904523536028 · · ·
ϑα χρησιµοποιούµε το σύµβολο e, το οποίο ϑα υποδηλώνει την ϐάση
τών ϕυσικών ή υπερβολικών λογαρίθµων, όπου αντιστοιχεί στην τιµή
k = 1, και το e συβολίζει το άθροισµα της άπειρης σειράς

1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+

1

1 · 2 · 3 · 4
+ · · · .

123. Οι ϕυσικοί λογάριθµοι έχουν την ιδιότητα ότι ο λογάροθµος του 1 + ω
είναι ίσος µε ω, όπου ω είναι µία άπειρα µικρή ποσότητα. Από αυτό
έπεται ότι k = 1 και έτσι οι ϕυσικοί λογάριθµοι όλων των αριθµών
µπορούν να ϐρεθούν. ΄Εστω ότι το e αντιπροσωπεύει τον αριθµό που
ϐρήκαµε παραπάνω, τότε

ez = 1 +
z

1
+

z2

1 · 2
+

z3

1 · 2 · 3
+

z4

1 · 2 · 3 · 4
+ · · · ,

και οι ϕυσικοί λογάριθµοι µπορούν να ϐρεθούν από αυτές τις σειρές
όπου

log(1 + x) =
x

1
− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · ,

και

log(
1 + x

1− x
) =

2x

1
+

2x3

3
+

2x5

5
+

2x7

7
+ · · · .

Η τελευταία σειρά συγκλίνει ισχυρά αν αντικαταστήσουµε ένα εξαιρετι-
κά µικρό κλάσµα στην ϑέση του x. Για παράδειγµα, αν x = 1

5
, τότε

log
6

4
= log

3

3
=

2

1 · 5
+

2

3 · 53
+

2

5 · 55
+

2

7 · 57
+ · · · .
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Αν x = 1
7
, τότε

log
4

3
=

2

1 · 7
+

2

3 · 73
+

2

5 · 75
+

2

7 · 77
+ · · · .

Αν x = 1
9
, τότε

log
5

4
=

2

1 · 9
+

2

3 · 93
+

2

5 · 95
+

2

7 · 97
+ · · · .

Από τους λογαρίθµους αυτών των κλασµάτων µπορούµε να ϐρούµε τους
λογαρίθµους των ακεραίων αριθµών. Από τις ιδιότητες των λογαρίθµων
έχουµε log 3

2
+ log 4

3
= log 2 και log 3

2
+ log 2 = log 3 και 2 log 2 = log 4.

Περαιτέρω έχουµε log 5
4

+ log 4 = log 5, log 2 + log 3 = log 6, 3 log 2 =
log 8, 2 log 3 = log 9, log 2 + log 5 = log 10.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Τώρα µπορούµε να αναφέρουµε τις τιµές των ϕυσικών λογαρίθµων των
ακαιρέων από το 1 ως το 10.

log 1 = 0, 00000 00000 00000 00000 00000

log 2 = 0, 69314 71805 59945 30941 00000

log 3 = 1, 09861 22888 68109 69139 52452

log 4 = 1, 38629 43611 19890 61833 44642

log 5 = 1, 60943 79124 34100 37460 07460

log 6 = 1, 79175 94692 28055 00081 24773

log 7 = 1, 94591 01490 55313 30510 54639

log 8 = 2, 07944 15416 79835 92825 16964

log 9 = 2, 19722 45773 36219 38279 04905

log 10 = 2, 30258 50929 94045 68401 79914

΄Ολοι οι λογάριθµοι υπολογίστηκαν από τις παραπάνω τρεις σειρές, ε-
κτός από το log 7 όπου µπορεί να ϐρεθεί µε τον εξής τρόπο. Αν ϑέ-
σουµε στην τελευταία σειρά x = 1

99
ϑα έχουµε log 100

98
= log 50

49
=

0, 0202027073175194484078230. ΄Οταν αυτό αφαιρεθεί από το log 50 =
2 log 5 + log 2 = 3, 9120230054281460586187508 ϐρήσουµε το log 49.
΄Οµως log 7 = 1

2
log 49.
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124. ΄Εστω ο ϕυσικός λογάριθµος του 1 + x να είναι ίσος µε y, τότε

y =
x

1
− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · .

Τώρα έστω ότι το a είναι η ϐάση του συστήµατος των λογαρίθµων και
έστω u να είναι ο λογάριθµος του 1 + x σε αυτό το σύστηµα. Τότε όπως
έχουµε δει

u =
1

k
(
x

1
− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · ) =

y

k
.

΄Επεται ότι k = y
u
, και αυτή είναι η πιο ϐολική µέθοδος να υπολογί-

Ϲουµε την τιµή του k που αντιστοιχεί στην τιµή της ϐάσης a, δίνεται
από το πηλίκο του ϕυσικού λογαρίθµου οποιουδήποτε αριθµού διαι-
ϱούµενο απο τον λογάριθµο του ίδιου αριθµού µε ϐάση το a. Υπο-
ϑέτοντας ότι ο αριθµός είναι το a, τότε u = 1 και το k είναι ίσο µε
τον ϕυσικό λογάριθµο του a. Στο σύστηµα των κοινών λογαρίθµων,
όπου η ϐάση είναι το a = 10, το k είναι ο ϕυσικός λογάριθµος του
10. ΄Επεται ότι k = 2, 3025850929940456840179914, όπου είναι η τι-
µή που υπολογίστηκε παραπάνω. Αν κάθε ϕυσικός λογάριθµος διαι-
ϱεθεί µε τον αριθµό k, ή πολλαπλασιαστεί µε το δεκαδικό κλάσµα
0, 4342944819032518276511289, τότε τα αποτελέσµατα είναι οι κοινοί
λογάριθµοι µε ϐάση το a.

125. Εφόσον

ez = 1 +
z

1
+

z2

1 · 2
+

z3

1 · 2 · 3
+ · · · ,

αν ϑέσουµε ay = ex, τότε παίρνοντας τον ϕυσικό λογάριθµο, έχουµε
y log a = z, αφού log e = 1. Αντικαθιστούµε τώρα την τιµή αυτή στην
σειρά για να πάρουµε

ay = 1 +
y log a

1
+
y2(log a)2

1 · 2
+
y3(log a)3

1 · 2 · 3
+ · · · .

Μ εαυτόν τον τρόπο κάθε εκθετικό, µε την ϐοήθεια των ϕυσικών λογα-
ϱίθµων, µπορεί να εκφραστεί σαν άπειρη σειρά. Τώρα έστω j να είναι
ένας άπειρα µεγάλος αριθµός, τότε και τα εκθετικά και οι λογάριθ-
µοι µπορούν να εκφραστούν σαν δυνάµεις. Αυτό γιατί ez = (1 + z

j
)j

και έτσι ay = (1 + y log a
j

)j. Για τους ϕυσικούς λογάριθµους έχουµε

log(1 + x) = j((1 + x)
1
j − 1). ΄Αλλες χρήσεις των ϕυσικών λογάριθµων

εµφανίζονται στον ολοκληρωτικό λογισµό.
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1.5 Σχόλια σχετικά µε την παράγραφο 114.

Θα µπορούσαµε να δούµε την παράγραφο 114 σαν µια περιγραφή της συ-
νέχειας και της παραγωσιµότητας της εκθετικής συνάρτησης µέσω των απει-
ϱοστών. ΄Εννοια ορίου δεν υπήρχε στην εποχή του Euler (εισήχθει αργότερα
από τους Cauchy, Weierstrass ) και συνεπώς ούτε κάποιος ορισµός συνεχούς
συνάρτησης. Εξάλλου όλες οι συναρτήσεις (και αυτό προκύπτει και από την
συζήτηση που κάνει ο Euler για την έννοια της συνάρτησης ) ήταν εξ ορισµού
καλές συνεχείς και σχεδόν πάντοτε παραγωγίσιµες. Ωστόσο, αυτό δεν σηµαί-
νει ότι οι µαθηµατικοί του δέκατου όγδοου αιώνα (και πολύ πριν, ήδη από
τον Leibniz και το Newton ) δεν είχαν σαφή εικόνα της συνέχειας.

Ο τρόπος µε τον οποίο ο Euler ϐλέπει την συνέχεια απαιτεί την χρήση των
απειροστών.

΄Οπως είδαµε στα προηγούµενα ο Euler χρησιµοποιεί το σύµβολο ∞ για
να εκφράσει το άπειρο. Αυτό δεν µπορεί να ϑεωρηθεί σαν πραγµατικός αριθ-
µός και ϑα το εξαιρέσουµε. Οι πραγµατικοί αριθµοί ϕαίνεται να χωρίζονται
σε διάφορες κατηγορίες όπως:

(i) Τους συνήθεις.

(ii) Τους άπειρα µεγάλους.

(iii) Τους άπειρα µικρούς ή απειροστούς.

Οι κατηγορίες αυτές συνδέονται µεταξύ τους από τις συνηθισµένες ιδιό-
τητες των αριθµών. Για παράδειγµα

• Αν ω είναι ϑετικός αριθµός άπειρα µικρός και όχι µηδέν τότε ο

M =
1

ω

ϑα είναι ένας άπειρα µεγάλος αριθµός. Αλλά και αντίστροφα,

• Αν M είναι (ϑετικός αναγκαστικά) αριθµός άπειρα µεγάλος και όχι
µηδέν τότε ο

ω =
1

M
ϑα είναι ένας άπειρα µικρός αριθµός 6= 0.

• Αν M είναι άπειρα µεγάλος τότε και οι

M + 1, M + 2,
√
M, M +

√
2M

4
√
M, M2 − 6 +MM +

1

M

ϑα είναι άπειρα µεγάλοι.
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• Αν M,N είναι άπειρα µεγάλοι τότε οι

M −N, M2 −N3,
M

N
,

M3 + 2

N +
√
N

είναι αριθµοί (δηλαδή ορίζονται) όµως δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων
αν είναι συνήθεις, µη συνήθεις, άπειρα µικροί ή άπειρα µεγάλοι.

Σχετικά µε τις παραδοχές που κάνει ο Euler στο Introductio ϑα ασχοληθού-
µε στο επόµενο σχόλιο.

΄Εστω a > 1 συνήθης πραγµατικός αριθµός. Ο Euler ϑεωρεί δεδοµένο ότι
η συνάρτηση ax είναι «συνεχής» στο 0 δηλαδή αν πάρουµε ω να είναι άπειρα
µικρό (δηλαδή άπειρα κοντά στο 0) τότε το aω ϑα είναι άπειρα κοντά στο 0 µε
την έννοια ότι ϑα υπάρχει ψ άπειρα µικρό επίσης µε

aω = a0 + ψ = 1 + ψ

Λόγω των ιδιοτήτων της εκθετικής αν ω > 0 ϑα πρέπει και ψ > 0 αφού αν
a > 1 η εκθετική συνάρτηση ax είναι γνήσια αύξουσα και συνεπώς aω > 1.

Στη συνέχεια ο Euler ασχολείται µε τον λόγο

k =
aω − 1

ω

Αυτό που ϑέλει ο Euler να µεταφέρει στον αναγνώστη είναι ότι ισχύουν
πάντα τα εξής :

• Το k είναι πάντα συνήθης αριθµός και όχι άπειρα µικρός ή άπειρα
µεγάλος ή άθροισµα συνήθη µε άπειρα µικρό (που είναι πεπερασµένο
µεν αλλά όχι συνήθης αριθµός)

• Το k εξαρτάται από τον αριθµό a και µόνον και όχι από το ω.

Επειδή δεν είναι δυνατόν να υπάρχει κάποιο αλγεβρικό επιχείρηµα που να
µπορεί να στηρίξει αυτή την άποψη καταφεύγει σε µια «εµπειρική απόδειξη»,
δηλαδή σε ένα ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ, όπου ϑεωρεί το

a = 10

και το
ω =

1

1000000
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(προφανώς προσεγγιστικά) και κάνει όσο το δυνατόν ακριβείς υπολογισµούς
µε χρήση πινάκων λογαρίθµων ϐρίσκοντας ότι

k = 2.30258 . . . .

Ουσιαστικά, το k είναι η τιµή παραγώγου της ax στο x = 0, µε την
γνωστή εκείνη την εποχή έννοια της παραγώγου όπως την ϑεώρησαν οι Leib-
niz, Newton και Fermat.

Σχόλιο στο ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ.

Προφανώς το να ϑέσει κάποιος ω =
1

1000000
ϕαίνεται να είναι ένα λογικό

σφάλµα, αφού ο ω δεν είναι ίσος µε
1

1000000
(ούτε καν µπορεί να εκφραστεί

σαν συγκεκριµένο κλάσµα) και επίσης δεν ϕαίνεται να δικαιολογείται γιατί

το
1

1000000
είναι «µικρό». Αυτό που ϑέλει να µεταδώσει στον αναγνώστη ο

Euler είναι ότι αν ϑέτει τιµές στο ω που είναι ϑετικές και πλησιάζουν όλο και
περισσότερο στο 0 ϑα λαµβάνει τιµές που ϑα πλησιάζουν ένα συγκεκριµένο

αριθµό. ΄Ετσι αν για ω =
1

1000000
παίρνουµε k = 2.30258 . . . για µικρότερες

τιµές στη ϑέση του ω π.χ ω =
1

100000000000000000000000
ϑα έχουµε και

πάλι2 k = 2.30258 . . . .

1.6 Παραδοχές

Για να µεταφέρουµε σε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα την µέθοδο του Euler
ϑα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των Ορισµών και των «Αξιωµάτων», όπου µε
τον όρο «Αξίωµα» ϑα εννοούµε κάθε αρχή που ϑεωρούµε ότι δέχεται ο Euler
σαν προφανή και ως τέτοια την διατυπώνει έµµεσα. Ωστόσο, η αξιωµατική
προσέγγιση του απειροστικού είναι έξω από το πνεύµα του Euler και για το
λόγο αυτό προτιµούµε τον όρο «Παραδοχή» παρά αυτόν του αξιώµατος.

Η προσέγγιση του Απειροστικού λογισµού, µέσω απειροστών όπως έγινε
από τους Leibniz και Newton και την οποία χρησιµοποιεί ο Euler ϑεωρήθηκε
σαν ατελής και µη-αυστηρή και εγκαταλείφθηκε (σχεδόν οριστικά) τον δέκατο
ένατο αιώνα, µετά την εισαγωγή της έννοιας του ορίου.

Στα 1970 ο A. Robinson δείχνει ότι η ϑεώρηση άπειρα µικρών και άπειρα
µεγάλων αριθµών αριθµών στην Ανάλυση, και η χρήση τους όπως γινόταν
από τους παλαιότερους µαθηµατικούς είναι απόλυτα ορθή, µε την έννοια ότι
δεν µπορεί να ϕθάσει σε λογικές αντιφάσεις.

2µε περισσότερο καλή προσέγγιση αλλά τα πρώτα στοιχεία ϑα συµπίπτουν.
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Ο τρόπος µε τον οποίο ο ο Robinson δείχνει τη «συνέπεια των απειρο-
στών» απαιτεί εργαλεία από την µαθηµατική λογική, έναν µαθηµατικό κλάδο
άγνωστο πριν από τον εικοστό αιώνα. Ξεκινώντας από το γνωστό σύστηµα R
των πραγµατικών αριθµών, όπως κατασκευάστηκε αυστηρά από του Cantor
και Dedekind, το οποίο είναι ένα πλήρες διατεταγµένο σώµα, το επεκτείνει
σε ένα πολύ ευρύτερο διατεταγµένο σώµα ∗R το οποίο ονοµάζει σύνολο των
υπερπραγµατικών αριθµών αριθµών.

Η τεχνική αυτή που χρησιµοποιεί ο Robinson δεν επεκτείνει απλά τους
πραγµατικούς αριθµούς αλλά και κάθε συνάρτηση ή ακόµα και κάθε στοι-
χειώδη έννοια που ορίζεται στους πραγµατικούς αριθµούς, και εφαρµοζόταν
ήδη στην καλούµενη «Θεωρία Μοντέλων». Την Ανάλυση που γίνεται µέσα
στα πλαίσια της ϑεωρίας των υπερπραγµατικών αριθµών του Robinson, δη-
λαδή µε χρήση άπειρα µικρών και άπειρα µεγάλων αριθµών, ονοµάζουµε
«Μη-Τυπική Ανάλυση» σε αντιδιαστολή µε την «Τυπική Ανάλυση» η οποία
αποφεύγει πλήρως την χρήση άπειρα µικρών και άπειρα µεγάλων αριθµών
αντικαθιστώντας τα µε ε− δ ορισµούς, όπως αυτόν του ορίου.

Πρέπει να γίνει κατανοητό ότι ο Euler δεν ενδιαφέρεται για την «αυστη-
ϱότητα» και ούτε χάνει χρόνο για χάρη της. Ο ϐασικός σκοπός είναι να
µεταδώσει µεθόδους και ένα τρόπο σκέψης µε τον οποίο κάποιος παράγει
γρήγορα και αποτελεσµατικά ορθές µαθηµατικές αλήθειες. Τα άπειρα και
τα απειροστά είναι απλά δεδοµένα τεχνικά εργαλεία (όπως ήδη και στον Αρ-
χιµήδη), και η ϐασική επιδίωξη του Infinitorum είναι να µεταδώσει τη ορθή
και κυρίως αποτελεσµατική χρήση τους.

Ορισµός 1.2.

(i) ΄Ενας αριθµόςM ϑα λέγεται άπειρα µεγάλος αν για κάθε πεπερασµένο
ϕυσικό αριθµό n ισχύει M > n.

(ii) ΄Ενας πραγµατικός αριθµός ω ϑα λέγεται απειροστός αν για κάθε ϕυσικό
αριθµό n ισχύει

− 1

n
< ω <

1

n
, ή ισοδύναµα |ω| < 1

n

Παραδοχή 1. Υπάρχει τουλάχιστον ένας άπειρα µεγάλος ϕυσικός αριθµός.

Παραδοχή 2. Οι πραγµατικοί αριθµοί συνήθεις, άπειρα µεγάλοι ή απειροστοί
έχουν όλες τις στοιχειώδεις αλγεβρικές ιδιότητες που γνωρίζουµε για τους συ-
νήθεις αριθµούς και συγκεκριµένα:

(i) Για δύο οποιουδήποτε αριθµούς, συνήθεις, άπειρα µεγάλους ή απειρο-
στούς a, b ορίζεται το άθροισµά τους a + b και το γινόµενό τους ab, ώστε
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να συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες πράξεις στους συνήθεις αριθµούς και να
ισχύουν όλες οι ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού που
γνωρίζουµε για τους συνήθεις αριθµούς :

(ii) a+ (b+ c) = (a+ b) + c και a · (b · c) = (a · b) · c.

(iii) a+ b = b+ a και a · b = b · a.

(iv) Για κάθε πραγµατικό αριθµό a ισχύει ότι a+ 0 = a και a · 1 = a.

(v) Για κάθε πραγµατικό αριθµό a υπάρχει µοναδικός πραγµατικός −a, µε
a+ (−a) = 0.

(vi) Για κάθε πραγµατικό αριθµό a 6= 0 υπάρχει µοναδικός πραγµατικός a−1,
µε a · a−1 = 1.

(vii) a · (b+ c) = a · b+ a · c.

(viii) Η σχέση ολικής διάταξης ≤ των συνηθισµένων αριθµών επεκτείνεται και
σε όλους τους αριθµούς ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(ix) Αν a, b είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, είτε συνήθεις είτε άπειρα µεγάλοι είτε
απειροστοί και 0 ≤ a και 0 ≤ b τότε 0 ≤ a+ b και 0 ≤ a · b

(x) Αν a, b είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, είτε συνήθεις είτε άπειρα µεγάλοι είτε
απειροστοί και τότε ισχύει a ≤ b αν και µόνο αν a+ (−b) ≤ 0.

Από τον ορισµό που δίνει ο Euler και ειδικά την συζήτηση που κάνει σε
διάφορα µέρη στο Introductio είναι ϕανερό ότι οι συναρτήσεις πρέπει να
δίνονται από «αναλυτικό τύπο», να περιέχουν µία ή περισσότερες µεταβλητές
στις οποίες µπορούµε να αντικαταστήσουµε αριθµούς κάθε είδους, και µε
αυτό υπονοείται ότι µπορεί να είναι πραγµατικοί µιγαδικοί συνήθεις ή άπειρα
µικροί ή άπειρα µεγάλοι.

Παραδοχή 3. Κάθε συνάρτηση f(x) που ορίζεται στους συνήθεις πραγµατικούς
αριθµούς επεκτείνεται στο σύνολο όλων των πραγµατικών αριθµών µε µοναδικό
τρόπο, και διατηρεί όλες τις ιδιότητες της.

Η παραδοχή 3 χρειάζεται µια περαιτέρω επεξήγηση, δεδοµένου ότι η έν-
νοια «ιδιότητα» δεν είναι απόλυτα σαφής. Μια αυστηρή διατύπωση της πα-
ϱαδοχής 3 απαιτεί την χρήση µαθηµατικής λογικής στην οποία ορίζεται τι
σηµαίνει «ιδιότητα»

Η Παραδοχή 1, της ύπαρξης απειροστών διαφορετικών από το 0, οδηγεί
σε µια σχέση ισοδυναµίας µεταξύ των αριθµών.
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Ορισµός 1.3. Αν x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί ϑα λέµε ότι ο x είναι απείρως
κοντά στον y και ϑα γράφουµε x ' y αν ο x−y είναι άπειρα µικρός αριθµός.

Ορισµός 1.4. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός x λέγεται ϕραγµένος αν υπάρχει
ϕυσικός αριθµός n µε

−n < x < n

Παραδοχή 4. Για κάθε ϕραγµένο αριθµό x υπάρχει µοναδικός συνήθης
αριθµός a µε x ' a. Θα ονοµάζουµε τυπικό µέρος του x, και ϑα συµβολίζουµε
µε st(x), την ισότητα

a = st(x)

.

Είναι εύκολο να δούµε ότι το τυπικό µέρος st των ϕραγµένων αριθµών
έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

Πρόταση 1.5.

(i) Αν ω είναι απειροστός τότε st(ω) = 0.

(ii) Αν x, y είναι ϕραγµένοι αριθµοί τότε x ' y αν και µόνο αν st(x) = st(y).

(iii) Αν x, y είναι ϕραγµένοι αριθµοί τότε ο x + y είναι ϕραγµένος και st(x +
y) = st(x) + st(y).

(iv) Αν x, y είναι ϕραγµένοι αριθµοί τότε ο xy είναι ϕραγµένος και st(xy) =
st(x)st(y).

(v) Αν x, y είναι ϕραγµένοι αριθµοί και ο y δεν είναι άπειρα µικρός τότε ο
x

y

είναι ϕραγµένος και st

Ç
x

y

å
=

st(x)

st(y)
.

Απόδειξη. Θα δείξουµε µόνο το τελευταίο.
Αν x, y είναι ϕραγµένοι αριθµοί και ο y δεν είναι άπειρα µικρός τότε

x = a + ω, y = b + ψ, όπου a = st(x). b = st(y) 6= 0 συνήθεις και ω, ψ
άπειρα µικροί. Τότε

x

y
− a

b
=
a+ ω

b+ ψ
− a

b
=
b(a+ ω)− a(b+ ψ)

b(b+ ψ)
=
bω − aψ
b(b+ ψ)

και συνεπώς
x

y
=
a

b
+
bω − aψ
b(b+ ψ)
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Αφού ο
bω − aψ
b(b+ ψ)

είναι άπειρα µικρός (αφού έχει άπειρα µικρό αριθµητή και

ϕραγµένο παρονοµαστή) καταλήγουµε στο ότι

st

Ç
x

y

å
=
a

b
=

st(x)

st(y)

1.7 Συνέχεια, Οµοιόµορφη συνέχεια και Παραγωγισιµό-
τητα

Προφανώς µας ενδιαφέρει η µελέτη συναρτήσεων f(x) που απεικονίζουν συ-
νήθεις αριθµούς σε συνήθεις αριθµούς, όπως όλες οι συναρτήσεις που δίνον-
ται µε «αναλυτικό τύπο» τις οποίες ϑεωρεί ο Euler.

Ορισµός 1.6. Μια συνάρτηση f(x) ϑα λέγεται συνήθης αν για κάθε σύνηθες
x το f(x) είναι σύνηθες

Παράδειγµα 1.7. Οι συναρτήσεις

x. xn, ax, sinx. log x
x2 + sinx

ax + 1

είναι συνήθεις ενώ οι

x2 + xω.
1

xω2 + 2
δεν είναι.

Παρακάτω ϑα ϑεωρούµε µόνο συνήθεις συναρτήσεις και έτσι όταν χρησι-
µοποιείται ο όρος «συνάρτηση» ϑα εννοείται «συνήθης συνάρτηση». Η σύµβα-
ση αυτή ϑεωρείται προφανής στο Introductio.

Στο Introductio δεν αναφέρεται έννοια ορίου παρά έµµεσα.

Ορισµός 1.8. Θα λέµε ότι ο αριθµός b είναι το όριο της συνάρτησης f(x) όταν
το x πλησιάζει το a αν για κάθε x µε x 6= a αλλά x ' a ισχύει f(x) ' b. Σε
αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε b = lim

x→a
f(x).

Ορισµός 1.9. Μια συνάρτηση f(x) µιας µεταβλητής x λέγεται συνεχής σε
ένα συνήθη πραγµατικό αριθµό a αν για κάθε τιµή x που είναι άπειρα κοντά
στο a το f(x) είναι άπειρα κοντά στο f(a). Ισοδύναµα. η συνάρτηση f(x)
µιας µεταβλητής x λέγεται συνεχής αν για οποιονδήποτε απειροστό αριθµό ω
υπάρχει απειροστός αριθµός ψ µε

f(a+ ω) = f(a) + ψ
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Παράδειγµα 1.10. Στο προηγούµενο παράδειγµα πρέπει αναγκαστικά να
πάρουµε το a συνήθη αριθµό. Πράγµατι αν παίρναµε

a =
1

ω

τότε

f(a+ ω) =
1

ω2
+ 2ω

Ç
1

ω
+ ω

å
= f(a) + ψ

όπου ο

ψ = 2ω

Ç
1

ω
+ ω

å
= 2 + 2ω2

δεν είναι απειροστός.

Σηµείωση 1.11. Ο ορισµός της συνέχειας που διδάσκεται σήµερα (που ανή-
κει στην τάξη των «ε− δ ορισµών» ) είναι µεν απαλλαγµένος από τα απειροστά
αλλά πολύ δυσκολότερος σε χειρισµό. Ορισµοί που είναι απαλλαγµένοι α-
πό απειροστά τους ονοµάζουµε «τυπικούς ορισµούς». ΄Ετσι ο Ορισµός 1.12
παρακάτω είναι ένας τυπικός ορισµός της «τυπικής συνέχειας».

∆εδοµένου ότι τα σύγχρονα συγγράµµατα δεν αναφέρονται πια σε απειρο-
στά ή άπειρα µεγάλα µεγέθη3 είναι ενδιαφέρον να διατυπώσουµε τον ορισµό
αυτό µε τρόπο ώστε να ισχύει και στα δύο συστήµατα αριθµών, και στους
συνήθεις και σε αυτούς που ϑεωρεί ο Euler. Για να δουλεύει ο ορισµός και
στα δύο συστήµατα χρησιµοποιούµε την έκφραση «συνήθης αριθµός» που
στο σύστηµα που δέχεται ο Euler έχει νόηµα, στο σύγχρονο απλά σηµαίνει
«αριθµός».

Ορισµός 1.12. Μια συνάρτηση λέγεται (τυπικά) συνεχής στο σύνηθες a αν
για κάθε σύνηθες ε > 0, υπάρχει σύνηθες δ > 0 ώστε αν το x είναι σύνηθες
και |x− a| < δ τότε |f(x)− f(a)| < ε.

Το γεγονός ότι το γινόµενο δύο συνεχών συναρτήσεων f(x), g(x) σε ένα
σύνηθες a είναι συνεχής στο a είναι άµεσο:

Πρόταση 1.13. Αν f(x) και g(x) είναι συναρτήσεις συνεχείς στο a τότε η
f(x)g(x) είναι συνεχής στο a.

Απόδειξη. (Απόδειξη µε χρήση απειροστών) Πράγµατι, αφού οι f(x) και g(x)
είναι συνεχείς στο a, αν x ' a τότε f(x) ' f(a) και g(x) ' g(a), δηλαδή

3παρά µόνο στον τίτλο : Απειροστικός Λογισµός
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f(x) = f(a) + ω1 και g(x) = g(a) + ω2, όπου τα ω1, ω2 είναι άπειρα µικροί.
Αλλά τότε

f(x)g(x) = f(a)g(a) + (ω1g(a) + ω2 + ω1ω2)

Αφού τα f(a), g(a) είναι συνήθεις αριθµοί είναι πεπερασµένα άρα το ω1g(a)+
ω2 + ω1ω2 είναι άπειρα µικρό και συνεπώς f(x)g(x) ' f(a)g(a).

Το αντίστοιχο αποτέλεσµα ότι ότι το γινόµενο δύο τυπικά συνεχών συναρ-
τήσεων f(x), g(x) σε ένα a είναι συνεχής στο a, που αναγκαστικά απαιτεί τη
χρήση «ε − δ» έχει σαφώς πιο δύσκολη και δυσνόητη για τους σπουδαστές
απόδειξη :

Απόδειξη. ( Τυπική ε − δ απόδειξη χωρίς χρήση απειροστών) Αρχικά παρα-
τηρούµε ότι για κάθε x

|f(x)g(x)− f(a)g(a)| = |f(x)g(x)− f(x)g(a) + f(x)g(a)− f(a)g(a)|

≤ |f(x)g(x)− f(x)g(a)|+ |f(x)g(a)− f(a)g(a)|

≤ |f(x)| (|g(x)− g(a)|) + |g(a)| (|f(x)− f(a)|)

συνεπώς

(1.4) |f(x)g(x)− f(a)g(a)| ≤ |f(x)| (|g(x)− g(a)|) + |g(a)| (|f(x)− f(a)|)

Αφού η f είναι συνεχής στο a υπάρχει δ1 > 0 ώστε αν |x− a| < δ1 τότε

|f(x)− f(a)| < 1

οπότε ϑα έχουµε ότι

(1.5) |f(x)| = |f(a) + f(x)− f(a)| ≤ |f(a) + |f(x)− f(a)| ≤ |f(a)|+ 1

Αφού οι f(x) και g(x) είναι τυπικά συνεχείς στο a, αν δοθεί ε > 0 υπάρ-
χουν δ2, δ3 > 0 ώστε αν |x− a| < δ1 τότε

(1.6) |f(x)− f(a)| < 1

2

ε

|g(a)|+ 1)

και αν |x− a| < δ3

(1.7) |g(x)− g(a)| < 1

2

ε

|f(a)|+ 1)
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Θέτουµε
δ = min {δ1, δ2, δ2}

Αν |x− a| < δ τότε ϑα ισχύουν οι (1.5), (1.6) και (1.7) οπότε αντικαθιστώντας
στην (1.4) έχουµε ότι αν |x− a| < δ,

|f(x)g(x)− f(a)g(a)| < ε

Ακόµα πιο χαρακτηριστικό είναι ότι το πολύ περισσότερο δύσκολο να απο-
δειχτεί µε τυπικό ε−δ τρόπο αποτέλεσµα, ότι αν f(x), g(x) είναι συναρτήσεις

που είναι συνεχείς σε ένα a και g(a) 6= 0 τότε η
f(x)

g(x)
είναι συνεχής στο a, δεν

παρουσιάζει καµιά δυσκολία να αποδειχτεί, αν αντιµετωπιστεί από τη σκοπιά
των απειροστών.

Πρόταση 1.14. Αν f(x) και g(x) είναι συναρτήσεις συνεχείς στο a και g(a) 6= 0

τότε η
f(x)

g(x)
είναι συνεχής στο a.

Απόδειξη. (Απόδειξη µε χρήση απειροστών) Αν x ' a τότε f(x) ' f(a) και
g(x) ' g(a), δηλαδή f(x) = f(a) + ω1 και g(x) = g(a) + ω2, όπου τα ω1, ω2

είναι άπειρα µικροί. Αλλά τότε

f(x)

g(x)
− f(a)

g(a)
=
f(a) + ω1

g(a) + ω2

− f(a)

g(a)
=
g(a)ω1 − f(a)ω2

g(a)(g(a) + ω2)
' 0

συνεπώς
f(x)

g(x)
' f(a)

g(a)
.

Παράδειγµα 1.15. Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση f(x) = x2 αυτή είναι
συνεχής σε κάθε συνηθισµένη τιµή x = a αφού αν ω είναι απειροστός τότε

f(a+ ω) = a2 + 2ω(a+ ω) = f(a) + ψ

όπου ο
ψ = 2ω(a+ ω)

είναι απειροστός δεδοµένου ότι ο a είναι συνήθης.
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Σηµείωση 1.16. Θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε µια ισχυρότερη έν-
νοια συνέχειας απαιτώντας αν x ' y τότε f(x) ' y. Οι συναρτήσεις f(x) που
έχουν την ιδιότητα για κάθε x (συνήθη ή άπειρα µικρό ή άπειρα µεγάλο) και
κάθε άπειρα µικρό ω το f(x+ ω) να είναι άπειρα κοντά στο f(x) δηλαδή

f(x+ ω) = f(x) + ψ, ψ άπειρα µικρό

είναι µια ιδιαίτερη κλάση συνεχών συναρτήσεων, που τις αποκαλούµε οµοιό-
µορφα συνεχείς.

Ορισµός 1.17. Μια συνάρτηση f(x) λέγεται οµοιόµορφα συνεχής αν x και
κάθε y µε x ' y ισχύει f(x) ' f(y).

Παράδειγµα 1.18. Η συνάρτηση f(x) = x2 δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Πράγµατι αν πάρουµε αν x = ω +
1

ω
και σαν y = ω τότε x ' y αλλά

f(x)− f(y) = 2ω

Ç
1

ω
+ ω

å
= 2 + 2ω2

δεν είναι άπειρα µικρός αριθµός.

Παράδειγµα 1.19. ΄Εστω a > 1 συνήθης πραγµατικός αριθµός. Η συνάρτη-
ση ax είναι συνεχής σε κάθε κάθε συνήθη τιµή του x. Θεωρούµε x = 0 τότε
ϑεωρώντας ότι η ax είναι συνεχής ϑα έχω ότι αν ω είναι άπειρα µικρό τότε
υπάρχει ψ άπειρα µικρό επίσης µε

aω = a0 + ψ = 1 + ψ

Λόγω των ιδιοτήτων της εκθετικής αν ω > 0 ϑα πρέπει και ψ > 0 αφού αν
a > 1 η εκθετική συνάρτηση ax είναι γνήσια αύξουσα και συνεπώς aω > 1.

Με αυτό τον συµβολισµό ϑα µπορούσαµε να διατυπώσουµε τον ορισµό της
παραγώγου για µια συνάρτηση f(x).

Ορισµός 1.20. Μια συνάρτηση f(x) µιας µεταβλητής x ϑα λέµε ότι είναι πα-
ϱαγωγίσιµη σε ένα συνήθη αριθµό a αν υπάρχει µοναδικός συνήθης αριθµός
f ′(a) µε την ιδιότητα για κάθε απειροστό αριθµό ω 6= 0 να ισχύει

f ′(a) = st

Ç
f(a+ ω)− f(a)

ω

å
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ή ισοδύναµα

f ′(a) ' f(a+ ω)− f(a)

ω
.

Παράδειγµα 1.21. Η συνάρτηση f(x) = x3 είναι παραγωγίσιµη σε κάθε συ-
νήθη αριθµό a αφού για οποιοδήποτε άπειρα µικρό αριθµό ω ισχύει

f(a+ ω)− f(a)

ω
=

(a+ ω)3 − a3

ω

=
a3 + 3a2ω + 3aω2 + ω3 − a3

ω

=
3a2ω + 3aω2 + ω3

ω

=
ω (3a2 + 3aω + ω2)

ω

= 3a2 +
Ä
3aω + ω2

ä
' 3a2

το οποίο δείχνει ότι

f ′(a) = 3a2.

Παράδειγµα 1.22. Η συνάρτηση f(x) = xn είναι παραγωγίσιµη σε κάθε συ-
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νήθη αριθµό a αφού για οποιοδήποτε άπειρα µικρό αριθµό ω ισχύει

f(a+ ω)− f(a)

ω
=

(a+ ω)n − an

ω

=

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kωk − an

ω

=

n∑
k=1

(
n

k

)
an−kωk

ω

=

ω

(
nan−1 +

n∑
k=2

(
n

k

)
an−kωk−1

)
ω

= nan−1 +
n∑
k=2

(
n

k

)
an−kωk−1

' nan−1

το οποίο δείχνει ότι
f ′(a) = nan−1.

Παράδειγµα 1.23. Η συνάρτηση

f(x) = ax

όπου το a > 1 είναι αύξουσα και συνεχής. Ο αριθµός k ο οποίος παίζει ϐασικό
ϱόλο στο Κεφάλαιο VII είναι η παράγωγος της f(x) όταν x = 0 δηλαδή

f ′(0) = k.

΄Οπως ϑα δείξει ο Euler παρακάτω υπάρχει ένας µοναδικός αριθµός e > 1 που
έχει την ιδιότητα

k = loge a.

1.8 Σχόλια σχετικά µε τις παραγράφους 115–116.

Στην ϕράση « Αφού το j είναι άπειρα µεγάλο,
j − 1

j
= 1 και όσο µεγαλύτερος

είναι ο αριθµός που µπαίνει στη ϑέση του j τόσο πιο κοντά η τιµή
j − 1

j
πηγαίνει
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στο 1», η
j − 1

j
= 1 δεν µπορεί να εκληφθεί σαν γνήσια ισότητα. Γιατί αν

ήταν ίσα και για τις άπειρα µικρές ποσότητες ϑα έπρεπε να ϑέσουµε ότι είναι
ίσες µε µηδέν και έτσι δεν ϑα µπορούσαµε να διαιθρούµε µε αυτές, όπως
γίνεται συχνά στο Introductio. Για το λόγο αυτό ακολουθεί η εξήγηση: «όσο
µεγαλύτερος είναι ο αριθµός που µπαίνει στη ϑέση του j τόσο πιο κοντά η τιµή
j − 1

j
πηγαίνει στο 1».

Με τον συµβολισµό που δώσαµε στην προηγούµενη παράγραφο αυτό που

υπονοείται είναι
j − 1

j
' 1 ή ισοδύναµα st

Ç
j − 1

j

å
= 1. Ο Euler αφού ϐρει

ότι

az =

Ç
1 +

kz

j

åj
= 1 +

1

1
kz +

1(j − 1)

1 · 2j
k2z2 +

1(j − 1)(j − 2)

1 · 2j · 3j
k3z3

+
1(j − 1)(j − 2)(j − 3)

1 · 2j · 3j · 4j
k4z4

+
1(j − 1)(j − 2)(j − 3)(j − 4)

1 · 2j · 3j · 4j · 5j
k5z5 + . . .

=
∑
n=0

an
1

n!
knzn

όπου

an =
j · (j − 1) · (j − 2) · · · (j − n+ 1)

jn
=
j − 1‘

j
· j − 2

j
· · · j − n

j
.

Παρατηρεί ότι για κάθε n
an ' 1

αντικαθιστά κάθε an µε 1 για να πάρει την σχέση

az = 1 +
kz

1!
+
k2z2

2!
+
k3z3

3!
+ · · ·

Τι νοµιµοποιεί όµως αυτή την αντικατάσταση ; Υπάρχει κάποια κρυµµένη
αρχή πίσω από αυτή ;



Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στη µη τυπική ανάλυση

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα περιγράψουµε τις ϐασικές αρχές της Μη-τυπικής
Ανάλυσης η οποία δείχνει και µελετά τους πραγµατικούς αριθµούς και τις
πραγµατικές συναρτήσεις µέσω ενός διατεταγµένου σώµατος ∗R το οποίο ε-
πεκτείνει το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών και δεν είναι αρχιµήδειο,
δηλαδή περιέχει απειροστές ποσότητες. Η κατανόηση των ϐασικών αρχών της
Μη-τυπικής Ανάλυσης απαιτεί µια στοιχειώδη γνώση µαθηµατικής λογικής,
της οποίας τα ϐασικά στοιχεία ϑα περιγράψουµε στις επόµενες παραγράφους.

2.1 Το σύµπαν µε άτοµα από ένα σύνολο A

Ξεκινάµε δίνοντας κάποιες ϐασικές έννοιες από τη ϑεωρία συνόλων. Θεω-
ϱούµε αρχικά ένα σύνολο X.

Ορισµός 2.1. ΄Εστω X να είναι ένα µη κενό σύνολο.

(i) Αν x, y είναι δύο στοιχεία του X τότε το σύνολο

(x, y) = {{x}, {x, y}}

ονοµάζεται διατεταγµένο Ϲεύγος µε πρώτο στοιχείο το x και δεύτερο το
y.

(ii) Αν A, B είναι δύο σύνολα, υποσύνολα ενός συνόλου X, το καρτεσιανό
γινόµενό τους ορίζεται να είναι το σύνολο

A×B = {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

(iii) Με
℘(X) = {Y : Y ⊆ X}
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ϑα συµβολίζουµε σύνολο όλων των υποσυνόλων του X,

℘2(X) = ℘℘(X) = {Y : Y ⊆ ℘(X)}

το σύνολο όλων των υποσυνόλων του ℘(X).

(iv) Θέτουµε ℘0(X) = X και επαγωγικά αν n > 0

℘n(X) = ℘
Ä
℘n−1(X)

ä
.

Από τον ορισµό τα διατεταγµένα Ϲεύγη στοιχείων του X είναι στοιχεία
του ℘2(X). Συνεπώς το καρτεσιανό γινόµενο δύο υποσύνολων του X είναι
στοιχείο του ℘3(X).

Ορισµός 2.2. Αν X είναι ένα µη κενό σύνολο ορίζουµε

X1 = X
X2 = X ×X = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ X}

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xn+1 = Xn ×X = {(x, y) : x ∈ Xn, y ∈ X}

Ορισµός 2.3.

(i) ΄Εστω n ≥ 1. Μια n-µελής σχέση σε ένα σύνολο X είναι ένα υποσύνολο
R του Xn. Οι 1-µελείς σχέσεις στο X είναι τα υποσύνολα του X.

(ii) Ειδικά αν n = 2 η σχέση ονοµάζεται διµελής.

(iii) Τα στοιχεία του X ϑεωρούνται σαν 0-µελείς σχέσεις.

Ορισµός 2.4. Αν η R είναι µια n-µελής µε n ≥ 2 το σύνολο

{x ∈ X : υπάρχει y ∈ Xn−1 µε (x, y) ∈ R}

λέγεται το πεδίο ορισµού της R και συµβολίζεται µε Dom(R), ενώ το σύνολο

{x ∈ Xn−1 : υπάρχει y ∈ X µε (x, y) ∈ R}

λέγεται το σύνολο τιµών της της R και συµβολίζεται µε Ran(R).

Ορισµός 2.5.

(i) Αν η R είναι µια n+1-µελής µε n ≥ 1 τέτοια ώστε για κάθε x ∈ Dom(R)
υπάρχει µοναδικό y ∈ X µε (x, y) ∈ R τότε η R λέγεται µια µερική
συνάρτηση n µεταβλητών και συµβολίζεται µε R : Dom(R)→ X.
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(ii) Στην περίπτωση που η R είναι µια µερική συνάρτηση n µεταβλητών και
x ∈ Dom(R) ϑα γράφουµε και y = R(x) αντί του (x, y) ∈ R.

(iii) Οι συναρτήσεις R : X2 → X ονοµάζονται και διµελείς πράξεις στο X.
Αν R : X2 → X είναι µια διµελής πράξη στο X ϑα γράφουµε και
z = xRy αντί του ((x, y), z) ∈ R.

Παράδειγµα 2.6. (i) Η πρόσθεση + στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών
είναι µια 3-µελής σχέση και διµελής συνάρτηση στο R αν ταυτιστεί µε το
σύνολο

R = {((x, y), z)) : z = x+ y}.
΄Οµοια ο πολλαπλασιασµός είναι τριµελής σχέση αν ταυτιστεί µε το σύ-
νολο

R = {((x, y), z)) : z = xy}.

(ii) Η σχέση της διάταξης < στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι µια
διµελής σχέση η οποία ταυτίζεται µε το σύνολο

{(x, y) : x < y}

που όµως δεν είναι συνάρτηση.

Ορισµός 2.7. ΄ΕστωA να είναι ένα σύνολο, το οποίο µπορούµε να υποθέσουµε
και κενό. Ορίζουµε µια ιεραρχία συνόλων (Sn)∞n=0 ως εξής

(i) S0 = A.

(ii) Αν n > 0 τότε Sn = Sn−1 ∪ ℘ (Sn−1).

Το σύνολο Sω =
⋃∞
n=0 Sn ϑα ονοµάζεται η υπερδοµή του A ή το σύµπαν µε

άτοµα από το A .

Σηµείωση 2.8. (i) Το σύµπαν Sω είναι ιδιαίτερα πλούσιο. Η σηµασία του
έγκειται ότι αν ϑεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε στοιχείο X του σύµπαντος
τότε κάθε σχέση ή συνάρτηση που ορίζεται πάνω στο X ανήκει επίσης
στο Sω. ΄Ενα σηµαντικό παράδειγµα είναι να ϑεωρήσουµε σαν σύνολο
ατόµων A να είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Τότε οι τυπικές
κατασκευές του συνόλου των ακεραίων Z, του συνόλου Q των ϱητών,
του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών, του συνόλου C των µιγαδικών
αριθµών, δείχνουν ότι τα σύνολα αποτελούν στοιχεία του Sω αλλά επίσης
κάθε καρτεσιανό γινόµενο οποιουδήποτε πλήθους από αυτά, και κάθε
υποσύνολο του καρτεσιανού αυτού γινοµένου και συνεπώς κάθε πράξη(
όπως η πρόσθεση ή ο πολλαπλασιασµός ) ή σχέση (όπως η διάταξη) που
µπορεί να οριστεί πάνω σε αυτά είναι στοιχείο του Sω.
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(ii) Οτιδήποτε ϑέλουµε να εκφράσουµε σχετικά µε το σύνολο R, δηλαδή ο-
ποιαδήποτε ιδιότητα έχει τοR πχ ότι είναι ένα πλήρες διατεταγµένο σώµα,
οποιαδήποτε πραγµατική συνάρτηση οσοδήποτε πολλών µεταβλητών και
οποιαδήποτε ιδιότητα αυτής µπορούν να εκφραστούν µέσω στοιχείων του
Sω. Ο τρόπος που γίνεται αυτό είναι µε χρήση των λογικών στοιχείων της
γλώσσας και µε «ονόµατα» στοιχείων του Sω, και ϑα το διατυπώσουµε µε
αυστηρό τρόπο στην επόµενη παράγραφο.

2.2 Η Γλώσσα του σύµπαντος Sω.

Θα συµβολίζουµε µε Sω το σύµπαν µε άτοµα να είναι το σύνολο N των ϕυσι-
κών αριθµών. Θα µπορούσαµε να δουλέψουµε αφηρηµένα µε οποιοδήποτε
σύµπαν µε άτοµα από ένα αφηρηµένο σύνολο A αλλά για τον σκοπό µας αρ-
κεί να ϑεωρήσουµε τα άτοµα είναι είναι οι ϕυσικοί αριθµοί 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . .

Ορισµός 2.9. ΄Εστω ένα µη κενό σύνολο X. Η γλώσσα της δοµής του συ-
νόλου X είναι ένα σύνολο από σύµβολα L τα οποία χωρίζονται σε τέσσερις
ϐασικές κατηγορίες

(i) Λογικά Σύµβολα. Είναι τα σύµβολα

¬, ∨, ∧, →, ↔, ∃, ∀

(ii) Τα

=, ∈

(iii) Παρενθέσεις

( , ) [ , ] { , }

(iv) Μεταβλητές. Αποτελούν ένα αριθµήσιµο σύνολο. Συνήθως συµβολί-
Ϲονται µε x, y, x1, x2, . . . , y1, y2, . . .

(v) Ονόµατα ή σταθερές Θεωρούµε για κάθε σχέση R ∈ Sω να αντιστοιχεί
ένα σύµβολο R̄ που ϑα ονοµάζουµε το όνοµα του R. Αν R 6= S όπου
R, S ∈ Sω ϑα υποθέτουµε ότι R̄ 6= S̄, µε άλλα λόγια διαφορετικά
στοιχεία του σύµπαντος ϑα έχουν διαφορετικά ονόµατα. Τα στοιχεία
R̄ µε R ∈ Sω ϑα λέγονται οι σταθερές ή τα ονόµατα της γλώσσας.
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2.2α΄ Συντακτικοί κανόνες στη γλώσσα

Μια πεπερασµένη ακολουθία συµβόλων της γλώσσας ϑα λέγεται µια έκφραση.
Θα δώσουµε κάποιους κανόνες για ποιες εκφράσεις ϑα ϑεωρούµε συντακτικά
ορθές, αν και δεν ϑα είναι δυνατόν να αποδοθεί νόηµα σε αυτές. Αρχικά ϑα
ορίσουµε τα ϐασικά στοιχεία που αποτελούν µέρη µιας πρότασης, τους όρους.
Ο ορισµός τους ϑα είναι επαγωγικός.

Ορισµός 2.10. (i) Κάθε σταθερά είναι ένας όρος.

(ii) Κάθε µεταβλητή είναι ένας όρος.

2.3 Οι Πραγµατικοί Αριθµοί είναι το µοναδικό Πλήρες
∆ιατεταγµένο Σώµα

Τι είναι οι πραγµατικοί αριθµοί ; Υπάρχουν πολλοί τρόποι να κατασκευά-
σουµε ένα «σύνολο των πραγµατικών αριθµών». ΄Ενας σύντοµος τρόπος είναι
να αξιωµατικά. Θα ϑεωρήσουµε όπως πριν το σύµπαν Sω(N) µε άτοµα τους
ϕυσικούς αριθµούς, το οποίο ϑα γράφουµε για συντοµία Sω. , Οµοιόµορφη
συνέχεια

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι ένα στοιχείο R του Sω \ S0,
µε άλλα λόγια ένα σύνολο, µαζί µε δύο συναρτήσεις a,m : R × R → R µια
διµελή σχέση R ⊆ R → R, και τελικά δύο στοιχεία 0, 1 του R µε 0 6= 1.
Προφανώς και τα a,m,R ∈ Sω \ S0. Η συνάρτηση a είναι η πρόσθεση, η
συνάρτηση a είναι ο πολλαπλασιασµός, και το R είναι η σχέση της (αυστηρής
διάταξης). Συµφωνούµε να γράφουµε x + y αντί a(x, y), xy αντί του m(x, y)
και x < y αντί του (x, y) ∈ R. Για να διατυπώσουµε τις ιδιότητες του R στη
γλώσσα του Sω ϑα δεχτούµε κάποιες απλοποιήσεις.

(i) Το όνοµα R του R ϑα το συµβολίζουµε και αυτό µε R, το όνοµα 0̄ του 0
µε 0 και το όνοµα 1̄ του 1 µε 1.

(ii) Αν ā, m̄.R̄ είναι τα ονόµατα των στοιχείων a,m.R και s, t είναι δύο όροι
της γλώσσας

(α΄) Ο όρος ā(s, t) ϑα γράφεται s+ t.

(ϐ΄) Ο όρος m̄(s, t) ϑα γράφεται st., Οµοιόµορφη συνέχεια

(γ΄) Ο τύπος R̄(s, t) ϑα γράφεται s < t.

Το R είναι ένα διατεταγµένο σώµα δηλαδή ικανοποιεί τα Αξιώµατα (Α1)-(Α15)
που δίνονται στον παρακάτω Ορισµό 2.11, δηλαδή οι προτάσεις (Α1)-(Α15)



40 · Εισαγωγή στη µη τυπική ανάλυση

της γλώσσας του Sω είναι αληθείς. Ωστόσο ικανοποιεί και ένα επιπλέον αξί-
ωµα (Α16), το οποίο ονοµάζεται το αξίωµα της πληρότητας που ϑα διατυπώ-
σουµε στην ϕυσική γλώσσα σαν

Κάθε άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα.

και ενώ στην γλώσσα Sω µε κάπως περίπλοκο τρόπο. Αν X είναι ένα υποσύ-
νολο του R και a ∈ R ϑα λέµε ότι το a είναι άνω ϕράγµα του X αν για κάθε
x ∈ X ισχύει x ≤ a όπου x ≤ a σηµαίνει ότι x < a είτε x = a. Προφανώς
και το ≤ είναι σχέση στο R και συνεπώς στοιχείο του Sω. Το a ϑα λέγεται
ελάχιστο άνω ϕράγµα τουX αν είναι το µικρότερο άνω ϕράγµα τουX δηλαδή
αν ισχύει

∀(b ∈ R) ( ( ∀x ∈ X)(x ≤ b) )→ a ≤ b )

Επίσης έστω ℘(R) το σύνολο όλων των υποσυνόλων του R το οποίο επίσης
ανήκει στο Sω και ϑα συµβολίζουµε το όνοµα ℘(R) του ℘(R) µε ℘(R) για
λόγους απλότητας. Μπορούµε να δούµε ότι το αξίωµα (Α16), «Κάθε άνω
ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα.» γράφεται στη γλώσσα
της Sω σαν

∀(X ∈ ℘(R) ( ∃(y ∈ R)∀(x ∈ X)(x ≤ y) )→
∃(z ∈ R) [ ( ∀(x ∈ X)(x ≤ z) ) ∧ ∀(w ∈ R)(∀(x ∈ X)(x ≤ w)→ z ≤ w) ]

όπου X, x, y, z, w είναι µεταβλητές της γλώσσας.

Ορισµός 2.11. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι ένα στοιχείο R του
Sω\S0 µαζί µε δύο συναρτήσεις a,m : R×R→ R µια διµελή σχέσηR ⊆ R→
R, και τελικά δύο στοιχεία 0, 1 του R µε 0 6= 1 για τα οποίες συµφωνούµε
να ισχύουν (να είναι αληθείς ) οι παρακάτω προτάσεις της γλώσσας του Sω.
Συµφωνούµε να γράφουµε x + y αντί a(x, y), xy αντί του m(x, y) και x < y
αντί του (x, y) ∈ R. Επίσης για λόγους απλότητας ϑα γράφουµε µε R και το
όνοµα του R µε 0 το όνοµα του 0 και 1 το όνοµα του 1.

(Α1) ∀(x ∈ R), ∀(y ∈ R), ∀(z ∈ R) (x+ y) + z = x+ (y + z).

(Α2) ∀(x ∈ R), ∀(y ∈ R) x+ y = y + x.

(Α3) ∀(x ∈ R) x+ 0 = x.

(Α4) ∀(x ∈ R) ∃y(∈ R)x+ y = 0.

(Α5) ∀(x ∈ R), ∀(y ∈ R), ∀(z ∈ R) (xy)z = x(yz).

(Α6) ∀(x ∈ R), ∀(y ∈ R) xy = yx.

(Α7) ∀(x ∈ R) x1 = x.
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(Α8) ∀(x ∈ R)(x 6= 0)→ ∃y(∈ R)xy = 0.

(Α9) ∀(x ∈ R), ∀(y ∈ R), ∀(z ∈ R)x(y + z) = (xy) + (xz).

(Α10) ∀(x ∈ R)¬(x < x).

(Α11) ∀(x ∈ R)∀(y ∈ R)( (x < y) ∧ (y < z) )→ (x < z).

(Α12) ∀(x ∈ R)∀(y ∈ R)(x < y) ∨ (y < x) ∨ x = y.

(Α13) 0 < 1.

(Α14) ∀(x ∈ R)∀(y ∈ R)∀(z ∈ R)((x < y) ∧ (0 < z))→ (x+ z < y + z).

(Α15) ∀(x ∈ R)∀(y ∈ R)∀(z ∈ R)((x < y) ∧ (0 < z))→ (xz < yz).

(Α16) Κάθε άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα:

∀(X ∈ ℘(R) ( ∃(y ∈ R)∀(x ∈ X)(x ≤ y) )→
∃(z ∈ R) [ ( ∀(x ∈ X)(x ≤ z) ) ∧ ∀(w ∈ R)(∀(x ∈ X)(x ≤ w)→ z ≤ w) ] .

Αν x ∈ R \ {0} το στοιχείο y που έχει την ιδιότητα xy = 1R είναι µοναδικό

και συµβολίζεται µε x−1 ή
1

x
.

Αν n ϕυσικός αριθµός και x ∈ R ϑέτουµε

nx = x+ · · ·+ x(n ϕορές) .

Αν n ακέραιος αριθµός και x ∈ R ϑέτουµε

nx = (−x) + · · ·+ (−x)(n ϕορές) .

Οι ϕυσικοί αριθµοί, οι ακέραιοι και οι ϱητοί περιέχονται (ισοµορφικά)
µέσα στο R µε τον εξής τρόπο: Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε

nR = 1 + 1 + · · ·+ 1 (n ϕορές ).

Για κάθε n ∈ Z ϑέτουµε

nR =

®
nR αν n ∈ N.
mR αν n = −m, όπου n ∈ N)

Τέλος, αν n,m ∈ Z,m > 0

nR

mR
= nR (mR)−1 .

Το σύνολο []

QA =

®
nR

mR
: n,m ∈ Z,m > 0

´
ονοµάζεται το σύνολο των κλασµάτων του R και είναι ισοµορφικό µε το Q.
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Πρόταση 2.12.

(i) Αν xy = 0 τότε x = 0 ή y = 0.

(ii) Αν x < y τότε −x > −y.

(iii) Αν x 6= 0 και nx = 0 τότε n = 0.

(iv) Αν x, y 6= 0 τότε
1

nR
x = y αν και µόνο αν x = ny.

Απόδειξη.

(i) Αν xy = 0 και x 6= 0 τότε x−1(xy) = x−10 = 0 οπότε y = 0.

(ii) Αφού x > 0 ϑα έχουµε ότι x+ (−x) > 0 + (−x) ή ισοδύναµα −x < 0.

(iii) Αφού x 6= 0 τότε x > 0 ή x < 0. Αν x > 0 τότε x+ x > x > 0. Συνεπώς
2x > 0. Επαγωγικά, nx > 0 για κάθε n > 0. Από την προηγούµενη
περίπτωση (2) της Πρότασης (−n)x < 0 για κάθε n > 0. ΄Αρα nx 6= 0
όταν n ∈ Z \ {0}.

(iv) Αν x, y 6= 0 τότε
1

nR
x = y αν και µόνο αν x = nAy = (1R + . . . 1R)y =

y + · · ·+ y = ny.

Λήµµα 2.13. Αν n,m, n′,m′ είναι ακέραιοι αριθµοί µε m,m′ 6= 0 τότε

nR

mR
=

n′R
m′R

αν και µόνο αν nm′ = mn′.

Απόδειξη. Από την προηγούµενη Πρόταση
nR

mR
=

n′R
m′R

ισοδυναµεί µε nRm
′
R =

mRn
′
R το οποίο ισοδυναµεί µε (nm′ −m′n)1R = 0. Αφού 1Rneq0 ϑα έχουµε

ότι nm′ −m′n = 0 δηλαδή nm′ = mn′.

Το παρακάτω Θεώρηµα µας λέει ότι το σύνολο των ϱητών είναι το ελάχιστο
διατεταγµένο σώµα µε την έννοια ότι περιέχεται σε κάθε διατεταγµένο σώµα.

Θεώρηµα 2.14. Η απεικόνιση f : Q→ R µε

f
Åm
n

ã
=

nA
mA

είναι µονοµορφισµός διατεταγµένων σωµάτων και f(Q) = QR.
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Ορισµός 2.15. ΄Ενα διατεταγµένο σώµα F ϑα λέµε ότι έχει την αρχιµήδεια
ιδιότητα ή ότι είναι ένα αρχιµήδειο σώµα αν για κάθε x, y ∈ F µε 0 < x < y
υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n µε y < nx.

Η αρχιµήδεια ιδιότητα εκφράζεται από την πρόταση

(Α17) ∀(x ∈ R)∀(y ∈ R) ( ( (0 < x) ∧ (x < y) )→ ∃(n ∈ N)(y < nx) ).

Τα Q και R έχουν την αρχιµήδεια ιδιότητα. Για το R αυτό προκύπτει
από την ιδιότητα της πληρότητας, όπως αναφέρει η παρακάτω πρόταση, της
οποίας η απόδειξη υπάρχει στα περισσότερα ϐιβλία Ανάλυσης (δες πχ. [;])

Πρόταση 2.16. Η ιδιότητα (Α16) της πληρότητας του R συνεπάγεται ότι το R
ικανοποιεί την αρχιµήδειο ιδιότητα (Α17).

Ορισµός 2.17. ΄Ενα στοιχείο ε ενός διατεταγµένου συνόλου ϑα λέγεται ϑετικό
απειροστό αν ε > 0 και για κάθε n ∈ N ισχύει nε < 1. ΄Ενα στοιχείο ω ενός
διατεταγµένου συνόλου ϑα λέγεται ϑετικό άπειρο αν για κάθε n ∈ N ισχύει
n1 < ω.

Αν το ε είναι ϑετικό απειροστό τότε το ω = ε−1 ϑα είναι άπειρο και αντίστρο-
ϕα ένα διατεταγµένο σώµα είναι αρχιµήδειο αν και µόνο αν το ω είναι ϑετικό
άπειρο τότε το ε = ω−1 ϑα είναι ϑετικό απειροστό. Επίσης, ένα διατεταγµένο
σώµα ϑα είναι αρχιµήδειο αν και µόνο αν δεν περιέχει ϑετικά απειροστά (ή
ισοδύναµα, ϑετικά άπειρα) στοιχεία.

Ορισµός 2.18. Αν έχουµε δύο διατεταγµένα σώµατα 1 (R,+, ·, <, 0, 1), (B,+, ·, <
, 0, 1) µια απεικόνιση f : R→ R ϑα λέγεται

(i) Μορφισµός (διατεταγµένων σωµάτων) αν για οποιαδήποτε x, y ∈ R ι-
σχύει

(α΄) f(x+ y) = f(x) + f(y).

(ϐ΄) f(xy) = f(x)f(y) .

(γ΄) Αν x < y τότε f(x) < f(y).

(ii) Μονοµορφισµός (διατεταγµένων σωµάτων) αν είναι µορφισµός που είναι
1-1 απεικόνιση.

(iii) Ισοµοµορφισµός (διατεταγµένων σωµάτων) αν είναι µορφισµός που εί-
ναι, 1-1 και επί απεικόνιση.

1όπου για λόγους οικονοµίας συµβολίσαµε τις πράξεις και το µηδέν ή το ένα µε το ίδιο
σύµβολο στα διαφορετικά σώµατα X, Y
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Ορισµός 2.19. ΄Εστω R, B δύο διατεταγµένα σώµατα ϑα λέµε ότι το B είναι
µια επέκταση του R αν υπάρχει µονοµορφισµός διατεταγµένων σωµάτων f :
R→ B.

Το παρακάτω Θεώρηµα µας λέει ότι αν υπάρχει ένα πλήρες διατεταγµένο
σώµα αυτό είναι µοναδικό.

Θεώρηµα 2.20. ∆ύο οποιαδήποτε πλήρη διατεταγµένα σώµατα είναι ισόµορ-
ϕα.

Εφόσον τοQ δεν είναι πλήρες ϑα κατασκευάσουµε µέσω αυτού ένα πλήρες
διατεταγµένο σώµα το οποίο ϑα λέγεται το σώµα των πραγµατικών αριθµών.

2.4 Η κατασκευή των πραγµατικών αριθµών

Το σύνολο των ϱητών είναι ένα διατεταγµένο σώµα. Το «µειονέκτηµα» Q είναι
ότι δεν περιέχει χρήσιµους για την ανάλυση αριθµούς όπως τους

√
2,
√

3, 3
√

2,
κλπ αυτούς που στην αρχαιότητα ονοµάζονταν άρρητοι αριθµοί. Οι άρρητοι
αριθµοί προσεγγίζονται όσο καλά ϑέλουµε από ϱητούς αλλά δεν είναι ϱητοί.
Σε απλή γλώσσα αυτό σηµαίνει ότι έχουν ένα δεκαδικό ανάπτυγµα που όµως
έχει άπειρα µέλη και δεν είναι περιοδικό. Οι προσεγγίσεις των αρρήτων από
ϱητούς είναι όλες ϐασικές ακολουθίες ακολουθίες ϱητών, δηλαδή ακολοθίες
ϱητών (an)n∈N που έχουν την ιδιότητα αν δοθεί ένα ε > 0, ε ∈ Q τότε όλου
οι όροι της ακολουθίας από έναν όρο και µετά απέχουν µεταξύτουε λιγότερο
απο ε.

Βέβαια δύο διαφορετικές ακολουθίες µπορούν να προσεγγίζουν τον ίδιο
αριθµό. Αλλά τότε οι διαφορές των όρων τους ϑα πλησιάζουν το µηδέν. Η
ιδέα του Cantor ήταν να ορίσει σαν πραγµατικούς αριθµούς τις ϐασικές α-
κολουθίες ϱητών όπου όµως πρώτα ϑα ταυτίσει τις ϐασικές ακολουθίες που
η διαφορά τους τείνει στο µηδέν. Σε σύγχρονη γλώσσα το σύνολο των πραγ-
µατικών είναι ένας χώρος πηλίκο του συνόλου όλων των ϐασικών ακολουθιών
ϱητών αριθµών.

΄Εστω Q να είναι το σύνολο όλων των ϱητών και έστω QN να είναι το σύνολο
όλων των ακολουθιών ϱητών. Αν r ∈ Q ϑα συµβολίζουµε µε (r)n∈N την
σταθερή ακολουθία (r, r, . . . , ).

Ορισµός 2.21. Μια ακολουθία ā = (an)n∈N ∈ QN ϑα λέγεται µηδενική και
ϑα γράφουµε ā ∼ 0 αν για κάθε N ∈ N µε N > 1 υπάρχει ϕυσικός n ώστε
για κάθε n ≥ n0 να ισχύει |an| < 1

N
.

Οι ακολουθίες

(0)n∈N ,

Ç
1

n+ 1

å
n∈N

,

Ç
1

−n2 + 1

å
n∈N
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είναι µηδενικές. Παρατηρείστε ότι το άθροισµα και το γινόµενο µηδενικών
ακολουθιών είναι µηδενική ακολουθία.

Ορισµός 2.22. Μια ακολουθία ā = (an)n∈N ∈ QN ϑα λέγεται συγκλίνουσα
στο Q αν υπάρχει ένας ϱητός αριθµός a ώστε (an − a)n∈N ∼ 0. Σε αυτή την
περίπτωση ϑα γράφουµε

a = lim
n→∞

an.

Ορισµός 2.23. Μια ακολουθία ā = (an)n∈N ϑα ονοµάζεται µια ϐασική ακο-
λουθία ή µια ακολουθία Cauchy αν για κάθε N > 0 υπάρχει ένα n0 ώστε αν
n,m ≥ n0 να ισχύει |an − am| < 1

N
. Το σύνολο όλων των ϐασικών ακολουθιών

ϑα συµβολίζεται µε B.

Παρατηρείστε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϐασική. επίσης πα-
ϱατηρείστε ότι το άθροισµα και το γινόµενο δύο ϐασικών ακολουθιών είναι
επίσης ϐασική ακολουθία.

Το πρόβληµα του Q ως προς την ιδιότητα (16) της πληρότητας είναι ότι
υπάρχουν ϐασικές ακολουθίες που δεν συγκλίνουν. Αυτές ακριβώς είναι
άρρητοι αριθµοί. Κάνουµε λοιπόν τις παρακάτω παραδοχές.

(i) ΄Ενας πραγµατικός αριθµός αντιστοιχεί σε µια ϐασική ακολουθία ϱητών.

(ii) ∆ύο πραγµατικοί αριθµοί λέγονται ίσοι αν οι αντίστοιχες ϐασικές ακο-
λουθίες τους είναι ισοδύναµες.

(iii) ΄Ενας πραγµατικός αριθµός x λέγεται ϱητός αν η αντίστοιχη ϐασική
ακολουθία (rn) που τον ορίζει συγκλίνει σε ένα ϱητό r. Σε αυτή την
περίπτωση ο x ταυτίζεται µε τον r.

(iv) ΄Ενας πραγµατικός αριθµός x λέγεται άρρητος αν η αντίστοιχη ϐασική
ακολουθία (rn) που τον ορίζει δεν συγκλίνει.

(v) Το άθροισµα και το γινόµενο δύο πραγµατικών αριθµών x, y αντιστοιχεί
άθροισµα και το γινόµενο των αντίστοιχων ϐασικών ακολουθιών.

Συνοψίζουµε όλα τα παραπάνω σε ένα ορισµό.

Ορισµός 2.24.

(i) ΄Εστω B να είναι το σύνολο όλων των ϐασικών ακολουθιών ϱητών. Στο B
ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ∼ όπου δύο ακολουθίες ā = (an)n∈N,
b̄ = (bn)n∈N ∈ B ϑα λέγονται ισοδύναµες και ϑα γράφουµε ā ∼ b̄ αν η
διαφορά τους ā− b̄ συγκλίνει στο 0. Για κάθε ā ∈ B ορίζουµε την κλάση
ισοδυναµίας της ā να είναι το σύνολο

[ā] = {x̄ ∈ B : x̄ ∼ ā}.
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(ii) Πραγµατικός αριθµός ονοµάζεται µια κλάση ισοδυναµίας µιας ϐασικής
ακολουθίας. Το σύνολο

R = B/∼ = {[x̄] : x̄ ∈ B}

ονοµάζεται σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Λήµµα 2.25. ΄Εστω ā = (an)n∈N, ā = (an)n∈N, b̄ = (bn)n∈N, ā = (an)n∈N,
ϐασικές ακολουθίες µε ā ∼ ā′ και b̄ ∼ b̄′. Τότε

(i) ā+ b̄ ∼ ā′ + b̄′ και συνεπώς [ā+ b̄] = [ā′ + b̄′].

(ii) āb̄ ∼ ā′b̄′ και συνεπώς [āb̄] = [ā′b̄′].

(iii) Αν [ā] > 0 τότε [ā′ > 0.

(iv) Αν [ā] < [b̄ τότε [ā′] < b̄′].

Ορισµός 2.26.

(i) Στο R ορίζουµε δύο πράξεις (x, y) 7→ x + y, (x, y) 7→ xy ως εξής : Αν
x = [x̄] και y = ȳ τότε x+ y = [x̄+ ȳ] και xy = [x̄ȳ].

(ii) ΄Ενας πραγµατικός αριθµός x = [(rn)n∈N λέγεται αυστηρά ϑετικός και
γράφουµε x > 0 αν όλοι σχεδόν οι όροι της ϐασικής ακολουθίας που ο-
ϱίζουν τον x είναι µεγαλύτεροι από κάποιο αυστηρά ϑετικό ϱητό δηλαδή
υπάρχει ένα n0 και r > 0 ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει an > r.

(iii) Ορίζουµε µια διµελή σχέση < στο R όπου x < y αν y − x > 0.

(iv) Ορίζουµε µια απεικόνιση f : Q→ R όπου

f(r) = [(r)n∈N] .

Το ϐασικό αποτέλεσµα της προηγούµενης κατασκευής είναι το επόµενο :

Θεώρηµα 2.27. Το R είναι πλήρες διατεταγµένο σώµα και η απεικόνιση f :
Q→ R µε f(r) = [(r)n∈N] είναι µονοµορφισµός διατεταγµένων σωµάτων.

2.5 Υπερφίλτρα

Σε αυτή την παράγραφο ϑα δώσουµε µια αφηρηµένη έννοια «µεγάλου» υπο-
συνόλου ενός συνόλου X. Ας υποθέσουµε ότι επιλέγουµε κάποια υποσύνολα
ενός συνόλουX τα οποία ονοµάζουµε «µεγάλα σύνολα» ώστε να ικανοποιούν-
ται τα παρακάτω:
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(i) Υπάρχει ένα µεγάλο σύνολο.

(ii) Το ∅ δεν είναι µεγάλο σύνολο.

(iii) Αν το A είναι µεγάλο σύνολο και B ⊇ A τότε και το B είναι µεγάλο
σύνολο.

Ας συµβολίσουµε µε F το σύνολο όλων των µεγάλων υποσυνόλων τουX. Τότε
το F ϑα έχει τις παρακάτω ιδιότητες.

Ορισµός 2.28. ΄Ενα ϕίλτρο σε ένα σύνολο X είναι ένα µη κενό σύνολο F
από υποσύνολα του X το οποίο έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(i) ∅ 6∈ F

(ii) Αν A ∈ F τότε και κάθε B ⊆ X µε A ⊆ B έχει την ιδιότητα B ∈ F .

(iii) Αν A,B ∈ B τότε A ∩B ∈ F .

Ορισµός 2.29. ΄Ενα υποσύνολο ενός άπειρου συνόλου λέγεται συµπεπερα-
σµένο αν το συµπλήρωµά του είναι πεπερασµένο σύνολο.

Πρόταση 2.30. Το σύνολο όλων των συµπεπερασµένων υποσυνόλων ενός
απείρου συνόλου X είναι ϕίλτρο.

Απόδειξη. Το µόνο που αρκεί να δείξουµε είναι ότι η τοµή δύο συµπεπερα-
σµένων υποσυνόλων του X είναι συµπεπερασµένο. Αυτό προκύπτει από το
γεγονός ότι η ένωση δύο πεπερασµένων συνόλων είναι επίσης πεπερασµένο.
Συνεπώς ανA = X\F1, B = X\F2 όπου τα F1, F2 είναι πεπερασµένα σύνολα
τότε η τοµή τουςA∩B είναι ίση µεX\(F1∪F2) και συνεπώς συµπεπερασµένο
σύνολο.

Ας υποθέσουµε ότι απαιτούµε ότι αν η ένωση δύο συνόλων είναι µεγάλο
σύνολο τότε ένα τουλάχιστον από τα δύο να είναι µεγάλο. Αυτό είναι ισο-
δύναµο µε το να απαιτούµε από κάθε σύνολο είτε να είναι µεγάλο είτε το
συµπλήρωµά του να είναι µεγάλο. Σε αυτή την περίπτωση οδηγούµαστε στην
έννοια του υπερφίλτρου.

Ορισµός 2.31. ΄Ενα υπερφίλτρο σε ένα σύνολο X είναι ένα µη κενό σύνολο
U από υποσύνολα του X το οποίο έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(i) Το U είναι ϕίλτρο.

(ii) Αν A ∈ U τότε και κάθε B ⊆ X µε A ⊆ B έχει την ιδιότητα B ∈ U .

(iii) Αν A ∪B ∈ B τότε A ∈ U είτε B ∈ U .
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ΑνF , F ′ είναι δύο ϕίλτρα µεF ⊆ F ′ τότε λέµε ότι τοF ′ είναι µια επέκταση
του F ή ότι το επεκτείνει το F . Αν επιπλέον F 6= F ′ ϑα λέµε ότι το F ′ είναι
µια γνήσια επέκταση του F ή ότι το επεκτείνει γνήσια το F .

Πρόταση 2.32. Αν X είναι ένα σύνολο και F είναι ένα ϕίλτρο στο X τότε τα
παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) Το F είναι υπερφίλτρο.

(ii) ∆εν υπάρχει κάποιο ϕίλτρο F ′ στο X το οποίο να επεκτείνει γνήσια το F .

(iii) Αν A ⊆ X τότε είτε A ∈ F είτε X \ A ∈ F .

Απόδειξη. (1) → (2): Ας υποθέσουµε ότι F είναι υπερφίλτρο και F ⊆ F ′.
Αν F 6= F ′ τότε ϑα υπάρχει ένα A ∈ F ′ µε A 6∈ F . Αλλά A ∪ Ac = X ∈ F
και συνεπώς ϑα πρέπει Ac ∈ F . Αλλά τότε Ac ∈ F ′ και τότε ∅ = A ∩Ac ∈ F ,
άτοπο.
(2) → (3): ΄Εστω ότι το F είναι ϕίλτρο στο X τέτοιο ώστε να µην υπάρχει
κάποιο ϕίλτρο το οποίο να το περιέχει γνήσια. ΄Εστω A ⊆ X µε A 6∈ F .
Τότε για κάθε F ∈ F ϑα έχουµε ότι F ∩ Ac 6= ∅. Πράγµατι, αν F ∈ F και
F ∩ Ac = ∅ τότε F = (F ∩ A) ∪ (F ∩ Ac) = F ∩ A. Αλλά F ∩ A ⊆ A και
συνεπώς ϑα έπρεπε A ∈ F , άτοπο.

Θεωρώ το σύνολο όλων των υποσυνόλων τουX τα οποία περιέχουν κάποιο
σύνολο της µορφής F ∩ Ac

F ′ = {Y ⊆ X : υπάρχει F ∈ F µε F ∩ Ac ⊆ Y }

Είναι εύκολο (από την προηγούµενη παρατήρηση) να δούµε ότι το F ′ είναι
ϕίλτρο στο X το οποίο περιέχει το F και το σύνολο Ac. Από υπόθεση F ′ = F
άρα Ac ∈ F .
(3) → (1): ΄Εστω ότι το F είναι ϕίλτρο στο X τέτοιο ώστε για κάθε A ⊆ X
να ισχύει ότι είτε A ∈ F είτε X \ A ∈ F . ΄Εστω A ∪ B ∈ F . Αν A 6∈ F
τότε Ac ∈ F από υπόθεση. Αλλά τότε B ∩ Ac = (A ∪ B) ∩ Ac ∈ F (αφού η
τοµή δύο στοιχείων του F είναι στο F ) και συνεπώς B ∈ F αφού το B είναι
υπερσύνολο του B ∩ Ac.

Ορισµός 2.33. ΄Ενα υπερφίλτρο σε ένα άπειρο σύνολο X ϑα λέγεται γνήσιο
αν δεν περιέχει κανένα πεπερασµένο υποσύνολο του X.

Φανερά, κάθε γνήσιο υπερφίλτρο σε ένα άπειρο σύνολο X ϑα περιέχει το
ϕίλτρο των συµπεπερασµένων υποσυνόλου του X.

Θεώρηµα 2.34. Κάθε ϕίλτρο F επεκτείνεται σε υπερφίλτρο.
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Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

F = {G : F ⊆ G,G ϕίλτρο }

διατεταγµένο µε την σχέση του υποσυνόλου. Είναι άµεσο να δούµε ότι αν
A είναι µια αλυσίδα στοιχείων του F τότε και η ένωση των στοιχείων του A
ανήκει στο F. Συνεπώς, από το Λήµµα του Zorn, το F ϑα έχει τουλάχιστον ένα
µεγιστικό στοιχείο U το οποίο ϑα είναι υπερφίλτρο από την Πρόταση 2.32.

2.5α΄ Μέτρα και Υπερφίλτρα

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος να δούµε τα υπερφίλτρα του X είναι σαν δίτιµα
πεπερασµένα προσθετικά µέτρα πιθανότητας πάνω στα υποσύνολα του X.
΄Ενα πεπερασµένα προσθετικό µέτρο πιθανότητας πάνω πάνω στα υποσύνολα
τουX είναι µια απεικόνιση µ η οποία σε κάθε υποσύνολο A τουX αντιστοιχεί
έναν αριθµό µ(A) ∈ [0, 1] ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) µ(X) = 1.

(ii) Αν A, B είναι ξένα υποσύνολα του X τότε

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

Ο αριθµός µ(A) λέγεται το µέτρο του συνόλου A. Είναι εύκολο να δούµε ότι

(α) µ(∅) = 0.
Πράγµατι, 1 = µ(X) = µ(X ∪ ∅) = µ(X) + µ(∅) = 1 + µ(∅).

(ϐ) Αν A ⊆ B τότε µ(A) ≤ µ(B).
Πράγµατι, αν A ⊆ B τότε B = A ∪ (B \ A). Αφού τα A, B \ A είναι
ξένα µεταξύ τους ϑα έχουµε ότι µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).

(γ) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).
Για να διευκολύνουµε τη παρουσίαση ϑα γράφουµε A ] B αντί A ∪ B
όταν τα A, B είναι ξένα µεταξύ τους. Αν A, B είναι οποιαδήποτε σύνολα
τότε A = (A \B) ] (A ∩B) και συνεπώς

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Αλλά A ∪ B είναι η ένωση τριών ξένων µεταξύ τους συνόλων A ∪ B =
(A \B) ] (B \ A) ] (A ∩B) και συνεπώς

µ(A ∪B) = µ(A \B) + µ(B \ A) + µ(A ∩B) =

= µ(A)− µ(A ∩B) + µ(B)− µ(A ∩B) + µ(A ∩B) =

= µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)
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Τα σύνολα που έχουν µέτρο ίσο µε 1 αποτελούν ένα ϕίλτρο. Πράγµατι,
έστω F = {A ⊆ X : µ(A) = 1}. Το X ∈ F , από υπόθεση και ∅ 6∈ F
αφού µ(∅) = 0. Αν A ∈ F και A ⊆ B τότε 1 = µ(A) ≤ µ(B) ≤ 1 και
συνεπώς µ(B) = 1. Τέλος αν µ(A) = µ(B) = 1 ϕανερά 1 = µ(A ∪ B) =
µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B) = 2− µ(A ∩B) και συνεπώς µ(A ∩B) = 1.

Αν το µέτρο µ παίρνει µόνο δύο τιµές τότε είναι άµεσο να δούµε ότι τα
σύνολα µέτρου 1 αποτελούν υπερφίλτρο. Αντίστροφα, κάθε υπερφίλτρο ορίζει
ένα µέτρο πιθανότητας στα υποσύνολα του X που παίρνει τιµές είτε 0 είτε 1,
αν στα στοιχεία του υπερφίλτρου δώσουµε µέτρο ίσο µε 1 και στα υπόλοιπα
σύνολα µέτρο 0. Συνεπώς ϑα ταυτίζουµε τα υπερφίλτρα µε τα δίτιµα µέτρα
πιθανότητας που ορίζονται στο σύνολο ℘(X) όλων των υποσυνόλων του X.

2.5β΄ Τα Υπερφίλτρα σαν ποσοδείκτες

΄Ενας τρίτος τρόπος να δούµε τα υπερφίλτρα σε ένα άπειρο σύνολο X είναι
σαν ποσοδείκτες που αναφέρονται σε ιδιότητες που αναφέρονται στο X. Ας
ϑεωρήσουµε µια «ιδιότητα» που αναφέρεται στο X δηλαδή µια πρόταση P (x)
η οποία έχει µόνο µια αδέσµευτη µεταβλητή και µπορούµε να αποφασίσουµε
ότι είναι αληθής ή ψευδής αν αντικαταστήσουµε στη ϑέση του x ένα στοιχείο
τουX. Αν για παράδειγµαX = N η P (x) µπορεί να είναι η πρόταση «Υπάρχει
y µε y = 2x» ή ισοδύναµα «Το x είναι άρτιος». Η P (17) είναι ψευδής ενώ η
P (100) είναι αληθής.

Αν U είναι ένα υπερφίλτρο στο X τότε αυτό εισάγει ένα καθολικό ποσο-
δείκτη ∀U ως εξής

Ορισµός 2.35. Αν P (x) είναι µια ιδιότητα τότε η ∀UP (x) λέγεται αληθής αν

{x : P (x) είναι αληθής } ∈ U

Θεώρηµα 2.36. Για οποιεσδήποτε ιδιότητες P (x),Q(x) ισχύουν τα παρακάτω:

(i) ∀U (P (x) ∧Q(x)) ≡ (∀Ux P (x)) ∧ (∀Ux Q(x))

(ii) ∀U (P (x) ∨Q(x)) ≡ (∀Ux P (x)) ∨ (∀Ux Q(x))

(iii) ∀U ¬P (x) ≡ ¬∀U P (x)

Απόδειξη. (i) Προφανές.

(ii)
∀U (P (x) ∨Q(x)) ≡ {x : P (x) ∨Q(x)} ∈ U

≡ ({x : P (x)} ∪ {x : Q(x)}) ∈ U
≡ {x : P (x)} ∈ U ή {x : Q(x)} ∈ U
≡ (∀Ux P (x)) ∨ (∀Ux Q(x))
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(iii)
∀U (¬P (x)) ≡ {x : ¬P (x)} ∈ U

≡ {x : ¬P (x)}c ∈ U
≡ {x : P (x)} 6∈ U
≡ ¬∀U P (x)

Σηµείωση 2.37. Σηµειώστε ότι για τον καθολικό ποσοδείκτη ποσοδείκτη ∀
ενώ ισχύει η ιδιότητα (1) δεν ισχύουν οι ιδιότητες (2) και (3). Πράγµατι αν, στο
σύνολο των πραγµατικών αριθµών, ηP (x) σηµαίνει ότι x ≥ 0 καιQ(x) σηµαίνει
ότι x < 0 τότε η ∀ (P (x) ∨ Q(x)) είναι αληθής ενώ η (∀x P (x)) ∨ (∀x Q(x))
είναι ψευδής. Επίσης αν η P (x) σηµαίνει ότι x ≥ 0 η ¬∀x P (x) είναι αληθής
ενώ η ∀x ¬P (x) είναι ψευδής.

2.6 Η κατασκευή των υπερπραγµατικών αριθµών

Θεωρούµε ένα γνήσιο (µη τετριµµένο) υπερφίλτρο U στο N. ΄Ενας υπερπραγ-
µατικός αριθµός ϑα είναι απλά µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών, όπου
όµως ϑα ϑεωρούµε ότι δύο ακολουθίες ā = (an))n ∈ N και b̄ = (bn))n ∈ N
ϑα ταυτίζονται αν ({n : an = bn}) ∈ U .

Ορισµός 2.38. ΄Εστω RN να είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών πραγµα-
τικών αριθµών. Αν ā = (an))n ∈ N και b̄ = (bn))n ∈ N ϑα λέµε ότι η ā είναι
ισοδύναµη ( ως προς το U ) µε την b̄ και ϑα γράφουµε ā ∼ b̄ αν

∀Un (an = bn)

Η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας.

(i) Για κάθε ακολουθία ā ϑα έχουµε ā ∼ ā αφού

{n : an = an} = N ∈ U .

(ii) Αν ā ∼ b̄ προφανώς b̄ ∼ ā.

(iii)
(ā ∼ b̄) ∧ (b̄ ∼ c̄) ≡ ∀Un (an = bn) ∧ ∀Un (bn = cn)

≡ ∀Un( (an = bn) ∧ (bn = cn) )
≡ ∀Un( (an = cn) ∧ (bn = cn) )
≡ ā ∼ c̄

Ορισµός 2.39. Το σύνολο RN/∼ ονοµάζεται σύνολο των υπερπραγµατικών
αριθµών και συµβολίζεται µε ∗R.
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Με άλλα λόγια οι υπερπραγµατικοί αριθµοί µπορούν να ϑεωρηθούν σαν
ακολουθίες πραγµατικών αριθµών, όπου όµως ϑα ϑεωρούµε ότι δύο ακολου-
ϑίες ορίζουν τον ίδιο υπερπραγµατικό αριθµό αν συµπίπτουν σε ένα µεγάλο
σύνολο. Η κατασκευή αυτή είναι ανάλογη µε την κατασκευή των πραγµατι-
κών αριθµών από τους ϱητούς, όπου ένας πραγµατικός αριθµός µπορεί να
ϑεωρηθεί σαν µια ακολουθία Cauchy ϱητών, όπου ϑεωρούµε ότι δύο τέτοιες
ακολουθίες ταυτίζονται αν η διαφορά τους συγκλίνει στο 0.

Ορισµός 2.40. Για κάθε n-µελή σχέση R στο R ορίζουµε µια n-µελή σχέση
∗R στο ∗R όπου αν x̄i = [(xi(m)m∈N], i = 1, . . . , n είναι n στοιχεία του ∗R ϑα
έχουµε ότι (x̄1, . . . , x̄n(m)) ∈ ∗R αν και µόνο αν

∀Um (x1(m), . . . , xn(m)) ∈ R

Η σχέση ∗R ονοµάζεται η ∗-µεταφορά της R

Πρόταση 2.41. ΄Εστω R µια n-µελής σχέση στο R. Αν η Rείναι συνάρτηση
n−1 µεταβλητών στο R τότε η ∗R ϑα είναι επίσης συνάρτηση n−1 µεταβλητών
στο ∗R.

(i) Αφού κάθε στοιχείο του R είναι µια 0-µελής σχέση η ∗-µεταφορά ενός
στοιχείου a ∈ R είναι το στοιχείο [(a, a, a, . . . , )] ∈ ∗R.

(ii) Αφού κάθε υποσύνολο A του R είναι µια 1-µελής σχέση η ∗-µεταφορά
του A είναι ένα υποσύνολο

A∗ = {[(an))n ∈ N] : {n : an ∈ A} ∈ U}

του ∗R.

Πρόταση 2.42. Αν A, B είναι υποσύνολα του R τότε

(α΄) Αν A ⊆ B τότε ∗A ⊆ ∗B

(ϐ΄) ∗(A ∪B) = ∗A ∪ ∗B

(γ΄) ∗(A ∩B) = ∗A ∩ ∗B

(δ΄) ∗(A \B) = ∗A \ ∗B

Απόδειξη.

(α΄) Προφανές.
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(ϐ΄)

x ∈ ∗(A ∪B) ≡ ∀Un ( xn ∈ (A ∪B) )

≡ ∀Un ( (xn ∈ A) ∨ (xn ∈ A) )

≡ ( ∀Un (xn ∈ A) ) ∨ ( ∀Un (xn ∈ B) )

≡ (x ∈ ∗A) ∨ (x ∈ ∗B)

≡ x ∈ ∗A ∪ ∗B

(γ΄)

x ∈ ∗(A ∩B) ≡ ∀Un ( xn ∈ (A ∩B) )

≡ ∀Un ( (xn ∈ A) ∧ (xn ∈ A) )

≡ ( ∀Un (xn ∈ A) ) ∧ ( ∀Un (xn ∈ B) )

≡ (x ∈ ∗A) ∧ (x ∈ ∗B)

≡ x ∈ ∗A ∩ ∗B

(δ΄)

x ∈ ∗(A \B) ≡ ∀Un ( xn ∈ (A \B) )

≡ ∗∀Un ( (xn ∈ A) ∧ ¬(xn ∈ B) )

≡ ( ∀Un (xn ∈ A) ) ∧ ( ∀Un ¬(xn ∈ B) )

≡ ( ∀Un (xn ∈ A) ) ∧ ( ∀Un (xn 6∈ B) )

≡ (x ∈ ∗A) ∧ (x 6∈ ∗B)

≡ x ∈ ∗A \ ∗B

(iii) Η διάταξη < των πραγµατικών αριθµών, αφού είναι διµελής σχέση,
κατά τα προηγούµενα µεταφέρεται σε µια διµελή σχέση ∗ < στο ∗R
ως εξής : Αν a = [(xn)∞n=1], b = [(yn)∞n=1] είναι δύο υπερπραγµατικοί
αριθµοί που αντιπροσωπεύονται από τις ακολουθίες (xn)∞n=1, (yn)∞n=1

τότε ισχύει a < b αν ∀Un (xn < yn) δηλαδή αν

{n : xn < yn} ∈ U
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Πρόταση 2.43. Η σχέση ∗ < είναι ολική διάταξη ∗R

Απόδειξη. Θα δείξουµε κατ΄ αρχήν ότι η ∗ < είναι σχέση διάταξης.

(α΄) Αν x = [(an)n∈N] ∈ ∗R τότε {n : an < an} = ∅ 6∈ U και συνεπώς
δεν ισχύει x < x.

(ϐ΄) ΄Εστω x = [(xn)n∈N], y = [(yn)n∈N], z = [(zn)n∈N] ∈ ∗R

(x < y) ∧ (y < z) ≡ (∀Un (x(n) < y(n))) ∧ (∀Un (y(n) < z(n)))

≡ ∀Un ((x(n) < y(n)) ∧ (y(n) < z(n)))

⇒ ∀Un ((x(n) < z(n))

≡ x < z

(γ΄) Θα δείξουµε ότι δύο τυχαίοι υπερπραγµατικοί αριθµοί συγκρίνον-
ται. ΄Εστω x = [(xn)n∈N], y = [(yn)n∈N] ∈ ∗R. Αν {n : xn < yn} ∈ U
τότε x < y. Αν {n : xn < yn} 6∈ U τότε {n : xn < yn}c ∈ U δηλαδή
{n : xn ≥ yn} και συνεπώς x ≥ y.

(iv) Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός του R τριµελείς σχέσεις µεταφέ-
ϱονται σε αντίστοιχες τριµελείς σχέσεις οι οποίες είναι πράξεις στο ∗R,
λόγω της Πρότασης 2.41. Θα τις ονοµάζουµε επίσης πρόσθεση και
πολλαπλασιασµό στο ∗R και για λόγους ευκολίας ϑα τις συµβολίζουµε
µε τα ίδια σύµβολα.

Σε αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι οι έννοιες του «άπειρα µικρού» και «ά-
πειρα µεγάλου» αριθµού που ϑεωρεί ο Euler έχουν νόηµα στο ∗R. Πράγµατι
αν ϑεωρήσουµε τον υπερπραγµατικό αριθµό ω που είναι κλάση ισοδυναµίας
της ακολουθίας (1/n), n = 1, 2, . . . τότε είναι άµεσο ότι είναι αυστηρά ϑετικός
και είναι µικρότερος από οποιονδήποτε ϑετικό πραγµατικό αριθµό.

Αφού για όλα n ϑα ισχύει ότι 1/n > 0, ϑα έχω ότι ω > 0. Επίσης, αν πάρω
ένα τυχαίο ε > 0 µε ε ∈ R τότε σχεδόν για όλα τα n ϑα ισχύει ότι 1/n < ε,
άρα ω < ε.

΄Οµοια ο υπερπραγµατικός αριθµός Ω που είναι κλάση ισοδυναµίας της
ακολουθίας (n), n = 1, 2, . . . είναι αυστηρά ϑετικός και είναι µεγαλύτερος
από οποιονδήποτε ϑετικό πραγµατικό αριθµό.

Θεώρηµα 2.44. Το (∗R,+, ·, <, 0, 1) είναι ένα µη-αρχιµήδειο διατεταγµένο
σώµα.
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Απόδειξη. ΄Ολες οι ιδιότητες του διατεταγµένου σώµατος επαληθεύονται εύ-
κολα από τους ορισµούς. Θα δείξουµε για παράδειγµα την

∀x∀y∀z((x < y)→ (x+ z < y + z))

Αν x = [(xn)n∈N], y = [(yn)n∈N], z = [(zn)n∈N], και x < y τότε ∀Un(xn < yn)
και συνεπώς ∀Un(xn + zn < yn + zn) το οποίο ισοδυναµεί µε x+ z < y + z.

Για να δείξουµε ότι το (∗R,+, ·, <, 0, 1) είναι µη-αρχιµήδειο, ϑεωρούµε
τον αριθµό

x = [x(n)n∈N] =

ñÇ
1

n+ 1

å
n∈N

ô
Αφού για κάθε n, x(n) > 0 έχουµε ότι 0 < x.
Αν N ∈ N τότε®

n : x(n) <
1

N + 1

´
= {N + 2, N + 3, . . . } ∈ U

συνεπώς για κάθε N ∈ N

0 < x <
1

N + 1

δηλαδή ο x είναι απειροστό.

2.7 Η αρχή της µεταφοράς

Στην προηγούµενη παράγραφο κατασκευάσαµε το σύνολο ∗R και δείξαµε ότι
είναι ένα διατεταγµένο σώµα. Για κάθε σχέση R ϐάρους n που ορίζεται στο
R ορίσαµε την µεταφορά της ∗R που είναι επίσης σχέση ϐάρους n στο ∗R.
Επίσης αν f είναι µια συνάρτηση n µεταβλητών στο R η µεταφορά της f ∗ είναι
επίσης συνάρτηση n µεταβλητών στο ∗R. Για παράδειγµα οι συναρτήσεις

sin, cos

µεταφέρονται στις συναρτήσεις

sin∗, cos∗

στο ∗R. ΄Ενα ϕυσικό ερώτηµα είναι αν οι ιδιότητες των συναρτήσεων αυτών
µεταφέρονται και στην ∗−µεταφορά τους. Για παράδειγµα ισχύει

sin∗
Å
x+

π

2

ã
= cos∗ x
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για κάθε x ∈ ∗R; Ισχύει η ταυτότητα

sin∗(x+ y) = sin∗ x cos∗ y + cos∗ x sin∗ y

για κάθε x ∈ ∗R και κάθε y ∈ ∗R;
Θα αποδείξουµε µια γενική αρχή, που ονοµάζεται η αρχή της µεταφοράς,

και δίνει ϑετική απάντηση στα προηγούµενα ερωτήµατα.
Η απόδειξή της (δες [4]) απαιτεί τα εργαλεία από την µαθηµατική λογική

και παραλείπεται. Αποτελεί ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για την µελέτη της
Ανάλυσης στους υπερπραγµατικούς αριθµούς και µε αυτό αποφεύγουµε να
καταφεύγουµε κάθε ϕορά στην κατασκευή του ∗R για να αποδείξουµε ένα
ϑεώρηµα.

Θα συµβολίζουµε µε LR την γλώσσα της δοµής του R και µε L∗R την
γλώσσα της δοµής του ∗R. Η ϐασική ιδέα είναι να µεταφέρουµε κάθε στοιχείο
Φ ∈ LR σε ένα στοιχείο Φ∗ ∈ LR µε τέτοιο τρόπο ώστε αν Φ ∈ LR είναι µια
πρόταση τότε η Φ να αληθεύει στο R και µόνο αν η Φ∗ αληθεύει στο ∗R.

Για κάθε όρο t ή τύπο Φ της LR ϑα ορίσουµε ένα όρο t∗ ή τύπο Φ∗ που
ϑα ονοµάζεται η ∗-µεταφορά του t ή του Φ

Ορισµός 2.45.

(i) Αν x είναι µια µεταβλητή της LR τότε x∗ = x είναι µια µεταβλητή της
LR∗.

(ii) Αν R είναι το σύµβολο της σχέσης R στο R τότε R∗ ϑα είναι το σύµβολο
της ∗-µεταφοράς ∗R της R στο ∗R.

(iii) Αν f είναι το σύµβολο της συνάρτησης f στο R τότε f ∗ ϑα είναι το
σύµβολο της ∗-µεταφοράς f ∗ της f στο ∗R.

(iv) Αν t1, . . . , tn είναι όροι της LR και f είναι το σύµβολο της συνάρτησης
n-µεταβλητών f στο R τότε αν

t = f(t1, t2, . . . , tn)

ορίζουµε
t∗ = f ∗(t∗1, t

∗
2, . . . , t

∗
n)

(v) Αν t1, t2 είναι όροι της LR η ∗-µεταφορά του τύπου t1 = t2 είναι ο τύπος
t∗1 = t∗2.

(vi) Αν R είναι όνοµα σχέσης ϐάρους n ≥ 1 της LR και t1, t2, . . . , tn είναι
όροι της LR τότε η ∗-µεταφορά του τύπου

R(t1, . . . , tn)
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είναι ο τύπος
R∗(t∗1, . . . , t

∗
n)

(vii) Αν P , Q είναι τύποι τότε η ∗-µεταφορά των τύπων

¬(P ), (P ) ∨ (Q), (P ) ∧ (Q), (P )→ (Q), (P )↔ (Q)

είναι οι αντίστοιχοι τύποι

¬(P ∗), (P ∗)∨(Q∗), (P ∗)∧(Q∗), (P ∗)→ (Q∗), (P ∗)↔ (Q∗)

(viii) Αν P είναι τύπος και x όνοµα µεταβλητής τότε η ∗-µεταφορά των τύπων

∀x (P ), ∃x (P )

είναι οι αντίστοιχοι τύποι

∀x (P ∗), ∃x (P ∗)

Θεώρηµα 2.46 (Η Αρχή της µεταφοράς). Μια πρόταση P της LR είναι αληθής
αν και µόνο αν η πρόταση P ∗ της L∗R είναι αληθής.

Παράδειγµα 2.47. Η µεταφορά της πρότασης

∀(x ∈ R)∀(y ∈ R)∀(z ∈ R)(x+ y) + z = x+ (y + z)

είναι η
∀(x ∈ ∗R)∀(y ∈ ∗R)∀(z ∈ ∗R)(x+ y) + z = x+ (y + z)

και αφού η πρώτη είναι αληθής ϑα είναι και η δεύτερη.



Κεφάλαιο 3

Οι Υπερπραγµατικοί αριθµοί και
ϐασικές Αρχές

3.1 Κανόνες για πράξεις µεταξύ άπειρων, πεπερασµένων
και απειροστών αριθµών

Για να κατανοήσουµε την έννοια των απειροστών ως προς τις ιδιότητες, τις
µεταξύ τους σχέση αλλά και τις σχέσεις τους µε το σύνολο των πραγµατικών
αριθµών πρέπει πρώτα να αναφερθούµε στο σύνολο των υπερπραγµατικών
αριθµών. Υποθέτοντας ότι

• τα ε, δ είναι απειροστά

• τα b,c είναι πεπερασµένοι υπερπραγµατικοί αριθµοί αλλά όχι απειρο-
στά

• τα Η, Κ είναι άπειροι υπερπραγµατικοί αριθµοί

• το n είναι ένας πεπερασµένος ϕυσικός αριθµός

τότε

(i) Ο µόνος απειροστός πραγµατικός αριθµός είναι το 0. ΄Ολοι οι υπόλοιποι
πραγµατικοί αριθµοί είναι πεπερασµένοι.

(ii) (α΄) το −ε είναι απειροστός αριθµός

(ϐ΄) το -ϐ είναι πεπερασµένος αλλά όχι απειροστός

(γ΄) το -Η είναι άπειρος αριθµός

(iii) (α΄) Αν ε 6= 0 τότε το
1

ε
είναι άπειρος αριθµός
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(ϐ΄) το
1

b
είναι πεπερασµένος αλλά όχι απειροστός

(γ΄) το
1

H
είναι απειροστός αριθµός

(δ΄) το
1

0
παραµένει απροσδιόριστο

(iv) (α΄) ε+ δ είναι απειροστό

(ϐ΄) b+ ε είναι πεπερασµένο αλλά όχι απειροστό

(γ΄) b+ c είναι πεπερασµένο (πιθανά απειροστό)

(δ΄) H + ε και H + b

(v) (α΄) ε · δ και ε · b είναι απειροστά

(ϐ΄) b · c είναι πεπερασµένο αλλά όχι απειροστό

(γ΄) H · b και H ·K είναι άπειρα

(vi) (α΄)
ε

b
,
ε

H
και

b

H
είναι απειροστά

(ϐ΄)
b

c
είναι πεπερασµένο αλλά όχι απειροστό

(γ΄)
b

ε
,
H

ε
και

H

b
είναι άπειρα, δεδοµένου ότι ε 6= 0

(vii) (α΄) εn είναι απειροστό

(ϐ΄) bn είναι πεπερασµένο αλλά όχι απειροστό

(γ΄) Hn είναι άπειρο

(viii) (α΄) Αν ε > 0 τότε ε > 0 τότε n
√
ε είναι απειροστό

(ϐ΄) Αν b > 0 τότε n
√
b είναι πεπερασµένο αλλά όχι απειροστό

(γ΄) Αν H > 0 τότε n
√
H είναι άπειρο

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν γενικοί κανόνες που να καθορίζουν αν οι

συνδιασµοί
ε

δ
,
H

K
, H · ε και H +K είναι απειροστά, πεπερασµένοι ή άπειροι

αριθµοί.
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3.2 Οι τρεις ϐασικές αρχές

Πρώτη αρχή : Αρχή της επέκτασης

(i) Υπάρχει ένα σύνολο ∗N µε N $ ∗N τέτοιο ώστε σε κάθε στοιχείο στοι-
χείο R του σύµπαντος Sω(N) αντιστοιχεί ένα (µοναδικό) στοιχείο ∗R του
σύµπαντος Sω(∗N) το οποίο ονοµάζεται η µη-τυπική επέκταση τουR. Θα
συµβολίζουµε µε ∗Sω(N) ή απλά µε ∗Sω το σύνολο

∗Sω = {∗R : R ∈ Sω}.

(ii) Υπάρχει ένας υπερπραγµατικός αριθµός που είναι µεγαλύτερος του µη-
δενός αλλά µικρότερος από κάθε πραγµατικό αριθµό.

∆ηλαδή

∃x ∈ ∗R όπου ισχύει 0 < x < y, ∀y ∈ R.

∆εύτερη αρχή : Αρχή της Μεταφοράς
Σε κάθε πρόταση Π της γλώσσας της Sω(N) αντιστοιχεί µια και µοναδική

πρόταση ∗Π της γλώσσας της Sω(∗N) η οποία προκύπτει αντικαθιστώντας
κάθε σταθερά R̄, όνοµα του στοιχείου R ∈ Sω, που εµφανίζεται στην Π µε το
όνοµα του ∗R του ∗R στην γλώσσα της Sω(∗N).

Η πρόταση Π της γλώσσας της Sω(N) είναι αληθής ερµηνευόµενη στο
Sω(N) αν και µόνο αν η πρόταση ∗Π είναι αληθής ερµηνευόµενη στο
Sω(∗N).

Τρίτη αρχή : Αρχή του Τυπικού Μέρους

(i) ΄Εστω b ένας πεπερασµένος υπερπραγµατικός αριθµός. Το τυπικό µέρος
του b, συµβολίζουµε µε st(b), είναι ο πραγµατικός αριθµός που ϐρίσκεται
απείρως κοντά στο b. Οι άπειροι υπερπραγµατικοί αριθµοί δεν έχουν
τυπικό µέρος.

Μπορούµε εποµένως να εκφράσουµε έναν υπερπραγµατικό αριθµό b
µε την µορφή b = st(b) + ε όπου ε είναι απειροστό.

Η αρχή του τυπικού µέρους στην ουσία µας λεεί ότι κάθε πεπερασµένος
υπερπραγµατικός αριθµός είναι άπειρα κοντά µε ακριβώς έναν πραγ-
µατικό αριθµό.
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3.3 Αρχή της Φυσικής Επαγωγής

΄Εστω φ(n) να είναι µία εξίσωση ή µία ανισότητα ακολουθιών πραγµατι-
κών αριθµών, για παράδειγµα να είναι της µορφής

an = bn, an 6= bn, an < bn, an ≤ bn,

όπου a και b είναι ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. Αν ισχύει η φ(0)
και εάν για κάθε ϕυσικό αριθµόm ισχύει η φ(m+ 1) όταν ισχύει η φ(m),
τότε ισχύει και η φ(n) για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

3.4 Αρχή του Ορισµού Μέσω Αναδροµής

Μια ακολουθία πραγµατικών αριθµών µπορεί να οριστεί προσδιορίζοντας
την τιµή της στο 0 και προσδιορίζοντας για κάθε ϕυσικό n την τιµή n+ 1
όπως αυτή καθορίζεται για την τιµή στο n.

Για παράδειγµα η δυναµοσυνάρτηση

xn = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

ορίζεται για όλους τους ϕυσικούς από τις εξισώσεις

x0 = 1, xn+1 = xn · (x− n).

3.5 Υπερακολουθία, Υπερσειρά

Ορισµός 3.1. (α΄) Υπερακολουθία είναι κάθε συνάρτηση που ορίζεται
στους υπερφυσικους αριθµούς, συνθέτοντας τις υπερπραγµατικές
επεκτάσεις πραγµατικών συναρτήσεων µιάς ή περισσοτέρων µετα-
ϐλητών, και επιτρέποντας υπερπραγµατικά επιχειρήµατα.

(ϐ΄) Υπερσειρά είναι η υπερακολουθία µερικών αθροισµάτων µιας υπε-
ϱακολουθίας.

Μπορούµε λοιπον να επεκτείνουµε το διωνυµικό τύπο και τη γεωµετρι-
κή πρόοδο στους υπερπραγµατικούς µέσω της αρχής της µεταφοράς.

∆ιωνυµικό ϑεώρηµα στους Υπερπραγµατικούς



62 · Οι Υπερπραγµατικοί αριθµοί και βασικές Αρχές

Για κάθε υπερπραγµατικό αριθµό a, b, και για κάθε υπερφυσικό αριθµό
n ισχύει ότι

(a+b)n =
n∑
k=0

nk

k!
an−kbk = an+

n1

1!
an−1b1+

n2

2!
an−2b2+

n3

3!
an−3b3+· · ·+bn

Γεωµετρική πρόοδος στους Υπερπραγµατικούς

Για κάθε υπερπραγµατικό αριθµό a εκτώς της µονάδας και για κάθε
υπερφυσικό αριθµό n ισχύει ότι

1− an+1

1− a
=

n∑
k=0

ak = 1 + a+ a2 + · · ·+ an

3.6 Αρχή της Υπερφυσικής Επαγωγής

΄Εστω φ(n) να είναι µία εξίσωση ή µία ανισότητα υπερακολουθιών υπερ-
πραγµατικών αριθµών, για παράδειγµα να είναι της µορφής

an = bn, an 6= bn, an < bn, an ≤ bn,

όπου a και b είναι υπερακολουθίες υπερπραγµατικών αριθµών. Αν ισχύει
η φ(0) και εάν για κάθε υπερφυσικό αριθµό m ισχύει η φ(m + 1) όταν
ισχύει η φ(m), τότε ισχύει και η φ(n) για κάθε υπερφυσικό αριθµό n.

3.7 Καθορισιµότητα

Ορισµός 3.2. (Καθορισιµότητα) Μια υπερακολουθία s0, s1, s2, . . . πα-
ϱουσιάζει καθορισιµότητα αν και µόνο αν sM ' sN για κάθε M και N
άπειρους υπερπραγµατικούς. Αν a0, a1, a2, . . . είναι υπερακολουθία, τότε
η σειρά a0 + a1 + a2 + · · · είναι καθορισµένη αν και µόνο αν η υπερακο-
λουθία µερικών αθροισµάτων που ορίζεται σαν sn = a0+a1+a2+· · ·+an
είναι καθορισµένη.

Θεώρηµα 3.3. (Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης) Αν η σειρά a0 + a1 +
a2 + · · · και η b0 + b1 + b2 + · · · είναι καθορισµένες, και αν για κάθε
ϕυσικό n an ' bn, τότε για κάθε υπερφυσικό n ισχύει

a0 + a1 + a2 + · · · ' b0 + b1 + b2 + · · · .
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Το παραπάνω ϑεώρηµα µας λέει ότι το άπειρο άθροισµα απειροστών
ϑεωρείται αµελητέο υπό την προϋπόθεση ότι οι σχετικές σειρές είναι
καθορισµένες.

Θεώρηµα 3.4. (Κριτήριο Σύγκρισης Καθορισιµότητας)

(α΄) ΄Εστω a0, a1, a2, . . . και b0, b1, b2, . . . ακολουθίες ϑετικών όρων. Αν
η σειρά b0 + b1 + b2 + · · · είναι καθορισµένη και εάν υπάρχει ένα
πεπερασµένο k ώστε an ≤ bn για n ≥ k τότε και η a0 + a1 + a2 + · · ·
είναι καθορισµένη.

(ϐ΄) Αν |c0| + |c1| + |c2| + · · · είναι καθορισµένη σειρά, τότε και η c0 +
c1 + c2 + · · · είναι καθορισµένη σειρά.



Κεφάλαιο 4

Το Introductio και η µη τυπική
ανάλυση

΄Εχοντας περιγράψει ένα αξιωµατικό σύστηµα όπου καθορίζει τις ιδιότητες του
απείρου καθώς και των απειροστών και έχοντας ένα κριτήριο σχετικά µε την
αµελητέας σηµασίας ύπαρξη απειροστών σε άπειρη σειρά, µπορούµε τώρα
να εξετάσουµε τις υποθέσεις του Euler σε ένα αυστηρά µαθηµατικό πλαίσιο.

4.1 Οι εκθετικές σειρές

Η εκθετικοποιήση ορίζεται για το 0 και όλους τους ϕυσικούς n από τον τύπο

a0 = 1

an = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

ή πιο τυπικά χρησιµοποιώντας αναδροµή, επεκτείνοντας τον ϑετικό ϱητός
εκθέτη m

n
χρησιµοποιώντας αξίωµα της ϱίζας :

a
m
n = ( n

√
a)m, a > 0

έπειτα επεκτείνουµε στους αρνητικούς ϱητούς παίρνοντας τους αντίστροφους,

a
m
n =

1

a
m
n
, a > 0

Με αυτούς τους ορισµούς και τα ϐασικά πεδία, καθώς και µε τα αξιώ-
µατα διάταξης για τους πραγµατικούς αριθµούς, µπορεί κανείς να δείξει ότι
για κάθε ϑετικό a µεγαλύτερο του 1 και για κάθε ϱητό p και q, ισχύουν οι
ακόλουθοι κανόνες για ϱητούς εκθέτες
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(i) apaq = ap+q

(ii) (ap)q = apq

(iii) ap < aq αν και µόνο αν p < q.

Το να επεκτείνουµε τον ορισµό του ax από τους ϱητούς στους πραγµατι-
κούς καθώς και να επαληθεύσουµε τον αν ισχύουν οι παραπάνω κανόνες για
την επέκταση αυτή είναι αρκετά περίπλοκο. Αντί αυτού ϑα ϑεωρήσουµε ότι η
ax είναι µία πραγµατική συνάρτηση, ορισµένη για όλους τους πραγµατικούς
x, και χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες που αναφέραµε πριν, ϑα ϑεωρήσουµε
τα παρακάτω αξιώµατα για την εκθετική συνάρτηση.

Αξίωµατα Για κάθε ϑετικό πραγµατικό a µεγαλύτερο του 1 και για κάθε
πραγµατικό x και y ισχύουν οι ακόλουθοι κανόνες

(i) a0 = 1,

(ii) a−x =
1

ax
,

(iii) axay = ax+y

(iv) (ax)y = axy

(v) ax < ay αν και µόνο αν x < y.

Λόγο της αρχής της µεταφοράς τα αξιώµατα αυτά ισχύουν και στους
υπερπραγµατικούς. Επιπλέον ϑα χρειαστούµε και την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.1. Θεωρούµε a πεπερασµένο και µεγαλύτερο του 1. Αν ε > 0 και
ε ' 0 τότε aε > 1 και aε ' 1. Αν x και y είναι πεπερασµένα, τότε ax ' ay αν
και µονο αν x ' y.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουµε σε τρία ϐήµατα.

(i) ΄Εστω N να είναι ένας άπειρος υπερπραγµατικός αριθµός. Θέλουµε να
καταλήξουµε στο ότι το a

1
N υπερβαίνει το 1 κατά ένα απειροστό ποσό.

Από τα αξιώµατα για την εκθετικοποιήση έχουµε ότι a
1
N > a0 οπότε

µπορούµε να γράψουµε ότι a
1
N = 1 + u όπου u είναι ϑετικό. Από το

διωνυµικό ϑεώρηµα προκύπτει ότι

a = (a
1
N )N = (1 + u)N = 1 +Nu+ . . . . . .︸ ︷︷ ︸

(κάποιοι ϑετικοί όροι)

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι

0 < u <
a− 1

N
' 0

και έτσι a
1
N > 1 και a

1
N ' 1.
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(ii) ΄Εστω τώρα ε ϑετικό, παίρνουµε N = b1/εc να είναι ο µεγαλύτερος
υπερπραγµατικός αριθµός που ϑα είναι µικρότερος ή ίσος του 1/ε,

ώστε
1

N + 1
< ε ≤ 1

N
. Από τα αξιώµατα για την εκθετικοποιήση,

a
1

N+1 < aε ≤ a
1
N από το οποίο έπεται ότι ε ' 0 αν και µόνο αν το N

είναι άπειρο αν και µόνο αν aε ' 1 Επιπλέον το a−ε, δηλαδή το
1

aε
,

είναι απείρως κοντα στο 1 αν και µόνο αν και το aε είναι απείρως κοντά
στο 1.

(iii) Υποθέτοντας ότι x και y είναι πεπερασµένοι αριθµοί, συµπεραίνουµε
ότι

ax ' ay

αν και µόνο αν
ax

ay
' 1

αν και µόνο αν ax−y ' 1

αν και µόνο αν x− y ' 0

αν και µόνο αν x ' y.

Είναι σηµαντικό στην πρώτη σχέση τα ax και ay να µην είναι ούτε
άπειροι αριθµοί αλλά ούτε και απειροστά.

Στόχος µας σε είναι να δείξουµε ότι υπάρχει ένα πεπερασµένο λ τέτοιο
ώστε για κάθε πεπερασµένο x και για κάθε άπειρο N να ισχύει

ax ' a+ (λx) +
1

2!
(λx)2 +

1

3!
(λx)3 + · · ·+ +

1

N !
(λx)N .

΄Εστω ότι το x είναι πεπερασµένο και προς στιγµήν ϑετικό. Επιλέγουµε
έναν άπειρο υπερπραγµατικόK, τον οποίο κρατάµε σταθερό για το υπόλοιπο
της παραγράφου, και επιλέγουµε ένα κλάσµα της µορφής J

K
το οποίο είναι

απείρως κοντά στο x. Αυτό µπορεί να γίνει επιλέγοντας το J = bKxc, ώστε
0 < x−J

K
< 1

K
, οπότε x ' J

K
.

Από την πρόταση ξέρουµε ότι ax ' a
J
K , οπότε τώρα ϑα εργαστούµε µε το

a
J
K . ΄Εχουµε την ισότητα a

J
K =

(
a

1
K

)J
. Από την πρόταση, το a

1
K υπερβαίνει

το 1 κατά µία απειροστή ποσότητα. ∆εν γνωρίζουµε αν η ποσότητα αυτή είναι
µεγαλύτερη η µικρότερη από το 1

K
, οπότε, όπως και ο Euler, εισάγουµε έναν

ϑετικό συντελεστή αλλαγής κλίµακας λ, όπου εξαρτάται από το K:

a
1
K = 1 + λ

1

K
.
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Είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι το λ πρέπει να είναι πεπερασµένο.
Από το διωνυµικό ϑεώρηµα έχουµε ότι

a =
(
a

1
K

)K
=

Ç
1 +

λ

K

åK
= 1 + λ+ . . . . . .︸ ︷︷ ︸

(κάποιοι ϑετικοί όροι)

οπότε 0 < λ < a. Θα επεκτείνουµε τώρα το a
J
K ως εξής :

ax ' a
J
K =

(
a

1
K

)J
=

Ç
1 +

λ

K

åJ
(4.1) = 1 + J

Ç
λ

1

K

å
+
J2

2!

Ç
λ

1

K

å2

+ · · ·+ JJ

J !

Ç
λ

1

K

åJ
= 1 +

Ç
λ
J

K

å
+

1

2!

J2

J2

Ç
λ
J

K

å2

+ · · ·+ 1

J !

JJ

JJ

Ç
λ

1

K

åJ
(4.2) ' 1 + (λx) +

1

2!
(λx)2 + · · ·+ 1

J !
(λx)J

(4.3) ' 1 + (λx) +
1

2!
(λx)2 + · · ·+ 1

N !
(λx)N .

Η σχέση 4.1 έπεται του διωνυµικού ϑεωρήµατος και η σχέσεις 4.2 και 4.3
ϑα ικανοποιηθούν από το ϑεώρηµα αθροιστικής σύγκρισης όταν δείξουµε
ότι οι εν λόγω σειρές είναι καθορισµένες και ότι οι σχετικοί όροι τους είναι
απείρως κοντά.

Λήµµα 4.2. Η σειρά 1 + y + 1
2!
y2 + 1

3!
y3 + · · · είναι καθορισµένη για όλα τα y

που είναι πεπερασµένα.

Απόδειξη. Θέτουµε y > 0 και έστω n0 = byc Τότε για n > n0 ϑα έχουµε

yn

n!
=
yn0

n0!

yn−n0

(n0 + 1) (n0 + 2) · · ·n
≤ yn0

n0!

Ç
y

n0 + 1

ån−n0

= bcn−n0

όπου b = yn0

n0!
και c = y

n0+1
, έτσι ώστε |c| < 1, c ' 1, και το b να είναι

πεπερασµένος. ΄Οπως είδαµε και προηγουµένως η σειρά 1 + c2 + c3 + · · ·
είναι καθορισµένη για 0 < c < 1, οπότε το Ϲητούµενο έπεται του κριτηρίου
σύγκρισης καθορισιµότητας.
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Θέτοντας το y µε λx στο παραπάνω λήµµα ϐλέπουµε ότι η σειρά 4.2 είναι
καθορισµένη, και επειδή για ϑετικό x έχουµε

1

k!

Jk

Jk

Ç
λ
J

K

åk
≤ 1

k!
(λx)k

το Κριτήριο Σύγκρισης Καθορισιµότητας συνεπάγεται ότι η σειρά 4.3
είναι καθορισµένη. Στη συνέχεια ϑα διαπιστώσουµε ότι το J είναι άπειρο,
έχουµε Jk

Jk ' 1 και
Ä
J
K

äk ' xk για κάθε πεπερασµένο k, οπότε

Jk

Jk

Ç
J

K

åk λk
k!
' λk

k!
xk

για κάθε πεπερασµένο k. Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Αθροιστικής
Σύγκρισης και παρόµοιο συλλογισµό για αρνητικούς εκθέτες, καταλήγουµε
στο επιθυµητό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.3. Αν το a είναι πεπερασµένο και µεγαλύτερο του 1, τότε υπάρχει
ένα πεπερασµένο λ ώστε

ax ' 1 + (λx) +
1

2!
(λx)2 +

1

3!
(λx)3 + · · ·+ 1

N !
(λx)N

για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο N .

4.2 Οι σειρές ϕυσικού εκθέτη

Υποθέτοντας ότι κανείς ϑέλει να υπολογίσει το 10x χρησιµοποιώντας το παρα-
πάνω ϑεώρηµα, προκύπτει ο εξής προβληµατισµός : ποιά τιµή ϑα χρησιµο-
ποιήσει στην ϑέση του λ· Σε επόµενη παράγραφο ϑα υπολογίσουµε το λ µε
την ϐοήθεια σειράς, αλλα εδώ είναι λογικό να σκεφτεί κανείς ότι ϑα πρέπει
να δώσει στο λ µία τιµή σχετική µε το a και ϐολική για τον υπολογισµό που
ϑέλει να κάνει. Σύµφωνα µε τον Euler πρέπει να επιλέξουµε το a έτσι ώστε
λ = 1. Επιλέγουµε λοιπόν a =

Ä
1 + 1

K

äK
οπότε η αντίστοιχη σειρά για το ax

ϑα είναι η

1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · · .

Ο Euler σηµειώνει ότι

αν επιλέξουµε το a έτσι ώστε λ = 1 τότε η σειρά

1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+

1

1 · 2 · 3 · 4
+ · · ·
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είναι ίση µε το a. Αν οι όροι αναπαρασταθούν ως δεκαδικά κλά-
σµατα και αθροιστούν τότε παίρνουµε την τιµη a = 2, 71828182845904523536028 . . ..
Χάριν συντοµίας, ϑα χρησιµοποιούµε το σύµβολο e για αυτόν τον
αριθµό.

Η συνάρτηση ex ονοµάζεται ϕυσική εκθετική συνάρτηση.
Ας επιβεβαιώσουµε για αρχή ότι η παράσταση

Ä
1 + 1

K

äK
είναι καθορισµέ-

νη µε την έννοια ότι για διαφορετικές και άπειρες το πλήθος τιµές του K, οι
αντίστοιχες τιµές είναι όλες απείρως κοντά.

Πρόταση 4.4. Για κάθε άπειρο M,N,P έχουµεÇ
1 +

1

M

åM
' 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

P !
'
Ç

1 +
1

N

åN
.

Απόδειξη. Επεκτείνοντας την δύναµη του διωνύµου και εφαρµόζοντας επα-
νειληµµένα το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης, ϐλέπουµε οτι για κάθε
άπειρο M και P , έχουµεÇ

1 +
1

M

åM
= 1 +M

Ç
1

M

å
+
M2

2!

Ç
1

M

å2

+ · · ·+ MM

M !

Ç
1

M

åM
= 1 + 1 +

M2

M2

1

2!
+ · · ·+ MM

MM

1

M !

' 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

M !
' 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

P !
.

Αφού ο υπολογισµός ισχύει για άπειρο N όπως επίσης και για M , έπεται το
συµπέρασµα της πρότασης.

Σε αυτό το σηµείο µπορεί κάποιος να προσπαθήσει να ορίσει το e µε το να
πεί ότι είναι µία από τις τιµές

Ä
1 + 1

K

äK
, όπου K άπειρος αριθµός, και από

τους γνωστούς µέχρι τώρα υπολογισµούς να ϕτάσει στην σχέση

(4.4) ex ' 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · ·+ 1

N !
xN

για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο N . Αυτό όµως δεν είναι επαρκές για
να παγιωθεί η τιµή του e, µπορεί για κάποιον το e να αντιπροσωπεύει κά-
ποιον συγκεκριµένο πραγµατικό αριθµό παρά να τον χρησιµοποιεί σαν µια
αυθαίρετη επιλογή από µία κατηγορία υπερπραγµατικών αριθµών, αν και
όλοι είναι απείρως κοντά. Η λύση σε αυτό είναι να χρησιµοποιήσει την Αρχή
του Τυπικού Μέρους, η οποία λέει ότι κάθε πεπερασµένος υπερπραγµατικός
αριθµός έχει ακριβώς έναν πραγµατικό αριθµό απείρως κοντά του.
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Ορισµός 4.5. Το e είναι ο µοναδικός πραγµατικός αριθµός που είναι απείρως

κοντά στο
Ä
1 + 1

K

äK
, όπου K είναι ένας άπειρος αριθµός.

Τελικός πρέπει να επιβεβαιώσουµε ότι αυτή η τιµή του e, η οποία διαφέρει
απο το

Ä
1 + 1

K

äK
για κάθε K κατά µια απειροστή ποσότητα, ικανοποιεί την

(4).

Πρόταση 4.6. Αν a και b είναι πεπερασµένοι αριθµοί και µεγαλύτεροι του 1,
και a ' b τότε ax ' bx για κάθε x πεπερασµένο.

Απόδειξη. ΄Εστω a ' b και a, b > 1, τότε µπορούµε να γράψουµε ότι b =
a (1 + ε) όπου ε ' 0. Τότε bx = (a (1 + ε))x = ax (1 + ε)x. Αρκεί να επα-
ληθεύσουµε ότι (1 + ε)x ' 1. Θέτουµε n = bxc. Τότε n ≤ x ≤ n + 1, και
απο το αξίωµα διάταξης για εκθετικοποίηση, έχουµε (1 + ε)n ≤ (1 + ε)x <
(1 + ε)n+1. Εφόσον ε ' 0 και το n είναι πεπερασµένο, από το ∆ιωνυµικό
Θεώρηµα έχουµε ότι

1 ≤ (1 + ε)n = 1 + ε+ · · ·︸︷︷︸
(άθροισµα n πεπερασµένων όρων)

' 1

και (1 + ε)n+1 = (1 + ε)n (1 + ε) ' 1, έτσι (1 + ε)x, και τελικά ax ' bx.

Αφού e '
Ä
1 + 1

K

äK
, από την προηγούµενη πρόταση καταλήγουµε στο

Θεώρηµα 4.7. Για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο N ,

(4.5) ex ' 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · ·+ 1

N !
xN .

Το ϑεώρηµα µας ϐοηθάει να εξηγήσουµε την σχέση µεταξύ του λ και του
a. Αν το λ ικανοποιεί την εξίσωση eλ = a τότε

ax =
Ä
eλ
äx

= eλx ' 1 + (λx) +
1

2!
(λx)2 +

1

3!
(λx)3 + · · ·+ 1

N !
(λx)N

για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο N . Αυτό µας δείχνει ότι το λ που επιλέ-
ξαµε νωρίτερα µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν εκθέτης του e για να πάρουµε
την τιµή a. Με άλλα λόγια το λ είναι ο ϕυσικός λογάριθµος του a.
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4.3 Οι ∆ιωνυµικές Σειρές

Πολλές ϕορές έχουµε χρησιµοποιήσει τον τύπο

(1 + x)m = 1 +mx+
m2

2!
x2 +

m3

3!
x3 + · · ·+ mm

m!
xm

όπου m ϕυσικός, ο οποίος είναι γνωστός αιώνες πριν τον Euler (όχι όµως σε
αυτή την µορφή), και ο οποίος επαληθεύεται µέσω επαγωγής. Το 1665 ο
Newton ανακάλυψε µια γενίκευση των συντελεστών της διωνυµικής επέκτα-
σης χρησιµοποιώντας µία περίπλοκη παρεµβολή µεταξύ των σειρών και των
στηλών στην πινακοειδή µορφή του τριγώνου του Pascal, και εικάζοντας ότι
αυτοί οι γενικευµένοι συντελεστές µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για την
επίτευξη µια διωνυµικής σειράς αρνητικών και κλασµατικών εκθετών. Ο Ne-
wton δοκίµασε την εικασία σε πολλά παραδείγµατα, συµπεριλαµβανοµένου
του τετραγωνισµού της σειράς (1 + x2)

1
2 ,Ä

1 + x2
ä 1

2
Ä
1 + x2

ä 1
2

=

Ñ
1 +

1

2
x2 +

1
2

Ä
1
2
− 1
ä

2!
x4 + · · ·

éÑ
1 +

1

2
x2 +

1
2

Ä
1
2
− 1
ä

2!
x4 + · · ·

é
για να προκύψει

1 + x2 + 0x4 + 0x6 + 0x8 + 0x10 + · · · ,

αλλά ποτέ δεν δηµοσίευσε µία επαγωγική απόδειξη του γενικού τύπου.

Θεώρηµα 4.8 (∆ιωνυµικό Θεώρηµα Παραγοντικών ∆υνάµεων). Για κάθε
πραγµατικό a, b και κάθε ϕυσικό n ισχύει

(a+ b)n =
n∑
k=0

nk

k!
an−kbk.

Θεώρηµα 4.9 (∆ιωνυµικό Θεώρηµα (Κλασµατικών Εκθετών)). Αν |x| <
1, και m, n είναι πεπερασµένοι και ϑετικοί, και H είναι άπειρος, τότε

(1 + x)
m
n ' 1 +

m

n
x+

Åm
n

ã2 x2
2!

+ · · ·+
Åm
n

ãH xH

H!
.

Απόδειξη. Επιλέγουµε έναν άπειρο υπερφυσικόH και έναν υπερπραγµατικό
x έτσι ώστε |x| < 1 και x 6' 1. Θα εισάγουµε τον συµβολισµό (1 + x) α για
το άθροισµα,

(1 + x) α := 1 + ax+ a2
x2

2!
+ · · ·+ aH

xH

H!
.
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Γενικεύοντας τον υπολογισµό του Newton για το (1 + x2)
1
2 , ϑα δείξουµε

ότι Ñ
(1 + x)

m
n

én

' (1 + x)m

και έτσι

(4.6) (1 + x)
m
n ' (1 + x)

m
n ,

το οποίο είναι η αρχική σχέση του ϑεωρήµατος διατυπωµένο µε την καινούρια
µας σηµειογραφία.

Ο ϐοηθητικός τύπος στην απόδειξη της 4.6 είναι ότι για πεπερασµένα
ϑετικά a και b,

(4.7) (1 + x) a+ b ' (1 + x) a (1 + x) b .

Αυτό είναι εύκολο να αποδειχθεί για m, n ακέραιους :

(1 + x) m+ n = (1 + x)m+n = (1 + x)m (1 + x)n = (1 + x) m (1 + x) n .

Για την γενικότερη περίπτωση ϑα κάνουµε χρήση του ∆ιωνυµικού Θεωρή-
µατος Παραγοντικών ∆υνάµεων, και µετά τον πολλαπλασιασµό ϑα γράψουµε
τους όρους σε µορφή αθροίσµατος εκµηδενίζοντας την ουρά. Χρησιµοποιών-
τας το λήµµα που ϑα ακολουθήσει του ϑεωρήµατος γράφουµε:

(1 + x) a (1 + x) b

=

Ç
1 + ax+ a2

x2

2!
+ ...+ aH

xH

H!

åÇ
1 + bx+ b2

x2

2!
+ ...+ bH

bH

H!

å
=

2H∑
k=0

ckx
k, όπου ck =

∑
i+j=k

ai

i!

bj

j!
.

Παρατηρούµε ότι για κάθε k πεπερασµένο,

ck =
∑
i+j=k

ai

i!

bj

j!
=

k∑
j=0

ak−j

(k − j)!
bj

j!
=

1

k!

k∑
j=0

kj

j!
ak−jbj =

1

k!
(a+ b)k .

Στην πρώτη ισότητα το k είναι πεπερασµένο και τα τελευταία ϐήµατα
προκύπτουν από το ∆ιωνυµικό Θεώρηµα Παραγοντικών ∆υνάµεων. Στο λήµµα

που ακολουθεί ϑα επιβεβαιώσουµε ότι το
2H∑
k=0

ckx
k και το

H∑
k=0

(a+b)kxk

k!
είναι

και τα δύο καθορισµένα, παρότι µεχρι τώρα αυτό το χρησιµοποιούµε σαν
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δεδοµένο, έπειτα από το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης ϑα συµπεράνουµε
ότι

(1 + x) a (1 + x) b =
2H∑
k=0

ckx
k '

H∑
k=0

(a+ b)k xk

k!
= (1 + x) a+ b ,

το όποίο αποδεικνύει την σχέση 4.7. Αν m και n είναι πεπερασµένοι, τότε
εφαρµόζοντας την σχέση 4.7 n ϕορές, έχουµε

(1 + x)m = (1 + x) m = (1 + x)

m
n

+ · · ·+ m
n︸ ︷︷ ︸

n όροι '

Ñ
(1 + x)

m
n

én

,

ως εκ τούτου (1 + x)
m
n ' (1 + x)

m
n , που είναι και το Ϲητούµενο.

Το διωνυµικό ϑεώρηµα µπορεί να επεκταθεί στους αρνητικούς ϱητούς
εκθέτες µε ένα παρόµοιο επιχείρηµα, και το Ακολουθιακό Θεώρηµα , το οποίο
ϑα δούµε σε επόµενη παράγραφο, στην περίπτωση που τα m και n είναι
άπειροι, εφόσον το m

n
είναι πεπερασµένο. Απο εκεί και πέρα χρειάζεται ένα

µικρό µόνο ϐήµα για να επεκταθεί και στους πραγµατικούς εκθέτες.
Το προηγούµενο ϑεώρηµα χρειάστηκε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.10. (i) Η σειρά

1 + |a|+
∣∣∣∣∣a2 x2

2!

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a3 x3

3!

∣∣∣∣∣+ · · ·
είναι καθορισµένη για πεπερασµένο ϑετικό a, |x| < 1, x 6' 1.

(ii) Αν a0, a1, a2, . . . και b0, b1, b2, . . . είναι υπερακολουθίες τότε για κάθε υ-
περφυσικό H ισχύει

(
H∑
i=0

ai

)Ñ
H∑
j=0

bi

é
=

2H∑
k=0

ck όπου ck =
∑
i+j=k

aibj.

Επιπλέον, αν |a0| + |a1| + |a2| + · · · και |b0| + |b1| + |b2| + · · · είναι
καθορισµένες σειρές και έχουν πεπερασµένα µερικά αθροίσµατα, τότε
και η |c0|+ |c1|+ |c2|+ · · · είναι καθορισµένη σειρά και έχει πεπερασµένα
µερικά αθροίσµατα.
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Απόδειξη. (i) Για τον ακέραιο k όπου k > a > 0, έχουµε |ak| < k!, και
έτσι |akxk

k!
| ≤ |xk|. Αυτό µας δείχνει ότι για k > a > 0 η απόλυτη τιµή

των όρων του αθροίσµατος (1 + x) a ϕράσεται από µια καθορισµένη
γεωµετρική σειρά.

(ii) Το γινόµενο
Ç

H∑
i=0

ai

åÇ
H∑
j=0

bi

å
όταν πολλαπλασιαστεί, είναι το άθροισµα

των όρων aibj για i και j µεταξύ του 0 και τουH. Αυτοί οι όροι µπορούν
να τοποθετηθούν σε έναν πίνακα.

0 1 2 · · · H
0 a0b0 a0b1 a0b2 · · · a0bH

1 a1b0 a1b1 a1b2 · · · a1bH

2 a2b0 a2b1 a2b2 · · · a2bH

...
...

...
... . . . ...

H aHb0 aHb1 aHb2 · · · aHbH

c2 = a2b0 + a1b1 + a0b2

Για κάθε k, ck =
∑

i+j=k
aibj είναι το άθροισµα όλων των όρων πάνω από

την διαγώνιο, κάνοντας το
2H∑
k=0

ck να είναι το άθροισµα της διαγωνίου

και έτσι να είναι το άθροισµα όλων των όρων του πίνακα. Για να δούµε
ότι το |c0|+ |c1|+ |c2|+ · · · είναι καθορισµένο, παρατηρούµε ότι για N
άπειρο,

N+M∑
k=N

|ck| ≤
N+M∑
k=N

∑
i+j=k

|aibj| ≤
H∑
i=N

2

∑
j=0

|aibj|+
∑
j=0

|aibj|

=

Ö
H∑
i=N

2

|ai|

èÑ
H∑
j=0

|bj|

é
+

Ö
H∑
i=N

2

|ai|

èÑ
H∑
j=0

|bj|

é
' 0

Η δεύτερη επιτυγχάνεται παρατηρώντας ότι i + j ≥ N , τότε είτε i ≥
N
2

είτε j ≥ N
2
. Η τελική σχέση (' 0) έπεται του ότι η σειρά είναι

καθορισµένη και έχει πεπερασµένα µερικά αθροίσµατα.
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4.4 Απόδειξη Θεωρήµατος Αθροιστικής Σύγκρισης

Σε αντίθεση µε τα προηγούµενα ϑεωρήµατα που αφορούν«συµπαγείς» συ-
ναρτήσεις και εξισώσεις, το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης είναι ένα απο-
τέλεσµα σχετικό µε συναρτήσεις και εξισώσεις µιας γενικότερης κλάσης. Η
απόδειξή του λοιπόν είναι πιο αφηρηµένη και στηρίζεται σε πιο ϐασικούς
ορισµούς και αξιώµατα από τα υπόλοιπα ϑεωρήµατα. Θα δείξουµε πως το
Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης έπεται του Αξιώµατος του Ελαχίστου Αν-
τιπαραδείγµατος, ισοδύναµου αξιώµατος του Αξιώµατος Υπερφυσικής Επα-
γωγής, µε την ϐοήθεια του Ακολουθιακού Θεωρήµατος. Το Ακολουθιακό
Θεώρηµα είναι ένα σηµαντικό αποτέλεσµα σύµφωνα µε τον Robinson.

Αξίωµα του Ελαχίστου Αντιπαραδείγµατος
΄Εστω φ(n) να είναι µία εξίσωση ή µία ανισότητα υπερακολουθιών υπερπραγ-
µατικών αριθµών, για παράδειγµα να είναι της µορφής

an = bn, an 6= bn, an < bn, an ≤ bn,

όπου a και b είναι υπερακολουθίες υπερπραγµατικών αριθµών. Τότε είτε η φ(n)
ισχύει για όλους τους υπερφυσικούς n, είτε διαφορετικά υπάρχει ένα m τέτοιο
ώστε η φ(m) δεν ισχύει αλλά ισχύει η φ(n) για κάθε υπερφυσικό n µικρότερο
του m.

Για παράδειγµα ϑεωρούµε την ανισότητα φ(n) δοσµένη από την σχέση
1− n

H
> 0, για έναν σταθερό υπερφυσικό H. Η ανισότητα είναι ψευδής για n

ίσο µε το H, αλλά αληθής για όλα τα n µικρότερα από το H. ΄Ετσι η ισότητα
n = H είναι το ελάχιστο αντιπαράδειγµα για την φ(n). Από την άλλη µε-
ϱιά, η εξίσωση an = 0, όπου an ορίζεται να είναι 0 για n πεπερασµένο και 1
για n άπειρο, δεν έχει ελάχιστο αντιπαράδειγµα, παρότι έχει αντιπαραδείγ-
µατα. ∆εν αψηφά όµως το Αξίωµα του Ελαχίστου Αντιπαραδείγµατος, γιατί η
συνάρτηση a, όπως ορίστηκε, δεν είναι υπερακολουθία (µε άλλα λόγια, η a
δεν µπορεί να προκύψει από την σύνθεση ϕυσικών επεκτάσεων πραγµατικών
συναρτήσεων µε υπεπραγµατικες παραµέτρους).

Θεώρηµα 4.11 (Ακολουθιακό Θεώρηµα). ΄Εστω a0, a1, a2, · · · και b0, b1, b2, · · ·
να είναι υπερακολουθίες. Αν an ' bn για κάθε ϕυσικό n, τότε υπάρχει ένα
άπειρο N τέτοιο ώστε an ' bn για κάθε υπερφυσικό n µικρότερο του N .

Απόδειξη. Επειδή η σχέση an ' bn δεν είναι εξίσωση ή ανισότητα, δεν µπο-
ϱούµε να εφαρµόσουµε το Αξίωµα του Ελαχίστου Αντιπαραδείγµατος κατευ-
ϑείαν. Αντ΄ αυτού ισχυριζόµαστε ότι αν an ' bn για κάθε πεπερασµένο n τότε
ισχύει επίσης ότι

− 1

n
< an − bn και an − bn <

1

n
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για κάθε πεπερασµένο n > 1. Εφαρµόζοντας το Αξίωµα του Ελαχίστου Αν-
τιπαραδείγµατος σε αυτές τις ανισότητες, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει ένα
άπειρο N τέτοιο ώστε − 1

n
< an − bn και an − bn < 1

n
για κάθε n µεταξύ του

1 και του N . Από την αρχική µας υπόθεση ότι an ' bn πεπερασµένο n, και
χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το 1

n
είναι απειροστό για άπειρες τιµές του n,

καταλήγουµε στο ότι an ' bn για κάθε n < N .

Θεώρηµα 4.12 (Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγκρισης). Αν οι σειρές a0 + a1 +
a2 + · · · και b0 + b1 + b2 + · · · είναι καθορισµένες, και αν για κάθε n ϕυσικό,
an ' bn, τότε για κάθε n υπερφυσικό ισχύει

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an ' b0 + b1 + b2 + · · ·+ bn

Απόδειξη. Αν an ' bn για κάθε πεπερασµένο n, τότε

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an ' b0 + b1 + b2 + · · ·+ bn

για κάθε πεπερασµένο n. Από το Ακολουθιακό Θεώρηµα έχουµε ότι υπάρχει
ένα άπειρο J τέτοιο ώστε για κάθε n µικρότερο του J ,

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an ' b0 + b1 + b2 + · · ·+ bn

΄Εστω τώρα N µεγαλύτερο του J . Αν τα αθροίσµατα είναι καθορισµένα, τότε
από τον ορισµό, aj + · · ·+ an και bj + · · ·+ bn είναι και τα δύο απειροστά και
έτσι για κάθε n έχουµε

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an ' b0 + b1 + b2 + · · ·+ bn

4.5 Οι λογάριθµοι (και επεκτάσεις)

Αµεσως µόλις ορίσει την εκθετική συνάρτηση ax και εκθέσει τους ϐασικούς
κανόνες της εκθετικοποίησης, ο Euler ορίζει τον λογάριθµο µε ϐάση το a, µε
a µεγαλύτερο του 1.

∆οθέντος ενός αριθµού a, για κάθε τιµή του x, µπορούµε να ϐρούµε
µια τιµή του y[= ax], αντίστροφα, δοθέντος µιας ϑετικής τιµής για το
y, ϑέλουµε να δώσουµε µια τιµή στο x έτσι ώστε ax = y. Αυτή η τιµή
του x, στο ϐαθµό που την ϑεωρούµε σαν συνάρτηση του y, ονοµάζεται
λογάριθµος του y. . . .Είναι σύνηθες να συµβολίζουµε τον λογάριθµος
του y µε log y.
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Συνήθος γράφουµε loga y κάνοντας σαφή στον συµβολισµό, την εξάρτηση
της ϐάσης a. Από τον ορισµό πως για κάθε y > 0, το loga y είναι το x ώστε
ax = y, και από τους κανόνες των εκθετικών, έχουµε τους εξής κανόνες για
τους λογαρίθµους

για κάθε a > 1 και x, y > 0 έπεται το εξής :

(i) loga 1 = 0

(ii) loga x
−1 = − loga x

1

(iii) loga xy = loga x+ loga y

(iv) loga x
y = y loga x

(v) loga x < loga y αν και µόνο αν x < y.

Στο Intoductio, ο Euler εξηγεί όπως είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο τπν τρό-
πο µε τον οποίο αυτές οι ιδιότητες µετατρέπουν τα εκθετικά σε πολλαπλα-
σιασµούς και τους πολλαπλασιασµούς σε προσθέσεις, δηµιουργώντας τους
πίνακες των λογαρίθµων, ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο για να εκτελουµε υπο-
λογισµούς. ΄Ενα από τα παραδείγµατα του, που συνδέεται µε έναν πίνακα
λογαρίθµων που έχει σαν ϐάση το 10 είναι το εξής.

Αν ο πληθυσµός σε µια περιοχή αυξάνεται ετήσια κατά ένα τριακοστό,
και κάποια στιγµή έχει 100, 000 κατοίκους, ϑέλουµε να µάθουµε τον
πληθυσµό µετά από 100 χρόνια. Χάριν συντοµίας ϑα ϑέσουµε τον αρ-
χικό µας πληθυσµό n, ώστε n = 100, 000. Μετά από ένα χρόνο ο νέος
πληθυσµός ϑα είναι Å

1 +
1

30

ã
n =

31

30
n.

Μετά από δύο χρόνια ο νέος πληθυσµός ϑα είναι (3130)
2n. Μετά από

τρία χρόνια ο νέος πληθυσµός ϑα είναι (3130)
3n. Τελικά µετά από εκατό

χρόνια ο νέος πληθυσµός ϑα είναιÅ
31

30

ã100
n =

Å
31

30

ã100
100000

Ο λογάριθµος του πληθυσµού είναι 100 log 31
30 + log 100000. ΄Οµως,

log
31

30
= log 31− log 30 = 0.014240439

έτσι 100 log 31
30 = 1.4240439, το οποίο όταν αυξηθεί κατά log 100000

= 5 µας δίνει 6.424039, ο λογάριθµος του επιθυµητού πληθυσµού.
Ο αντίστοιχος πληθυσµός ϑα είναι 2, 654, 874. Οπότε µετά από εκατό
χρόνια ο πληθυσµός ϑα είναι περισσότερος από είκοσι έξι και µισό ϕορές
αυξηµένος.



78 · Το Introductio και η µη τυπική ανάλυση

Το ερώτηµα παραµένει : πως µπορεί κανείς να συνθέσει πίνακες λογα-
ϱίθµων ; Ο Euler έδωσε το παράδειγµα για να δείξει τον τρόπο µε τον οποίο
ο Briggs υπολόγιζε τους λογαρίθµους στο ϐιβλίο του Arithmetica Logarith-
mica το 1624 όπου χρησιµοποιεί έναν εντατικό υπολογιστικό αλγόριθµο που
απαιτεί εύρεση πολλών διαδοχικών τετραγωνικών ϱιζών, σηµείωσε όµώς ότι «
υπάρχουν συντοµότεροι µέθοδοι στις οποίες οι λογάριθµοι υπολογίζονται πολύ
πιο γρήγορα.» Παρακάτω ϑα δούµε πως ο Euler εξήγησε πως υπολογίζουµε
λογαρίθµους µέσω σειρών.

Θα ϐρούµε µια σειρά για τον λογάριθµο µε ϐάση το e. Ο λογάριθµος
αυτός γράφεται loge ή πιο συχνά ln. Για αρχή ϑα ξεκινήσουµε ψάχνοντας για
δοσµένο πεπερασµένο y, κατάλληλο x τέτοιο ώστε

(4.8) ex ' y.

Σε προηγούµενη παράγραφο είδαµε ότι για πεπερασµένο x και άπειρο N

ισχύει ότι ex '
Ä
1 + x

N

äN
, οπότε ϑα λύσουµε την εξίσωση u =

Ä
1 + x

N

äN
. Μια

λύση (παίρνοντας την N-οστη ϱίζα του y) δίνεται από την σχέση

x = N
(
y

1
N − 1

)
.

Παρατηρούµε ότι η σχέση ικανοποιεί την σχέση 4.8,

ex = e
N
Ä
y

1
N −1
ä
'

Ñ
1 +

N(y
1
N − 1)

N

éN

= (1 + y
1
N − 1)N = (y

1
N )N = y

έτσι πράγµατι ex ' y Επίσης ϑα χρειαστεί να γνωρίζουµε ότι

N
(
y

1
N − 1

)
' ln y.

Θεώρηµα 4.13. Αν y είναι πεπερασµένο και ϑετικό, τότε ln y ' N(y
1
N − 1)

για κάθε N άπειρο.

Απόδειξη. ΄Εστω y πεπερασµένο και ϑετικό. Τότε eN(y
1
N −1) ' y = eln y. Τότε η

σχέση N(y
1
N − 1) ' ln y έπεται της πρότασης που λέει ότι x ' y αν και µόνο

αν ex ' ey για x, y πεπερασµένα.

Στην παράγραφο 119 ο Euler χρησιµοποιεί τον τύπο ln y = N(y
1
N − 1)

για N άπειρο, για να ϐρεί την σειρά του ϕυσικού λογαρίθµου. Αναπτύσει την
συνάρτηση log(1 + y) χρησιµοποιώντας το ∆ιωνυµικό Θεώρηµα Κλασµατικών
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Εκθετών,

log 1 + y = N [(1 + y)
1
N − 1]

= N [[1 + 1
N
y + 1

N
( 1
N
− 1) 1

2!
y2 + 1

N
( 1
N
− 1)( 1

N
− 2) 1

3!
y3 + · · · ]− 1]y

= y + ( 1
N
− 1) 1

2!
y2 + ( 1

N
− 1)( 1

N
− 2) 1

3!
y3 + · · · .

Χρησιµοποιώντας το δεδοµένο ότι το N είναι άπειρο, ο Euler αντικαθιστά
παντού το 1

N
µε 0. ΄Ετσι ϕτάνει στην εξίσωση,

log(1 + y) = y − 1

2
y2 +

1

3
y3 − · · · .

Οι αντικαταστάσεις αυτές είναι δυσκολότερο να δικαιολογηθούν για αυτήν
την σειρά απ΄ ότι σε προηγούµενα παραδείγµατα, παρ΄ όλα αυτά οι µέθοδοι
που ϑα χρησιµοποιήσουµε µας είναι ήδη γνωστές.

Θεώρηµα 4.14. Για κάθε y µε |y| < 1 αλλά |y| 6' −1 και για κάθε H άπειρο,

log(1 + y) = y − 1

2
y2 +

1

3
y3 − · · ·+ (−1)H+1 1

H
yH .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι |y| < 1,|y| 6' −1 και έστω H άπειρο. Από το
∆ιωνυµικό Θεώρηµα Κλασµατικών Εκθετών, συµπεραίνουµε ότι για κάθε πε-
περασµένο n,

(4.9) (1 + y)
1
n ' 1 +

1

n
y +

Ç
1

n

å2 1

2!
y2 + · · ·+

Ç
1

n

åH 1

H!
yH .

Για n άπειρο, και τα δύο µέλη είναι απείρος κοντά, οπότε η σχέση (9) είναι
αληθής για κάθε n υπερφυσικό, άπειρο ή πεπερασµένο. Είναι λοιπόν ϑεµιτό
να ακολουθήσουµε την συλλογιστική του Euler και να αντικαταστήσουµε το
n µε N άπειρο στην σχέση 4.9, να αφαιρέσουµε το 1 και από τα δύο µέλη και
έπειτα να πολλαπλασιάσουµε µε N . Στην περίπτωση µας όµως, η σχέση 4.9
δεν παρουσιάζει ισότητα (=) αλλά σχετική ισότητα ('), και επειδή το N είναι
άπειρο δεν έπεται ότι επειδή a ' b τότε και Na ' Nb (ένα αντιπαράδειγµα
είναι να πάρουµε a ' 0 και b ' 1

N
). Μπορούµε όµως να κάνουµε το εξής : η

σχέση 4.9 συνεπάγεται ότι για κάθε n πεπερασµένο,

n
[
(1 + y)

1
n − 1

]
' n

[(
1 +

1

n
y +

Ç
1

n

å2 y2

2!
+

Ç
1

n

å3 y3

3!
+ · · ·+

Ç
1

n

åH yH

H!

)
− 1

]



80 · Το Introductio και η µη τυπική ανάλυση

= y −
Ä
1− 1

n

ä
1

· y
2

2
+

Ä
1− 1

n

ä
1

·
Ä
2− 1

n

ä
2

· y
3

3

− · · ·+ (−1)H−1
Ä
1− 1

n

ä
1

·
Ä
2− 1

n

ä
2

· · ·
Ä
H − 1− 1

n

ä
H − 1

· y
H

H
,

όπου η εναλλαγή στα πρόσηµα έπεται του ότι για k > 0 και n > 1 έχουµεÇ
1

n

åk
= (−1)k−1 · 1

n

Ç
1− 1

n

åÇ
2− 1

n

å
· · ·
Ç

(k − 1)− 1

n

å
.

΄Ετσι από το Ακολουθιακό Θεώρηµα συµπεραίνουµε (όχι για όλα αλλά
για αρκετά µικρό άπειρο N ) ότι

N [(1 + y)
1
N − 1]

' y −
(1− 1

N
)

1
· y

2

2
+

(1− 1
N

)

1
·

(2− 1
N

)

2
· y

3

3

− · · ·+ (−1)H−1
(1− 1

N
)

1
·

(2− 1
N

)

2
· · ·

(H − 1− 1
N

)

H − 1
· y

H

H
.

΄Οταν το τελευταίο άθροισµα συγκριθεί µε το άθροισµα

y − 1

2
y2 +

1

3
y3 − · · ·+ (−1)H+1 1

H
yH ,

είναι ξεκάθαρο ότι οι όροι τους είναι απείρως κοντά, οπότε αρκεί να δεί-
ξουµε ότι τα δύο αθροίσµατα είναι καθορισµένα. Για |y| < 1, |y| 6' −1, η
καθορισιµότητα έπεται του Κριτηρίου Σύγκρισης Καθορισιµότητας µέσω
σύγκρισης µε µία γεωµετρική σειρά. Από το Θεώρηµα Αθροιστικής Σύγ-
κρισης τελικά καταλήγουµε στο ότι

H[(1 + y)
1
H − 1] ' y − 1

2
y2 +

1

3
y3 − · · ·+ (−1)H+1 1

H
yH

για κάθε άπειρο H. Το Ϲητούµενο τώρα προκύπτει από το προηγούµενο
ϑεώρηµα.

Ο Euler παρατηρεί ότι η σειρά του λογαρίθµου δεν συγκλίνει άµεσα, και
έτσι δεν είναι τόσο αποτελεσµατική για τον υπολογισµό λογαρίθµων, οπότε
δίνει άλλες σειρές που είναι πιο αποτελεσµατικές. Για παράδειγµα,

log (
1 + x

1− x
) = log(1 + x)− log(1− x) = 2x+

2

3
x3 +

2

5
x5 + · · · .

Σηµειώνει ότι,
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Η τελευταία σειρά συγκλίνει ισχυρά αν αντικαταστήσουµε ένα ε-
ξαιρετικά µικρό κλάσµα στην ϑέση του x. Για παράδειγµα, αν
x = 1

5
τότε

log
6

4
= log

3

2
=

2

1 · 5
+

2

3 · 53
+

2

5 · 55
+

2

7 · 57
+ · · · .

Αν x = 1
7
τότε

log
4

3
=

2

1 · 7
+

2

3 · 73
+

2

5 · 75
+

2

7 · 77
+ · · ·

και αν x = 1
9
τότε

log
5

4
=

2

1 · 9
+

2

3 · 93
+

2

5 · 95
+

2

7 · 97
+ · · · .

Από τους λογάριθµους αυτών τον κλασµάτων µπορούµε να ϐρού-
µε λογάριθµους των ακεραίων. Απο τον ορισµό των λογαρίθµων
έχουµε ότι

log
3

2
+ log

4

3
= log 2

log
3

2
+ log 2 = log 3

και 2 log 2 = log 4. Επίσης

log
5

4
+ log 4 = log 5, log 2 + log 3 = log 6

3 log 2 = log 8, 2 log 3 = log 9, log 2 + log 5 = log 10

Χρησιµοποιώντας αυτή την σειρά και τις παραπάνω σχέσεις, ο Euler µπο-
ϱούσε να δείξει πώς ϑα κατασκευάσει έναν πίνακα λογαρίθµων.

Στο Intoductio, ο Euler παρουσίασε σειρές και από άλλες υπερβατικές
συναρτήσεις, όπως του ηµιτόνου, του συνηµιτόνου, της εφαπτοµένης, της
συνεφαπτοµένης και του τόξου εφαπτοµένης, και ξεκίνησε να δείξει πως να
χρησιµοποιούµε άπειρα γινόµενα για να υπολογίζουµε τις τιµές άπειρων α-
ϑροισµάτων. Χρησιµοποιώντας µεθόδους µε απειροστά παρόµοιες µε αυτές
που παρουσιάσαµε, ο Euler παραγοντοποίησε την συνάρτηση του ηµιτόνου
σε άπειρο γινόµενο και χρησιµοποίησε αυτήν την παραγοντοποίηση για να
εξάγει τον περίφηµο τύπο

1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ · · · = π2

6
.

Και τα δυο αυτά ϑεωρήµατα µπορούν να αποδειχθούν αλγεβρικά.
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Θεώρηµα 4.15. Για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο H,

sinx ' x
H∏
k=1

(1− x2

(kπ)2
).

Θεώρηµα 4.16. Για κάθε άπειρο H,

H∑
k=1

1

k2
' π2

6
.

4.6 Οι σχέσεις µεταξύ τυπικών και µη-τυπικών εννοιών

Το ϑεώρηµα µας λέει ότι ex ' ∑N
n=0

xn

n!
, για κάθε πεπερασµένο x και άπειρο

N, και είναι εννοιολογικά παρόµοιο µε το τυπικό ϑεώρηµα που λέει ότι,

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
,

για κάθε x πραγµατικό, αλλά τα δύο ϑεωρήµατα δεν είναι ίδια. Το πρώτο
αναφέρεται σε µια άθροιση υπερφυσικών µέσω κατάλληλης επέκτασης από
τους πραγµατικούς ενώ το άλλο αναφέρεται σε στο όριο µιας πραγµατικής
ακολουθίας µερικών αθροισµάτων. Η έννοια του ορίου είναι συνήθως η δια-
χωριστική γραµµή µεταξύ άλγεβρας και ανάλυσης. Σε αυτήν την παράγραφο
ϑα δείξουµε χωρίς πολλές λεπτοµέρειες µια µετάβαση ανάµεσα στους δύο αυ-
τούς κλάδους. Πρώτα όµως ϑα ϑυµηθούµε τον τυπικό ορισµό της σύγκλισης
άπειρων σειρών.

Ορισµός 4.17 (Τυπικός Ορισµός Σύγκλισης Σειρών). ΄Εστω s να είναι µία
πραγµατική σειρά και r ένας πραγµατικός αριθµός. Θα λέµε ότι η s συγκλίνει
στο r αν και µόνο αν για κάθε ϑετικό πραγµατικό ε υπάρχει ένας ϕυσικός n
τέτοιος ώστε για κάθε ϕυσικό m µεγαλύτερο του n να ισχύει ότι, |sm − r| < e.
Θα γράφουµε

∑∞
n=0 an = r εννοώντας ότι η a είναι πραγµατική σειρά, τέτοια

ώστε η ακολουθία της µε τα µερικά αθροίσµατα a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . . να
συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό r.

Εκτός του ορισµού του πραγµατικού αριθµού e, µέχρι τώρα δεν έχουµε
κάνει κάποιον διαχωρισµό ανάµεσα στις στενά σχετιζόµενες έννοιες του πραγ-
µατικού αριθµού και του πεπερασµένου υπερπραγµατικού αριθµού. Χρειαζό-
µαστε αυτόν τον διαχωρισµό όµως αν ϑέλουµε να µετατρέψουµε τα συµπερά-
σµατα µας για τους υπερπραγµατκούς αριθµούς σε συµπεράσµατα αποκλει-
στικά για πραγµατικούς αριθµούς. Οι πραγµατικοί αριθµοί διαχωρίζονται
από άλλα διατεταγµένα πεδία αριθµών από το Αξίωµα Πληρότητας. Η Αρ-
χή του Τυπικού Μέρους είναι µία συνέπεια του Αξιώµατος Πληρότητας για
τους πραγµατικούς αριθµούς.
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Ορισµός 4.18 (Αρχή του Τυπικού Μέρους). Για κάθε πεπερασµένο υπερ-
πραγµατικό b υπάρχει ένας µοναδικός πραγµατικός r τέτοιος ώστε r ' b. Αυτός
ο πραγµατικός r ονοµάζεται τυπικό µέρος του b, και συµβολίζεται µε ◦b.

Σε προηγούµενη παράγραφο χρησιµοποιήσαµε την Αρχή του Τυπικού
Μέρους για να ορίσουµε τον πραγµατικό αριθµό e να είναι ◦(1 = 1

N
)N , όπου

N είναι άπειρος. Ο ορισµός αυτός µαζί µε την σχέση (5) και την υπόθεση ότι
η ex είναι πραγµατική συνάρτηση συνεπάγονται το ότι

(4.10) ex =◦
N∑
n=0

xn

N !

για N να είναι άπειρος.
Πάρα την παραδοχή µας ότι το ex ορίζεται για όλους τους πραγµατικούς

αριθµούς, µπορεί κάποιος να χρησιµοποιήσει για ορισµό της συνάρτησης ex

την σχέση 4.10 και να αντλήσει τις συνήθεις ιδιότητες της εκθετικοποίησης
από αυτόν τον ορισµό. Ωστόσο για εκθετικοποίηση στους µιγαδικούς αριθ-
µούς προσέγγιση που κάναµε είναι ότι χρειαζόµαστε για να ορίσουµε το eix

από την ταυτότητα

eix =◦ (1 +
ix

N
)N ,

για πραγµατικό (και υπερπραγµατικό) x, όπου ◦(a + bi) = (◦a) + (◦b)i. Α-
πό αυτόν τον ορισµό µπορεί κανείς να εξάγει τις ταυτότητες του Euler στην
γνωστή τους µορφή.

Πόρισµα 4.19. Για κάθε πραγµατικό x,

cosx =
eix + e−ix

2
και sinx =

eix − e−ix

2i
.

Η σχέση µεταξύ του άπειρου αθροίσµατος µιας καθορισµένης υπερακο-
λουθίας και της σύγκλισης µιας πραγµατικής ακολουθίας µερικών αθροισµά-
των δίνεται από το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο είναι µια συνέπεια της Αρχής
της Μεταφοράς και του Αξιώµατος του Ελαχίστου Αντιπαραδείγµατος.
Η απόδειξη είναι κάτω από το πρίσµα του ϐιβλίου Στοιχειώδης Λογισµός του
Keisler( [3]).

Θεώρηµα 4.20. ΄Εστω β να είναι µια υπερακολουθία τέτοια ώστε β0 + β1 +
β2 + · · · να είναι καθορισµένο, b να είναι µια πραγµατική ακολουθία, και
υποθέτουµε ότι bn ' βn για κάθε ϕυσικό n. Τότε η πραγµατική ακολουθία
µερικών αθροισµάτων της b συγκλίνει κατά την τυπική έννοια, και για κάθε
πεπερασµένο υπερφυσικό N ισχύει ότι

∞∑
n=0

bn =◦
N∑
n=o

βn.
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Παρατηρούµε ότι η σύγκλιση της b είναι µια συνέπεια και όχι υπόθεση.
Το ϑεώρηµα αυτό συνεπάγεται όλες τις τυπικές σχέσεις µε αθροίσµατα που
έχουµε δει µέχρι τώρα.

Πόρισµα 4.21. Για κάθε πραγµατικό x ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις

ex =
∞∑
k=0

xk

k!

Αν |x| < 1 τότε log(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1x
k

k

sinx =
∑∞
k=0(−1)k x2k+1

(2k+1)!

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!

Αν |x| < 1 τότε (1 + x)
m
n =

∞∑
k=0

(
m

n
)k
xk

k!

Απόδειξη. Για την πρώτη εξίσωση, έστω N να είναι άπειρος. Τότε

ex =◦
N∑
n=0

xn

n!
=
∞∑
n=0

xn

n!
.

Τα υπόλοιπα είναι παρόµοια.

4.7 Συµπεράσµατα από τον Euler

Το Intoductio προοριζόταν ϱητά να είναι ένα εισαγωγικό εγχειρίδιο λογισµού,
δηλαδή ένα εισαγωγικό ϐιβλίο για την µελέτη του διαφορικού και ολοκληρω-
τικού λογισµού. Ο σκοπός του ήταν να εκπαιδεύσει τους αρχάριους και όχι
να δώσει σύντοµες και επιδέξιες πηγές γνώσης από ένα εκτεταµένο πεδίο των
µαθηµατικών. ΄Οπως είπε και ο ίδιος

Παρόλο που στις µέρες µας όλα αυτά έχουν επιτευχθεί µέσω του
διαφορικού λογισµού , εδώ τα έχω παρουσιάσει χρησιµοποιώντας
µόνο συνήθη άλγεβρα, µε σκοπό η µετάβαση από την πεπερασµέ-
νη ανάλυση στην ανάλυση του απείρου να καταστεί ευκολότερη...
Την ίδια στιγµή παραδέχοµαι πρόθυµα ότι τέτοια Ϲητήµατα µπο-
ϱούν να δουλευτούν ευκολότερα µέσω του διαφορικού λογισµού.
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Μπορούµε να πάρουµε ένα µάθηµα από το χρήσιµο αυτό εγχειρίδιο του
Euler για την δικιά µας πορεία. Μέσω της τυπικής διαδικασίας, τα διακριτά
µαθηµατικά διαχωρίζονταν από τον λογισµό και ενδιαφέρουσες και χρήσι-
µες σειρές µελετούνταν µόνο µετά από την απόδειξη του Θεωρήµατος του
Taylor, συνήθως µετά από την σύγκλιση ακολουθιών και σειρών, και αφού
η παράγωγος είχε µελετηθεί σε ϐάθος. Μέσω της διαδικασίας του Euler, οι
αρχάριοι είχαν στα χέρια τους συµπαγή παραδείγµατα από ακολουθίες και
σειρές πριν καν οριστεί η παράγωγος. ΄Οπως ϕάνηκε εδώ, αυτή η προσέγγιση
µπορεί επίσης να δώσει στους µαθητές πρακτική εµπειρία µε σηµαντικά ϑέ-
µατα των διακριτών µαθηµατικών, όπως η επαγωγή, η αναδροµή, η πεπερα-
σµένη άθροιση και η χρήση αξιωµάτων, µε σκοπό την απόδειξη στοιχειωδών
ϑεωρηµάτων ανάλογων των ϑεωρηµάτων της πραγµατικής ανάλυσης. Ανεξάρ-
τητα µε το αν η αποκατάσταση των µεθόδων του Euler ϐρουν τον δρόµο τους
στην ϐασική εκπαιδευτική διδασκαλία, ελπίζουµε ότι εστιάζοντας το ενδιαφέ-
ϱον µας στην πνευµατική οµορφιά των ϐαθύτερων µαθηµατικών, καταφέραµε
να πείσουµε τον αναγνώστη ότι οι ιδέες και τα επιχειρήµατα του Euler απέ-
χουν από το να χαρακτηριστούν ϱιψοκίνδυνα και ανόητα, και έχουν άµεση
σχέση µε την κατανόηση, την εκτίµηση και την εφαρµογή των στοιχειωδών
µαθηµατικών ακόµα και στις µέρες µας.
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