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                                                                 ΕΙΣΑΓΩΓΗ	

			

		Από	τα	πιο	γνωστά	και	χρήσιμα	εργαλεία	στη	μελέτη	των	διαφορικών	εξισώσεων	είναι	
η	 αρχή	 του	 μεγίστου.	 	 Αυτή	 η	 αρχή	 είναι	 γενίκευση	 του	 γεγονότος	 ότι	 οποιαδήποτε	
συνάρτηση	݂ሺݔሻ	που	ικανοποιεί	την	ανίσωση	݂ᇱᇱ ൐ 0	σε	ένα	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	λαμβάνει	το	
μέγιστό	 της	 σε	 ένα	 από	 τα	 άκρα	 του	 διαστήματος.	 Οι	 λύσεις	 της	 ανίσωσης	 	 ݂ᇱᇱ ൐
0	ικανοποιούν	 την	 αρχή	 του	 μεγίστου.	 Πιο	 γενικά,	 συναρτήσεις	 που	 ικανοποιούν	 μία	
διαφορική	 ανίσωση	 σε	 ένα	 χωρίο	ܦ,	 λαμβάνουν	 μέγιστο	 στο	 σύνορo	 του	 	ܦ και	
ικανοποιούν	την	αρχή	του	μεγίστου.	

		Η	μελέτη	των	διαφορικών	εξισώσεων	συχνά	ξεκινάει	με	την	ταξινόμηση	των	εξισώσεων	
σε	 ελλειπτικές,	 παραβολικές	 και	 υπερβολικές.	 Επειδή	 οι	 εξισώσεις	 που	 αναφέραμε	
παρουσιάζονται	σε	πολλά	προβλήματα	της	φυσικής,	oι	μαθηματικοί	που	ασχολούνται	με	
τη	μελέτη	των	μερικών	διαφορικών	εξισώσεων	συγκεντρώνουν	το	ενδιαφέρον	τους	στις	
μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις	 που	 έχουν	 μαθηματικό	 και	 φυσικό	 χαρακτήρα.	 Ο	
αναγνώστης	που	εντρυφεί	στη	μελέτη	των	μερικών	διαφορικών	εξισώσεων	κατανοεί	την	
ιστορική	ανάπτυξη	του	αντικειμένου	και	αποκτά	ξεκάθαρα	κατανόηση	για	το	λόγο	που	
μελετώνται	οι	τρεις	παραπάνω	τύποι	που	αναφέραμε	και	γιατί	άλλες	μερικές	διαφορικές	
εξισώσεις	παραλείπονται	από	την	έρευνά	μας.	

		Σε	πολλές	περιπτώσεις	η	αρχή	μεγίστου	βασίζεται	στη	φυσική	διαίσθηση		για	διάφορα	
μαθηματικά	 μοντέλα.	 Οι	 αποδείξεις	 που	 παραθέτουμε	 για	 να	 εδραιώσουμε	 την	 αρχή	
μεγίστου	είναι	αρκετά	αναλυτικές	και	χρησιμοποιούν	τεχνικές	που	απαιτούν	στοιχειώδη	
γνώση	από	απειροστικό	λογισμό,	θεωρήματα	συνέχειας	και	διαφορισιμότητας.	

		Η	αρχή	μεγίστου	μας	παρέχει	πληροφορίες	για	τις	λύσεις	των	διαφορικών	εξισώσεων	
χωρίς	ειδική	γνώση	των	λύσεων	καθ’	αυτό.	Πιο	συγκεκριμένα,	η	αρχή	μεγίστου	παρέχει	
προσεγγιστικά	μία	λύση	αναζητώντας	άνω	και	κάτω	φράγματα.	Η	αρχή	μεγίστου	για	
μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις	 μπορεί	 να	 ειδικευτεί	 σε	 συναρτήσεις	 μίας	 μεταβλητής.	
Φυσικά	 η	 μονοδιάστατη	 αρχή	 μεγίστου	 σχετίζεται	 με	 δεύτερης	 τάξης	 συνήθεις	
διαφορικές	εξισώσεις.	

		Στο	 πρώτο	 κεφάλαιο	 θα	 δείξουμε	 ότι	 πολλά	 κομμάτια	 της	 θεωρίας	 του	 Sturm	 είναι	
άμεση	 συνέπεια	 της	 αρχής	 μεγίστου.	 Επιπλέον	 μας	 παρέχει	 έναν	 απλό	 και	 ελκυστικό	
τρόπο	και	μία	εισαγωγή	στους	διάφορους	τύπους	της	αρχής	του	μεγίστου.	

		Στο	 δεύτερο	 κεφάλαιο	 θεμελιώνουμε	 την	 αρχή	 μεγίστου	 και	 τους	 ελλειπτικούς	
τελεστές,	γενικεύσεις	καθώς	και	κάποιες	εφαρμογές.	Παρ’	όλο	που	η	αρχή	μεγίστου	για	
εξισώσεις	Laplace	ήταν	γνωστή	για	αρκετά	χρόνια,	ο	Nirenberg	θεμελίωσε	ισχυρές	αρχές	
μεγίστου	για	γενικούς	δεύτερης	τάξης	παραβολικούς	τελεστές.	Η	αρχή	μεγίστου	για	τους	
παραβολικούς	τελεστές	διαφέρει	ελάχιστα	από	την	αρχή	μεγίστου	για	ελλειπτικούς.		

		Στο	τρίτο	κεφάλαιο	παρουσιάζουμε	την	αρχή	μεγίστου	για	παραβολικούς	τελεστές.	Στη	
συνέχεια	 δείχνουμε	 ότι	 η	 αρχή	 μεγίστου	 μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	 για	 να	 δώσει	
συμπεράσματα	για	την	προσέγγιση	και	τη	μοναδικότητα	των	λύσεων.	

		Θα	 αναπτύξουμε	 την	 αρχή	 μεγίστου	 για	 ελλειπτικούς	 και	 παραβολικούς	 τελεστές	
δίνοντας	θεωρήματα,	αποδείξεις	καθώς	και	παραδείγματα	όπου	οι	απλοί	υπολογισμοί	
αφήνονται	στον	αναγνώστη.	
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		Συχνά	χρησιμοποιούμε	το	γράμμα	ܮ	ακολουθούμενο	από	αγκύλες	για	να	δηλώσουμε	ένα	
γραμμικό	τελεστή	που	δρα	σε	συναρτήσεις.	Συμβολίζουμε	με	ܦ	στον	Ευκλείδειο	χώρο	ένα	
χωρίο.	Το	σύνορο	του	ܦ	συμβολίζεται	με	߲ܦ.	Τα	σύμβολα	⋃,	∩	συμβολίζουν	την	ένωση	
και	την	τομή	δύο	συνόλων	αντίστοιχα,	τα	έντονα	γράμματα	δηλώνουν	διανύσματα	και	
τα	ݑ௫೔	και	߲ݑ ⁄	௜ݔ߲ δηλώνουν	μερικές	παραγώγους.	
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			Μια	συνάρτηση	ݑሺݔሻ	που	είναι	συνεχής	σε	κλειστό	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	παίρνει	μέγιστο	σε	
σημείο	του	διαστήματος.	Αν	η	συνάρτηση	ݑሺݔሻ	έχει	συνεχή	δεύτερη	παράγωγο	και	αν	
έχει	μέγιστο	σε	κάποιο	σημείο	ܿ	μεταξύ	των	ܽ	και		ܾ	γνωρίζουμε	ότι	

ᇱሺܿሻݑ																																																																											 ൌ 0	και		

ᇱᇱሺܿሻݑ																																																																											 ൑ 0.																																																																					ሺ1ሻ												 																									

		Υποθέτουμε	 ότι	 σε	 ένα	 ανοιχτό	 διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ	 η	 συνάρτηση	 	ικανοποιεί	ݑ μια	
διαφορική	ανίσωση	του	τύπου	

ሿݑሾܮ																																																																						 ≡ ᇱᇱݑ ൅ ݃ሺݔሻݑᇱ ൐ 0,																																															ሺ2ሻ 																																					

όπου	݃ሺݔሻ	φραγμένη	συνάρτηση.	Είναι	φανερό	ότι	οι	σχέσεις	 ሺ1ሻ,	ሺ2ሻ	δεν	μπορούν	να	
ικανοποιούνται	σε	εσωτερικό	σημείο	του	ܿ.	Συνεπώς	όταν	η	σχέση	ሺ2ሻ	ισχύει,	το	μέγιστο	
της	 συνάρτησης	 	ݑ λαμβάνεται	 στα	 άκρα	 ܽ	ή	ܾ.	Έτσι	 έχουμε	 την	 πιο	 απλή	 μορφή	 της	
αρχής	 του	μεγίστου.	Ένα	πιο	 χαρακτηριστικό	παράδειγμα	 είναι	αν	 θεωρήσουμε	ότι	 η	
ανίσωση	ሺ2ሻ	δεν	είναι	ποτέ	μηδέν.	Στη	μελέτη	των	διαφορικών	εξισώσεων	και	σε	πολλές	
εφαρμογές,	τέτοια	απαίτηση	είναι	περιοριστική	και	είναι	σημαντικό	να	μπορέσουμε	να	
την	 απαλείψουμε	 αν	 είναι	 εφικτό.	 Σημειώνουμε	 ότι	 για	 τη	 μη	 αυστηρή	 διαφορική	
ανίσωση	 ᇱᇱݑ ൅ ݃ሺݔሻݑᇱ ൒ 0	 η	 λύση	 ݑ ൌσταθερά	 είναι	 αποδεκτή.	 Για	 τέτοια	 λύση	 το	
μέγιστο	της	συνάρτησης	ݑ	πραγματοποιείται	σε	οποιοδήποτε	σημείο.	

Θεώρημα	1:	Υποθέτουμε	ότι	η	συνάρτηση	ܝ	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανίσωση	

ሾ࢛ሿࡸ																																																																		 ≡ ࢛ᇱᇱ ൅ ሺ࢞ሻ࢛ᇱࢍ ൒ ૙,																																																		ሺ૜ሻ 																																					

για	 ࢇ ൏ ࢞ ൏ 	࢈ με	 τη	 συνάρτηση	 	ሺ࢞ሻࢍ φραγμένη.	 Αν	 	࢛ሺ࢞ሻ ൑ 	ࡹ και	 αν	 το	 μέγιστο	 της	
συνάρτησης	࢛	ικανοποιείται	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	ࢉ	του	διαστήματος	ሺࢇ, ࢛	τότε	ሻ,࢈ ≡
	.ࡹ

Απόδειξη:	 Υποθέτουμε	 ότι	 ሺܿሻݑ	 ൌ 	και	ܯ ݀ ∈ ሺܽ, ܾሻ	 με	 ሺ݀ሻݑ ൏ 	Ορίζουμε	.ܯ την	 ሻݔሺݖ ൌ
݁ఈሺ௫ି௖ሻ െ 1	όπου	ܽ	θετική	σταθερά.	Έχουμε	ݖሺݔሻ ൏ 0	για	ܽ ൏ ݔ ൏ ሻݔሺݖ	,ܿ ൐ 0	για	ܿ ൏ ݔ ൏
ܾ	και	ݖሺܿሻ ൌ 0.		

																																												  

Ορίζουμε τη συνάρτηση ࢠሺ࢞ሻ να ικανοποιεί τις συνθήκες ࢠሺ࢞ሻ ൏ ૙ για ࢇ ൏ ࢞ ൏ ሺ࢞ሻࢠ	,ࢉ ൐ ૙ για ࢉ ൏ ࢞ ൏  και ࢈
ሻࢉሺࢠ ൌ ૙.  

	

			Με	απλούς	υπολογισμούς	 έχουμε	ότι	 ሻݔᇱሺݖ ൌ 	,ఈሺ௫ି௖ሻ݁ߙ ሻݔᇱᇱሺݖ ൌ 	ଶ݁ఈሺ௫ି௖ሻߙ και	 ሿݖሾܮ ≡
ᇱᇱݖ ൅ ᇱݖ݃ ൌ ߙሾߙ ൅ ݃ሺݔሻሿ݁ఈሺ௫ି௖ሻ.	Διαλέγουμε	το	ߙ	τόσο	μεγάλο	τέτοιο	ώστε	ܮሾݖሿ ൐ 0	για	
ܽ ൏ ݔ ൏ ݀.	Διαλέγουμε	το	ߙ	ώστε	να	 ικανοποιεί	την	ߙ ൐ െ݃ሺݔሻ	ሺεφόσον	η	συνάρτηση	
݃ሺݔሻ	φραγμένη	μπορούμε	να	το	κάνουμεሻ	και	ορίζουμε	τη	συνάρτηση:	ݓሺݔሻ ൌ ሻݔሺݑ ൅
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ߝ	ሻݔሺݖߝ ൐ 0,	όπου	το	ߝ	ικανοποιεί	τη	σχέση	ߝ ൏
ெି௨ሺௗሻ

௭ሺௗሻ
	με		ߊ െ ሺ݀ሻݑ ൐ 0, ሺ݀ሻݖ ൐ 0.	Από	

τη	στιγμή	που	ݖ ൏ 0	για	ܽ ൏ ݔ ൏ ܿ	έχουμε	ότι	ݓሺݔሻ ൏ ,ܯ ܽ ൏ ݔ ൏ ܿ.	

		Aπό	τον	ορισμό	του	:ߝ		ݓሺ݀ሻ ൌ ሺ݀ሻݑ ൅ ሺ݀ሻݖߝ ൏ ሺ݀ሻݑ ൅ ܯ െ 	άρα	και	ሺ݀ሻݑ ሺ݀ሻݓ ൏ 	.ܯ
Στο	 σημείο	 ሺܿሻݓ	:ܿ ൌ ሺܿሻݑ ൅ ሺܿሻݖߝ ൌ 	.ܯ Επομένως	 η	 συνάρτηση	 	ݓ έχει	 μέγιστο	
μεγαλύτερο	ή	ίσο	του	ܯ,	που	λαμβάνεται	στο	εσωτερικό	του	διαστήματος.	Αλλά	ܮሾݓሿ ൌ
ሿݑሾܮ ൅ ሿݖሾܮߝ ൐ 0.	Από	τον	προηγούμενο	περιορισμό	μας	για	τη	σχέση	ሺ2ሻ	η	συνάρτηση	
,ሺܽ	διάστημα	στο	μέγιστο	το	επιτυγχάνει	δεν	ݓ ݀ሻ.	Φτάνουμε	έτσι	σε	άτοπο.	

		Όμοια	 αν	 ݀ ൏ ܿ, ሻݔሺݖ ൌ ݁ିఈሺ௫ି௖ሻ െ 1, ߙ ൐ ݃ሺݔሻ.	 Το	 κλειδί	 στην	 παραπάνω	 απόδειξη	
είναι	η	κατασκευή	της	συνάρτησης	ݖሺݔሻ	με	τις	ιδιότητες:	ሺ݅ሻ	ܮሾݖሿ ൐ 0,	ሺ݅݅ሻ	ݖሺݔሻ ൏ 0	για	
ݔ ൏ ܿ, ሺ݅݅݅ሻ	ݖሺݔሻ ൐ 0	για	ݔ ൐ ܿ, ሺ݅ݒሻ	ݖሺܿሻ ൌ 0.	 Αν	 το	 ݀	 είναι	 μικρότερο	 από	 το	 ܿ	οι	
ανισότητες	ሺ݅݅ሻ, ሺ݅݅݅ሻ	αντιστρέφονται.	Η	συνάρτηση	ݖሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻఈ െ ሺܿ െ ܽሻఈ	με		το	ߙ	
αρκούντως	μεγάλο,	έχει	τις	παραπάνω	ιδιότητες.			

	

		Αν	στο	θεώρημα	1	βάλουμε	όπου	ݑ	τη	συνάρτηση	ሺെݑሻ	έχουμε	την	αρχή	ελαχίστου,	η	
οποία	 επιβεβαιώνει	 ότι	 μία	 μη	 σταθερή	 συνάρτηση	 που	 ικανοποιεί	 τη	 διαφορική	
ανίσωση	ܮሺݑሻ ൑ 0	δεν	επιτυγχάνει	μέγιστο	σε	εσωτερικό	της	σημείο.	

		Η	 φραξιμότητα	 για	 τη	 συνάρτηση	 ݃ሺݔሻ	 στο	 παραπάνω	 θεώρημα	 μπορεί	 να	 είναι	
«χαλαρή».	Αν		η	συνάρτηση	݃ሺݔሻ	είναι	φραγμένη	σε	κάθε	διάστημα	ሾܽ′, ܾ′ሿ	εσωτερικό	του	
διαστήματος	 ሺܽ, ܾሻ	 και	 πάλι	 ισχύει	 το	 παραπάνω	 θεώρημα.	 Απλά	 εφαρμόζουμε	 το	
επιχείρημα	σε	κάθε	υποδιάστημα	του	διαστήματος	ሾܽᇱ, ܾᇱሿ	που	περιέχει	τα	ܿ, ݀.	Μπορεί	η	
συνάρτηση	 ݃ሺݔሻ	 να	 είναι	 φραγμένη	 σε	 κάθε	 κλειστό	 υποδιάστημα	 του	 διαστήματος	
ሺܽ, ܾሻ	και	μη	φραγμένη	όσο	το	ݔ → ܽ, ݔ → ܾ.	

		Η	μέθοδος	που	εργαζόμαστε	για	να	δείξουμε	το	θεώρημα	1	μας	δίνει	τη	δυνατότητα	να	
λάβουμε	πληροφορίες	για	τις	συναρτήσεις	που	ικανοποιούν	διαφορική	ανίσωση	σαν	την	
ሺ3ሻ.	Μπορούμε	να	φανταστούμε	ότι	η	λύση	ݑ	της	σχέσης	ሺ3ሻ	μπορεί	να	έχει	τη	μορφή	
όπως	στο	Σχήμα	1.	Το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݑ	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	επιτυγχάνεται	στο	
ܽ	και	ݑᇱሺܽሻ ൌ 0.	Αυτό	όμως	ποτέ	δεν	συμβαίνει.	Αν	το	μέγιστο	λαμβάνεται	στο	αριστερό	
άκρο	η	κλίση	στο	σημείο	είναι	αρνητική	ሺ2ߙሻ.	Αν	λαμβάνεται	στο	δεξί	άκρο	η	κλίση	είναι	
θετική	ሺ2ܿሻ.	

														

 

Στο σχήμα 2 απεικονίζεται η κλίση της 	࢛ሺ࢞ሻ	αν ࢛’ሺ࢞ሻ ൌ ૙, ࢛ሺ࢞ሻ ൏ ૙, ࢛ሺ࢞ሻ ൐ ૙.	

Το	επόμενο	θεώρημα	δίνει	το	ακριβές	αποτέλεσμα:	

Θεώρημα	2:		Υποθέτουμε	ότι	η	࢛	είναι	μη	σταθερή	συνάρτηση	που	ικανοποιεί	την	࢛ᇱᇱ ൅
′ሺ࢞ሻ࢛ࢍ ൒ ૙	στο	ሺࢇ, ,ࢇ	στα	παραγώγους	πλευρικές	έχει	και	ሻ࢈ 	ሺ࢞ሻࢍ	συνάρτηση	έστω	και	࢈
φραγμένη	 σε	 κάθε	 κλειστό	 υποδιάστημα	 του	 διαστήματος	 ሺࢇ, 	Αν	ሻ.࢈ το	 μέγιστο	 της	
συνάρτησης	࢛	λαμβάνεται	στο	࢞ ൌ ࢞	στο	φραγμένη	κάτω	ሺ࢞ሻࢍ	συνάρτηση	η	και		ࢇ ൌ 	,ࢇ
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τότε	 ࢛ᇱሺࢇሻ ൏ ૙.	 Αν	 το	 μέγιστο	 λαμβάνεται	 στο	 ࢞ ൌ 		࢈ και	 η	 συνάρτηση	 	άνω	ሺ࢞ሻࢍ
φραγμένη	στο	࢞ ൌ ሻ࢈࢛ᇱሺ	τότε	,࢈ ൐ ૙.	

Απόδειξη:	 Έστω	 ሺܽሻݑ ൌ 	ܯ και	ݑሺݔሻ ൑ ,ܯ ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ	 	 και	 για	 ݀ ∈ ሺܽ, ܾሻ, ሺ݀ሻݑ ൏ 	.ܯ
Ορίζουμε	 τη	 συνάρτηση	 ሻݔሺݖ ൌ ݁ఈሺ௫ି௔ሻ െ 1, ߙ ൐ 0, ߙ ൐ െ݃ሺݔሻ, ܽ ൑ ݔ ൑ ሿݖሾܮ	݀ ൐ 0.		

Ορίζουμε	τη	συνάρτηση	ݓሺݔሻ ൌ ሻݔሺݑ ൅ 0	με	ሻ,ݔሺݖߝ ൏ ߝ ൏
ெି௨ሺௗሻ

௭ሺௗሻ
.	 	Επειδή	 ሿݓሾܮ	 ൐ 0	το	

μέγιστο	 λαμβάνεται	 στα	 άκρα.	 Έχουμε	 ሺܽሻݓ ൌ ܯ ൐ 	Επιπλέον	ሺ݀ሻ.ݓ η	 πλευρική	
παράγωγος	της	συνάρτησης	ݓ		στο	ܽ	δεν	μπορεί	να	είναι	θετική.	Έχουμε:	

ᇱሺܽሻݓ ൌ ᇱሺܽሻݑ ൅ ᇱሺܽሻݖߝ ൑ 0, ᇱሺܽሻݖ ൌ ߙ ൐ 0		και	ݑᇱሺܽሻ ൏ 0.		Όμοια	για	ݔ ൌ ܾ.		

Παρατηρήσεις:		ሺ݅ሻ	Αν	μία	συνάρτηση	ικανοποιεί	τη	σχέση	ሺ3ሻ	έχει	μέγιστο	σε	εσωτερικό	
σημείο	ܿ ,	υπάρχει	διάστημα		ሺܽଵ, ܾଵሻ	που	περιέχει	το	ܿ 	στο	εσωτερικό	του	με	ݑሺݔሻ ൑ 	.ሺܿሻݑ
Το	θεώρημα	1	δείχνει	ότι	ݑሺݔሻ ൌ 	διαστήματα	τα	όλα	σε	2	θεώρημα	το	Εφαρμόζουμε	ሺܿሻ.ݑ
που	έχουν	το	ܿ	στο	άκρο	και	βλέπουμε	ότι	η	τιμή	ݑሺܿሻ	στο	μέγιστο	είναι	η	ελάχιστη	τιμή	
στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	

ሺ݅݅ሻ	Αν	μια	συνάρτηση	ݑ	που	ικανοποιεί	τη	σχέση	ሺ3ሻ	έχει	ελάχιστα	σε	δύο	σημεία	ܿଵ, ܿଶ	
του	διαστήματος	ሺܽ, ܾሻ,	πρέπει	 	να	έχει	μέγιστο	σε	σημείο	ανάμεσα	στα	ܿଵ, ܿଶ.	Από	την	
παραπάνω	 παρατήρηση	 έχουμε	 ότι	 ሺܿሻݑ	 ൌ 	και		ሺܿଶሻݑ 	σταθερή	ሻݔሺݑ στο	 διάστημα	
ሺܿଵ, ܿଶሻ.	

ሺ݅݅݅ሻ	Μια	συνάρτηση	που	ικανοποιεί	τη	σχέση	ሺ3ሻ,	μπορεί	να	μην	έχει	κανένα	οριζόντιο	
σημείο	καμπής	ሺη	συνάρτηση	ݑ	έχει	οριζόντιο	σημείο	καμπής	στο	ݔ ൌ ܿ,	αν	ݑᇱሺܿሻ ൌ 0ሻ.	
Εάν	υπήρχε	τέτοιο	σημείο	θα	μπορούσαμε	να	επιλέξουμε	υποδιάστημα	με	αυτό	το	σημείο	
σαν	άκρο	στο	οποίο	η	συνάρτηση	ݑ	λαμβάνει	μέγιστο	στο	ܿ.	Τότε	το	θεώρημα	2	δεν	θα	
ίσχυε.	

ሺ݅ݒሻ	Ανάλογο	αποτέλεσμα	με	το	θεώρημα	2	ισχύει	για	λύσεις	της	ܮሾݑሿ ൑ 0	παίρνοντας	
την	αρχή	του	ελαχίστου.	Μπορούμε	να	πάρουμε	αυτήν	την	αρχή,	αν	όπου	ݑ	βάλουμε	τη	
συνάρτηση	ሺെݑሻ	στο	θεώρημα	2.	

ሺݒሻ	 Μπορούμε	 να	 δείξουμε	 το	 θεώρημα	 2	 πριν	 το	 θεώρημα	 1.	 Αν	 το	 μέγιστο	 της	
συνάρτησης	ݑ	είναι	σε	εσωτερικό	σημείο	ܿ,	τότε	ݑᇱሺܿሻ ൌ 0.	Εφαρμόζοντας	το	θεώρημα	2	
στα	διαστήματα	ሺܽ, ܿሻ, ሺܿ, ܾሻ	καταλήγουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	σταθερή.	

ሺ݅ݒሻ	Η	απαίτηση	της	φραξιμότητας	της	συνάρτησης	݃	είναι	απαραίτητη.	Η	εξίσωση	

ᇱᇱݑ	 ൅ ᇱݑ݃ ൌ ሻݔሺ݃	ߝߤ	0 ൌ ቊ
ିଷ

௫
							για	ݔ ് 0	

0									για	ݔ ൌ 0
	 έχει	 λύση	 ݑ ൌ 1 െ 	.ସݔ Tο	 θεώρημα	 1	 δεν	

ισχύει	 στο	 െ1 ൑ ݔ ൑ 1	 αφού	 η	 συνάρτηση	 	έχει	ݑ μέγιστο	 στο	 ݔ ൌ 0.	 Το	 θεώρημα	 2	
παραβιάζεται	στο	διάστημα	ሾ0,1ሿ	εφόσον	ݑᇱᇱሺ0ሻ ൌ 0.	

	

		Παίρνουμε	την	πιο	γενική	διαφορική	ανίσωση		

																																																										ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ ᇱᇱݑ ൅ ݃ሺݔሻݑᇱ ൅ ݄ሺݔሻݑ ൒ 0.																														ሺ4ሻ 																																					

		Απλούστερα	παραδείγματα	δείχνουνε	ότι	μπορούμε	να	έχουμε	έναν	μοντελοποιημένο	
τύπο	 της	 αρχής	 μεγίστου.	 Για	 την	 εξίσωση:	 ᇱᇱݑ ൅ ݑ ൌ 0, η		ݑ ൌ sin 	ݔ είναι	 λύση	 και	
παίρνει	το	μέγιστό	της	στο	ݔ ൌ

గ

ଶ
	,	η	συνθήκη	݄ሺݔሻ ൑ 0	δεν	αρκεί	να	αποδώσει	την	αρχή	

του	μεγίστου.	Παραδείγματος	χάρη	η	διαφορική	εξίσωση	ݑᇱᇱ െ ݑ ൌ 0,	η	οποία	έχει	λύση	
την	ݑ ൌ െ݁௫ െ ݁ି௫,	λαμβάνει	το	μέγιστό	της	στο	ݔ ൌ 0	το	െ2.	Πρέπει	να	δείξουμε	ότι	μία	
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μη	 σταθερή	 λύση	 της	 σχέσης	 ሺ4ሻ	 με	 ݄ሺݔሻ ൑ 0	δε	 λαμβάνει	 μη	 αρνητικό	 μέγιστο	 σε	
εσωτερικό	σημείο.	Αν	η	αυστηρή	διαφορική	ανίσωση	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൐ 0, ݄ ൑ 0	ισχύει	στο	
διάστημα	ሺܽ, ܾሻ,	τότε	η	συνάρτηση	ݑ	δεν	παίρνει	μη	αρνητικό	μέγιστο	στο	εσωτερικό	του	
διαστήματος	ሺܽ, ܾሻ.	Στην	πραγματικότητα	έχουμε	ݑᇱ ൌ 0, ᇱᇱݑ ൑ 0, ݑ݄ ൑ 0	που	έρχεται	
σε	αντίφαση	με	την	παραπάνω	αυστηρή	διαφορική	ανίσωση.	Μπορούμε	να	επεκτείνουμε	
το	θεώρημα	1	και	το	θεώρημα	2	χωρίς	να	αλλάξει	το	επιχείρημα,	επιλέγοντας	ߙ	μεγάλο	
ώστε	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖሿ ൐ 0.	Η	σταθερά	ߙ	στην	݁ఈሺ௫ି௖ሻ െ 1	ሺή		݁ିఈሺ௫ି௖ሻ െ 1,	αν	݀ ൏ ܿሻ	πρέπει	να	
ικανοποιεί:	

ଶߙ ൅ ሻݔሺ݃ߙ ൅ ݄ሺݔሻൣ1 െ ݁ିఈሺ௫ି௖ሻ൧ ൐ 0,	

								ή																	
ଶߙ െ ሻݔሺ݃ߙ ൅ ݄ሺݔሻൣ1 െ ݁ఈሺ௫ି௖ሻ൧ ൐ 0,	

εφόσον	݄ ൑ 0	αρκεί	να	επιλέξουμε	ߙ	ώστε	ߙଶ െ |ሻݔሺ݃|ߙ ൅ ݄ሺݔሻ ൐ 0.		Αυτό	μπορεί	να	γίνει	
αν	οι	συναρτήσεις	݃ሺݔሻ, ݄ሺݔሻ	είναι	φραγμένες.	

Θεώρημα	3:	Αν	η	συνάρτηση	࢛ሺ࢞ሻ	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανίσωση		

																																																						ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൌ ࢛ᇱᇱ ൅ ᇱ࢛ࢍ ൅ ࢛ࢎ ൒ 	૙,																																													ሺ૝ሻ	 																																				

σε	 διάστημα	 ሺࢇ, ሺ࢞ሻࢎ	ૄઽ	ሻ࢈ ൑ ૙	 και	 αν	 οι	 συναρτήσεις	 ,ࢍ 	ࢎ είναι	 φραγμένες	 σε	 κάθε	
κλειστό	υποδιάστημα	και	αν	η	συνάρτηση	࢛ 	έχει	μη	αρνητική	μέγιστη	τιμή	ࡹ	σε	εσωτερικό	
σημείο	ࢉ,	τότε	࢛ሺ࢞ሻ ൌ 	μη	μόνη	η	τότε	μηδέν,	ταυτοτικά	είναι	δεν	ሺ࢞ሻࢎ	συνάρτηση	η	Αν	.ࡹ
αρνητική	σταθερά	που	ικανοποιεί	την	σχέση	ሺ૝ሻ	είναι	η		ࢬ ൌ ૙.		

Θεώρημα	 4:	 Υποθέτουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ࢛	 είναι	 μη	 σταθερή	 λύση	 της	 διαφορικής	
ανίσωσης	ሺ૝ሻ	που	έχει	πλευρικές	παραγώγους	στα	ࢇ	και	࢈	και		ࢎሺ࢞ሻ ൑ ૙, ,ࢍ 	φραγμένες	ࢎ
σε	κάθε	κλειστό	υποδιάστημα	του	διαστήματος	ሺࢇ, 	αρνητικό	μη	έχει	࢛	συνάρτηση	η	Αν	ሻ.࢈
μέγιστο	στο	ࢇ	και	αν	η	συνάρτηση	ࢍሺ࢞ሻ ൅ ሺ࢞ െ ࢞	στο	φραγμένη	κάτω		ሺ࢞ሻࢎሻࢇ ൌ 	τότε	,ࢇ
࢛ᇱሺࢇሻ ൏ ૙.	Αν	η	συνάρτηση	࢛	έχει	μη	αρνητικό	μέγιστο	στο	࢈	και	αν	η	συνάρτηση	ࢍሺ࢞ሻ ൅
ሺ࢈ െ ࢞ሻࢎሺ࢞ሻ	είναι	άνω	φραγμένη	στο	࢞ ൌ ሻ࢈࢛ᇱሺ	τότε	,࢈ ൐ ૙.	

Ως	επακόλουθο	των	παραπάνω	θεωρημάτων	έχουμε	ότι	αν	η	συνάρτηση	࢛	ικανοποιεί	την	
ሺ૝ሻ	στο	διάστημα	ሺࢇ, ሺ࢞ሻࢎ	συνάρτηση	τη	με	ሻ࢈ ൑ ૙,	αν	η	συνάρτηση	࢛	είναι	συνεχής	στο	
διάστημα	 ሾࢇ, 	ሿ࢈ και	 αν	࢛ሺࢇሻ ൑ ૙, ࢛ሺ࢈ሻ ൑ ૙,		τότε	 η	 συνάρτηση	࢛ሺ࢞ሻ ൏ ૙	 στο	 διάστημα	
ሺࢇ, ࢛	αν	εκτός		ሻ࢈ ≡ ૙.		

																																																					
	
	
	
	
	
	

 

																										Η	ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ	ΑΡΧΗ	ΤΟΥ	ΜΕΓΙΣΤΟΥ	

		Ερευνούμε	τη	διαφορική	ανίσωση	

																																																ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ ᇱᇱݑ ൅ ݃ሺݔሻݑᇱ ൅ ݄ሺݔሻݑ ൒ 0, ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ,																	ሺ1ሻ 																																					
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χωρίς	την	απαίτηση	η	συνάρτηση	݄ሺݔሻ	να	είναι	μη	θετική.	Έστω	η	συνάρτηση	ݓ	που	έχει		
δεύτερη	παράγωγο		στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	και	ικανοποιεί	τις	εξής	απαιτήσεις:	

	ሺ݅ሻ	ݓ ൐ 0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ,																																																																																																										ሺ2ሻ 																																					

ሺ݅݅ሻ	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.																																																																																							ሺ3ሻ 																																					

Ορίζουμε	τη	νέα	ανεξάρτητη	μεταβλητή	ݒ ൌ
௨

௪
,	

	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓݒሿ ൌ ᇱᇱݒݓ ൅ ሺ2ݓᇱ ൅ ᇱݒሻݓ݃ ൅ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൒ 0.	

		Διαιρώντας	με	τη	συνάρτηση	ݓ ൐ 0	έχουμε	

ᇱᇱݒ																																																									 ൅ ቀ2
௪ᇲ

௪
൅ ݃ቁ ᇱݒ ൅

ଵ

௪
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൒ 0.																														ሺ4ሻ	 																																				

		Η	 ανίσωση	 ሺ4ሻ	 σε	 συνδυασμό	 με	 τις	 σχέσεις	 ሺ2ሻ, ሺ3ሻ	δείχνει	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݒ ൌ
௨

௪
		

ικανοποιεί	τα	θεωρήματα	3,4.	

		Το	 επιχείρημα	 αυτό	 βασίζεται	 στην	 ύπαρξη	 της	 συνάρτησης	 	ݓ που	 	 ικανοποιεί	 τις	
σχέσεις	ሺ2ሻ, ሺ3ሻ.	Πρέπει	να	δείξουμε	ότι	αν	οι	συναρτήσεις	݃, ݄	είναι	φραγμένες	και	αν	το	
διάστημα	 ሾܽ, ܾሿ	 είναι	 αρκούντως	 μικρό	 τότε	 η	 συνάρτηση	 	ݓ ικανοποιεί	 τις	 σχέσεις	
ሺ2ሻ, ሺ3ሻ.		

		Η	συνάρτηση	ݓ	δίνεται	από	τον	τύπο	

ݓ																																																																						 ൌ 1 െ ݔሺߚ െ ܽሻଶ,																																																									ሺ5ሻ 																																					

όπου	η	σταθερά	ߚ	προσδιορίζεται	κατάλληλα.	Για	να	δούμε	αυτό,	υπολογίζουμε:	

																																					ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ െ2ߚ ቂܽ ൅ ሺݔ െ ܽሻ݃ሺݔሻ ൅
ଵ

ଶ
ሺݔ െ ܽሻଶ݄ሺݔሻቃ ൅ ݄ሺݔሻ.							ሺ6ሻ																									

		Από	τη	θεώρηση	ότι	οι	συναρτήσεις	݃, ݄	είναι	κάτω	φραγμένες	υπάρχουν	σταθερές	ܩ, 	ܪ
με	݃ ൒ ,ܩ ݄ ൒ 	.ܪ Υποθέτουμε	 ότι	 ܽ, ܾ	 είναι	 	 τόσο	 κοντά	 ώστε:	 1 ൅ ሺݔ െ ܽሻܩ ൅

ଵ

ଶ
ሺݔ െ

ܽሻଶܪ ൐ 0	για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	

		Εφόσον	η	συνάρτηση	݄ሺݔሻ	άνω	φραγμένη	επιλέγουμε	ߚ	ώστε	ߚ ൒
ଵ

ଶ
ቂ ௛ሺ௫ሻ

ଵାሺ௫ି௔ሻீାሺ௫ି௔ሻమ
ቃ.	

		Εξαιτίας	της	σχέσης	ሺ6ሻ	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0		στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Αν	το	μήκος	ܾ െ ܽ		είναι	
μικρό	ώστε	ߚሺܾ െ ܽሻଶ ൏ ݓ,1 ൐ 0,	από	τη	σχέση	ሺ5ሻ	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	Η	συνάρτηση	ݓ	
με	τις	επιθυμητές	απαιτήσεις	μπορεί	να	κατασκευαστεί	πάντα.	

Θεώρημα	5:	Υποθέτουμε	ότι	ο	τελεστής	ሺࡸ ൅ 	κάτω	ሺ࢞ሻࢍ	με	ሺ૚ሻ	σχέση	τη	από	δίνεται	ሻࢎ
φραγμένη	συνάρτηση	και		ࢎሺ࢞ሻ	φραγμένη	συνάρτηση.	Για	οποιοδήποτε	αρκούντως	μικρό	
διάστημα	 ሾࢇ, 	βρεθεί	να	μπορεί	࢝	συνάρτηση	μια	ሿ࢈ ικανοποιώντας	τις	σχέσεις	 ሺ૛ሻ, ሺ૜ሻ.	
Τότε	αν	࢛ 	είναι	οποιαδήποτε	συνάρτηση	που	ικανοποιεί	τη	σχέση	ሺ૚ሻ	στο	διάστημα		ሺࢇ, 	,ሻ࢈
η	συνάρτηση		

࢛

࢝
		ικανοποιεί	τις	αρχές	μεγίστου	όπως	δόθηκαν	στα	θεωρήματα	3,4.	

		Το	θεώρημα	5	δείχνει	ότι	μία	συνάρτηση	ݑ	που	ικανοποιεί	τη	σχέση	ሺ1ሻ	δεν	μπορεί	να	
ταλαντωθεί	 τόσο	 γρήγορα.	 Αν	 ισχύει	 ότι	 η	 ݑ ൐ 0	 μεταξύ	 των	 δύο	 μηδενικών	ݔ ൌ
ܽ	και	ݔ ൌ ܾ	τότε	 η	συνάρτηση	

௨

௪
		 έχει	 ένα	θετικό	μέγιστο	ανάμεσά	 τους.	 Επομένως	 το	

θεώρημα	5	παραβιάζεται	εκτός	αν	η	ܾ െ ܽ	μεταξύ	των	μηδενικών	είναι	τόσο	μεγάλη	ώστε	
το	θεώρημα	5	να	μην		ισχύει.	
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		Εμείς	 βρίσκουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 	ݑ μπορεί	 να	 έχει	 το	 πολύ	 δύο	 μηδενικά	 ሺαν	 η	
συνάρτηση	ݑ ൏ 0	ανάμεσα	στα	μηδενικάሻ	σε	οποιοδήποτε	διάστημα		ሺܽ, ܾሻ		που	ισχύει	
το	 θεώρημα	 5.	 Αν	 η	 συνάρτηση	 	ݑ είναι	 λύση	 της	 ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ 0	μπορούμε	 να	
εφαρμόσουμε	το	ίδιο	επιχείρημα	και	στις	δύο	συναρτήσεις	ݑ	και	ሺെݑሻ	να	βρούμε	ότι	η	
συνάρτηση	ݑ	έχει	το	πολύ	ένα	μηδενικό	στο	εσωτερικό	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ	όπου	το	θεώρημα	
5	ισχύει.	

		Έστω	 η	 συνάρτηση	 	ሻݔሺݎ	 λύση	 της	 διαφορικής	 εξίσωσης	 ᇱᇱݎ ൅ ᇱݎ݃ ൅ ݎ݄ ൌ 0.	
Υποθέτουμε	ότι	η	ݎ ് 0	ταυτοτικά	και	ότι	ݎሺܽሻ ൌ 0.	 	Από	την	παραπάνω	παρατήρηση	
ξέρουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݎ	δεν	μπορεί	να	μηδενιστεί	για	 	κάποια	απόσταση	δεξιά	του	
ܽ.	Αν	η	συνάρτηση	ݎ	έχει	μηδενικά	στα	δεξιά	του	ܽ,	σημειώνουμε	το	πρώτο	με		ܽ∗	και	το	
καλούμε	ως		συζυγές	σημείο	του	ߙ.	

	

		Στη	συνέχεια,	θεωρούμε	ότι	η	συνάρτηση		ݎሺݔሻ ൐ 0	για	ܽ ൏ ݔ ൏ ܽ∗.	Αν	η	συνάρτηση	ݓ ൐
0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܽ∗ሿ	η	συνάρτηση	

௥

௪	
		μηδενίζεται	στο	ܽ	και	στο	ߙ∗	και	είναι	θετική	στο	

διάστημα	 ሺܽ, ܽ∗ሻ.	 Επομένως	 έχει	 μέγιστο	 στο	 διάστημα	 ሺܽ, ܽ∗ሻ.	 Από	 το	 θεώρημα	 5,	 η	
συνάρτηση	 	ݓ δεν	 ικανοποιεί	 τη	 σχέση	 ሺ3ሻ.	 Από	 την	 άλλη	 πλευρά,	 αν	 το	 ܾ	 είναι	
οποιοδήποτε	 σημείο	 στο	 διάστημα	 ሺܽ, ܽ∗ሻ,	 μπορεί	 να	 βρεθεί	 συνάρτηση	 	ݓ ώστε	 η	
συνάρτηση	ݓ/ݎ	να	 ικανοποιεί	την	αρχή	μεγίστου	του	θεωρήματος	5.	Για	να	το	δούμε	
αυτό	 πρέπει	 η	 συνάρτηση	 	ሻݔሺݎ να	 είναι	 κάτω	 φραγμένη	 από	 έναν	 θετικό	 αριθμό	 σε	
οποιοδήποτε	υποδιάστημα	ሾܿ, ܾሿ	που	περιέχεται	στο	διάστημα	ሺܽ, ܽ∗ሻ.	Συμπερασματικά,	
για	αρκούντως	μικρό	ߝ ൐ 0,	η	συνάρτηση	ݓሺݔሻ ൌ ሻݔሺݎ ൅ ሾ2ߝ െ ݁ఈሺ௫ି௔ሻሿ	είναι	θετική	στο	
διάστημα	 ሾܽ, ܾሿ.		 Αν	 η	 σταθερά	 	ߙ επιλέγεται	 έτσι	 ώστε	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾ2 െ ݁ఈሺ௫ି௔ሻሿ ൑ 0	 στο	
διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ,	 τότε	 η	ݓ	είναι	 μία	 συνάρτηση	 για	 την	 οποία	 ισχύει	 το	 θεώρημα	 5.	
Συνοψίζοντας	έχουμε	ότι	αν	ܽ∗	είναι	συζυγές	του	ܽ	υπάρχει	συνάρτηση	ݓ ൐ 0	ώστε	το	
θεώρημα	5	να	ισχύει	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	αν	και	μόνο	αν	ܾ ൏ ܽ∗.	Αν	η	συνάρτηση	ݎሺݔሻ	δε	
μηδενίζεται	δεξιά	του	ܽ,	ορίζουμε	ܽ∗ ൌ ∞		και	το	θεώρημα	5	ισχύει	για	κάθε	διάστημα	
ሾܽ, ܾሿ.		

Aν	 η	 συνάρτηση	 ݄ሺݔሻ	 δεν	 είναι	 φραγμένη	 ή	 αν	 η	 συνάρτηση	 ݃ሺݔሻ	 δεν	 είναι	 κάτω	
φραγμένη,	τότε	δεν	υπάρχει	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	ώστε	το	παραπάνω	θεώρημα	να	ισχύει.	Για	

παράδειγμα	 ας	 πάρουμε	 τη	 συνάρτηση	 ݑ ൌ ݊݅ݏݔ ቀ
ଵ

௫
ቁ	 να	 ικανοποιεί	 την	 εξίσωση	 ᇱᇱݑ ൅

ݑସିݔ ൌ 0.	Βλέπουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	μηδενίζεται	στα	σημεία	ݔ ൌ
ଵ

௡గ
, ݊ ൌ 1,2, …,	και	

επομένως	δεν	μπορεί	να	υπάρξει	συνάρτηση	ݓ ൐ 0	με	την	προϋπόθεση	ότι	η	συνάρτηση	
݊	,ሿߨ݊/ሾ0,1	διαστήματα	τα	από	οποιοδήποτε	σε	μεγίστου	αρχή	την	ικανοποιεί	να	ݓ/ݑ ൌ
1,2, …	

	

 

																						
	
																																							ΤΟ		ΠΡΟΒΛΗΜΑ	ΑΡΧΙΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ		

		Μας	ενδιαφέρει	να	μελετήσουμε	τη	λύση	της	διαφορικής	εξίσωσης:	

ᇱᇱݑ																																																																						 ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂,																																																									ሺ1ሻ	

με	αρχικές	συνθήκες	
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ሺܽሻݑ																																																																					 ൌ ,ଵߛ ᇱሺܽሻݑ ൌ ሺ2ሻ																																																					ଶ.ߛ 																																					

		Οι	 συναρτήσεις	 ݂, ݃, ݄	 δίνονται	 στο	 διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ,	 όπου	 οι	 συναρτήσεις	 ݃, ݄	 είναι	
φραγμένες	και	ߛଵ, 	στο	ሺ1ሻ	εξίσωσης	διαφορικής	της	λύση	μια	Οποτεδήποτε	σταθερές.	ଶߛ
διάστημα	ሺܽ, ܾሻ	είναι	ορισμένη	να	ικανοποιεί	τις	συνθήκες	ሺ2ሻ	έχουμε	ότι	το	πρόβλημα	
αρχικών	τιμών	έχει	λυθεί.	

		Η	ύπαρξη	των	λύσεων	σε	πρόβλημα	αρχικών	τιμών	προέρχεται	από	τη	γενική		θεωρία	
των	 συνήθων	 διαφορικών	 εξισώσεων.	Η	 μοναδικότητα	 απορρέει	 από	 τη	 γενική	 αρχή	
μεγίστου.		

Θεώρημα	6:	Υποθέτουμε	ότι	οι	συναρτήσεις	࢛૚ሺ࢞ሻ	και		࢛૛ሺ࢞ሻ	είναι	λύσεις	της	εξίσωσης	
ሺ૚ሻ	στο	διάστημα	ሺࢇ, ,࢛૚	οι	και	ሻ࢈ ࢛૛	 ικανοποιούν	 	τις	συνθήκες	ሺ૛ሻ.	Τότε	࢛૚ ≡ ࢛૛	στο	
διάστημα	ሺࢇ, 	.ሻ࢈

Απόδειξη:	 Ορίζουμε	 ݑ	 ൌ ଵݑ െ 	,ଶݑ ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ 0, ሺܽሻݑ ൌ ᇱሺܽሻݑ ൌ 0.		Υποθέτουμε	
τώρα	ότι	ݑ ് 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Πρέπει		να	φτάσουμε	σε	αντίφαση.	Από	το	θεώρημα	
5	υπάρχει	ߝ ൐ 0	και	ݓ ൐ 0		συνάρτηση,	ώστε	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	

௨

௪
	στο	διάστημα	

ሺܽ, ܽ ൅ 	ሻߝ πρέπει	 να	 λαμβάνεται	 στα	 άκρα	 ሺόμοια	 η	 συνάρτηση	 ሺെݑሻ	 ικανοποιεί	 την		
εξίσωσηሻ.	Επιπλέον	σύμφωνα	με	το	θεώρημα	5	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ሺെ

௨

௪
ሻ	πρέπει	

να	 λαμβάνεται	 στα	 άκρα	 ܽ	ή	ܽ ൅ 	.ߝ Επομένως	 είτε	 το	 μέγιστο	 είτε	 το	 ελάχιστο	 της	
συνάρτησης		

௨

௪
		λαμβάνεται	στο	ܽ.	

Στο	ݔ ൌ ܽ:								 ቀ
௨

௪
ቁ
ᇱ
ൌ

௨ᇲ௪ି௨௪ᇲ

௪మ ൌ 0.	

		Αφού	η	συνάρτηση	
௨

௪
		ικανοποιεί	το	θεώρημα	4,	η	συνάρτηση		

௨

௪
		είναι	σταθερή.	Αφού	

ሺܽሻݑ ൌ 0,	η	σταθερά	είναι	μηδέν.	Η	συνάρτηση	ݑ	επομένως	είναι	ταυτοτικά	μηδενική	στο	
διάστημα	 ሾܽ, ܽ ൅ ,ሿߝ ሺܽݑ ൅ ሻߝ ൌ 0, ᇱሺܽݑ ൅ ሻߝ ൌ 0.	Πρέπει	 να	 επαναλάβουμε	 το	
επιχείρημα	για	να	καταλήξουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ ≡ 0	στο	διάστημα	ሺܽ ൅ ,ߝ ߙ ൅ 	με	ሻ,ߝ2
,݃	συναρτήσεων	των	φράγματα	τα	από	μόνο	εξαρτάται	του	μέγεθός	το	αφού	ίδιο	το	ߝ ݄	
στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	

		Πρέπει	 να	 εκτελέσουμε	 τη	 διαδικασία	μόνο	σε	πεπερασμένο	πλήθος	 για	 να	 δείξουμε	
τελικά	ότι	η	συνάρτηση	ݑ ≡ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
																																								ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ	

		Το	πιο	απλό	πρόβλημα	συνοριακών	τιμών	αφορά	τη	λύση	της		εξίσωσης	

ᇱᇱݑ																																																																	 ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂ሺݔሻ,																																																								ሺ1ሻ	

στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ	με	συνοριακές	συνθήκες		

ሺܽሻݑ																																																																 ൌ ሺܾሻݑ		ଵκαιߛ ൌ ሺ2ሻ																																																					ଶ.ߛ 																																				
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		Η	 μοναδικότητα	 των	 λύσεων	 της	 εξίσωσης	 ሺ1ሻ	 που	 ικανοποιούν	 και	 τις	 συνοριακές	
συνθήκες	ሺ2ሻ	μπορεί	να	προκύψει	από	τη	χρήση	της	αρχής	του	μεγίστου.	Η	κατάσταση	
όμως	εδώ	δεν	είναι	τόσο	εύκολη	όπως	στην	περίπτωση	του	προβλήματος	αρχικών	τιμών.	
Η	 απλή	 εξίσωση:	 ᇱᇱݑ ൅ ݑ ൌ 0	 έχει	 λύσεις	 ଵݑ ൌ sin ,ݔ ଶݑ	 ൌ 0	για	0 ൑ ݔ ൑ 	.ߨ Και	 οι	 δύο	
λύσεις	ικανοποιούν	τις	συνοριακές	συνθήκες	ݑሺ0ሻ ൌ ሻߨሺݑ ൌ 0.	Το	επόμενο	αποτέλεσμα	
δίνει	ένα	από	τα	πιο	απλά	θεωρήματα	μοναδικότητας	για	τα	προβλήματα	συνοριακών	
τιμών.		

Θεώρημα	7:	Έστω	οι	συναρτήσεις	࢛૚ሺ࢞ሻ, ࢛૛ሺ࢞ሻ	λύσεις	της	σχέσης	ሺ૚ሻ	που		ικανοποιούν	
τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ૛ሻ.	Αν	η	συνάρτηση	ࢎሺ࢞ሻ ൑ ૙	στο	διάστημα	ሺࢇ, ࢛૚		τότε	ሻ,࢈ ≡
࢛૛.	

Απόδειξη:	Ας	είναι	η	συνάρτηση	ݑሺݔሻ ൌ ሻݔଵሺݑ െ 	ικανοποιεί		ݑ	συνάρτηση	η	Τότε	ሻ.ݔଶሺݑ
την	εξίσωση	

ᇱᇱݑ																																																																				 ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ 0,																																																											ሺ3ሻ											 																										

	και	τις	συνοριακές	συνθήκες																																	

ሺܽሻݑ																																																																						 ൌ ሺܾሻݑ ൌ 0.																																																																																								 																	

			Από	το	θεώρημα	3		ξέρουμε		ότι	ݑሺݔሻ ൑ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Αφού	η	συνάρτηση	െݑሺݔሻ		
ικανοποιεί	την	ίδια	εξίσωση	με	τις	ίδιες	συνοριακές	συνθήκες	εφαρμόζοντας	το	θεώρημα	
3	στην	െݑሺݔሻ	καταλήγουμε	ότι	െݑ ൑ 0		στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Άρα	η	συνάρτηση	ݑ ൌ 0	στο	
διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.		

		Θεωρούμε	τώρα	πιο	γενικά	προβλήματα	συνοριακών	τιμών,	ένα	από	τα	οποία	περιέχει	
τις	 συνοριακές	 συνθήκες	 ሺ2ሻ	 σαν	 ειδική	 περίπτωση.	 Έστω	 ότι	 έχουμε	 συνοριακές	
συνθήκες	τις		

																																																														൜
– ߠݏ݋ᇱሺܽሻܿݑ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݑ ൌ ,	ଵߛ
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݑ ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݑ ൌ .ଶߛ

			 																																							ሺ4ሻ 																																					

	όπου	ߛଵ, ,ଶߛ ,ߠ ߮	είναι	σταθερές	με	0 ൑ ߠ ൑
గ

ଶ
, 0 ൑ ߮ ൑

గ

ଶ
.	Οι	συνοριακές	συνθήκες	ሺ4ሻ	

ανάγονται	στις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ2ሻ	όταν		ߠ ൌ ߮ ൌ
గ

ଶ
.	

Θεώρημα	8:	Υποθέτουμε	ότι	οι	συναρτήσεις	࢛ ૚ሺ࢞ሻ	και	࢛ ૛ሺ࢞ሻ	είναι	δύο	λύσεις	της	εξίσωσης	
ሺ૚ሻ	 που	 ικανοποιούν	 τις	 συνοριακές	 συνθήκες	 ሺ૝ሻ.	 Αν	 η	 συνάρτηση	 ሺ࢞ሻࢎ ൑ ૙	 στο	
διάστημα	ሺࢇ, ࢛૚	τότε	ሻ,࢈ ≡ ࢛૛	εκτός	αν	ࢎ ≡ ૙,࣐ ൌ ࣂ ൌ ૙,	που	σε	αυτήν	την	περίπτωση	οι	
συναρτήσεις	࢛૚,	࢛૛	διαφέρουν	κατά	μία	σταθερά.	

Απόδειξη:	 Όπως	 πριν	 ορίζουμε	 τη	 συνάρτηση	 ݑ ൌ ଵݑ െ 	.ଶݑ Τότε	 η	 	ικανοποιεί	ݑ την	
σχέσηሺ3ሻ	και	τις	συνθήκες:	

																																																														൜
– ߠݏ݋ᇱሺܽሻܿݑ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݑ ൌ 0,
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݑ		 ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݑ ൌ 0.

																																												ሺ5ሻ	

Η	συνάρτηση	ݑ ≡ ܯ ് 0		σταθερά	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες	αν	και	μόνο	αν	
݄ ≡ 0, ߮ ൌ ߠ ൌ 0.	Αν	υποθέσουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	μη	σταθερή	λύση	που	είναι	
θετική	 σε	 κάποιο	 σημείο	 θα	φτάσουμε	 σε	 άτοπο.	 Από	 το	 θεώρημα	 3	 η	 συνάρτηση	 	ݑ
λαμβάνει	το	μέγιστό	της	στα	ܽ	ή	ܾ.	Έστω	στο	ܽ	εφαρμόζουμε	το	θεώρημα	4,	το	οποίο	
επιβεβαιώνει	ότι	ݑ′ሺܽሻ ൏ 0.	Αφού	0 ൑ ߠ ൑

గ

ଶ
	και	ݑሺܽሻ ൐ 0	η	πρώτη	συνθήκη	στη	σχέση	

ሺ5ሻ	 παραβιάζεται.	 Όμοια	 αν	 το	 μέγιστο	 ήταν	 στο	 ܾ	 η	 δεύτερη	 συνθήκη	 στο	 ሺ5ሻ	 θα	
παραβιαζόταν.	Συμπεραίνουμε	ότι	οποιαδήποτε	μη	σταθερή	λύση	δεν	είναι	ποτέ	θετική.	
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Αντίστοιχα	το	 ίδιο	 επιχείρημα	εφαρμόζουμε	στη	συνάρτηση	ሺെݑሻ	και	δείχνουμε	ότι	η	
συνάρτηση	ݑ	δεν	μπορεί	να	είναι	αρνητική.	Άρα	ݑ ≡ 0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	Μπορούμε	να	
εδραιώσουμε	 τη	 μοναδικότητα	 του	 προβλήματος	 συνοριακών	 τιμών	 χωρίς	 τον	
περιορισμό	ότι	η	συνάρτηση	݄ሺݔሻ	να	είναι	μη	θετική.	Παραδείγματος	χάρη	η	διαφορική	
εξίσωση	ݑᇱᇱ ൅ ݑ ൌ 0	με	συνοριακές	συνθήκες	 ሺܽሻݑ	 ൌ ሺܾሻݑ ൌ 0	έχει	τη	λύση	ݑ ≡ 0	όσο	
ܾ െ ܽ ൏ ܾ	Αν	.ߨ െ ܽ ൌ 	αποτέλεσμα	συγκεκριμένο	Το	λάθος.	είναι	μας	αποτέλεσμά	το	ߨ
σε	 πολλές	 περιπτώσεις	 προκύπτει	 από	 εφαρμογή	 της	 γενικής	 αρχής	 μεγίστου	 όπως	
δίνεται	στο	θεώρημα	5.	

Θεώρημα	9:		Έστω	ότι	οι	συναρτήσεις	࢛૚ሺ࢞ሻ	και	࢛૛ሺ࢞ሻ	είναι	δύο	λύσεις	της	εξίσωσης	ሺ૚ሻ	
που	ικανοποιούν	τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ૛ሻ.		Αν	࢈ ൏ 	συζυγές	το	είναι∗ࢇ	όπου	,∗ࢇ
σημείο	του	ࢇ,	τότε	࢛૚ ≡ ࢛૛.	

		Η	απόδειξη	του	παραπάνω	θεωρήματος	είναι	ουσιαστικά	επανάληψη	της	απόδειξης	
του	θεωρήματος	7,	απλώς		χρησιμοποιείται	η	αρχή	του	μεγίστου	όπως	δίνεται	στο	
θεώρημα	5.	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
																							ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ	ΣΕ	ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ		

		Έστω	ότι	αναζητούμε	λύση	της		

																																						ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂ሺݔሻ, ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ,																																		ሺ1ሻ	

	με	συνοριακές	συνθήκες																																		

ሺܽሻݑ																																																														 ൌ ,ଵߛ ሺܾሻݑ ൌ 																ሺ2ሻ																																																													ଶ.ߛ 																						

		Στις	περισσότερες	περιπτώσεις	δεν	είναι	δυνατό	να	βρούμε	μία	ακριβή	λύση	Συχνά	είναι	
επιθυμητό	να	προσεγγίσουμε	μία	λύση	που	να	έχει	κάποιο	σφάλμα,	το	οποίο	θα	είναι	
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ασφαλώς	φραγμένο.	 Τέτοια	 προσέγγιση	 είναι	 ισοδύναμη	 με	 τον	 ορισμό	 των	 άνω	 και	
κάτω	φραγμάτων	για	τις	τιμές	της	λύσης.		

Θεωρούμε	 ότι	 οι	 συναρτήσεις	 ݂, ݃, ݄	είναι	 φραγμένες	 και	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݄ ൑ 0	στο	
διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Κάτω	από	αυτές	τις	συνθήκες	είναι	δυνατό	να	χρησιμοποιήσουμε	την	
αρχή	μεγίστου	στο	θεώρημα	3,	να	βρούμε	κάποιο	φράγμα	για	μια	λύση	της	συνάρτησης	
		ሻݔଵሺݖ	συνάρτηση	βρίσκουμε	ότι	Έστω	.ݑ	της	μορφή	τη	ξεκάθαρα	γνωρίζουμε	να	χωρίς	ݑ
με	τις	εξής	ιδιότητες:		

																																																								ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൑ ݂ሺݔሻ, ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ,																																																	ሺ3ሻ	

ଵሺܽሻݖ																																																															 ൒ ,ଵߛ ଵሺܾሻݖ ൒ ሺ4ሻ																																																								ଶ.ߛ 																																					

		Tότε	 η	 συνάρτηση	 ሻݔଵሺݒ ≡ ሻݔሺݑ െ 	ሻݔଵሺݖ ικανοποιεί	 την	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒଵሿ ൒ 0	και	ݒଵሺܽሻ ൑
0, ଵሺܾሻݒ	 ൑ 0.	Από	την	αρχή	μεγίστου	και	εφαρμόζοντας	το	θεώρημα	3	στη	συνάρτηση	ݒଵ	
έχουμε	ότι	ݒଵ ൑ 0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ, ሻݔሺݑ ൑ ܽ	για	ሻݔଵሺݖ ൑ ݔ ൑ ܾ.	Η	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ	
είναι	άνω	φράγμα	της	συνάρτησης	ݑሺݔሻ.	

		Όμοια	βρίσκουμε	ως	κάτω	φράγμα	την	συνάρτηση	ݖଶሺݔሻ	με	τις	ιδιότητες	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൒
݂ሺݔሻ,	 ଶሺܽሻݖ ൑ ,ଵߛ ଶሺܾሻݖ ൑ 	.ଶߛ Εφαρμόζουμε	 την	 αρχή	 του	 μεγίστου	 στην	 συνάρτηση	
ሻݔଶሺݖ െ ሻݔሺݑ		ότι	παίρνουμε	ሻݔሺݑ ൒ ܽ	για		ሻݔଶሺݖ ൑ ݔ ൑ ܾ.											

		Τέτοιες	 συναρτήσεις	 ,ଵݖ 	ଶݖ εύκολα	 κατασκευάζονται.	 Χρησιμοποιούμε	πολυωνυμικές,	
ρητές	 ή	 εκθετικές	 συναρτήσεις	 όπως	 παραδείγματος	 χάρη	 την	 συνάρτηση	 ሻݔଵሺݖ ൌ
൛2ܣ െ ݁ିఈሺ௫ି௔ሻൟ	με	ߙ, 	σχέσεις	οι	ώστε	τέτοια	ܣ ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	να	 ικανοποιούνται.	Επιλέγουμε	

μεγάλο	ܽ	ώστε	ሺܮ ൅ ݄ሻൣ݁ିఈሺ௫ି௔ሻ൧ ൌ ሺߙଶ െ ݃ߙ ൅ ݄ሻ݁ିఈሺ௫ି௔ሻ ൐ 0	για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	

		Ορίζουμε	 σταθερά	 ݇	 με	 την	 εξής	 σχέση:	 ݇ ൌ ݉݅݊	ሾሺߙଶ െ ݃ߙ ൅ ݄ሻ݁ିఈሺ௫ି௔ሻሿ	 και	 ܣ ൌ

ݔܽ݉ ቂߛଵ, ,ଶߛ
ଵ

௞
ሻሽݔሼെ݂ሺݔܽ݉ , 0ቃ,		ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	Το	ܣ	είναι	το	μέγιστο	των	αριθμών	αυτών.	Η		

συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ ൌ ൛2ܣ െ ݁ିఈሺ௫ି௔ሻൟ	τότε	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	ሺ3ሻ, ሺ4ሻ.		

		Για	να	βρούμε	κάτω	φράγμα	επιλέγουμε	ݖଶሺݔሻ ൌ ሼ2ܤ െ ݁ିఈሺ௫ି௔ሻሽ	όπου	ߙ	έχει	επιλεγεί	

όπως	 για	 τη	 συνάρτηση	 	ሻݔଵሺݖ και	 ܤ ൌ ݉݅݊ ቂߛଵ, ,ଶߛ
ଵ

௞
ሻሽݔሼെ݂ሺݔܽ݉ , 0ቃ.	 Τότε	 ሼ2ܤ െ

݁ିఈሺ௫ି௔ሻሽ ൑ ሻݔሺݑ ൑ ൛2ܣ	 െ ݁ିఈሺ௫ି௔ሻൟ	για		ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	

		Πιο	συγκεκριμένα	έχουμε:		

|ሻݔሺݑ|																																																				 ൑ ݔ2݉ܽ ቂ|ߛଵ|, ,|ଶߛ|
ଵ

௞
ݔܽ݉ | ݂ሺݔሻቃ,																																			ሺ5ሻ	 																																					

	

για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	

		Η	 μοναδικότητα	 του	 θεωρήματος	 για	προβλήματα	συνοριακών	 τιμών	με	συνάρτηση	
݄ ൑ 0	προκύπτει	από	τη	σχέση	ሺ5ሻ	αφού	݂ ≡ 0, ଵߛ ൌ ଶߛ ൌ 0		συνεπάγεται	ότι	ݑ ≡ 0	για	
ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	

		Αν	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	λύση	του	προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	και	ݐ	η	λύση	του	προβλήματος:	
ᇱᇱݐ ൅ ᇱݐ݃ ൅ ݐ݄ ൌ ܿሺݔሻ, ሻߙሺݐ ൌ ,ଵߜ ሺܾሻݐ ൌ ݑ	συνάρτηση	η	τότε	ଶ,ߜ െ 	:	ικανοποιεί	ݐ

ሺݑ െ ሻᇱᇱݐ ൅ ݃ሺݑ െ ሻݐ ൅ ݄ሺݑ െ ሻݐ ൌ ݂ െ ሺܽሻݑ			,ܿ െ ሺܽሻݐ ൌ ଵߛ െ ሺܾሻݑ			,ଵߜ െ ሺܾሻݐ ൌ ଶߛ െ 	.ଶߜ

		Η	ανίσωση	ሺ5ሻ	δείχνει	ότι		
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ሻݔሺݑ| െ |ሻݔሺݐ ൑ ଵߛ|ሾ	ݔ2݉ܽ െ ,|ଵߜ ଶߛ| െ ,|ଶߜ
ଵ

௞
ሻݔሺ݂|ݔܽ݉ െ ܿሺݔሻ|ሿ.	 Επιπλέον	 αν	 οι	

ποσότητες	 ଵߛ| െ ,|ଵߜ ଶߛ| െ ,|ଶߜ |݂ሺݔሻ െ ܿሺݔሻ|	 είναι	 μικρές,	 τότε	 η	 ሻݔሺݑ| െ 	|ሻݔሺݐ είναι	
μικρή	για	όλα	τα	ݔ	στο	διάστημα	ሺߙ, ܾሻ.	

		Κάτω	από	αυτές	τις	συνθήκες,	λέμε	ότι	η	λύση	ݑ	του	προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	εξαρτάται	με	
συνεχή	τρόπο	από	τη	συνάρτηση	݂ሺݔሻ	και	στις	σταθερές	ߛଵ, 	.ଶߛ

Παράδειγμα:	࢛ᇱᇱ െ ࢛࢞ ൌ ૙, ࢛ሺ૙ሻ ൌ ࢛ሺ૚ሻ ൌ ૚	για	૙ ൏ ࢞ ൏ ૚.	Εκτιμούμε	την	τιμή	στο	࢞ ൌ
૚

૛
		

της	λύσης	της	εξίσωσης.	

		Θα	επιλέξουμε	πολυώνυμα	για	τη	σύγκριση	συναρτήσεων	ݖଵ, ଵݖ	Έχουμε	ଶ.ݖ	 ൌ ,ݔ ଶݖ ൌ
ݔ െ ሺ1ݔߚ െ ,ሻݔ ଵሺ0ሻݖ	 ൌ 0, ଵሺ1ሻݖ	 ൌ 1, ଶሺ0ሻݖ ൌ 0, ଶሺ1ሻݖ	 ൌ 1	και	

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൑ 0, ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൌ െݔଶ ൅ ሾ2ߚ ൅ ଶሺ1ݔ െ ሻሿݔ ൒ 0	για	ߚ ൒
ଵ

ଶ
.	Για	ߚ ൌ

ଵ

ଶ
	μετά	από	

υπολογισμούς	βρίσκουμε	ότι	
ଵ

ଶ
ሺݔ ൅ ଶሻݔ ൑ ሻݔሺݑ ൑ ݔ	στο	,ݔ ൌ

ଵ

ଶ
:			

ଷ

଼
൑ ሻݔሺݑ ൑

ଵ

ଶ
.		

		Ερχόμαστε	τώρα	στο	πρόβλημα	προσέγγισης	των	λύσεων	για	πιο	γενικά	προβλήματα	
συνοριακών	τιμών	με	δύο	φράγματα.	

		Έστω	η	συνάρτηση	ݑ	να	είναι	λύση	της	εξίσωσης:	

																																																							ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂ሺݔሻ, ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ,																	ሺ6ሻ																															 						

που	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες						ቊ
– ߠݏ݋ᇱሺܽሻܿݑ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݑ ൌ ,ଵߛ
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݑ ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݑ ൌ ଶߛ . 																					ሺ7ሻ									

		Οι	ߠ, ߮	είναι	σταθερές	που	προσδιορίζονται.	Έστω	0 ൑ ߠ ൑
గ

ଶ
, 0 ൑ ߮ ൑

గ

ଶ
, ݄ሺݔሻ ൑ 0.	

		Κατά	 αναλογία	 με	 τη	 μελέτη	 του	 απλούστερου	 προβλήματος	 συνοριακών	 τιμών	
αναζητούμε	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ	με	τις	ιδιότητες:	

																																																																		ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൑ ݂ሺݔሻ		για	ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ	,																																ሺ8ሻ 																																					

																																																																							൜
െݖଵ

ᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏଵሺܽሻݖ ൒ ,ଵߛ
ଵݖ
ᇱሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ߮݊݅ݏଵሺܾሻݖ ൒ .ଶߛ

																																	ሺ9ሻ 																																					

		Τότε	η	συνάρτηση	ݒଵ ≡ ݑ െ 	:ικανοποιεί	ଵݖ

																													ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒଵሿ ൒ 0,									 ൜
െݒଵ

ᇱ ሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏଶݒ ൑ 0,
ଵݒ		

ᇱ ሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ߮݊݅ݏଵሺܾሻݒ ൑ 0.
		

		Εάν	 η	 συνάρτηση	 	ଵݒ είναι	 θετική	 από	 θεώρημα	 3	 το	 μη	 αρνητικό	 μέγιστο	
πραγματοποιείται	στο	ܽ	ή	ܾ.	Aν	λαμβάνεται	στο	ܽ,	έχουμε		ݒଵሺܽሻ ൐ 0, ଵ′ሺܽሻݒ ൑ 0.	Αφού	
െݒଵ

ᇱ ሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏଵሺܽሻݒ ൑ 0	 αυτό	 θα	 γίνει	 μόνο	 αν	 ߠ ൌ 0	και	ݒଵ
ᇱ ሺܽሻ ൌ 0.	 Από	 το	

θεώρημα	 4	 η	 συνάρτηση	 	ሻݔଵሺݒ είναι	 μία	 θετική	 σταθερά	 και	 έτσι	 συνεπάγεται	 ότι	 η	
συνάρτηση	݄ ≡ 0.		

		Όμοια	η	συνάρτηση	ݒଵ	δεν	έχει	θετικό	μέγιστο	στο	ܾ	εκτός	αν	߮ ൌ 0	και	݄ ≡ 0,	αφού	
ଵݒ
ᇱ ሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ߮݊݅ݏଵሺܾሻݒ ൑ 0.	Συνοψίζοντας	έχουμε	ሺεκτός	αν	τα	ߠ	και	߮	είναι	μηδέν	και	
݄ ≡ 0, ሻݔଵሺݒ ൑ 0ሻ	ότι		ݑሺݔሻ ൑ 	.ሻݔଵሺݖ

		Αντίστοιχα	αν	η	συνάρτηση	ݖଶ	ικανοποιεί	τις	ανισότητες:	

																																																																						ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൒ ݂ሺݔሻ,																																																							ሺ10ሻ	
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																																																												൜
െݖଶ

ᇱ ሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏሻߙଶሺݖ ൑ ,ଵߛ
ଶݖ
ᇱ ሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ߮݊݅ݏଶሺܾሻݖ ൑ .ଶߛ

																																									ሺ11ሻ 																																					

και		αν	είτε	η	συνάρτηση	݄	δεν	είναι	τετριμμένα	μηδέν	είτε	ߠ	και	߮	δεν	είναι	ταυτόχρονα	
μηδέν,	τότε	ݑሺݔሻ ൒ 	.ሻݔଶሺݖ

Θεώρημα	10:	 	Έστω	η	συνάρτηση	࢛ሺ࢞ሻ	να	είναι	λύση	της	διαφορικής	εξίσωσης	ሺ૟ሻ	που	
ικανοποιεί	 τις	 συνοριακές	 συνθήκες	 ሺૠሻ	 και	 ࢎ ൑ ૙	με	 ૙ ൑ ࣐, ࣂ ൑

࣊

૛
.	 Έστω	 ότι	 δεν	

πραγματοποιούνται	 ταυτόχρονα	 όλες	 οι	 ισότητες	 ࢎ ≡ ૙, ࣂ ൌ ࣐ ൌ ૙.	 Αν	 η	 συνάρτηση	
,ሺૡሻ	συνθήκες	τις	ικανοποιεί	૚ሺ࢞ሻࢠ ሺૢሻ	και	αν	η	συνάρτηση	ࢠ૛ሺ࢞ሻ	ικανοποιεί	τις	συνθήκες	
ሺ૚૙ሻ, ሺ૚૚ሻ	τότε	

૛ሺ࢞ሻࢠ ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ 	.૚ሺ࢞ሻࢠ

		Ειδικές	συναρτήσεις	που	ικανοποιούν	τις	απαιτήσεις	του	θεωρήματος	μπορούν	εύκολα	
να	 βρεθούν	 είτε	 ως	 πολυώνυμα,	 είτε	 εκθετικές	 	 κλπ.	 Ας	 δούμε	 την	 εφαρμογή	 του	
θεωρήματος	10	σε	ένα	παράδειγμα:	

Παράδειγμα:	Bρείτε	άνω	και	 κάτω	φράγματα	στο	࢞ ൌ
૚

૛
	 για	 τη	 λύση	 του	προβλήματος	

συνοριακών	τιμών:		

࢛ᇱᇱ െ ࢛࢞ ൌ ૙, ૙ ൏ ࢞ ൏ ૚, െ࢛ᇱሺ૙ሻ ൅ ࢛ሺ૙ሻ ൌ ૙, ࢛ሺ૚ሻ ൌ ૚.		

		Παίρνουμε	τη	συνάρτηση	ݖଵ ൌ
ଵ

ଶ
ሺ1 ൅ ܮሺ	Τότε	ሻ.ݔ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൌ െ

ଵ

ଶ
ሺ1ݔ ൅ ሻݔ ൑ 0,	

െݖଵ
ᇱሺ0ሻ ൅ ଵሺ0ሻݖ ൌ 0, ଵሺ1ሻݖ ൌ 1.	

		Παίρνουμε	τη	συνάρτηση	ݖଶ ൌ ݁௫ିଵ.	Τότε		ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൌ ሺ1 െ ሻ݁௫ିଵݔ ൒ 0,	

െݖଶ
ᇱ ሺ0ሻ ൅ ଶሺ0ሻݖ ൌ 0, ଶሺ1ሻݖ ൌ 1.	

		Επομένως	 ݁௫ିଵ ൑ ሻݔሺݑ ൑
ଵ

ଶ
ሺ1 ൅ 	ሻݔ 	 και	 στο	 ݔ	 ൌ

ଵ

ଶ
		μετά	 από	 υπολογισμούς	 έχουμε	

0.6065 ൑ ሺݑ
ଵ

ଶ
ሻ ൑ 0.7500.	

		Μπορούμε	 να	 βρούμε	 πιο	 ακριβή	 φράγματα	 με	 πιο	 κατάλληλες	 συναρτήσεις	ݖଵ, 	.ଶݖ
Φυσικά	αυτό	ήταν	ένα	απλό	παράδειγμα	με	απλές	σχετικά	συναρτήσεις.	Αυτό	δηλώνει	
ότι	 τέτοιες	 συναρτήσεις	 ,ଵݖ 	δεν	ଶݖ είναι	 μοναδικές	 αλλά	 μπορεί	 ο	 αναγνώστης	 να	 τις	
επιλέξει	κατάλληλα	ώστε	να	λάβει	φράγματα	για	τη	λύση	ݑሺݔሻ.	

		Έστω	ότι	݄ ൑ 0, 0 ൑ ߮, ߠ ൑
గ

ଶ
.	Πολλαπλασιάζοντας	τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ7ሻ	με	ሺെ1ሻ	

αν	είναι	απαραίτητο,	μπορούμε	να	κάνουμε	τα	ܿߠݏ݋ ൒ 0, ߠ݊݅ݏ ൒ 0.	Θεωρούμε	ότι	χωρίς	
βλάβη	 της	 γενικότητας	 –

గ

ଶ
൑ ,ߠ ߮ ൑

గ

ଶ
.	 Με	 χρήση	 της	 γενικευμένης	 αρχής	 μεγίστου,	

υποθέτουμε	 ότι	 μπορούμε	 να	 βρούμε	 μια	 συνάρτηση	 ሻݔሺݓ ൐ 0	που	 ικανοποιεί	 τις	
ανισότητες		

																																																								ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ,																																				ሺ12ሻ	 																																					

																																																										൜
െݓᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݓ ൒ 0,
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݓ			 ൅ ߠ݊݅ݏሺܾሻݓ ൒ 0.

																																													ሺ13ሻ										 																											

	Θέτουμε	ݒ ൌ
௨

௪
	και	η	συνάρτηση	ݒ	πρέπει	να	ικανοποιεί:		

ᇱᇱݒ																																																					 ൅ ቀଶ௪
ᇲ

௪
൅ ݃ቁ ᇱݒ ൅

ଵ

௪
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൌ

௙

௪
,	
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																																	൜
െݒᇱሺܽሻݓሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠݏ݋ᇱሺܽሻܿݓሺܽሻሾെݒ ൅ ሿߠ݊݅ݏሺܽሻݓ ൌ ,ଵߛ
߮ݏ݋ሺܾሻܿݓᇱሺܾሻݒ ൅ ߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݓሺܾሻሾݒ ൅ ሿߠ݊݅ݏሺܾሻݓ ൌ .ଶߛ

	

		Μπορούμε	να	γράψουμε	αυτές	τις	λύσεις	με	τη	μορφή	των	σχέσεων	ሺ6ሻ, ሺ7ሻ:	

																																																									ሺܮ ൅ ሿݒሻሾܪ ൌ ᇱᇱݒ ൅ ᇱݒܩ ൅ ݒܪ ൌ
௙

௪
	,																																							ሺ14ሻ 																																					

																																																								൜
െݒᇱሺܽሻݓሺܽሻܿߠ̅ݏ݋ ൅ ߠ̅݊݅ݏሺܽሻݒ ൌ ଵ.തതതതߛ
ݏ݋ሺܾሻܿݓᇱሺܾሻݒ ത߮ ൅ ݊݅ݏሺܾሻݒ ത߮ ൌ .ଶതതതߛ

																																					ሺ15ሻ																																			

		Όπου			ܪ ൌ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ⁄ݓ 	൑ 0, ܩ ൌ
ଶ௪ᇲ

௪
൅ ݃,			

ߠ̅݊ܽݐ ൌ
1

ߠݏ݋ሺܽሻܿݓ
ሾെݓᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ሿߠ݊݅ݏሺܽሻݓ ൒ 0,	

݊ܽݐ ത߮ ൌ
1

߮ݏ݋ሺܾሻܿݓ
ሾݓᇱሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ሿ߮݊݅ݏሺܾሻݓ ൒ 0,	

ଵഥߛ ൌ
ߠ̅ݏ݋ଵܿߛ
ߠݏ݋ሺܽሻܿݓ

, ଶതതതߛ ൌ
ݏ݋ଶܿߛ ത߮
߮ݏ݋ሺܾሻܿݓ

.	

		Από	 τη	 σχέση	 ሺ13ሻ	 μπορούμε	 να	 επιλέξουμε	 ,ߠ̅	 ത߮ 		από	 0	έως	
గ

ଶ
,	 0 ൑ ,ߠ̅ ത߮ ൑

గ

ଶ
.	 Αν	 ߠ ൌ

గ

ଶ
	θέτουμε			̅ߠ ൌ

గ

ଶ
	και	αν	߮ ൌ

గ

ଶ
		θέτουμε	 ത߮ ൌ

గ

ଶ
.	

		Έστω	ότι	υπάρχει	συνάρτηση	ݓሺݔሻ ൐ 0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	που	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	
ሺ12ሻ, ሺ13ሻ.	 Αν	 οι	 συναρτήσεις	 ,ଵݖ 	ଶݖ ικανοποιούν	 τις	 σχέσεις	 ሺ8ሻ, ሺ9ሻ, ሺ10ሻ, ሺ11ሻ	
αντίστοιχα,	 τότε	οι	 συναρτήσεις	

௭భ
௪
,
௭మ
௪
	 ικανοποιούν	 τις	ανάλογες	συνθήκες	αντίστοιχα	

στην	 εξίσωση	 ሺ14ሻ	 με	 τις	 συνοριακές	 συνθήκες	ሺ15ሻ.	 Επομένως	 από	 το	 θεώρημα	 10	
έχουμε	τις	ανισότητες:	

																																																								
௭మሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
൑

௨ሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
൑

௭భሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
,				εκτός	αν	ߠ ൌ ߮ ൌ 0	και	߅ ≡ 0.	

		Αυτή	συνθήκη	 ισχύει	όταν	οι	ανισώσεις	 ሺ12ሻ, ሺ13ሻ	 είναι	 εξισώσεις.	Εάν	η	συνάρτηση	
ሻݔሺݓ ൒ 0	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	 ሺ12ሻ, ሺ13ሻ	αλλά	δεν	είναι	όλες	οι	ανισώσεις	εξισώσεις	
έχουμε	φράγματα	όπως	πριν:				

ሻݔଶሺݖ																																																									 ൑ ሻݔሺݑ ൑ 	ሺ16ሻ																																																														ሻ.ݔଵሺݖ

		Αν	 η	 συνάρτηση	 	ݓ ικανοποιεί	 τις	 σχέσεις	 ሺ12ሻ, ሺ13ሻ	 μπορούμε	 να	 προσθέσουμε	
οποιοδήποτε	πολλαπλάσιο	της	ݓ	στη	λύση	της	συνάρτησης	ݑ	στο	πρόβλημα	ሺ6ሻ, ሺ7ሻ	για	
να	πάρουμε	άλλη	λύση.	Η	λύση	δεν	είναι	μοναδική	ሺδεν	υπάρχει,	βέβαια,	λύση	πάνταሻ,	
αλλά	αν	υπάρχει	τουλάχιστον	μία,	τότε	υπάρχουν	πολλές,	οι	οποίες	ικανοποιούν	όλες	την	
ανισότητα	ሺ16ሻ.	

		Aν	 η	 ανισότητα	 ሺ16ሻ	 ισχύει	 σαν	 λύση	 για	 το	 πρόβλημα	ሺ6ሻ, ሺ7ሻ,	 τότε	 η	 λύση	
		εξίσωσης	της	ݓ

																																																				ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ,																																								ሺ17ሻ				

που	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες:			൜
െݓᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݓ ൌ 1,
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݓ			 ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݓ ൌ 1,

																				ሺ18ሻ	

πρέπει	να	είναι	μη	αρνητική.	Αυτό	είναι	φανερό	αν	επιλέξουμε	τη	συνάρτηση	ݖଶ ≡ 0.		Αν	
η	 συνάρτηση	 ݓ ൌ 0	 σε	 εσωτερικό	 σημείο,	 τότε	 ᇱݓ ൌ 0	 εκεί.	 Η	 μοναδικότητα	 του	
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θωρήματος	 για	 προβλήματα	 αρχικών	 τιμών	 εμπεριέχει	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݓ ൌ 0,	 που	
έρχεται	σε	αντίφαση	με	τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ18ሻ.		Άρα	η	συνάρτηση	ݓ	δεν	μπορεί	
να	μηδενιστεί	σε	εσωτερικό	σημείο.	Αν	μηδενιστεί	η	ݓ	σε	οποιοδήποτε	άκρο,	έστω	στο	ܽ,	
τότε	η	συνθήκη	ሺ18ሻ	γίνεται	ݓᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൌ െ1	και	η	μη	αρνητικότητα	της	συνάρτησης	ݓ	
συνεπάγεται	ότι	ݓ′ሺܽሻ ൒ 0,	πράγμα	που	έρχεται	σε	αντίφαση	με	την	αρχική	υπόθεση.	
Επιπλέον	ݓሺܽሻ ൐ 0, ሺܾሻݓ ൐ 0.	Επομένως	ݓ ൐ 0	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	

Θεώρημα	11:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	η	λύση	του	προβλήματος	ሺ૟ሻ, ሺૠሻ	ૄઽ	–
࣊

૛
൑ ,ࣂ ࣐ ൑

࣊

૛
.	

Έστω	 συναρτήσεις	 ,૚ࢠ 	૛ࢠ που	 ικανοποιούν	 τις	 ανισότητες	 ሺૡሻ, ሺૢሻ	ૂહુ	ሺ૚૙ሻ, ሺ૚૚ሻ	
αντίστοιχα.	Τότε	τα	φράγματα				

૛ሺ࢞ሻࢠ																																																															 ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ 	ሺ૚ૢሻ																																																								૚ሺ࢞ሻ,ࢠ
ισχύουν	στο	διάστημα	ሺࢇ, 	διάστημα	στο	࢝	συνάρτηση	θετική	υπάρχει	αν	μόνο	και	αν	ሻ,࢈
ሾࢻ, 	που	ሿ࢈ ικανοποιεί	 τις	 ανισότητες	 ሺ૚૛ሻ, ሺ૚૜ሻ	 με	 τρόπο	 ώστε	 όχι	 όλες	 οι	 ανισότητες	
ሺ૚૛ሻ, ሺ૚૜ሻ	να	είναι	ισότητες.		

Αν	η	݄ ൑ 0	, 0 ൑ ,ߠ ߮ ൑
గ

ଶ
, τότε	ݓ ൌ 1	ικανοποιεί	τιςσχέσεις	ሺ12ሻ, ሺ13ሻ	και	το	θεώρημα	10	

προκύπτει	 άμεσα.	Παρατηρούμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	ݓ	 δεν	 εμφανίζεται	 στις	 ανισότητες	
ሺ19ሻ.	Για	αυτό	θα	δούμε	το	επόμενο	θεώρημα	που	περιορίζει	τη	συνάρτηση	ݓ	και	παρέχει	
συνθήκες	 για	 τις	 συναρτήσεις	 ,ଵݖ 	ଶݖ που	 εγγυώνται	 ότι	 αποτελούν	 άνω	 και	 κάτω	
φράγματα.	

Θεώρημα	 12:	 Έστω	 συναρτήσεις	 ,૚ሺ࢞ሻࢠ 	૛ሺ࢞ሻࢠ να	 ικανοποιούν	 τις	 ανισότητες	
ሺૡሻ, ሺૢሻ	ૂહુ	ሺ૚૙ሻ, ሺ૚૚ሻ	 αντίστοιχα	 με	 τρόπο	 ώστε	 η	 ισότητα	 δεν	 ισχύει	 σε	 όλες	 τις	
συνθήκες.	Έστω	ࢍሺ࢞ሻ	κάτω	φραγμένη	σε	κάθε	διάστημα	ሾࢇ, 	κάθε	σε	φραγμένη	άνω	και	ሿࢉ
διάστημα	 ሾࢉ, 	ሿ࢈ με	ࢇ ൏ ࢉ ൏ 	.࢈ Έστω	 ࢛ሺ࢞ሻ		λύση	 του	 προβλήματος	 ሺ૟ሻ, ሺૠሻ.	Τότε	 τα	
φράγματα		

૛ሺ࢞ሻࢠ																																																																						 ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ ሺ૛૙ሻ																																																	૚ሺ࢞ሻ,ࢠ 																																						

ισχύουν	αν	και	μόνο	αν	ࢠ૛ሺ࢞ሻ ൑ ࢇ	για	૚ሺ࢞ሻࢠ ൑ ࢞ ൑ 	.࢈

Απόδειξη:	 Αν	 η	 σχέση	 ሺ20ሻ	 ισχύει,	 τότε	 προφανώς	 ሻݔଶሺݖ ൑ 	.ሻݔଵሺݖ Έστω	 η	 διαφορά	
ሻݔଵሺݖ െ 	ሻݔଶሺݖ μη	 αρνητική	 και	 πρέπει	 να	 δείξουμε	 ότι	 η	 σχέση	 ሺ20ሻ	 ισχύει.	 Αν	 η	
συνάρτηση	 ሻݔሺݍ ≡ ሻݔଵሺݖ െ 	ሻݔଶሺݖ είναι	 αυστηρά	 θετική	 στο	 διάστημα	 ሾܽ, ܾሿ,	 τότε	
μπορούμε	να	επιλέξουμε	τη	συνάρτηση	ݍ	σαν	τη	συνάρτηση	ݓ	στο	θεώρημα	11.	Όλες	οι	
απαιτήσεις	τηρούνται	και	η	σχέση	ሺ20ሻ	ισχύει.	Χρειάζεται	μόνο	να	δούμε	αν	ݍ ≡ 0	στο	
διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	Σύμφωνα	με	τις	σχέσεις	ሺ8ሻ, ሺ9ሻ, ሺ10ሻ, ሺ11ሻ	η	συνάρτηση	q	ικανοποιεί	τις	
ανισότητες		

																																																																										ሺܮ ൅ ݄ሻሾݍሿ ൑ 0,																																																											ሺ21ሻ 																																					

																																																														൜
െݍᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏሺܽሻݍ ൒ 0,
െݍᇱሺܾሻܿ߮ݏ݋ ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݍ ൒ 0,

																																										ሺ22ሻ																									 												

όπου	η	 ισότητα	δεν	μπορεί	να	 ισχύει	σε	όλες	τις	συνθήκες	 ሺ21ሻ, ሺ22ሻ.	Υποθέτουμε	ότι	
ሺܿሻݍ ൌ 0	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	ܿ.	Τότε	η	συνάρτηση	ݍ	έχει	ελάχιστο	στο	ܿ	και	ݍᇱሺܿሻ ൌ
0.	

		Aπό	το	θεώρημα	6	η	συνάρτηση	ݍ ≡ 0.	Η	ισότητα	ισχύει	σε	όλες	τις	συνθήκες	ሺ21ሻ, ሺ22ሻ.		

		Η	μόνη	πιθανότητα	που	έμεινε	είναι	ݍ ൐ 0	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ, αλλά	ݍ ൌ 0	στο	άκρο	
του,	για	παράδειγμα	στο	ݔ ൌ ܽ.	Από	το	θεώρημα	5	ݍᇱሺܽሻ ൐ 0.	Η	πρώτη	ανισότητα	στη	
σχέση	ሺ22ሻ	δεν	ισχύει	εκτός	αν	ߠ ൌ

గ

ଶ
.	Όμοια	αν	η	συνάρτηση	ݍ	μηδενίζεται	στο	ܾ,	τότε	
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߮ ൌ
గ

ଶ
.		Αν	η	συνάρτηση	ݍ	μηδενίζεται	σε	ένα	ή	και	στα	δύο	άκρα,	τότε	αυτό	δεν	ικανοποιεί	

τις	συνθήκες	που	απαιτούνται	για	τη	συνάρτηση	ݓ	στο	θεώρημα	11.	Κάτω	από	αυτές	τις	
συνθήκες	μπορούμε	να	δείξουμε	ότι	είτε	όλες	οι	εξισώσεις	στις	σχέσεις	ሺ21ሻ, ሺ22ሻ	ισχύουν	
είτε	 μπορούμε	 να	 βρούμε	 συνάρτηση	ݓሺݔሻ	 θετική	 στο	 διάστημα	 ሾܽ, ܾሿ	που	 μπορεί	 να	
χρησιμοποιηθεί	σαν	βοηθητική	συνάρτηση	στο	θεώρημα	11.	Θεωρούμε	την	περίπτωση	
ሺܾሻݍ ൌ 0	 και	 ሺܽሻݍ ൐ 0.	 Πρέπει	 ߮ ൌ

గ

ଶ
.	Κατασκευάζουμε	 την	 συνάρτηση	ݎሺݔሻ	που	

ικανοποιεί	τις	σχέσεις:	

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݎሿ ൌ 0, ሺܽሻݎ ൌ ,ߠݏ݋ܿ ᇱሺܽሻݎ ൌ 	.ߠ݊݅ݏ Ορίζουμε	 τη	 συνάρτηση	 ሻݔሺݒ ൌ
௥ሺ௫ሻ

௤ሺ௫ሻ
	 για	 ܽ ൑

ݔ ൑ ܾ	

ሺܽሻݒ																													 ൒ 0	και	ݒᇱሺܽሻ ൌ ௤ሺ௔ሻ௥ᇲሺ௔ሻି௥ሺ௔ሻ௤ᇲሺ௔ሻ

ሾ௤ሺ௔ሻሿమ
ൌ

௤ሺ௔ሻ௦௜௡ఏି௤ᇲሺ௔ሻ௖௢௦ఏ

ሾ௤ሺ௔ሻሿమ
൒ 0.	

		Αφού	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݎሿ ൌ 0	και	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݍሿ ൑ 0	η	συνάρτηση	ݒ	ικανοποιεί	μιας	δεύτερης	τάξης	
διαφορική	 εξίσωση	 με	 την	 προϋπόθεση	 η	 	ݒ να	 είναι	 μη	 θετική.	 Σύμφωνα	 με	 τα	
θεωρήματα	3,4	αν	τα	εφαρμόσουμε	σε	οποιοδήποτε	υποδιάστημα	του	τύπου	ሾܽ, ܿሿ	είτε	
ሺܿሻݒ ൐ 	ሺܽሻݒ και	 ᇱሺܿሻݒ ൐ 0	 είτε	ݒሺݔሻ ൌ 	ሺܽሻݒ σε	 ολόκληρο	 υποδιάστημα	 ሾܽ, ܿሿ.		Σε	 κάθε	
περίπτωση	ݎሺݔሻ ൐ 0	για	ݔ	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Πρέπει	επίσης	να	δείξουμε	ότι	ݎሺܾሻ ൐ 0.	

		Αν	ݒሺݔሻ ≡ ,ሾܽ	διάστημα	στο	ሺܽሻݒ ܾሿ,	η	συνάρτηση	ݍ	είναι	ανάλογη	με	τη	συνάρτηση	ݎ.	
Επομένως	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݍሿ ൌ 0		και	

െݍᇱሺܽሻܿߠݏ݋ ൅ ߠ݊݅ݏᇱሺܽሻݍ ൌ 0.	

		Αφού	η	 ισότητα	δεν	 ισχύει	σε	όλες	τις	συνθήκες	ሺ21ሻ, ሺ22ሻ	συνεπάγεται	ότι	ݍሺܾሻ ൐ 0	
που	έρχεται	σε	αντίθεση	με	την	υπόθεση.	

		Για	 κάποιον	 αριθμό	 ܿ		στο	 διάστημα	 ሺߙ, ܾሻ	 πρέπει	 να	 έχουμε	 ሺܿሻݒ ൐ ሺܽሻݒ ൒ 0	 και	

ሻݔᇱሺݑ ൐ 0	για	ݔ ൒ ܿ.	Τώρα	ݒᇱሺݔሻ ൌ
௥ᇲ௤ି௤ᇲ௥

௤మ
.	Θέτουμε	߰ሺݔሻ ≡ ݍᇱݎ െ 	τη	βρίσκουμε	και	ݎᇱݍ

διαφορική	εξίσωση	για	τη	συνάρτηση	ݎ	και	τη		διαφορική	ανίσωση	για	τη	συνάρτηση	q:	

																																																				߰ᇱሺݔሻ ൅ ݃߰ሺݔሻ ൌ െݎሺܮ ൅ ݄ሻሾݍሿ ൒ 0.	

		Εάν	݃ ൑ ,ሾܿ	διάστημα	στο			ߊ ܾሿ,	βλέπουμε	ότι		
డ

డ௫
߰݃݋݈ ൒ െߊ,	

											߰ሺݔሻ ൒ ߰ሺܿሻ݁ି௹ሺ௫ି௖ሻ,	

	πιο	συγκεκριμένα	στο	ݔ ൌ ܾ:													߰ሺܾሻ ൒ ߰ሺܿሻ݁ିெሺ௕ି௖ሻ ൐ 0.	

		Αφού	߰ ሺݔሻ ≡ ݍᇱݎ െ ሺܾሻݍ	και	ݎᇱݍ ൌ 0, ᇱሺܾሻݍ ൏ 0	συνεπάγεται	ότι	ݎሺܾሻ ൐ 0.	Έχουμε	δείξει	
ότι	 ݎ ൐ 0		 σε	 όλο	 το	 διάστημα	 ሺܽ, ܾሿ.	Επιπλέον		ሺܮ ൅ ݄ሻሾݎሿ ൌ 0	 και	 ߠݏ݋ᇱሺܽሻܿݎ ൅
ߠ݊݅ݏሺܽሻݎ ൌ 0.	

		Εφόσον		߮ ൌ
గ

ଶ
߮ݏ݋ᇱሺܾሻܿݎ		: ൅ ߮݊݅ݏሺܾሻݎ ൌ ሺܾሻݎ ൐ 0.	

		Η	 συνάρτηση	ݓሺݔሻ ൌ ሻݔሺݍ ൅ 	ሻݔሺݎ ικανοποιεί	 τις	 απαιτήσεις	 του	 θεωρήματος	 11.	 Αν	
ሺܽሻݍ ൌ 0	 και	 ሺܾሻݍ ൐ 0	 δείχνουμε	 αμέσως	 ότι	 η	 λύση	 της	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݏሿ ൌ 0, ሺܾሻݏ ൌ
,߮ݏ݋ܿ ᇱሺܾሻݏ ൌ െ߮݊݅ݏ		είναι	θετική	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሻ	ώστε	η	ݓ ൌ ݍ ൅ 	τις	ικανοποιεί	να	ݏ
συνθήκες	του	θεωρήματος	11.	Τελικά	αν	ߠ ൌ ߮ ൌ

గ

ଶ
	και	ݍሺܽሻ ൌ ሺܾሻݍ ൌ 0		βρίσκουμε	ότι	

ݎ ൐ 0	εκτός	 από	 το	 ݔ ൌ ܽ	 και	 ݏ ൐ 0	εκτός	 από	 το	 ݔ ൌ ܾ,	 άρα	 η	 συνάρτηση	 ݓ ൌ ݎ ൅ 	ݏ
ικανοποιεί	τις	συνθήκες	θεωρήματος	11.	
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																							ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ	ΣΤΟ	ΠΡΟΒΛΗΜΑ	ΑΡΧΙΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ	

		Στην	 προηγούμενη	 παράγραφο	 συζητήσαμε	 τη	 μοναδικότητα	 της	 λύσης	 του	
προβλήματος	αρχικών	τιμών.	Δείξαμε	ότι	υπάρχει	το	πολύ	μία	λύση	της	εξίσωσης		

																																									ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂ሺݔሻ	για	ݔ ൐ ܽ,																																		ሺ1ሻ																	 																				

που	ικανοποιεί	τις	αρχικές	συνθήκες					ݑሺܽሻ ൌ ,ଵߛ ᇱሺܽሻݑ ൌ 														ሺ2ሻ																																														ଶ.ߛ

		Όπως	στην	περίπτωση	του	προβλήματος	συνοριακών	τιμών	είναι	συνήθως	μη	εφικτό	
να	 λύσουμε	 επακριβώς	 το	 πρόβλημα	 αρχικών	 τιμών.	 Επιπλέον	 είναι	 σημαντικό	 να	
μπορούμε	 να	 βρούμε	 μια	 προσεγγιστική	 λύση	 και	 να	 φράξουμε	 το	 σφάλμα	 που	 θα	
προκύψει	 από	 την	 προσέγγιση	 αυτή.	 Εμείς	 πρέπει	 να	 το	 κάνουμε	 αυτό	 κάτω	 από	 τη	
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θεώρηση	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݄ሺݔሻ ൑ 0	 στο	 διάστημα	 ሾߙ, ܾሿ	 στο	 οποίο	 η	 λύση	 του	
προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	θα	προσεγγιστεί.	

		Υποθέτουμε	ότι	μπορούμε	να	βρούμε	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ	με	τις	προϋποθέσεις:		

																																																									ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ	για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,																																											ሺ3ሻ																									 												

ଵሺܽሻݖ																																																																							 ൒ ,ଵߛ ଵݖ
ᇱሺܽሻ ൒ 		ሺ4ሻ																																																		ଶ.ߛ 																																			

		Ορίζουμε	τη	συνάρτηση																							ݒଵሺݔሻ ≡ ሻݔଵሺݖ െ 		.ሻݔሺݑ

		Έχουμε																																	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒଵሿ ൒ 0, ଵሺܽሻݒ ൒ 0, ଵ′ሺܽሻݒ ൒ 0.	

		Αφού	 ଵሺܽሻݒ ൒ 0	η	 συνάρτηση	 	έχει	ଵݒ μη	 αρνητικό	 μέγιστο	 σε	 οποιοδήποτε	
υποδιάστημα	 ሾܽ, 	διαστήματος	του	଴ሿݔ ሾܽ, ܾሿ.	Από	την	αρχή	του	μεγίστου	όπως	δίνεται	
στο	θεώρημα	3,	 αυτό	 το	μέγιστο	λαμβάνεται	 είτε	στο	ܽ	 είτε	στο	ݔ଴.	Aφού	ݒଵ′ሺܽሻ ൒ 0	
καταλήγουμε	επιπρόσθετα	από	το	θεώρημα	4	ότι	το	μέγιστο	δεν	λαμβάνεται	στο	ܽ	εκτός	
αν	η	συνάρτηση	ݒଵ	είναι	συνεχής	στο	διάστημα	ሺܽ, 	κάθε		για	ότι	δείχνει	3	θεώρημα	Το	଴ሻ.ݔ
଴ݔ ൐ ܽ	έχουμε	:	

଴ሻݔଵሺݒ																																																																												 ൒ 	,ଵሺܽሻݒ 	 	 	 	 	 	 	 	 			ሺ5ሻ	 																																				
ଵݒ																																																																														

ᇱ ሺݔ଴ሻ ൒ 0.																																																																	ሺ6ሻ										

		Η	ανισότητα	ሺ5ሻ	με	το	ݔ	στη		θέση	του	ݔ଴	δηλώνει	ότι		

ሻݔሺݑ																																																																	 ൑ ଵߛ ൅ ሻݔଵሺݖ െ ݔ	για	ଵሺܽሻݖ ൒ ܽ.																												ሺ7ሻ 																																						

ሻݔᇱሺݑ																																																																							 ൑ ଵݖ
ᇱሺݔሻ	για	ݔ ൒ ܽ.																																															ሺ8ሻ 																																					

		Αφού	ݖଵሺܽሻ െ ଵሺܽሻߛ ൒ 0,	η	ανισότητα	ሺ7ሻ	εμπεριέχει	ότι	ݑሺݔሻ ൑ 	.ሻݔଵሺݖ

		Παρατηρούμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ሻݔଵሺݖ െ ሾݖଵሺܽሻ െ 	ικανοποιεί	ଵሿߛ τις	 συνθήκες	
ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	αλλά	είναι	ισοδύναμη	της	συνάρτησης	ݑ	στο	ݔ ൌ ܽ.	Η	ανισότητα	ݑሺݔሻ ൑ 	με	ሻݔଵሺݖ
τη	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ	να	αντικαθίσταται	από	την	ݖଵሺݔሻ െ ሾݖଵሺܽሻ െ 	η	ουσιαστικά	είναι	ଵሿߛ
σχέση	ሺ7ሻ	ξανά.	Χωρίς	βλάβη	της	γενικότητας	αντικαθιστούμε	την	ሺ7ሻ	από	μία	πιο	απλή	
ανισότητα	ݑሺݔሻ ൑ 	.ሻݔଵሺݖ

		Κάτω	 φράγματα	 μπορούν	 να	 βρεθούν	 με	 παρόμοιο	 τρόπο.	 Έστω	 ότι	 μπορούμε	 να	
βρούμε	μια	συνάρτηση	ݖଶሺݔሻ	ώστε	οι	ανισότητες	

																																																																	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൑ ݂ሺݔሻ		για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,																																	ሺ9ሻ																										 												

ଶሺܽሻݖ																																																																											 ൑ ,ଵߛ ଶݖ
ᇱ ሺܽሻ ൑ 																																ሺ10ሻ																																											ଶ,ߛ 					

ισχύουν.	 Τότε	 από	 τα	 θεωρήματα	 3,4	 βρίσκουμε	 ότι	 ሻݔሺݑ ൒ ଵߛ ൅ ሻݔଶሺݖ െ 	ଶሺܽሻݖ και	
ሻݔሺ′ݑ ൒ 	πρώτη	την	αντικαταστήσουμε	να	μπορούμε	γενικότητας	της	βλάβη	Χωρίς	ሻ.ݔଶ′ሺݖ
ανισότητα	από	την	ݑሺݔሻ ൒ 		.αποτέλεσμα	επόμενο	στο	καταλήγουμε	έτσι	και	ሻݔଶሺݖ

Θεώρημα	 13:	 Εάν	 η	 συνάρτηση	 ࢛ሺ࢞ሻ	 είναι	 λύση	 της	 εξίσωσης	 ሺ૚ሻ	 που	 ικανοποιεί	 τις	
αρχικές	 συνθήκες	 ሺ૛ሻ	 και	 αν	 οι	 συναρτήσεις	 ,૚ሺ࢞ሻࢠ 	૛ሺ࢞ሻࢠ ικανοποιούν	 τις	 σχέσεις	
ሺ૜ሻ, ሺ૝ሻ	ૂહુ	ሺૢሻ, ሺ૚૙ሻ	αντίστοιχα	τότε	

૛ሺ࢞ሻࢠ																																																																							 ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ 																						ሺ૚૚ሻ																																																	૚ሺ࢞ሻ,ࢠ 																

૛ࢠ																																																																						
ᇱ ሺ࢞ሻ ൑ ࢛ᇱሺ࢞ሻ ൑ ૚ࢠ

ᇱ ሺ࢞ሻ.																																																	ሺ૚૛ሻ																									 												

		Προσέχουμε	 ότι	 οι	 ανισότητες	 ሺ3ሻ, ሺ9ሻ		 είναι	 οι	 αντίστροφες	 από	 εκείνες	 που	
απαιτούνται	 για	 άνω	 και	 κάτω	φράγματα	στα	προβλήματα	συνοριακών	 τιμών.	 Αν	 οι	
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συναρτήσεις	 	 ,ሻݔଵሺݖ 	ሻݔଶሺݖ 	 όπως	περιγράφτηκαν	 επάνω	μπορούν	 να	 βρεθούν,	 τότε	 οι	
ανισότητες	ሺ11ሻ, ሺ12ሻ	δείχνουν	ότι	συναρτήσεις	ݑሺݔሻ, 	αυτές	από	προσεγγίζονται	ሻݔᇱሺݑ
τις	συναρτήσεις.	Αυτή	η	προσέγγιση	μπορεί	να	φτιαχτεί	χωρίς	ειδική	γνώση	για	τη	λύση	
	ακρίβεια	Η	.ݑ της	προσέγγισης	βασίζεται	στο	πόσο	καλά	 επιλέγουμε	 τις	συναρτήσεις	
,ଵݖ 	.ଶݖ

Παράδειγμα:	Bρίσκουμε	φράγματα	για	την	τιμή	࢛ ሺ૚ሻ	της	λύσης	του	προβλήματος	αρχικών	
τιμών		

																																				ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ≡ ࢛ᇱᇱ ൅
૚

࢞
࢛ᇱ െ ࢛ ൌ ૙, ࢛ሺ૙ሻ ൌ ૚, ࢛ᇱሺ૙ሻ ൌ ૙.		

		Η	 λύση	 	ሻݔሺݑ καλείται	 συνάρτηση	 του	 Bessel	 μηδενικής	 τάξης	 και	 σημειώνεται	 με	
,ଵݖ	τις	για	πολυώνυμα	επιλέγουμε	να	καλό	Είναι	ሻ.ݔ଴ሺܫ 		Ορίζουμε		ଶ.ݖ

ሻݔଵሺݖ																																													 ൌ ܿଵݔଶ ൅ 1, τότε	ݖଵሺ0ሻ ൌ 1, ଵݖ
ᇱሺ0ሻ ൌ 0.		

		Επιλέγουμε	τη	σταθερά	ܿଵ	ώστε	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൌ ܿଵሺ4 െ ଶሻݔ െ 1	είναι	μη	αρνητική	για		0 ൑

ݔ ൑ 1.	Η	 τιμή	 ܿଵ ൌ
ଵ

ଷ
	 είναι	 αρκετά	 καλή	 και	 μπορούμε	 να	 βρούμε	 ότι	 ሻݔሺݑ ൑

ଵ

ଷ
ଶݔ ൅ 1	.	

Συγκεκριμένα	ݑሺ1ሻ ൑
ସ

ଷ
.	Όμοια	παίρνουμε	ݖଶሺݔሻ ൌ ܿଶݔଶ ൅ 1	και	επιλέγουμε	ܿଶ ൌ

ଵ

ସ
,		τότε	

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൑ 0	 και	 ଶሺ0ሻݖ ൌ 1, ଶݖ
ᇱ ሺ0ሻ ൌ 0.	 Επιπλέον	 ሻݔሺݑ ൒

ଵ

ସ
ଶݔ ൅ 1		για	 0 ൑ ݔ ൑ 1.	 Τα	

άνω	και	κάτω	φράγματα	για	ݑሺ1ሻ	είναι:		

																																																																1,250 ൑ ሺ1ሻݑ ൑ 1,333																																																							ሺ13ሻ	 																																				

		Παραθέτουμε	κάποιες	μεθόδους	για	να	βελτιώσουμε	τα	άνω	και	κάτω	φράγματα	στη	
σχέση	ሺ13ሻ.	Για	να	βελτιώσουμε	αυτά	τα	φράγματα	κάνουμε	χρήση	της	αναλογίας	του	
θεωρήματος	13	δίνοντας	φράγματα	για	την	ݑ′ሺݔሻ	στα	πλαίσια	των	ݖଵ′ሺݔሻ	και	ݖଶ

ᇱ ሺݔሻ.	

		Για	να	βελτιώσουμε	το	άνω	φράγμα	θεωρούμε	πρώτα	ένα	υποδιάστημα	ሾ0, ݐ	όπου	ሿݐ ൏
1.	Επιλέγοντας	την	 ίδια	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ ൌ ܿଵݔଶ ൅ 1	 	 για	0 ൑ ݔ ൑ 	ݐ ικανοποιούμε	 την	

ανίσωση	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൌ ܿଵሺ4 െ ଶሻݔ െ 1 ൒ 0		για	0 ൑ ݔ ൑ ܿଵ	παίρνοντας			ݐ ൌ
ଵ

ସି௧మ
	.		

		Με	 	 αυτόν	 τον	 τρόπο	 βρίσκουμε	 ሻݔሺݑ ൑
௫మ

ସି௧మ
൅ 1	 και	 ሻݔᇱሺݑ ൌ

ଶ௫

ସି௧మ
	 	 για	 0 ൑ ݔ ൑ 	.ݐ

Συγκεκριμένα	ݑᇱሺݐሻ ൑
ଶ௧

ସି௧మ
	.		

		Πρέπει	 τώρα	 να	 εντάξουμε	 την	 τελευταία	 ανισότητα	σε	 σχέση	 με	 το	 	ݐ ανάμεσα	στα	

φράγματα	0	και	1.	Βρίσκουμε	 ሺ1ሻݑ െ ሺ0ሻݑ ൑ ݃݋݈
ସ

ଷ
൑ 0,288.	Επιπλέον	 έχουμε	 το	 άνω	

φράγμα	

ሺ1ሻݑ																																																												 ൑ ሺ0ሻݑ ൅ 0,288 ൌ 1,288																																													ሺ14ሻ 																																					

		Αυτή	 η	 μέθοδος	 δεν	 είναι	 πάντα	 αποτελεσματική	 για	 κάποια	 βελτίωση	 στο	 κάτω	
φράγμα	 για	 	ሺ1ሻݑ με	 τη	 συνάρτηση	 του	 τύπου	 ଶݖ ൌ ܿଶݔଶ ൅ 1.	 Παρόλα	 αυτά	 μια	 άλλη	
μέθοδος	 μπορεί	 να	 αξιοποιηθεί	 για	 να	 βελτιώσουμε	 το	 κάτω	 φράγμα.	 Διαιρούμε	 το	
διάστημα	ሺ0,1ሻ	σε	δύο	μέρη	και	ορίζουμε	τη	συνάρτηση	ݖଶሺݔሻ	χωριστά	σε	κάθε	κομμάτι.	

Για	το	διάστημα	0 ൑ ݔ ൑
ଵ

ଶ
		επιλέγουμε		ݖଶ	όπως	πριν	ݖଶሺݔሻ ൌ

ଵ

ସ
ଶݔ ൅ 1	.		

		Με	αυτόν	τον	τρόπο	παίρνουμε	τα	φράγματα		ݑ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ ൒ ଶݖ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ , ሺ′ݑ

ଵ

ଶ
ሻ ൒ ଶݖ

ᇱ ቀଵ
ଶ
ቁ.			

		Για	το	
ଵ

ଶ
൑ ݔ ൑ 1	ορίζουμε:	ݖଶሺݔሻ ൌ ܿଷ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅

ଵ଻

ଵ଺
൅

ଵ

ସ
ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ.	Aπό	αυτόν	τον	ορισμό	οι	

,ଶݖ ଶݖ
ᇱ 		να	είναι	συνεχείς	στο	διάστημα	ሾ0,1ሿ.	Πρέπει	να	επιλέξουμε	ܿଷ	τέτοιο	ώστε		
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																							ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ≡ ܿଷ ൤2 ൅
ଶ௫ିଵ

௫
െ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൨ ൅

ଵ

ସ௫
െ

ଵ଻

ଵ଺
െ

ଵ

ସ
ሺݔ െ

ଵ

ଶ
ሻ ൑ 0,		

για	
ଵ

ଶ
൑ ݔ ൑ 1.	 Η	 ανισότητα	 θα	 ισχύει	 αν	 ܿଷ ൑

ସ௫మାଵହ௫ିସ

ସሺିସ௫యାସ௫మାଵହ௫ିସሻ
	 	 για	

ଵ

ଶ
൑ ݔ ൑ 1	 .	 Το	

δεύτερο	 μέλος	 αυξάνεται.	 Επιλέγουμε	 ܿଷ ൌ
ଽ

ଷଶ
	 	 και	 με	 αυτό	 τον	 τρόπο	 έχουμε	 ሺ1ሻݑ ൒

ଶሺ1ሻݖ ൌ
ଵ଺ଵ

ଵଶ଼	
൒ 1,258	.	Συνδυάζοντας	αυτήν	την	ανισότητα	με	την	ανισότητα	ሺ14ሻ	έχουμε	

1,258 ൑ ሺ1ሻݑ ൑ 1,288.		

		Για	 περαιτέρω	 βελτιώσεις	 σε	 κάτω	 φράγματα	 μπορούμε	 να	 έχουμε	 διαιρώντας	 το	
διάστημα	 ሺ0,1ሻ	σε	πολλά	υποδιαστήματα	και	 ορίζοντας	συνάρτηση	 	ሻݔଶሺݖ χωριστά	σε	
κάθε	 υποδιάστημα.	 Τα	 κάτω	 φράγματα	 ,ଶݖ ଶݖ

ᇱ 	για	τις	ݑ, 	ᇱστοݑ τέλος	 του	 κάθε	
διαστήματος	 λαμβάνονται	ως	αρχικές	 τιμές	 των	 ,ଶݖ ଶݖ

ᇱ 	 στο	 επόμενο	διάστημα.	Αυτή	η	
επιλογή	 των	 αρχικών	 τιμών	 έχει	 επίδραση	 στο	 να	 κάνει	 τη	 συνάρτηση	 	ሻݔଶሺݖ να	 έχει	
συνεχή	 πρώτη	 παράγωγο,	 αλλά	 όχι	 απαραίτητα	 συνεχή	 δεύτερη	 παράγωγο	 στο	
διάστημα	ሾ0,1ሿ.	Το	άνω	φράγμα	μπορεί	να	βελτιωθεί	με	τον	ίδιο	τρόπο.	

		Η	μέθοδος	της	υποδιαίρεσης	του	παραπάνω	παραδείγματος	συνιστά	το	επόμενο	γενικό	
σχέδιο	 για	 την	 παροχή	 άνω	 και	 κάτω	 φραγμάτων.	 Έστω	 ότι	 διαιρούμε	 το	 διάστημα	
ሾܽ, ܾሿ	σε	ܰ	υποδιαστήματα	

																																																			ܽ ൌ ଴ݔ ൏ ଵݔ ൏…൏ ேିଵݔ ൏ ேݔ ൌ ܾ.			

		Πρέπει	να	επιλέξουμε	τη	συνάρτηση	ݖଵሺݔሻ	να	είναι	τετραγωνική	πολυωνυμική	σε	κάθε	
υποδιάστημα	και	να	επιλέξουμε	τους	συντελεστές	του	πολυωνύμου	έτσι	ώστε	ݖଵሺܽሻ ൌ
,ଵߛ ଵ′ሺܽሻݖ ൌ ,ଵݖ	και		ଶߛ ,ሾܽ	διάστημα	στο	συνεχείς	είναι	να	ଵ′ݖ ܾሿ.	Επιπλέον	η	συνάρτηση	ݖଵ	
θα	επιλεχτεί	ώστε	η	ανισότητα	ሺ3ሻ	να	ισχύει	για	κάθε	υποδιάστημα	ሺݔ௜ିଵ, 	:Ορίζουμε	௜ሻ.ݔ

ሻݔଵሺݖ ൌ ܿ௜ሺݔ െ ௜ሻଶݔ ൅ ݀௜ሺݔ െ ௜ሻݔ ൅ ݁௜		για	ݔ௜ ൑ ݔ ൑ ,		௜ାଵݔ ݅ ൌ 0,1, … , ܰ െ 1.	

		Οι	σταθερές	ܿ ௜	, ݀௜, ݁௜, ݅ ൌ 0,1, … . ܰ െ 1	και	ο	αριθμός	ܰ 	των	υποδιαστημάτων	επιλέγεται	
ώστε	να	ικανοποιούνται	όλες	οι	προαπαιτούμενες	συνθήκες.	Αναπτύσσουμε	τη	μέθοδο	
βήμα‐βήμα	ξεκινώντας	με	το	διάστημα	ሺݔ଴, ଵሺܽሻݖ	συνθήκες	αρχικές	Οι	ଵሻ.ݔ ൌ ,ଵߛ ଵ′ሺܽሻݖ ൌ
݁଴	ότι	απαιτούν	ଶߛ ൌ ,ଵߛ ݀଴ ൌ 		.ଶߛ

		Επιπλέον	έχουμε	στο	διάστημα	ሺݔ଴, 	ଵሻݔ

ሻݔଵሺݖ ൌ ܿ଴ሺݔ െ ଴ሻଶݔ ൅ ݔଶሺߛ െ ଴ሻݔ ൅ 	.ଵߛ

		Σε	αυτό	το	διάστημα,	η	ανισότητα		

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ		γίνεται		

		ܿ଴ሾ2 ൅ 2݃ሺݔሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ݄ሺݔሻሺݔ െ ଴ሻଶሿݔ ൅ ݃ሺݔሻߛଶ ൅ ݄ሺݔሻሾߛଶሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ଵሿߛ ൒ ݂ሺݔሻ.		ሺ15ሻ																										 											

		Aν	݃ሺݔሻ, ݄ሺݔሻ	φραγμένες	συναρτήσεις,	τότε	το	ݔଵ	μπορεί	να	επιλεχθεί	πολύ	κοντά	στο	
଴ݔ	για	θετικός	είναι	να	ሺ15ሻ	σχέση	στη	ܿ଴	του	συντελεστής	ο	ώστε	ݔ ൑ ݔ ൑ 	.ଵݔ

		Επιπλέον	αν	η	συνάρτηση	݂	φραγμένη,	τότε	το	ܿ଴	μπορεί	να	είναι	τόσο	μεγάλο	ώστε	η	
σχέση	ሺ15ሻ	να	ισχύει	για	όλα	τα	ݔ	στο	διάστημα	ሺݔ଴, 	.ଵሻݔ

		Γυρνάμε	τώρα	στο	διάστημα	ሺݔଵ, 	τύπο	τον	από	ሻݔଵሺݖ		συνάρτηση	τη	ορίζοντας	ଶሻݔ

ሻݔଵሺݖ																																						 ൌ ܿଵሺݔ െ ଵሻଶݔ ൅ ݀ଵሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ݁ଵ	για	ݔଵ ൑ ݔ ൑ 	.ଶݔ

		Για	να	επιβεβαιώσουμε	την	συνέχεια	των	ݖଵ, ଵݖ	
ᇱ 	στο	ݔଵ	επιλέγουμε:	
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																																																			൜
݁ଵ ൌ ܿ଴ሺݔଵ െ ଴ሻଶݔ ൅ ଵݔଶሺߛ െ ଴ሻݔ ൅ ,ଵߛ

ܿଵ ൌ 2ܿ଴ሺݔଵ െ ଴ሻݔ ൅ .ଶߛ
																																					ሺ16ሻ																																		 			

		Στο	διάστημα	ሺݔଵ, 	γίνεται	ሺ15ሻ	ανισότητα	την	με	αντίστοιχα	ανισότητα	η	ଶሻݔ

	ܿଵሾ2 ൅ 2݃ሺݔሻሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ݄ሺݔሻሺݔ െ ଵሻଶሿݔ ൅ ݃ሺݔሻ݀ଵ ൅ ݄ሺݔሻሾ݀ଵሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ݁ଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ,			ሺ17ሻ 																																					

όπου	 τα	 ݀௜, ݁௜	είναι	 σταθερές	 που	 ορίζονται	 όπως	 στη	 σχέση	 ሺ16ሻ	και	 επιλέγουμε	 	ଶݔ
κοντά	στο	ݔଵ	ώστε	ο	συντελεστής	ܿ௜	στη	σχέση	ሺ17ሻ	να	είναι	θετικός.	Τότε	παίρνουμε	
ܿଵ	τόσο	μεγάλο	ώστε	η	ανισότητα	ሺ17ሻ	να	ισχύει	σε	όλο	το	διάστημα	ሺݔଵ, 	.ଶሻݔ

		Προχωρώντας	αυτή	τη	διαδικασία	ορίζουμε	κάθε	݀௜, ݁௜	ώστε	ݖଵ, 	′ଵݖ να	είναι	συνεχείς	
παντού	και	πάντα	παίρνουμε	το	διάστημα	ሺݔ௜, 	τόσο	ܿ௜	σταθερά	τη	και	μικρό	τόσο	௜ାଵሻݔ
μεγάλη	 ώστε	 η	 σχέση	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ	 να	 ισχύει	 παντού.	 Στην	 πραγματικότητα	 οι	
ποσότητες	݀௜, ݁௜	ορίζονται	από	τις	αναδρομικές	σχέσεις		

													݁௜ ൌ ܿ௜ିଵሺݔ௜ െ ௜ିଵሻଶݔ ൅ ݀௜ିଵሺݔ௜ െ ௜ିଵሻݔ ൅ ݁௜ିଵ,				݀௜ ൌ 2ܿ௜ିଵሺݔ௜ െ ௜ିଵሻݔ ൅ ݀௜ିଵ.	

		Για	 να	 υπολογίσουμε	 και	 να	 ορίσουμε	 το	 ܿ௜	 είναι	 καλό	 να	 αντικαταστήσουμε	 τη	
συνάρτηση	݂	από	το	μέγιστό	της	στο	݅‐οστό	υποδιάστημα	και	να	αντικαταστήσουμε	τις	
συναρτήσεις	 ݃, ݄	 από	 είτε	 τα	 μέγιστα	 είτε	 τα	 ελάχιστά	 τους,	 οποιοδήποτε	 είναι	
κατάλληλο	για	να	κάνει	την	ανισότητα	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ.	

		Με	όμοιο	τρόπο	κατασκευάζουμε	κάτω	φράγματα.	Οι	σταθερές	݀ ௜ , ݁௜	επιλέγονται	με	τον	
ίδιο	τρόπο	και	οι	ποσότητες	െܿ௜	λαμβάνονται	τόσο	μεγάλες	ώστε	να	ισχύει	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൑
݂ሺݔሻ	παντού.	

		Αν	οι	συναρτήσεις	݂, ݃, ݄	συνεχείς	,	τότε	μπορεί	να	δειχθεί	ότι	όσο	το	μέγιστο	μήκος	των	
υποδιαστημάτων	 τείνει	 στο	 μηδέν,	 τα	 άνω	 και	 κάτω	 φράγματα	 τείνουν	 στη	 λύση	 	.ݑ
Επιπλέον	θεωρούμε	ότι	݄ሺݔሻ ൑ 0.	Παίρνουμε	το	πρόβλημα	προσέγγισης	της	λύσης	της	
εξίσωσης		

																																																			ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ ᇱᇱݑ ൅ ᇱݑ݃ ൅ ݑ݄ ൌ ݂ሺݔሻ,																																													

με	 αρχικές	 συνθήκες	 ሺܽሻݑ ൌ ,ଵߛ ᇱሺܽሻݑ	 ൌ 	όπου	ଶ,ߛ η	 συνάρτηση	 ݄ሺݔሻ	 μπορεί	 να	 είναι	
θετική.	

		Κάτω	 από	 αυτές	 τις	 προϋποθέσεις	 δουλεύουμε	 τη	 γενική	 αρχή	 του	 μεγίστου	 όπως	
δίνεται	στο	θεώρημα	5.	Για	να	το	κάνουμε	ωστόσο,	υποθέτουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݓ	είναι	
θετική	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	και	έχει	την	ιδιότητα:	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	για	ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ.		

		Για	παράδειγμα	η	συνάρτηση	ݓ ൌ 1 െ ݔሺߚ െ ܽሻଶ	με	ߚ	αρκούντως	μεγάλο	ሺη	συνάρτηση	
݂ሺݔሻ	είναι	φραγμένηሻ	έχει	τις	επιθυμητές	ιδιότητες	αν	το	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	είναι	αρκετά	
μικρό.	

		Είδαμε	προηγουμένως		ότι	η	συνάρτηση	ݒ ≡
௨

௪
		ικανοποιεί	την	εξίσωση	του	τύπου		

																																											ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒሿ ≡ ᇱᇱݒ ൅ ᇱݒሻݔሺܩ ൅ ݒሻݔሺܪ ൌ
௙

௪
	,	

με	ܩሺݔሻ ≡ ቀଶ௪
ᇲ

௪
ቁ ൅ ݃		και	ܪሺݔሻ ≡ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ/ݓ ൑ 0.	

		Οι	 συναρτήσεις	 σύγκρισης	 ,	ሻݔଵሺݖ 	ሻݔଶሺݖ ορίζονται	 ώστε	 οι	 συναρτήσεις	
௭భ
௪
,
௭మ
௪
		να	

παρέχουν	 φράγματα	 για	 τη	 συνάρτηση	
௨

௪
.	 Κάνουμε	 τις	 συναρτήσεις	 ,ሻݔଵሺݖ 	να	ሻݔଶሺݖ

ικανοποιούν	τις	ανισότητες:	
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ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൒ ݂ሺݔሻ, ଵሺܽሻݖ	 ൒ ,ଵߛ ଵݖ
ᇱሺܽሻݓሺܽሻ െ ᇱሺܽሻݓଵሺܽሻݖ ൒ ሺܽሻݓଶߛ െ 	ሺܽሻ′ݓଵߛ

και											
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൑ ݂ሺݔሻ, ଶሺܽሻݖ	 ൑ ,ଵߛ ଶݖ

ᇱ ሺܽሻݓሺܽሻ െ ᇱሺܽሻݓଶሺܽሻݖ ൑ ሺܽሻݓଶߛ െ 	ሺܽሻ′ݓଵߛ

		Τότε	στο	ݔ ൌ ܽ,	

																																																						
௭మ
௪
൑

௨

௪
൑

௭భ
௪
				και				ቀ

௭మ
௪
ቁ ′ ൑ ቀ௨

௪
ቁ ′ ൑ ቀ௭భ

௪
ቁ ′.	

		Επιπλέον	βλέπουμε	με	υπολογισμό	ότι		

																																																				ሺܮ ൅ ሻܪ ቂ
௭మ
௪
ቃ ൑ ሺܮ ൅ ሻܪ ቂ

௨

௪
ቃ ൑ ሺܮ ൅ ሻܪ ቂ

௭భ
௪
ቃ.	

		Επιπλέον	βρίσκουμε	για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,	

																																																			
௭మሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
൑

௨ሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
൑

௭భሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
				και					ቀ

௭మ
௪
ቁ ′ ൑ ቀ௨

௪
ቁ ′ ൑ ቀ௭భ

௪
ቁ ′.	

		Η	πρώτη	από	αυτό	το	σύνολο	ανισοτήτων	δίνει	τα	φράγματα:	

ሻݔଶሺݖ																																																																						 ൑ ሻݔሺݑ ൑ ሺ18ሻ																																																	ሻ.ݔଵሺݖ 																																						

		Από	το	δεύτερο	σύνολο	ανισοτήτων	έχουμε:	

ଶݖሻݔሺݓ																		
ᇱ ሺݔሻ െ ሻݔᇱሺݓሻݔଶሺݖ ൑ ሻݔᇱሺݑሻݔሺݓ െ ሻݔᇱሺݓሻݔሺݑ ൑ ଵݖሻݔሺݓ

ᇱሺݔሻ െ 	.ሻݔሺ′ݓሻݔଵሺݖ

		Εφόσον	η	συνάρτηση	ݓ	είναι	θετική	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	βρίσκουμε:	

ଶݖ																					
ᇱ ሺݔሻ ൅

௪ᇲሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
ሾݑሺݔሻ െ ሻሿݔଶሺݖ ൑ ሻݔᇱሺݑ ൑ ଵݖ

ᇱሺݔሻ െ
௪ᇲሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
ሾݖଵሺݔሻ െ 																			ሺ19ሻ											ሻሿ.ݔሺݑ

		Αν	 η	 ሻݔᇱሺݓ ൑ 0	 μπορούμε	 να	 εισάγουμε	 το	 άνω	 φράγμα	 για	 τη	 συνάρτηση	 	όπως	ݑ
δίνεται	 στη	 σχέση	 ሺ18ሻ	από	 την	 αριστερή	 πλευρά	 της	 σχέσης	 ሺ19ሻ	 και	 μπορούμε	 να	
εισάγουμε	το	κάτω	φράγμα	στη	δεξιά	πλευρά.	Αν	η	ݓᇱሺݔሻ ൒ 0	χρησιμοποιούμε	το	κάτω	
φράγμα	στα	αριστερά	και	το	άνω	φράγμα	στα	δεξιά.	

		Επιπλέον	βρίσκουμε	ότι								

		

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ሾݖଶ

ᇱ ሺݔሻ െ
ൣି௪ᇲሺ௫ሻ൧

௪ሺ௫ሻ
ሾݖଵሺݔሻ െ ሻሿݔଶሺݖ ൑ ሻݔሺ′ݑ ൑ ଵݖ

ᇱሺݔሻ ൅
ൣି௪ᇲሺ௫ሻ൧

௪ሺ௫ሻ
ሾݖଵሺݔሻ െ ,ሻሿݔଶሺݖ

αν		ݓᇱሺݔሻ ൑ 0,			
	

ଶݖ
ᇱ ሺݔሻ ൑ ሻݔᇱሺݑ ൑ ଵݖ

ᇱሺݔሻ, αν			ݓᇱሺݔሻ ൒ 0.																																																																																				

ሺ20ሻ	

		Οι	 ανισότητες	 ሺ18ሻ, ሺ20ሻ	δίνουν	 φράγματα	 για	 τις	 συναρτήσεις	 ,ሻݔሺݑ 	που	ሻݔᇱሺݑ είναι	
ακριβή	όταν	οι	διαφορές	ݖଵሺݔሻ െ ሻݔଵ′ሺݖ	και	ሻݔଶሺݖ െ 	.μικρές	είναι	ሻݔଶ′ሺݖ

		Ενώ	 είναι	 πάντα	 πιθανό	 να	 βρούμε	 μία	 θετική	 συνάρτηση	 	που	ݓ ικανοποιεί	 την	
ανίσωση	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	σε	αρκούντως	μικρό	διάστημα,	δεν	υπάρχει	τέτοια	συνάρτηση	
αν	το	διάστημα	είναι	αρκετά	μεγάλο.	Ακόμη	μία	φορά	αναγκαζόμαστε	να	χωρίσουμε	το	
διάστημα	και	να	ταξινομήσουμε	τις	συναρτήσεις	που	ορίζονται	στα	υποδιαστήματα.	Ας	
είναι	η	συνάρτηση	ݓ ൐ 0	και	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሾ൑ 0		σε	ένα	διάστημα	ሾܽ, 	υποθέσουμε	ας	και	ሿ∗ݔ
ότι	ݓ∗	είναι	μία	άλλη	θετική	συνάρτηση	που	ικανοποιεί	την	ανίσωση	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓ∗ሿ ൑ 0	στο	
διάστημα	 ሾݔ∗, ܾሿ.	Ψάχνουμε	 να	 βρούμε	 φράγματα	 για	 τη	 λύση	 	του	ݑ αρχικού	
προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	σε	όλο	το	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	

		Έστω	ݖଵሺݔሻ	και	ݖଶሺݔሻ	συναρτήσεις	που	ικανοποιούν	τις	συνθήκες	

												ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ	στο	διάστημα	ሾܽ, ଶሺܽሻݖ	και		ሿ∗ݔ ൑ ଵߛ ൑ 	,ଵሺܽሻݖ
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ଶݖ																		
ᇱ ሺܽሻݓሺܽሻ െ ᇱሺܽሻݓଶሺܽሻݖ ൑ ሺܽሻݓଶߛ െ ᇱሺܽሻݓଵߛ ൑ ଵݖ

ᇱሺܽሻݓሺܽሻ െ 	.ሺܽሻ′ݓଵሺܽሻݖ

		Τότε																																ݖଶ ൑ ݑ ൑ ቀ					και				ଵݖ
௭మ
௪
ቁ
ᇱ
൑ ቀ௨

௪
ቁ
ᇱ
൑ ቀ௭భ

௪
ቁ
ᇱ
	για		ܽ ൑ ݔ ൑ 	.∗ݔ

		Επιπλέον	δίνουμε	φράγματα	για	τις	συναρτήσεις	ݑሺݔ∗ሻ	και	ݑ′ሺݔ∗ሻ	και	επιπρόσθετα	μία	
συνάρτηση	 	∗ݓ που	 ικανοποιεί	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓ∗ሿ ൑ 0	στο	 διάστημα	 ሾݔ∗, ܾሿ.	Μπορούμε	 να	

βρούμε	φράγματα	για	τις	συναρτήσεις	
௨

௪∗ 		και	 ቀ
௨

௪∗ቁ
ᇱ
,	όπως	πριν.	Έστω	οι	συναρτήσεις	

ଵݖ
∗, ଶݖ

∗	να	ορίζονται	στο	ሾݔ∗, ܾሿ	και	υποθέτουμε	ότι	ικανοποιούν		

																																		ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶ
∗ሿ ൑ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൑ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵ

∗ሿ	στο	διάστημα	ሺݔ∗, ܾሻ	

ଶݖ																																		
∗ሺݔ∗ሻ ൑ ሻ∗ݔሺݑ ൑ ଵݖ

∗ሺݔ∗ሻ	στο	ݔ ൌ ∗ݔ :	ቀ
௭మ
∗

௪∗ቁ
ᇱ
൑ ቀ ௨

௪∗ቁ
ᇱ
൑ ቀ௭భ

∗

௪∗ቁ
ᇱ
.		

		Τότε	βρίσκουμε,	όπως	πριν,	ότι:	

ଶݖ																																	
∗ሺݔሻ ൑ ሻݔሺݑ ൑ ଵݖ

∗ሺݔሻ,				ቀ
௭మ
∗

௪∗ቁ
ᇱ
൑ ቀ ௨

௪∗ቁ
ᇱ
൑ ቀ௭భ

∗

௪∗ቁ
ᇱ
για	ݔ∗ ൑ ݔ ൑ ܾ.				

		Ενώ	δεν	 ξέρουμε	 τις	συναρτήσεις	 	ሻ∗ݔሺݑ και	 ቀ
௨

௪∗ቁ
ᇱ
στο	 	.αυτές	για	φράγματα	έχουμε∗ݔ

Επιπλέον	 δίνουμε	ακριβείς	 συνθήκες	 για	 τις	 τιμές	 των	συναρτήσεων	 ଵݖ
∗, ሺݖଵ

∗ሻᇱ, ଶݖ
∗, ሺݖଶ

∗ሻ′	

στο	ݔ∗	πράγμα	που	επιβεβαιώνει	ότι	οι	παραπάνω	ανισότητες	ικανοποιούνται.	Αν		
௪∗ᇱ

௪∗ ൒
௪ᇲ

௪
		αυτές	οι	συνθήκες	είναι:	

ଵݖ																																								
∗ ൒ ,ଵݖ ∗ݓ	 ቀ௭భ

∗

௪∗ቁ
ᇱ
൒ ݓ ቀ

௭భ
௪
ቁ
ᇱ
െ ൬௪

∗ᇲ

௪∗ െ
௪ᇲ

௪
൰ ݔ	στο			ଶݖ ൌ 	,∗ݔ

	

∗ଶݖ																																								 ൑ ,ଶݖ ∗ݓ ቀ௭మ
∗

௪∗ቁ
ᇱ
൑ ݓ ቀ

௭మ
௪
ቁ
ᇱ
െ ቀ௪

∗ᇲ

௪∗ െ
௪ᇱ

௪
ቁ ݔ	στο			ଵݖ ൌ 	.∗ݔ

		Αν		
௪∗ᇱ

௪∗ ൑
௪ᇲ

௪
		αντικαθιστούμε	τη	συνάρτηση	ݖଶ	με	τη	συνάρτηση	ݖଵ	στο	συντελεστή	του	

ቀ௪
∗ᇲ

௪∗ െ
௪ᇱ

௪
ቁ	στην	πρώτη	σειρά	των	ανισοτήτων	και	τη	συνάρτηση	ݖଵ	με	τη	συνάρτηση	ݖଶ	

στη	δεύτερη.	Αν	αυτές	οι	συνθήκες	ικανοποιούνται,	έχουμε	τα	φράγματα		

ଶݖ
∗ሺݔሻ ൑ ሻݔሺݑ ൑ ଵݖ

∗ሺݔሻ,					

ቆ
ଶݖ
∗

ቇ∗ݓ
ᇱ

൑ ቀ
ݑ
ቁ∗ݓ

ᇱ
൑ ൬

ଵݖ
∗

൰∗ݓ
ᇱ

.	

		Θεωρούμε	 τώρα	 τη	 συνάρτηση	ݓ∗	σαν	 μια	 επέκταση	 της	 συνάρτησης	 	στο	ݓ
διάστημα	ሺݔ∗, ܾሿ	και	τη	συνάρτηση	ݖଵ

∗	σαν	επέκταση	της	συνάρτησης	ݖଵ	και	τη	 ଶݖ	
∗	σαν	

επέκταση	της	ݖଶ.	Tότε	αυτές	οι	επεκτάσεις	των	συναρτήσεων	είναι	γενικά	μη	συνεχείς	
στο	 	.∗ݔ Παρ’	 όλα	 αυτά	 οι	 παραπάνω	 ανισότητες	 συνδέοντας	 τις	 συναρτήσεις	
,ݓ ,∗ݓ ଵݖ

∗, ,ଵݖ ଶݖ
∗, 	ଶݖ στο	 ݔ ൌ 	συσχετίζουν	∗ݔ το	 δεξί	 και	 αριστερό	 όριο	 της	 ασυνέχειας.	

Μπορεί,	φυσικά,	αν	είναι	απαραίτητο	ή	επιθυμητό	να	διαιρέσουμε	το	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	σε	
περισσότερα	 από	 δύο	 υποδιαστήματα.	 Τότε	 οι	 παραπάνω	 θεωρήσεις	 οδηγούν	 στο	
παρακάτω	θεώρημα:	

Θεώρημα	 14:	 Έστω	 οι	 συναρτήσεις		ࢠ૚ሺ࢞ሻ, 	૛ሺ࢞ሻࢠ και	 ࢝ሺ࢞ሻ	 μία	 τμηματικά	 συνεχής	
συνάρτηση	με	τμηματικά	συνεχείς	πρώτες	και	δεύτερες	παραγώγους	στο	διάστημα	ሾࢇ, 	ሿ࢈
με	τις	εξής	απαιτήσεις:	
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1. 	࢝ ൐ ૙	στο	διάστημα	ሾࢇ, 	,ሿ࢈
ሻࢇ૛ሺࢠ	 .2 ൑ ૚ࢽ ൑ 	,ሻࢇ૚ሺࢠ
૛ࢠ	 .3

ᇱ ሺࢇሻ࢝ሺࢇሻ െ ሻࢇሻ࢝ᇱሺࢇ૛ሺࢠ ൑ ሻࢇ૛࢝ሺࢽ െ ሻࢇ૚࢝ᇱሺࢽ ൑ ૚ࢠ
ᇱ ሺࢇሻ࢝ሺࢇሻ െ

	,ሻࢇሻ࢝ᇱሺࢇ૚ሺࢠ
4. ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൑ ૙, ሺࡸ ൅ ૛ሿࢠሻሾࢎ ൑ ሺ࢞ሻࢌ ൑ ሺࡸ ൅ 	οι	όπου	σημεία	τα	όλα	σε	૚ሿࢠሻሾࢎ

παράγωγοι	που	πραγματοποιούνται	σε	αυτούς	τους	τύπους		είναι	συνεχείς.	
5. Σε	 κάθε	 σημείο	 της	 ασυνέχειας	 του	 ࢞∗	 οι	 συναρτήσεις	 ૚ࢠ െ ′࢝	ૂહુ		૛ࢠ ࢝⁄ 	

έχουν	 μη	 αρνητικά	 άλματα,	 το	 άλμα	 στην	 ࢝ሺࢠ૚ ࢝⁄ ሻᇱ	είναι	 τουλάχιστον	
െࢠ૛ሺ࢞∗ െ ૙ሻ	φορές	το	άλμα	στην	࢝′ ࢝⁄ 	και	το	άλμα	στην	࢝ሺࢠ૛ ࢝⁄ ሻᇱ	είναι	το	
πολύ	െࢠ૚ሺ࢞∗ െ ૙ሻ	φορές	το	άλμα	στην	࢝′ ࢝⁄ .	Τότε																	

૛ሺ࢞ሻࢠ																																																				 ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ 										,૚ሺ࢞ሻࢠ

																																																		ቂ
૛ሺ࢞ሻࢠ

࢝ሺ࢞ሻ
ቃ
ᇱ
൑ ቂ࢛

ሺ࢞ሻ

࢝ሺ࢞ሻ
ቃ
ᇱ
൑ ቂࢠ૚

ሺ࢞ሻ

࢝ሺ࢞ሻ
ቃ
ᇱ
		στο	διάστημα	ሾࢇ, 	.ሿ࢈

		Παρατηρούμε	γενικά	ότι	ακόμη	και	αν	υπάρχει	σημείο	ασυνέχειας	σε	ένα	διάστημα	
ሾܽ, ܾሿ	τότε	υπάρχουν	θετικά	άλματα	δηλαδή	πεπερασμένοι	αριθμοί	ώστε	να	βρεθεί	η	
κατάλληλη	συνάρτηση	ݓ	την	οποία	περιγράψαμε	παραπάνω	με	τις	προϋποθέσεις	που	
αναλύσαμε	ώστε	να	μπορέσουμε	να	βρούμε	κατάλληλα	φράγματα	για	τη	συνάρτησή	
μας	σε	όλο	το	κλειστό	διάστημα.	

Παράδειγμα:	 Βρείτε	 άνω	 και	 κάτω	 φράγματα	 για	 τις	 τιμές	 στο	 ࢞ ൌ ૚	 της	 λύσης	 της	
ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ≡ ࢛ᇱᇱ ൅ ሺ૝ ൅ ࢞ሻ࢛ ൌ ૙	που	ικανοποιεί	τις	αρχικές	συνθήκες		࢛ሺ૙ሻ ൌ ૙, ࢛ᇱሺ૙ሻ ൌ
૚.	

		Πρώτα	 βλέπουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݄ሺݔሻ ൌ 4 ൅ 	ݔ είναι	 θετική	 στο	 διάστημα	 ሾ0,1ሿ.	
Αναζητούμε	μία	αυθαίρετη	συνάρτηση	ݓሺݔሻ.	Αν	πάρουμε	την	συνάρτηση	ݓ ൌ 1 െ 	,ଶݔ2.1

αυτή	είναι	θετική	και	ικανοποιεί	την	ανίσωση	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	για	0 ൑ ݔ ൑
ଵ

ଶ
.		Σε	αυτό	το	

διάστημα	 οι	 συναρτήσεις	 ሻݔଵሺݖ ൌ ,	ݔ ሻݔଶሺݖ ൌ ݔ െ
ଵ଼

ଵଽ
	ଶݔ ικανοποιούν	 τις	 απαιτούμενες	

συνθήκες	 για	 άνω	 και	 κάτω	 συναρτήσεις	 σύγκρισης.	 Από	 τις	 σχέσεις	 ሺ18ሻ, ሺ20ሻ	

παίρνουμε			
ହ

ଵଽ
൑ ݑ ൑

ଵ

ଶ
	, െ

ଷହଽ

ଷ଺ଵ
൑ ′ݑ ൑

଻ଷଽ

ଷ଺ଵ
.	

		Στο	 διάστημα	 ሾ
ଵ

ଶ
, 1ሿ	 μπορούμε	 να	 πάρουμε	 τη	 συνάρτηση	 ݓ ൌ 1 െ

ହ

ଶ
ሺݔ െ

ଵ

ଶ
ሻଶ	 και							

ଵݖ																																																			 ൌ െ
ଽ

଼
ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൅

଻ଷଽ

ଷ଺ଵ
ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅

ଵ

ଶ
,		

ଶݖ								 ൌ െ
45
76

൬ݔ െ
1
2
൰
ଶ

൅
359
361

൬ݔ െ
1
2
൰ ൅

5
19
.	

		Βρίσκουμε	ότι	െ0,38 ൑ ሻݔሺݑ ൑ 1,24.		

		Όπως	στην	περίπτωση	των	εξισώσεων	με	݄	αρνητική	συνάρτηση	μπορούμε	να	πάρουμε	
πιο	 ακριβή	 άνω	 και	 κάτω	 	 φράγματα	 υποδιαιρώντας	 το	 δοσμένο	 διάστημα	 σε	
περισσότερα	διαστήματα.	Το	θεώρημα	14	μπορεί	να	χρησιμοποιηθεί	για	να	δείξουμε	ότι	
η	λύση	ݑሺݔሻ	του	αρχικού	προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	εξαρτάται	διαρκώς	από	τα	δεδομένα	ߛଵ, 	ଶߛ
και	τη	συνάρτηση	݂ሺݔሻ.	

								Έστω	 η	 συνάρτηση	 ݓ ൌ 1 െ ݔଶሾߚ െ ܽ െ ቀ ௞

ଶఉ
ቁሿଶ	 στο	 διάστημα	 ሾܽ ൅ ቀ ௞

ଶఉ
ቁ , ܽ ൅

௞ାଵ

ଶఉ
ሿ,		

݇ ൌ 0,1, … , ݇∗,	όπου	݇∗ ൑ ሺܾߚ2 െ ܽሻ ൏ ݇∗ ൅ 1	με	ߚ	τόσο	μεγάλο	ώστε		

																				ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ െ2ߚଶ ൤1 ൅ ቀݔ െ ܽ െ
௞

ଶఉ
ቁ ݃ ൅

ଵ

ଶ
ቀݔ െ ܽ െ

௞

ଶఉ
ቁ
ଶ
݄൨ ൅ ݄ ൑ 0,		
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σε	αυτό	το	διάστημα.		

		Αυτό	μπορεί	να	γίνει	παίρνοντας	ߚଶ ൌ
ଵ

ସ
ሾ݃ଶ	ݔܽ݉ ൅ 3݄ሿ,	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ	με	την	προϋπόθεση	

ότι	 το	 μέγιστο	 της	 συνάρτησης	 ݄	 είναι	 θετικό.	 Αν	 η	 συνάρτηση	 ݄ ൑ 0,	 μπορούμε	 να	

πάρουμε	ߚ ൌ 0	ώστε	ݓ ≡ 1.	Στο	πρώτο	διάστημα	ሾܽ, ܽ ൅ ቀ ଵ

ଶఉ
ቁሿ	επιλέγουμε	τη	συνάρτηση	

ଵݖ ൌ 	ισχύει	να	ώστε	επιλέγεται	ߙ	όπου	଴݁ఈሺ௫ି௔ሻܥ

	ሺܮ ൅ ݄ሻൣ݁ఈሺ௫ି௔ሻ൧ ൌ ሺߙଶ ൅ ݃ߙ ൅ ݄ሻ݁ఈሺ௫ି௔ሻ ൒ 1.	

		Για	παράδειγμα	μπορούμε	να	πάρουμε	ߙ ൌ ଶ݃|	ݔܽ݉ െ 2ሺ݄ െ 1ሻ|ଵ/ଶ.	

		Επιλέγουμε	ܥ଴ ൌ ,|ଵߛ|ሾݔܽ݉
|ఊమ|

ఈ
		.ሻ|ሿݔሺ݂|ݔܽ݉,

		Τότε	η	συνάρτηση	ݖଵ ൌ 	όπως	ଵݖ	συνάρτηση	τη	για	συνθήκες	τις	ικανοποιεί	଴݁ఈሺ௫ି௔ሻܥ
δηλώνονται	στο	θεώρημα	14	και	η	συνάρτηση	ݖଶ ൌ െܥ଴݁ఈሺ௫ି௔ሻ	ικανοποιεί	τις	συνθήκες	

για	τη	ݖଶ	στο	διάστημα	ቂܽ, ܽ ൅ ቀ ଵ

ଶఉ
ቁቃ.	Βρίσκουμε	ότι	στο		

ݔ																																																														 ൌ ܽ ൅ ቀ ଵ

ଶఉ
ቁ	η	|ݑ| ൑ 	,଴݁ఈ/ଶఉܥ

ฬቀ
ݑ
ݓ
ቁ
ᇱ
ฬ ൑

3
ߙ4 ൅ ߚ

ቀ34ቁ
ଶ ଴݁ܥ

ఈ
ଶఉ,	

ώστε																																																		|ݑᇱ ቀܽ ൅
ଵ

ଶఉ
ቁ | ൑ ቀߙ ൅

଼ఉ

ଷ
ቁ 	.଴݁ఈ/ଶఉܥ

		Επιτρέπουμε	τώρα	η	συνάρτηση	ݖଵ ൌ െݖଶ ൌ ଵ݁ܥ
ሾ௫ି௔ି

భ
మഁ
ሿ
		στο	διάστημα		

		ቂܽ ൅ ቀ ଵ

ଶఉ
ቁ , ܽ ൅ ቀ ଶ

ଶఉ
ቁቃ		με	ܥଵ ൌ ቀ1 ൅

଼ఉ

ଷఈ
ቁ 		ότι	βρούμε	να	για	଴݁ఈ/ଶఉܥ

ݑ|																																																												 ቀܽ ൅
ଶ

ଶఉ
ቁ | ൑ ቀ1 ൅

଼ఉ

ଷఈ
ቁ 			,଴݁ଶఈ/ଶఉܥ

′ݑ|																																																												 ቀܽ ൅
ଶ

ଶఉ
ቁ | ൑ ߙ ቀ1 ൅

଼ఉ

ଷఈ
ቁ
ଶ
	.଴݁ଶఈ/ଶఉܥ

		Συνεχίζοντας	με	την	διαδικασία,	βρίσκουμε	ότι	για	όλα	τα	ݔ	στο	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ	

|ሻݔሺݑ| ൑ ଴݁ఘܥ
ሺ௫ି௔ሻ,	

|ሻݔᇱሺݑ| ൑ ߙ ൤1 ൅ ൬
ߚ8
ߙ3
൰൨ ଴݁ఘܥ

ሺ௫ି௔ሻ,	

όπου	ߩ ൌ ߙ ൅ ߚ2 log ቂ1 ൅ ቀ଼ఉ
ଷఈ
ቁቃ.		

		Έστω	τώρα	οι	συναρτήσεις	ݑଵ, 	ίδιο	τον	για	προβλήματος	αρχικού	του	λύσεις	είναι	να	ଶݑ
διαφορικό	τελεστή	ܮ	και	ας	είναι	η	συνάρτηση	ݑሺݔሻ ൌ ሻݔଵሺݑ െ 		ότι	Βλέπουμε	ሻ.ݔଶሺݑ

ሻݔଵሺݑ| െ |ሻݔଶሺݑ ൑ ଴݁ఘܥ
ሺ௫ି௔ሻ,	

ଵݑ|
ᇱ ሺݔሻ െ ଶݑ

ᇱ ሺݔሻ| ൑ ଴ܥߙ ൤1 ൅ ൬
ߚ8
ߙ3
൰൨ ݁ఘሺ௫ି௔ሻ,	

όπου	τα	ߙ, ,ߚ ,݃	συναρτήσεις	τις	για	φράγματα	στα	μόνο	βασίζονται	ߩ ݄	και	όπου		



~ 27 ~ 

଴ܥ															 ൌ ݔܽ݉ ቄ|ݑଵሺܽሻ െ ,|ଶሺܽሻݑ
ห௨భ
ᇲ ሺ௔ሻି௨మ

ᇲ ሺ௔ሻห

ఈ
ܮሺ|	ݔܽ݉, ൅ ݄ሻሾݑଵሿ െ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑଶሿ|ቅ.	

		Επιπρόσθετα,	αν	οι	αρχικές	τιμές	ݑଵሺܽሻ, ଵݑ
ᇱ ሺܽሻ	είναι	κοντά	στις	ݑଶሺܽሻ, ଶݑ

ᇱ ሺܽሻ	και	αν	οι	
δοσμένες	συναρτήσεις	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑଵሿ, ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑଶሿ	είναι	αρκετά	κοντά	τότε	το	ܥ଴	είναι	μικρό	
αρκετά.	Επομένως	η	συνάρτηση	ݑଵሺݔሻ	είναι	κοντά	στη	συνάρτηση	ݑଶሺݔሻ	και	η	ݑଵ

ᇱ ሺݔሻ	είναι	
κοντά	στην	ݑଶ

ᇱ ሺݔሻ	σε	ολόκληρο	το	διάστημα	ሾܽ, ܾሿ.	Άρα	καταλήγουμε	στο	γεγονός	ότι	η	
λύση	ݑ	του	αρχικού	προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	εξαρτάται	διαρκώς	από	τα	δεδομένα	ߛଵ, 	και	ଶߛ
από	τη	συνάρτηση	݂ሺݔሻ.	

	

	

	

	

	

														
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
																										ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ	ΤΑΛΑΝΤΩΣΗΣ	ΚΑΙ	ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ	

		Η	αρχή	 του	μεγίστου	μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	 για	 να	πάρουμε	σχέσεις	 μεταξύ	 των	
λύσεων	από	τις	ίδιες	ή	σχετικές	εξισώσεις.	Έστω	ݑ, 	της		λύσεις	τετριμμένες	μη	είναι	να	ݓ
ίδιας	εξίσωσης	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ 0, ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ 0.	

Θεώρημα	 15:	 Ανάμεσα	 σε	 οποιαδήποτε	 δύο	 διαδοχικά	 μηδενικά	 της	 συνάρτησης		࢝,	 η	
συνάρτηση	࢛	μπορεί	να	έχει	το	πολύ	ένα	μηδενικό.	

Απόδειξη:	Έστω	ܽ	και	ܾ	δύο	διαδοχικά	μηδενικά	της	συνάρτησης	ݓ	τέτοια	ώστε	ݓሺܽሻ ൌ
ሺܾሻݓ ൌ 0, ݓ ് 0	για		ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ.	Αντικαθιστώντας	τη	συνάρτηση	ݓ	με	την	ሺെݓሻ	αν	είναι	
απαραίτητο,	 μπορούμε	 να	 θεωρήσουμε	 ότι	 ሻݔሺݓ ൐ 0	 στο	 διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ.	 Τότε	 η	

συνάρτηση	ݒሺݔሻ ൌ
௨ሺ௫ሻ

௪ሺ௫ሻ
	ικανοποιεί	τη	διαφορική	εξίσωση:																																		

ᇱᇱݒ																																																												 ൅ ቀଶ௪
ᇲ

௪
൅ ݃ቁ ᇱݒ ൌ 0.	

Από	το	θεώρημα	1	η	συνάρτηση	ݒ	δεν	έχει	μέγιστο	ή	ελάχιστο	εκτός	αν	η	ݒ	είναι	σταθερή,	
σε	αυτήν	την	περίπτωση	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	σταθερό	πολλαπλάσιο	της	συνάρτησης	ݓ.	
Συνεπάγεται	λοιπόν	ότι	η	συνάρτηση	ݒ,	άρα	και	η	ݑ,	μπορούν	να	αλλάξουν		πρόσημο	το	
πολύ	μία	φορά	στο	ανοιχτό	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	

Συνεπάγεται	από	τη	μοναδικότητα	του	προβλήματος	αρχικών	τιμών	όπως	δίνεται	στο	
θεώρημα	 6	 ότι	 κάθε	 μηδενικό	 της	 συνάρτησης	 	ݑ πρέπει	 να	 είναι	 μοναδικό.	 Το	 ίδιο	
θεώρημα	δείχνει	ότι	αν	ݓሺܽሻ ൌ 0		ή		ݑሺܾሻ ൌ 0, η	συνάρτηση	ݑ		πρέπει	να	είναι	σταθερό	
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πολλαπλάσιο	 της	 	.ݓ To	 παραπάνω	 αποτέλεσμα	 καλείται	 θεώρημα	 ταλάντωσης	 του	
Sturm.	Το	σχήμα	δείχνει	την	τυπική	συμπεριφορά	των	δύο	λύσεων	στην	ίδια	εξίσωση.			

																																																																																				

 

Στο σχήμα 3 βλέπουμε τη συμπεριφορά δύο λύσεων ࢛,࢝ των εξισώσεων ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൌ ૙, ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൌ ૙. 

															

		Θεωρούμε	 το	 θεώρημα	 σύγκρισης	 για	 τις	 λύσεις	 των	 δύο	 εξισώσεων.	 Έστω	 η	
συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	την	εξίσωση	ሺܮ ൅ ݄ଵሻሾݑሿ ൌ 0		και	η	συνάρτηση	ݓ	ικανοποιεί	την	
εξίσωση	ሺܮ ൅ ݄ଶሻሾݓሿ ൌ 0	με	݄ଶሺݔሻ ൒ ݄ଵሺݔሻ	για	ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ.	Η	συνάρτηση	ݒ	ορίζεται	από	
τη	σχέση	ݒ ൌ

௨

௪
		και	ικανοποιεί	την	εξίσωση																									

ᇱᇱݒ																																																		 ൅ ቀଶ௪
ᇲ

௪
൅ ݃ቁ ᇱݒ െ ሺ݄ଵ െ ݄ଶሻݒ ൌ 0.	

		Συμπερασματικά	η	συνάρτηση	ݒ	ικανοποιεί	την	αρχή	του	μεγίστου.	Αν	η	συνάρτηση	ݑ	
έχει	δύο	μηδενικά	στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ,	η	συνάρτηση	ݒ	θα	είχε	μηδενικά	και	αυτή	επίσης.	
Από	τη	μοναδικότητα	του	θεωρήματος	7	έχουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݒ ≡ 0	ανάμεσα	σε	δύο	
μηδενικά.	Τότε	από	το	θεώρημα	6,	η	συνάρτηση	ݒ ≡ 0,	επομένως	η	συνάρτηση	ݑ ≡ 0	στο	
διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Aν	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	μη	τετριμμένη,	μπορεί	να	έχει	μόνο	ένα	μηδενικό	
στο	διάστημα	ሺܽ, ܾሻ.	Έστω	ότι	ݓሺܽሻ ൌ ሺܽሻݑ ൌ 0	από	το	θεώρημα	6		έχουμε	ότι	ݓᇱሺܽሻ ്
0, ሺܽሻ′ݑ ് 0.	Από	τις	διαφορικές	εξισώσεις	για	τις	συναρτήσεις	ݑ	και	ݓ,	βρίσκουμε	ότι:	

																																																														
	௨ᇲᇲሺ௔ሻ

௨ᇲሺ௔ሻ
ൌ

௪ᇲᇲሺ௔ሻ

௪ᇲሺ௔ሻ
ൌ െ݃ሺܽሻ.																																																									ሺ1ሻ 																																					

		Από	τον	κανόνα		ܮ ᇱܪ ݐ݅݌ݏ݋ ො݈ܽ	έχουμε	ݒሺܽሻ ൌ
௨ᇲሺ௔ሻ

௪ᇲሺ௔ሻ
് 0	και	χωρίς	βλάβη	της	γενικότητας	

μπορούμε	 να	 υποθέσουμε	 ότι	 ሺܽሻݒ	 ൐ 0.	 Για	 να	 βρούμε	 το	 	ᇱሺܽሻݒ γράφουμε:	 ሻݔᇱሺݒ ൌ
௪௨ᇲି௨௪ᇲ

௪మ 	και	εφαρμόζουμε	τον	κανόνα	του	ܮ ᇱܪ ݐ݅݌ݏ݋ ො݈ܽ,	λαμβάνοντας	υπόψην	τη	σχέση	

ሺ1ሻ.	Με	απλό	υπολογισμό	δείχνουμε	ότι	ݒᇱሺܽሻ ൌ 0.	

		Έστω	 ότι	 υπήρχε	 σημείο	 	στο	଴ݔ διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ	 με	 ଴ሻݔሺݒ ൏ 	.ሺܽሻݒ Εφαρμόζουμε	 το	
θεώρημα	4	στο	διάστημα	ሺܽ, ᇱሺܽሻݒ	ότι	παίρνουμε	και	଴ሻݔ ൏ 0,	άτοπο.	Επομένως	έχουμε	
0 ൏ ሺܽሻݒ ൑ ܽ	για	ሻݔሺݒ ൑ ݔ ൑ ܾ.	Επομένως	ݑሺݔሻ ് 0	για	ܽ ൏ ݔ ൏ ܾ.	Αν	η	ݑሺܾሻ ൌ ሺܾሻݓ ൌ
0,	βρίσκουμε	 με	 παρόμοιο	 τρόπο	 ότι	 ሻݔሺݑ ് 0	στο	 διάστημα	 ሺܽ, ܾሻ.	 Τελικά	 αν	ݓሺܽሻ ൌ
ሺܾሻݓ ൌ ሺܽሻݑ ൌ ሺܾሻݑ ൌ 0	 συνάγουμε	 από	 την	 παραπάνω	 αιτιολόγηση	 ότι	 ሺܽሻݒ ൑ 	ሻݔሺݒ
και	ݒሺܾሻ ൑ ܽ	για	ሻݔሺݒ ൑ ݔ ൑ ܾ.	Επομένως	ݒሺܽሻ ൌ 	είναι	να	πρέπει	ݒ	συνάρτηση	η	και	ሺܾሻݒ
σταθερή.	 Αυτό	 το	 αποτέλεσμα	 ισχύει	 στην	 περίπτωση	 που	 η	 διαφορά	 ݄ଵ െ ݄ଶ ≡ 0.	
Ακολουθεί	το	επόμενο	θεώρημα	σύγκρισης	το	οποίο	μόλις	αποδείξαμε.	

Θεώρημα	 16:	 Ας	 είναι	 ࢛	ૂહુ	࢝	 λύσεις	 της	 ሺࡸ ൅ ૚ሻሾ࢛ሿࢎ ൌ ૙	και	 της	 ሺࡸ ൅ ૛ሻሾ࢝ሿࢎ ൌ ૙	 με	
૛ࢎ ൒ ࢝ሺ࢞ሻ	συνάρτηση	η	Αν	૚.ࢎ ് ૙	στο	ανοιχτό	διάστημα	ሺࢇ, 	έχει	࢛	συνάρτηση	η	τότε	ሻ,࢈
το	πολύ	ένα	μηδενικό	στο	κλειστό	διάστημα	ሾࢇ, ሻࢇ࢝ሺ	αν	εκτός	ሿ,࢈ ൌ ࢝ሺ࢈ሻ ൌ ૙, ૚ࢎ ≡ 	૛ࢎ
και	η	συνάρτηση	࢛	είναι	σταθερό	πολλαπλάσιο	της	συνάρτησης	࢝.	
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		Το	 παραπάνω	 θεώρημα	 δηλώνει	 ότι	 όσο	 μειώνεται	 η	 συνάρτηση	 ݄	 αυξάνεται	 η	
απόσταση	στα	μηδενικά.	Στο	θεώρημα	μπορεί	 να	δοθεί	και	άλλη	μορφή	λέγοντας	ότι	
μεταξύ	δύο	οποιωνδήποτε	μηδενικών	της	συνάρτησης	ݑ,	η	συνάρτηση	ݓ	πρέπει	να	έχει	
ένα	 μηδενικό	 εκτός	 αν	 ݄ଵ ≡ ݄ଶ	 και	 η	 συνάρτηση	 	ݓ είναι	 σταθερό	 πολλαπλάσιο	 της	
συνάρτησης	ݑ.	

		Μπορούμε	 να	 επεκτείνουμε	 το	 θεώρημα	 16	 σε	 ένα	 θεώρημα	 σύγκρισης	 για	 δύο	
διαφορικούς	τελεστές.	Έστω	ݑ	λύση	της	ሺܮଵ ൅ ݄ଵሻሾݑሿ ≡ ᇱᇱݑ ൅ ݃ଵݑᇱ ൅ ݄ଵݑ ൌ 0	και	ݓ	λύση	
της	 ሺܮଶ ൅ ݄ଶሻሾݓሿ ≡ ᇱᇱݓ ൅ ݃ଶݓᇱ ൅ ݄ଶݓ ൌ 0	 και	 έστω	 ݃ଵ, ݃ଶ	 συνεχώς	 διαφορίσιμες	
συναρτήσεις.	Εισάγουμε	τη	συνάρτηση	

ሻതതതതതതݔሺݑ																																																		 ൌ ሻ݁ሺଵݔሺݑ ଶ⁄ ሻ ׬ ሾ௚భሺకሻି௚మሺకሻሿ ௗక
ೣ
ೌ 																																																	ሺ2ሻ 																																					

και	βλέπουμε	ότι	η	ݑሺݔሻതതതതതത	ικανοποιεί	την	εξίσωση		ሺܮଶ ൅ തሿݑሻሾܪ ≡ തᇱᇱݑ ൅ ݃ଶݑതᇱ ൅ തݑሻݔሺܪ ൌ 0,		

με																				ܪሺݔሻ ൌ
ଵ

ଶ
ሾ݃ଶ

ᇱ ሺݔሻ െ ݃ଵ
ᇱ ሺݔሻሿ ൅

ଵ

ସ
ሼሾ݃ଶ

ᇱ ሺݔሻሿଶ െ ሾ݃ଵ
ᇱ ሺݔሻሿଶሽ ൅ ݄ଵሺݔሻ.	

		Αν	݄ଶሺݔሻ ൒ 	μηδενικά	τα	συσχετίζει	που	16	θεωρήματος	του	συμπέρασμα	το	τότε	ሻݔሺܪ
των	 συναρτήσεων	 ,ݓ 	തݑ μπορεί	 να	 εφαρμοστεί.	 Εφόσον	 η	 σχέση	 ሺ2ሻ	 δείχνει	 ότι	 οι	
συναρτήσεις	ݑത, 	ݑ έχουν	 ίδια	μηδενικά,	μπορούμε	να	πάρουμε	ένα	θεώρημα	σύγκρισης	
των	 μηδενικών	 των	 λύσεων	 της	 ሺܮଵ ൅ ݄ଵሻሾݑሿ ൌ 0	 με	 λύσεις	 της	 ሺܮଶ ൅ ݄ଶሻሾݓሿ ൌ 0.	
Ειδικότερα	έχουμε	το	παρακάτω	θεώρημα:	

Θεώρημα	17:	Έστω	οι	συναρτήσεις	࢛ሺ࢞ሻ,࢝ሺ࢞ሻ	να	είναι	λύσεις	των	εξισώσεων	

࢛ᇱᇱ ൅ ૚ሺ࢞ሻ࢛ᇱࢍ ൅ ૚ሺ࢞ሻࢎ ൌ ૙,	

࢝ᇱᇱ ൅ ૛ሺ࢞ሻ࢝ᇱࢍ ൅ ૛ሺ࢞ሻࢎ ൌ ૙,	

αντίστοιχα	και	έστω		

૛ሺ࢞ሻࢎ																														 െ
૚

૛
૛ࢍ
ᇱ ሺ࢞ሻ െ

૚

૝
ሾࢍ૛ሺ࢞ሻሿ૛ ൒ ૚ሺ࢞ሻࢎ െ

૚

૛
૚ࢍ
ᇱ ሺ࢞ሻ െ

૚

૝
ሾࢍ૚ሺ࢞ሻሿ૛.	

Τότε	αν	η	συνάρτηση	࢝ሺ࢞ሻ ് ૙	στο	ανοιχτό	διάστημα	ሺࢇ, 	μπορεί	࢛ሺ࢞ሻ	συνάρτηση	η		ሻ,࢈
να	μηδενιστεί	μόνο	μία	φορά	στο	κλειστό	διάστημα	ሾࢇ, ሻࢇ࢝ሺ	αν	εκτός	ሿ࢈ ൌ ࢝ሺ࢈ሻ ൌ ૙,	

૛ሺ࢞ሻࢎ																													 െ
૚

૛
૛ࢍ
ᇱ ሺ࢞ሻ െ

૚

૝
ሾࢍ૛ሺ࢞ሻሿ૛ ≡ ૚ሺ࢞ሻࢎ െ

૚

૛
૚ࢍ
ᇱ ሺ࢞ሻ െ

૚

૝
ሾࢍ૚ሺ࢞ሻሿ૛	,	

και	 η	 συνάρτηση	 ࢛ሺ࢞ሻ	 είναι	 σταθερό	 πολλαπλάσιο	 της	 συνάρτησης	

࢝ሺ࢞ሻିࢋሺ૚ ૛⁄ ሻ׬ ሾࢍ૚ሺࣈሻିࢍ૛ሺࣈሻሿ ࣈࢊ
࢞
ࢇ .	

		Ας	δούμε	μία	ειδική	περίπτωση	του	παραπάνω	θεωρήματος.	

	Έστω	݃ଶሺݔሻ ≡ 0	και	݄ଶሺݔሻ ≡ 	τη	πάρουμε	αν	Τότε	σταθερά.	θετική	μία	είναι	ܯ	όπου	ܯ
συνάρτηση	 ݓ ൌ ݔሺܯ√݊݅ݏ െ ܽሻ,	 αυτή	 είναι	 λύση	 της	 εξίσωσης	 ᇱᇱݓ ൅ ݓܯ ൌ 0	 όπως	
γνωρίζουμε	 από	 την	 επίλυση	 των	 συνήθων	 διαφορικών	 εξισώσεων.	 Η	 συνάρτηση	 	ݓ

μηδενίζεται	στα	σημεία	ܽ, ܽ ൅ ቀ గ

√ெ
ቁ.	Άρα	καταλήγουμε	στο	εξής	συμπέρασμα:	

Πόρισμα:	 Αν	 η	 συνάρτηση	 	ݑ είναι	 λύση	 της	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ ᇱᇱݑ ൅ ݃ሺݔሻݑᇱ ൅ ݄ሺݔሻݑ ൌ 0	 με	

݄ሺݔሻ െ
ଵ

ଶ
݃ᇱሺݔሻ െ

ଵ

ସ
ሾ݃ሺݔሻሿଶ ൑ 	είναι	ሻݔሺݑ	της	μηδενικών	των	μεταξύ	απόσταση	η	τότε	ܯ

τουλάχιστον	 ߨ	 ⁄ܯ√ .	Αν	 		݄ሺݔሻ െ
ଵ

ଶ
݃ᇱሺݔሻ െ

ଵ

ସ
ሾ݃ሺݔሻሿଶ ൒ ′ܯ ൐ 0	τότε	η	απόσταση	μεταξύ	

δύο	διαδοχικών	μηδενικών	της	ݑሺݔሻ	είναι	το	πολύ	ߨ ⁄′ܯ√ .	
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	2																																			Ο	ΤΕΛΕΣΤΗΣ	LAPLACE	

		Στο	προηγούμενο	κεφάλαιο	 είδαμε	 την	αρχή	 του	μεγίστου	στις	συνήθεις	 διαφορικές	
εξισώσεις.	 Θα	 επεκτείνουμε,	 σε	 αυτό	 το	 κεφάλαιο,	 την	 ίδια	 αρχή	 για	 τις	 ελλειπτικές	
μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις	 σε	 δύο	 ή	 και	 περισσότερες	 διαστάσεις	 και	 θα	
διατυπώσουμε	 θεωρήματα	 μοναδικότητας	 για	 την	 ύπαρξη	 της	 λύσης	 που	 απορρέουν	
από	την	αρχή	του	μεγίστου.	

		Έστω	ݑሺݔଵ, ,ଶݔ … , 	χωρίο	στο	συνάρτηση	παραγωγίσιμη	συνεχώς	φορές	δύο	είναι	να	௡ሻݔ
	:ως	ορίζεται	Laplace	τελεστής	Ο	χώρο.	Ευκλείδειο	݊‐διαστάσεων	σε	ܦ

																																																															∆≡
డమ

డ௫భ
మ ൅

డమ

డ௫మ
మ ൅ ⋯൅

డమ

డ௫೙
మ.	

		Εάν	η	εξίσωση	ݑ߂ ൌ 0	ικανοποιείται	σε	κάθε	σημείο	του	χωρίου	ܦ,	λέμε	ότι	η	συνάρτηση	
	.συνάρτηση	αρμονική	είναι	ότι	απλά	ή	ܦ	στο	αρμονική	είναι	ݑ

	Έστω	η	συνάρτηση	ݑ	έχει	μέγιστο	σε	εσωτερικό	σημείο	του	χωρίου	ܦ.	Τότε	γνωρίζουμε	
από	απλούς	υπολογισμούς	ότι	σε	αυτό	το	σημείο	πρέπει	οι:																																																																					 																								

																														
డ௨

డ௫భ
ൌ 0,		

డ௨

డ௫మ
ൌ 0,	…	,

డ௨

డ௫೙
ൌ 0	και		

డమ௨

ௗ௫భ
మ ൑ 0,		

ௗమ௨

ௗ௫మ
మ ൑ 0,	…	,

ௗమ௨

ௗ௫೙
మ ൑ 0.	

		Επιπλέον	στο	μέγιστο	η	ανισότητα	ݑ߂ ൑ 0	ισχύει.	Από	τα	παραπάνω	οδηγούμαστε	στο	
εξής	αποτέλεσμα,	ότι	αν	μια	συνάρτηση	ικανοποιεί	την	ανισότητα		

ݑ߂																																																																																			 ൐ 0,																																																																			ሺ1ሻ																																			
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σε	κάθε	σημείο	του	χώρου,	τότε	η	ݑ	δεν	μπορεί	να	περιέχει	το	μέγιστό	της	σε	οποιοδήποτε	
εσωτερικό	σημείο	του	χωρίου	ܦ.		

		Έστω	 ܾଵሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵݔܾଶሺ	௡ሻ,ݔ ,ଶݔ … , ,ଵݔܾ௡ሺ	௡ሻ,…,ݔ ,ଶݔ … , 	௡ሻݔ να	 είναι	 οποιεσδήποτε	
φραγμένες	 συναρτήσεις	 ορισμένες	 στο	 χωρίο.	 Χωρίς	 να	 αλλάξουμε	 το	 παραπάνω	
επιχείρημα	καταλήγουμε	ότι	αν	η	συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	την	αυστηρή	ανίσωση	:	

ݑ߂																																																																		 ൅ ܾଵ
డ௨

డ௫భ
൅ ⋯൅ ܾ௡

డ௨

డ௫೙
൐ 0.																																										ሺ2ሻ 																																					

στο	 χωρίο	ܦ,	 τότε	 η	 συνάρτηση	 	ݑ δεν	 περιέχει	 το	 μέγιστο	 σε	 εσωτερικό	 σημείο.	 Στο	
πρώτο	 κεφάλαιο,	 είδαμε	 ότι	 είναι	 βασικό	 να	 δείξουμε	 την	 αρχή	 του	 μεγίστου	 για	
διαφορικές	ανισώσεις	που	δεν	είναι	αυστηρές.	Πρέπει	να	δείξουμε	ότι	η	παραπάνω	αρχή	
του	 μεγίστου	 είναι	 έγκυρη	 ακόμη	 και	 αν	 επιτρέπεται	 η	 ισότητα	 στις	 σχέσεις	
ሺ1ሻ, ሺ2ሻ.	Συγκεκριμένα	 επιθυμούμε	 να	 δείξουμε	 ότι	 οι	 αρμονικές	 συναρτήσεις	
ικανοποιούν	 την	 αρχή	 του	 μεγίστου.	 Ας	 δείξουμε	 την	 αρχή	 για	 συναρτήσεις	 δύο	
μεταβλητών	που	ικανοποιούν	την	ανίσωση:			

ݑ߂																																																																		 ൌ
ௗమ௨

ௗ௫మ
൅

ௗమ௨

ௗ௬మ
൒ 0.																																																												ሺ3ሻ 																																					

																																																									  

                                                        Kύκλος κέντρου ሺഥ࢞, ഥ࢟ሻ και ακτίνας R με σύνορο ࢘࡯.	

		Είναι	απαραίτητο	να	χρησιμοποιήσουμε	προϋποθέσεις	για	τον	τελεστή	Laplace.	Έστω	
ሺ̅ݔ, ,ݔሺ̅	σημείο	το	κέντρο	με	ܦ	του	δίσκος	είναι	να	௥ܭ	έστω	και	ܦ	χωρίου	του	σημείο	തሻݕ 	തሻݕ
και	ακτίνα	ݎ.	Ο	κυκλικός	δίσκος	συμβολίζεται	με	ܥ௥.	

		Θυμόμαστε	ότι	η	βαθμίδα	της	συνάρτησης	ݒ	είναι	η	διανυσματική	συνάρτηση	݃ݒ݀ܽݎ ≡
డ௩

డ௫
ଓԦ൅

డ௩

డ௬
ଔԦ,	 όπου	 ଓԦ, ଔሬሬԦ	 είναι	 τα	 συνήθη	 μοναδιαία	 διανύσματα.	 Η	 απόκλιση	 της	

διανυσματικής	 συνάρτησης	 ݓ ൌ ܽሺݔ, ሻଓԦ൅ݕ ܾሺݔ, 	ሻଔԦݕ είναι	 η	 βαθμωτή	 συνάρτηση	 που	
δίνεται	από	τον	τύπο:	

ݓݒ݅݀																																																																					 ൌ
డ௔

డ௫
൅

డ௕

డ௬
	.	

		Έχουμε:																																																		ݑ߂ ൌ ሺ4ሻ																																																													ሻ.ݑ݀ܽݎሺ݃ݒ݅݀ 																																					

		Εφαρμόζουμε	το	θεώρημα	απόκλισης	στην	Λαπλασιανή	της	συνάρτησης	ݑ	στο	δίσκο	
	:έχουμε	και	௥ܭ

																																											∬ ௄ೝݑ߂
ݕ݀ݔ݀ ≡ ∬ ሻ௄ೝݑ݀ܽݎሺ݃ݒ݅݀

ݕ݀ݔ݀ ൌ ∮
డ௨

డ௥డ஽ 	,ݏ݀

όπου	ݏ	είναι	τόξο	κατά	μήκος	του	δίσκου	ܥ௥	και		
డ௨

డ௥
		είναι	η	παράγωγος	στο	φράγμα	του	

δίσκου	ܥ௥.	Με	χρήση	των	πολικών	συντεταγμένων	έχουμε	݀ݏ ൌ 		:επομένως	και	ߠ݀ݎ

ඵ ݕ݀ݔ݀ݑ߂ ൌ
௄ೝ

නݎ
ݑ߲
ݎ߲

ଶగ

଴
	.ߠ݀	
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		Συνεπάγεται	ότι	αν	ݑ߂ ൒ 0	στο	χωρίο	ܦ,	τότε		

׬																																																																										
డ௨

డ௥

ଶగ
଴ ߠ݀ ൒ 0.																																																															ሺ5ሻ 																																						

		Επιτρέπουμε	το	ݎ	να	μεταβάλλεται	μεταξύ	του	μηδενός	και	ενός	σταθερού	αριθμού	ܴ	
Kάθε	ܭ௥	 είναι	 δίσκος	με	 κέντρο	 το	σημείο	 ሺ̅ݔ, 	αρκούντως	λαμβάνεται	ܴ	αριθμός	Ο	തሻ.ݕ
μικρός	ώστε	 ο	 δίσκος	ܭ௥	 να	περιέχεται	 ολόκληρος	 στο	 χωρίο	ܦ.	Ολοκληρώνοντας	 τη	
σχέση	ሺ5ሻ	από	το	0	ως	το	ܴ	και	αλλάζοντας	τη	σειρά	ολοκλήρωσης		παίρνουμε	ότι:	

׬																																												 ׬
డ௨

డ௥

ଶగ
଴

ோ
଴ ݎ݀ߠ݀	 ൌ ׬ ,ሺܴݑ ߠሻ݀ߠ െ ,ݔሺ̅ݑߨ2 തݕ

ଶగ
଴ ሻ ൒ 0,							ή		

,ݔሺ̅ݑ																																																		 തሻݕ ൑
ଵ

ଶగோ
׬ ,ሺܴݑ ߠሻܴ݀ߠ ൌ
ଶగ
଴

ଵ

ଶగோ
׬ ஼ೃݏ݀ݑ

.																															ሺ6ሻ																																						

		Η	δεξιά	πλευρά	της	σχέσης	ሺ6ሻ	είναι	η	μέση	τιμή	της	συνάρτησης	ݑ	που	λαμβάνεται	στον	
δίσκο	ܥோ,	ο	κύκλος	που	έχει	ακτίνα	ܴ	και	κέντρο	το	σημείο	ሺ̅ݔ, 	ሺ6ሻ	σχέση	η	Επιπλέον	തሻ.ݕ
επιβεβαιώνει	ότι	η	τιμή	της	συνάρτησης	ݑ	σε	κάθε	σημείο	του	χωρίου	ܦ	είναι	φραγμένη	
από	τη	μέση	τιμή	πάνω	σε	κάθε	κύκλο	στο	χωρίο	ܦ	έχοντας	αυτό	το	σημείο	σαν	κέντρο.	
Αν	 η	 ݑ߂ ൌ 0,	 αυτή	 η	 ανισότητα	 είναι	 αληθής	 και	 για	 τη	 συνάρτηση	 	ݑ και	 για	 τη	
συνάρτηση	ሺെݑሻ	και	επομένως	παίρνουμε	το	παρακάτω	θεώρημα:	

Θεώρημα	1:	ሺΘεώρημα	Μέσης	Τιμήςሻ	Αν	η	συνάρτηση	࢛	είναι	αρμονική	στο	χωρίο		ࡰ,	τότε	
η	࢛ሺഥ࢞, ഥ࢟ሻ	ισούται	με	τη	μέση	τιμή	που	λαμβάνεται	σε	οποιονδήποτε	κύκλο	στο	χωρίο	ࡰ	με	
κέντρο	ሺഥ࢞, ഥ࢟ሻ,	δηλαδή:		

																																																																													࢛ሺഥ࢞, ഥ࢟ሻ ൌ
૚

૛࣊ࡾ
׬ ࡾ࡯࢙ࢊ࢛

.	

		Για	 να	 έχουμε	 την	 αρχή	 μεγίστου	 υποθέτουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 	ݑ ικανοποιεί	 την	
ανισότητα	ሺ3ሻ	στο	χωρίο	ܦ	και	ότι	περιέχει	το	μέγιστο	ߊ	σε	κάποιο	σημείο	ሺݔ଴, 	στο	଴ሻݕ
ݑ	Αφού	.ܦ ൑ ,଴ݔሺݑ	και	ܯ ଴ሻݕ ൌ 	πρέπει	ݑ	συνάρτηση	η	ότι	ሺ6ሻ	την	από	καταλήγουμε	ܯ
ταυτοτικά	να	είναι	ίση	με	ߊ	σε	κάθε	κύκλο	κέντρου	ሺݔ଴, 	.ܦ	χώρο	στον	βρίσκεται	που	଴ሻݕ
Τώρα	 υποθέτουμε	 ότι	 υπάρχει	 σημείο	 ሺݔଵ, 	στο	ଵሻݕ χωρίο	 	στο	ܦ οποίο	 ݑ ൏ 	ܯ και	
ενώνουμε	τα	σημεία	ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔ଴, ,ଶݔሺ	είναι	ας	και	ܦ	χωρίο	στο	καμπύλη	μια	με	଴ሻݕ 	το	ଶሻݕ
πρώτο	σημείο	σε	αυτήν	την	καμπύλη	με	ݑ ൌ 	ταυτοτικά	είναι	δεν	ݑ	συνάρτηση	η	Τότε	.ܯ
ίση	 με	ܯ	 σε	 έναν	 αρκούντως	 μικρό	 κύκλο	 κέντρου	 ሺݔଶ, 	.ଶሻݕ Επομένως,	 ερχόμαστε	 σε	
αντίφαση	με	την	ανισότητα	ሺ6ሻ	και	προκύπτει	το	παρακάτω	αποτέλεσμα:	

Θεώρημα	2:	ሺΑρχή	Μεγίστουሻ	Έστω	࢛ࢤ ൒ ૙	στο	χωρίο	ࡰ.	Αν	η	συνάρτηση	࢛	περιέχει	το	
μέγιστο	ࢬ	σε	οποιοδήποτε	σημείο	του	χώρου	ࡰ,	τότε	࢛ ≡ 	.ࡰ	στο	ࡹ

																						  

Μονοπάτι που συνδέει τα σημεία ሺ࢞૚, ࢟૚ሻ, ሺ࢞૙, ࢟૙ሻ με ࢛ሺ࢞૙, ࢟૙ሻ το πρώτο σημείο ώστε να ισχύει ࢛ ൌ 	.ࡹ
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		Δεν	έχουμε	θεωρήσει	ότι	το	χωρίο	ܦ	είναι	φραγμένο.	Σημειώνουμε	το	σύνορο	του	ܦ,
	τότε	σταθερή,	μη	και	ܦ߲⋃ܦ	στο	συνεχής	είναι	ݑ	συνάρτηση	η	αν	ότι	Παρατηρούμε	.ܦ߲
οι	τιμές	της	ݑ	στο	χωρίο	ܦ	είναι	κάτω	από	το	μέγιστο	της	ݑ	στο	σύνορο	߲ܦ	αν	το	ܦ	είναι	
φραγμένο.	Αν	το	χωρίο	ܦ	είναι	μη	φραγμένο	αυτές	οι	τιμές	είναι	είτε	κάτω	από	το	μέγιστο	
της	συνάρτησης	ݑ	στο	߲ܦ	ή	κάτω	από	 το	 limit	 superior1	 της	συνάρτησης		ݑ	καθώς	η	
ποσότητα	ሺݔଶ ൅ 	ελαχίστου	αρχής	της	μορφή	αντίστοιχη	μια	Αφού	άπειρο.	στο	τείνει	ଶሻݕ
ισχύει	 για	 συναρτήσεις	 που	 ικανοποιούν	 την	 ανίσωση	 ݑ߂ ൑ 0,	 μπορούμε	 να	
συμπεράνουμε	 ότι	 μια	 μη	 σταθερή	 αρμονική	 συνάρτηση	 δεν	 μπορεί	 να	 περιέχει	 το	
μέγιστό	της	ή	ελάχιστό	της	σε	εσωτερικό	σημείο	του	χωρίου	ܦ.	

Ορισμός:	Μια	συνάρτηση	࢛	που	ικανοποιεί	࢛ࢤ ൒ ૙	σε	χωρίο	ࡰ	λέγεται	υποαρμονική	στο	
࢛ࢤ	Αν	υποαρμονική.	απλά	ή	ࡰ ൑ ૙	έτσι	ώστε	η	συνάρτηση	– ࢛	είναι	υποαρμονική,	λέμε	ότι	
η	࢛	είναι	υπεραρμονική.	

		Έστω	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	υποαρμονική	και	η	συνάρτηση	ݒ	αρμονική	σε	χωρίο	ܦ	με	
σύνορο	 	.ܦ߲ Η	 συνάρτηση	 ݓ ≡ ݑ െ 	ݒ θα	 είναι	 τότε	 υποαρμονική	 στο	 χωρίο	 	.ܦ Αν	 οι	
συναρτήσεις	ݑ, 	ܦ߲	στο	μηδενίζεται	ݓ	συνάρτηση	η	τότε	,ܦ߲	σύνορο	στο	συμπίπτουν	ݒ
και	από	την	αρχή	του	μεγίστου	θα	είναι	μη	θετική	στο	χωρίο	ܦ.	Έχουμε	την	ανισότητα	
ݑ ൑ 	.ܦ	χωρίο	στο		ݒ

		O	όρος	υποαρμονική	προέρχεται	από	την	ιδιότητα	που	μόλις	περιγράψαμε.	Οι	τιμές	της	
υποαρμονικής	συνάρτησης	ݑ	σε	χωρίο	ܦ	πάντα	είναι	κάτω	από	τις	τιμές	της	αρμονικής	
συνάρτησης	ݑ,	η	οποία	συμπίπτει	με	τη	συνάρτηση	ݑ	στο	φραγμένο	χωρίο	ܦ.	

		Τα	θεωρήματα	1,2	 έχουν	κατάλληλες	 επεκτάσεις	σε	 οποιαδήποτε	διάσταση.	Έστω	η	
συνάρτηση	ݑ	είναι	η	υποαρμονική	συνάρτηση	݊	μεταβλητών.	Υποθέτουμε	ότι	ݑ߂ ൒ 0.	
Σημειώνουμε	με	߈ோ	μια	νέα	݊	διαστάσεων	σφαίρα		ακτίνας	ܴ	με	κέντρο	ሺݔଵ,തതതത …ଶ,തതതതݔ , 	και	௡തതതሻݔ
σημειώνουμε	το	σύνορό	του	με	ܥோ.	Η	επιφάνεια	της	σφαίρας		ܥோ,	της	οποίας	η	εξίσωση	
είναι	∑ ሺݔ௞ െ ௞തതതሻଶݔ

௡
௞ୀଵ ൌ ܴଶ	ορίζεται	από	την	ܵோ.	Είναι	καλό	να	γράψουμε	ܵோ ൌ ߱௡ܴ௡ିଵ	

όπου	߱௡	είναι	η	απόλυτη	σταθερά	που	εξαρτάται	μόνο	από	το	݊.	Παραδείγματος	χάρη	
߱ଶ ൌ 	,ߨ2 ߱ଷ ൌ 	.ߨ4 Η	 ανισότητα	 μέσης	 τιμής	 επιβεβαιώνει	 ότι	 για	 υποαρμονικές	
συναρτήσεις		

ଵ,തതതതݔሺݑ																																																									 …ଶ,തതതതݔ , ௡തതതሻݔ ൑
ଵ

ఠ೙ோ೙షభ
׬ ஼ೃ,ݏ݀ݑ

																																												ሺ7ሻ 																																					

όπου	݀ݏ	είναι	το	ሺ݊ െ 1ሻ	διαστάσεων	στοιχείο	της	επιφάνειας	και	το	ολοκλήρωμα	δεξιά	
είναι	κλειστό	ολοκλήρωμα.	Το	θεώρημα	μέσης	τιμής	για	τις	αρμονικές	συναρτήσεις	και	η	
αρχή	του	μεγίστου	για	݊	διαστάσεων	υποαρμονικές	συναρτήσεις	είναι	άμεσες	συνέπειες	
της	σχέσης	ሺ7ሻ.	

			
	
	
	
	
	
	

                                                            
1  Το  limit  inferior  που  συμβολίζεται  με    lim

ோ→஺
݂݅݊  ορίζεται	ሺܴ௡ሻܨ να  είναι  ο  μικρότερος  αριθμός  ܽ 

(πιθανώς και τα േ∞ሻ τέτοιος ώστε να υπάρχει ακολουθία ܴ ௡ → ሺܴ௡ሻܨ για το οποίο ܣ → ܽ.	Αντίστοιχα 
ορίζεται  το  limit  superior  που  συμβολίζεται  με  lim

ோ→஺
	ορίζεται	και	ሺܴ௡ሻܨ݌ݑݏ limோ→஺

ሺܴ௡ሻܨ݌ݑݏ ൌ

	െ lim
ோ→஺

݂݅݊ ሾെܨሺܴ௡ሻሿ. 
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										ΔΕΥΤΕΡΗΣ	ΤΑΞΗΣ	ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΟΙ	ΤΕΛΕΣΤΕΣ‐ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ	

		Θεωρούμε	 τους	 δεύτερης	 τάξης	 διαφορικούς	 τελεστές	 της	 μορφής		

∑ ܽ௜௝ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ
డమ

డ௫೔డ௫ೕ
௡
௜,௝ୀଵ .	Αφού	είναι	߲

ଶ

௝൘ݔ௜߲ݔ߲ ൌ ߲ଶ
௜൘ݔ௝߲ݔ߲ 	ορίζουμε	ܽ௜௝ ൌ

ଵ

ଶ
൫ܽ௜௝ ൅

௝ܽ௜൯	και	γράφουμε	την	παρακάτω	διαφορική	έκφραση:	

																																																											ख ≡ ∑ ܽ௜௝ሺ
௡
௜,௝ୀଵ ,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ

డమ

డ௫೔డ௫ೕ
,																																								ሺ1ሻ 																																					

ܽ௜௝ ൌ ݆ܽ݅	, ݅, ݆ ൌ 1,2, … , ݊	χωρίς	βλάβη	της	γενικότητας	θεωρούμε	ότι	οι	συντελεστές	των	
τελεστών	είναι	συμμετρικοί,	μια	θεώρηση	που	πάντα	πρέπει	να	κάνουμε.	

Ορισμός:	Ο	τελεστής	ሺ૚ሻ	καλείται	ελλειπτικός	σε	σημείο	࢞ ൌ ሺ࢞૚, ࢞૛,… , 	αν	μόνο	και	αν	ሻ࢔࢞
υπάρχει	μία	θετική	ποσότητα	ࣆሺ࢞ሻ	τέτοια	ώστε	

																																																														∑ ࢐࢏ࢇ
࢔
࢐ୀ૚,࢏ ሺ࢞ሻ࢐ࣈ࢏ࣈ ൒ ∑ሺ࢞ሻࣆ	 ࢏ࣈ

૛,࢔
ୀ૚࢏ 																																								ሺ૛ሻ 																																						

για	 όλες	 τις	 	άδες‐࢔ των	 πραγματικών	 αριθμών	 ሺࣈ૚, ,૛ࣈ … , 	.ሻ࢔ࣈ Ο	 τελεστής	 ख	 λέγεται	
ελλειπτικός	στο	χωρίο	ࡰ,	αν	είναι	ελλειπτικός	σε	κάθε	σημείο	του	ࡰ.	Είναι	ομοιόμορφα	
ελλειπτικός	στο	χωρίο	ࡰ,	αν	η	σχέση	ሺ૛ሻ	 ισχύει	για	κάθε	σημείο	του	ࡰ	και	αν	υπάρχει	
θετική	σταθερά	τέτοια	ώστε	ࣆሺ࢞ሻ ൒ 	.ࡰ	χωρίο	στο	࢞	τα	όλα	για	૙ࣆ

		Σε	 γλώσσα	 πινάκων	 η	 ελλειπτική	 συνθήκη	 επιβεβαιώνει	 ότι	 ο	 συμμετρικός	 πίνακας	

ሺ࢞ሻܣ ൌ ൭
ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௡
⋮ ⋱ ⋮
ܽ௡ଵ ⋯ ܽ௡௡

൱	είναι	θετικά	ορισμένος	σε	κάθε	σημείο	࢞.	Ενδιαφερόμαστε	να	

δούμε	την	επίδραση	πολλών	μετασχηματισμών	των	συντεταγμένων	του	ख.	Μία	γραμμική	
αλλαγή	συντεταγμένων	

௜ݕ																																																																 ൌ ∑ ܿ௜௝ݔ௝
௡
௝ୀଵ , ݅ ൌ 1,2, … , ݊,																																													ሺ3ሻ 																																					

μπορεί	 να	 γραφεί	 με	 βοήθεια	 πινάκων	࢟ ൌ 	.࢞ܥ Σε	 αυτήν	 την	 εξίσωση	 οι	 ࢟, ࢞	 είναι	
πίνακες	݊1ݔ	και	ο	ܥ	είναι	݊݊ݔ	πίνακας	൫ܿ௜௝൯.	Ο	݊݊ݔ	πίνακας	ܥ	λέγεται	ορθογώνιος	αν	και	
μόνο	αν	τα	στοιχεία	του	ικανοποιούν	τις	σχέσεις														
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																																																					∑ ܿ௜௝ܿ௜௞
௡
௜ୀଵ ൌ ൜

1	, αν	݆ ൌ ݇,
0	, αν	݆ ് ݇, 			݆, ݇ ൌ 1,2, … , ݊.																													ሺ4ሻ										 																											

		Εύκολα	από	γραμμική	άλγεβρα	μπορεί	να	δειχθεί	ότι		

																																																						∑ ܿ௜௞ ௝ܿ௞
௡
௞ୀଵ ൌ ൜

1	, ݆	ߥߙ ൌ ݅,
0	, ݆	ߥܽ ് ݅, 		݅ ൌ 1,2, … , ݊,																																	ሺ5ሻ												 																									

		

είναι	ισοδύναμη	με	τη	σχέση	ሺ4ሻ.	

		Σημειώνουμε	 τον	 αντιμεταθετικό	 του	 	ܥ με	 	்ܥ και	 τον	 αντίστροφο	 με	 	ଵିܥ και	
παρατηρούμε	ότι	τα	κριτήρια	ορθογωνιότητας	ሺ4ሻ, ሺ5ሻ	είναι	ισοδύναμα	με	τη	σχέση	்ܥ ൌ
	.ଵିܥ

Ορισμός:	O	μετασχηματισμός	ሺ૜ሻ	καλείται	ορθογώνιος	αν	και	μόνο	αν	ο	πίνακας	࡯ ൌ ሺ࢐࢏ࢉሻ	
είναι	ορθογώνιος.		

		Το	 επόμενο	 αποτέλεσμα	 δείχνει	 ότι	 η	 ελλειπτικότητα	 ενός	 μετασχηματισμού	 δεν	
επηρεάζεται	από	τους	ορθογώνιους	μετασχηματισμούς	των	συντεταγμένων.	

	Θεώρημα	 3:	 Έστω	 ο	 τελεστής	 	 ख ≡ ∑ ࢐࢏ࢇ
ࣔ૛

࢐࢞ࣔ࢏࢞ࣔ
࢔
࢐ୀ૚,࢏ 	 είναι	 ελλειπτικός.	 Τότε	 από	 τον	

ορθογώνιο	μετασχηματισμό	ሺ૜ሻ	ο	τελεστής		ख	παίρνει	τη	μορφή	:	

																																																																							∑ ࢒࢑࢈
ࣔ૛

࢒࢑ࣔ࢟࢟ࣔ

࢔
ୀ૚࢒,࢑ 	,																																																																ሺ૟ሻ 																																						

όπου	

࢒࢑࢈																																																												 ൌ ,	࢐࢒ࢉ࢏࢑ࢉ࢐࢏ࢇ ,࢒ ࢑ ൌ ૚,… , ሺૠሻ																																																	.࢔ 																																						

Ο	τελεστής	ሺ૟ሻ	είναι	ελλειπτικός.	

Απόδειξη:	 Aφού	 ௜ݕ߲ ⁄௝ݔ߲ ൌ ܿ௜௝	 εφαρμόζοντας	 τον	 κανόνα	 της	 αλυσίδας	 στον	 ख	 και	

έχουμε:	∑ ࢐࢏ࢇ
ࣔ૛

࢐࢞ࣔ࢏࢞ࣔ
࢔
࢐ୀ૚,࢏ ൌ ∑ ࢐࢒ࢉ࢏࢑ࢉ࢐࢏ࢇ

ࣔ૛

࢒࢑ࣔ࢟࢟ࣔ

࢔
ୀ૚࢒,࢐,࢑,࢏ .	Ορίζουμε	τον	πίνακα	ܤ ൌ ሺܾ௞௟ሻ	και	από	

τη	σχέση	ሺ7ሻ	έχουμε	τον	ख	στον	τύπο	ሺ6ሻ.	

Για	να	εδραιώσουμε	την	ελλειπτικότητα	της	σχέσης	ሺ6ሻ	θεωρούμε	οποιαδήποτε	݊‐άδα	
ሺߦଵ, … , 	:	γράφουμε	και	ଶሻߦ

																																																					∑ ܾ௞௟ߦ௞ߦ௟
௡
௞,௟ୀଵ ൌ ∑ ܽ௜௝ܿ௞௜ߦ௞ܿ௟௝ߦ௟

௡
௜,௝,௞,௟ୀଵ .	

Ορίζοντας	݊௜ ൌ ∑ ܿ௞௜ߦ௞
௡
௞ୀଵ 		έχουμε	∑ ܾ௞௟ߦ௞ߦ௟

௡
௞,௟ୀଵ ൌ ∑ ܽ௜௝݊௜ ௝݊

௡
௜,௝ୀଵ .	

Επομένως	από	τις	συνθήκες	ሺ2ሻ, ሺ5ሻ	:			

																	∑ ܾ௞௟ߦ௞ߦ௟
௡
௞,௟ୀଵ ൒ ∑ሺ࢞ሻߤ ݊௜݊௜

௡
௜ୀଵ ൌ ∑ሺ࢞ሻߤ ܿ௞௜ߦ௞ܿ௟௜ߦ௟ ൌ ∑ሺ࢞ሻߤ ௞ߦ

ଶ௡
௞ୀଵ

௡
௜,௞,௟ୀଵ .	

Παρατηρήσεις:		Σημειώνουμε	ότι	διατηρείται	και	η	ελλειπτικότητα	κάτω	από	ορθογώνιο	
μετασχηματισμό	συντεταγμένων	αλλά	και	η	ποσότητα	ߤሺ࢞ሻ	παραμένει	αναλλοίωτη.	Αν	ο	
τελεστής	 είναι	 ομοιόμορφα	 ελλειπτικός,	 τότε	 μετά	 από	 μετασχηματισμό	 παραμένει	
ομοιόμορφα	 ελλειπτικός.	 Για	 να	 εφαρμόσουμε	 τον	 κανόνα	 της	 αλυσίδας	 πρέπει	 τα	
στοιχεία	 του	 	ܥ να	 είναι	 σταθερές.	 Αν	 ένας	 τελεστής	 με	 σταθερούς	 συντελεστές	 είναι	
ελλειπτικός	 σε	 ένα	 σημείο,	 τότε	 είναι	 ομοιόμορφα	 ελλειπτικός	 σε	 όλο	 το	 ݊‐διάστατο	
χωρίο.	Πιο	συγκεκριμένα	ο	τελεστής	Laplace	είναι	ελλειπτικός	παντού.	Όπως	γνωρίζουμε	
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από	 τη	 γραμμική	 άλγεβρα	 για	 έναν	 συμμετρικό	 πίνακα	 ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ,	 υπάρχει	 ένας	
ορθογώνιος	 πίνακας	 ܥ ൌ ሺܿ௜௝ሻ,	 τέτοιος	 ώστε	 ο	 πίνακας	 ܤ ൌ ሺܾ௜௝ሻ,	 που	 δίνεται	 από	
ܾ௜௝ ∑ ܿ௜௞ܽ௞௟ ௝ܿ௟

௡
௞,௟ୀଵ , ݅, ݆ ൌ 1,… , ݊	ή	ισοδύναμα	ܤ ൌ 	ܤ	πίνακας	Ο	διαγώνιος.	είναι	να	ଵିܥܣܥ

έχει	 την	 ιδιότητα	 ܾ௜௝ ൌ 0	 αν	 ݅ ് ݆.	 Τα	 στοιχεία	 κατά	 μήκος	 της	 διαγωνίου	 του		
	καλούνται	߀ ιδιοτιμές	 του	 πίνακα	 ሺܽ௜௝ሻ.	 Αν	 κάνουμε	 διαγωνοποίηση	 σε	 ένα	 σημείο	 ഥ࢞,	
λαμβάνουμε	 ∑ ܾ௞௟ሺ

௡
௞,௟ୀଵ ഥ࢞ሻ݊௞݊௟ ൌ ∑ ܾ௞௞ሺ

௡
௞ୀଵ ሻ݊௞ݔ̅

ଶ ൒ ሺഥ࢞ሻߤ ∑ ݊௞
ଶ௡

௞ୀଵ 	 για	 όλες	 τις	 ݊‐άδες	
ሺ݊ଵ, ݊ଶ, … , ݊௡ሻ	 που	 συνεπάγεται	 ότι	 τα	 στοιχεία	 ܾ௞௞ሺഥ࢞ሻ	 είναι	 θετικά.	 Στην	
πραγματικότητα	έχουμε	ܾ௞௞ሺഥ࢞ሻ ൒ 	τοποθετηθεί	έχει	ख	τελεστής	ο	ότι	Υποθέτουμε	ሺഥ࢞ሻ.ߤ
σε	 διαγώνια	 μορφή	 σε	 συγκεκριμένο	 σημείο	 ഥ࢞	 και	 υποθέτουμε	 ότι	 μπορούμε	 να	

γράψουμε			ࣦ ≡ ∑ ܾ௜௜ሺ̅ݔሻ
௡
௜ୀଵ

డ

డ௬೔
మ.	

Εισάγουμε	τώρα	έναν	δεύτερο	μετασχηματισμό	συντεταγμένων	

௞ݖ																																																																	 ൌ
ଵ

ඥ௕ೖೖሺഥ࢞ሻ
݇	,௞ݕ ൌ 1,2, … , ݊																																													ሺ8ሻ	

και	ο	τελεστής	ࣦ	παίρνει	τη	μορφή	ࣦ ≡ ∑ ܾ௜௜
௡
௞ୀଵ

డమ

డ௭ೖ
మ.		Ακουλουθεί	το	επόμενο	θεώρημα:																				 																				

Θεώρημα	4:		Ένας	δεύτερης	τάξης	τελεστής	ख	είναι	ελλειπτικός	σε	ένα	σημείο	࢞ഥ	αν	και	μόνο	
αν	 υπάρχει	 γραμμικός	 μετασχηματισμός	 ࢑ࢠ ൌ ∑ ࢑࢐࢞࢐ࢊ

࢔
࢐ୀ૚ , ࢑ ൌ ૚,… , 	࢔ τέτοιος	ώστε	στο	

σημείο	ഥ࢞,	o	ख	να	γίνεται	ο	Λαπλασιανός	τελεστής	στις	࢑ࢠ	συντεταγμένες.	

		Πρέπει	να	δώσουμε	έμφαση	ότι	έχουμε	θεωρήσει	ότι	ሺ݀௞௝ሻ	είναι	σταθερός	πίνακας	ώστε	
ο	υποβιβασμός	ενός	τελεστή	ελλειπτικού	δεύτερης	τάξης	γίνεται	σε	συγκεκριμένο	σημείο	
	υποβιβάσουμε	να	εφικτό	είναι	δεν	ότι	δειχθεί	να	μπορεί	Γενικά	χώρο.	το	όλο	σε	όχι	και	ݔ̅
έναν	 τελεστή	 δεύτερης	 τάξης	 σε	 τελεστής	 Laplace	 σε	 ολόκληρο	 το	 χώρο	 με	
μετασχηματισμό	συντεταγμένων.	

		Ο	 τελεστής	 ሺܮ ൅ ݄ሻ ≡ ∑ ܽ௜௝
௡
௜,௝ୀଵ

డమ

డ௫೔డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜

డ

డ௫೔
௡
௜ୀଵ ൅ ݄	 είναι	 ελλειπτικός	 στο	 	ݔ̅ αν	 και	

μόνο	αν	ख ≡ ∑ ܽ௜௝
௡
௜,௝ୀଵ

డమ

డ௫೔డ௫ೕ
	είναι	ελλειπτικός.	Καλείται	ομοιόμορφα	ελλειπτικός,	αν	ο	ख	

είναι	ομοιόμορφα	ελλειπτικός	στο	χωρίο	ܦ.	Ο	τελεστής	ख	καλείται	κύριο	μέρος	του	ሺܮ ൅
݄ሻ.	
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																												ΜΙΑ	ΑΝΑΦΟΡΑ	ΣΤΗΝ	ΑΡΧΗ	ΜΕΓΙΣΤΟΥ	ΤΟΥ	E.HOPF	

		Θεωρούμε	την	αυστηρή	διαφορική	ανίσωση		

ሿݑሾܮ																																																					 ≡ ∑ ܽ௜௝
௡
௜,௝ୀଵ

డమ௨

డ௫೔డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜

డ௨

డ௫೔
௡
௜ୀଵ ൐ 0,																																		ሺ1ሻ 																																					

σε	ένα	χωρίο	ܦ	και	θεωρούμε	ότι	ο	ܮ	είναι	ελλειπτικός	στο	ܦ.	Αν	η	συνάρτηση	ݑ	έχει	
μέγιστο	 	ܯ σε	 ένα	 σημείο	 ഥ࢞ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , 	,௡ሻݔ γνωρίζουμε	 από	 τον	 λογισμό	 πολλών	
μεταβλητών	ότι	στο	ഥ࢞		

																																																									
డ௨

డ௭ೖ
ൌ 0	και		

ௗమ௨

ௗ௭ೖ
మ ,			݇ ൌ 1,2, … , ݊,	

για	 οποιεσδήποτε	 συντεταγμένες	 ,ଵݖ ,ଶݖ … , 	௡ݖ που	 μπορούμε	 να	 πάρουμε	 από	 τις	
συντεταγμένες	 ,ݔ ,ଶݔ … , 	௡ݔ με	 γραμμικό	 μετασχηματισμό.	 Πιο	 συγκεκριμένα,	 αν	ख,	 το	
κύριο	μέρος	του	ܮ,	είναι	ο	τελεστής	Laplace	σε	ݖ	συντεταγμένες,	τότε	η	σχέση	ሺ1ሻ	δεν	
μπορεί	να	ισχύει	στο	ഥ࢞.	Όποτε	ο	ܮ	είναι	ελλειπτικός	μπορούμε	να	βρούμε	ένα	γραμμικό	
μετασχηματισμό	των	συντεταγμένων	έτσι	ώστε	στο	࢞ഥ	ο	τελεστής	ख	να	γίνεται	ο	τελεστής	
Laplace.	Καταλήγουμε	στο	ότι	αν	ܮ	είναι	ελλειπτικός,	μια	συνάρτηση	ݑ	που	ικανοποιεί	τη	
σχέση	 ሺ1ሻ	 σε	 ένα	 χωρίο	 	ܦ δεν	 μπορεί	 να	 έχει	 μέγιστο	 στο	 χωρίο	 	.ܦ Όπως	 στην	
μονοδιάστατη	περίπτωση	μπορούμε	να	επεκτείνουμε	την	αρχή	του	μεγίστου	έτσι	ώστε	
να	συμπεριλάβουμε	την	πιθανότητα	ότι	η	ܮሾݑሿ	ικανοποιεί	μία	ανισότητα	που	δεν	είναι	
αυστηρή.	

Θεώρημα	5:	‘Εστω	η	συνάρτηση	࢛ሺ࢞૚, ࢞૛,… , 	ανίσωση	διαφορική	τη	ικανοποιεί	ሻ࢔࢞

ሿݑሾܮ																																														 ≡ ∑ ܽ௜௝
௡
௜,௝ୀଵ ሺ࢞ሻ

డమ௨

డ௫೔డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜ሺ࢞ሻ

డ௨

డ௫೔
௡
௜ୀଵ ൒ 0,		

	σε	ένα	χωρίο	ࡰ	όπου	ࡸ	είναι	ομοιόμορφα	ελλειπτικός.	Υποθέτουμε	ότι	οι	συντελεστές	࢐࢏ࢇ	
και	࢏࢈	είναι	ομοιόμορφα	φραγμένοι.	Αν	η	συνάρτηση	࢛	λαμβάνει	ένα	μέγιστο	ࡹ	σε	ένα	
σημείο	του	χωρίου	ࡰ,	τότε	η	συνάρτηση	࢛ ≡ 	.ࡰ	στο	ࡹ
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Το σχήμα 3 δείχνει το χωρίο ࡰ και ένα μονοπάτι να συνδέει δύο σημεία ώστε ࢛(ࡼ૚ሻ ൌ  ૚ είναι τοࡼ όπου ,ࡹ
κέντρο ενός κύκλου ࢪ.	

Απόδειξη:	Υποθέτουμε	ότι	ݑ ൌ ݑ	ότι	και	ܦ	χωρίου	του	ܲ	σημείο	κάποιο	σε	ܯ ൏ 	σε	ܯ
κάποιο	άλλο	σημείο	ܳ	του	χωρίου	ܦ	και	θα	καταλήξουμε	σε	αντίφαση.	Κατασκευάζουμε	
ένα	τόξο	ߛ	στο	χωρίο	ܦ	που	επεκτείνεται	από	το	ܳ	στο	ܲ	ሺΣχήμα	3ሻ.	Σημειώνουμε	με	ܴ		
το	πρώτο	σημείο	στο	ߛ	όπου	ݑ ൌ ݑ	Είναι	.ܯ ൏ 	Ας	ܴ.	και	ܳ	μεταξύ	ߛ	του	κομμάτι	στο	ܯ
είναι	݀ ൐ 0	το	ανώτερο	κάτω	φράγμα	των	αποστάσεων	μεταξύ	οποιοδήποτε	σημείου	
του	ߛ	και	οποιοδήποτε	σημείου	στο	σύνορο	του	χωρίου	ܦ.	Θεωρούμε	ένα	σημείο	 ଵܲ	του	

μέρους	 ܴܳ	 του	 	ߛ σε	 απόσταση	 μικρότερη	 του	
ଵ

ଶ
݀	 από	 το	 ܴ	 και	 κατασκευάζουμε	 τη	

μέγιστη	σφαίρα	που	έχει	κέντρο	το	 ଵܲ	στο	οποίο	ݑ ൏ 	ακτίνα	έχει	θα	σφαίρα	η	Αυτή	.ܯ

μικρότερη	του	
ଵ

ଶ
݀	και	θα	βρίσκεται	εξ	ολοκλήρου	στο	χωρίο	ܦ.	Ας	είναι	ένα	σημείο	ܵ	στο	

σύνορο	߲ܭ	της	σφαίρας	ܭ	τέτοιο	ώστε	η	συνάρτηση	ݑ ൌ 	συνέχεια	Από	ܵ.	σημείο	στο	ܯ
πρέπει	 να	 υπάρχει	 τουλάχιστον	 ένα	 τέτοιο	 σημείο.	 Μπορεί	 να	 υπάρχουν	 πολλά.	
Κατασκευάζουμε	 τη	 σφαίρα	 	ଵܭ εφαπτομένη	 στο	 σύνορο	 	στοܭ߲ σημείο	 ܵ	 και	 να	
βρίσκεται	εξολοκλήρου	στη	σφαίρα	ܭ	ሺΣχήμα	4ሻ.	Σημειώνουμε	το	σύνορο	της	σφαίρας	
ݑ	συνάρτηση	η	ότι	παρατηρούμε	και	ଵܭ߲	με	ଵܭ ൏ 	ଵܭ߲	σύνορο	στο	και	ଵܭ	σφαίρα	στη	ܯ
εκτός	από	το	μοναδικό	σημείο	ܵ	όπου	ݑ ൌ 	με	σημειώνεται	ଵܭ	σφαίρας	της	ακτίνα	Η	.ܯ

ଶݎ	ακτίνα	με	και	ଶܭ߲	σύνορο	με	ଶܭ	σφαίρα	μία	κατασκευή:	άλλη	και	Κάνουμε	ଵ.ݎ ൌ
ଵ

ଶ
	ଵݎ

σχεδιάζεται	με	κέντρο	στο	σημείο	ܵ	ሺΣχήμα	5ሻ.	Σημειώνουμε	με	ܥଶ
ᇱ	το	κομμάτι	του	߲ܭଶ	

μέσα	στη	σφαίρα	ܭଵ	και	στο	σύνορο	߲ܭଵ.	Η	επιφάνεια	ܥଶ
ᇱ		περιλαμβάνει	το	σύνορό	της,	

το	οποίο	είναι	η	τομή	του	συνόρου	߲ܭଵ	και	του	συνόρου	߲ܭଶ.	Το	κομμάτι	του	߲ܭଶ	έξω	
από	το	߲ܭଵ	το	καλούμε	ܥଶ

ᇱᇱ.		

																	

 

Οι κύκλοι ࡷ και ο ࢪ૚ σε μεγέθυνση που περιέχει το σημείο ࡿ για το οποίο ισχύει ࢛ሺࡿሻ ൌ 	.ࡹ
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		Εφόσον	ݑ ൏ ଶܥ	σύνολο	κλειστό	στο	ܯ
ᇱ	υπάρχει	σταθερά	ߞ ൐ 0	τέτοια	ώστε	ݑ ൑ ܯ െ 	ߞ

στην	ܥଶ
ᇱ .	Αυτό	συνεπάγεται		από	το	γεγονός	ότι	μια	συνεχής	συνάρτηση	σε	ένα	φραγμένο,	

κλειστό	σύνολο	έχει	μέγιστο.	Από	την	άλλη	πλευρά	επειδή	η	συνάρτηση	ݑ ൑ 	παντού	ܯ
γνωρίζουμε	 ότι	 ݑ ൑ 	στο	ܯ ଶܥ

ᇱᇱ.	 Ας	 είναι	 το	 κέντρο	 της	 σφαίρας	ܭଵ	 ෥࢞ ൌ ሺݔଵ,෦ …,ଶ෦ݔ , 	.௡෦ሻݔ
Ορίζουμε	την	αυθαίρετη	συνάρτηση	

ሺ࢞ሻݖ																																																															 ൌ ݁ିఈ∑ ሺ௫೔ି௫ഢ෥ ሻమ
೙
೔సభ െ ݁ିఈ௥భ

మ
,																																										ሺ2ሻ																 																					

όπου	ܽ	είναι	μία	θετική	σταθερά	που	θα	προσδιοριστεί.		

		Είναι	φανερό	ότι																																								൝
ݖ ൐ 0	στην		߈ଵ,
ݖ ൌ 0	στο	߲߈ଵ,

ݖ ൏ 0	έξω	από	την	߈ଵ.
		

		Υπολογίζουμε	

ሿݖሾܮ							 ൌ ݁ିఈ∑ ሺ௫೔ି௫ഢ෥ ሻమ
೙
೔సభ ൛4ߙଶ ∑ ܽ௜௝

௡
௜,௝ୀଵ ሺݔ௜ െ ௝ݔప෥ሻሺݔ െ ఫ෥ሻݔ െ ߙ2 ∑ ሾܽ௜௜ ൅ ܾ௜

௡
௜ୀଵ ሺݔ௜ െ 			.ప෥ሻሿൟݔ

Εξαιτίας	της	ομοιόμορφης	ελλειπτικότητας	του	τελεστή	ख	έχουμε		

																																																∑ ܽ௜௝ሺݔ௜ െ ௝ݔప෥ሻሺݔ െ ఫ෥ሻݔ ൒ ଴ߤ ∑ ሺݔ௜ െ ప෥ሻଶݔ
௡
௜ୀଵ .௡

௜,௝ୀଵ 		

		Αφού	∑ ሺݔ௜ െ ప෥ሻଶݔ ൐
ଵ

ସ
ଵݎ
ଶ௡

௜ୀଵ 	στη	σφαίρα	ܭଶ	καταλήγουμε	ότι	για	το	σημείο	࢞	στη	σφαίρα	

		ଶܭ

ሿݖሾܮ																										 ൒ ∑ఈି݁ߙ ሺ௫೔ି௫ഢഥ ሻమ
೙
೔సభ ሼߤߙ଴ݎଵଶ െ 2∑ ሾܽ௜௜ ൅ ܾ௜ሺݔ௜ െ ప෥ሻሿݔ

௡
௜ୀଵ ሽ.	

		Επιλέγοντας	 	ߙ αρκούντως	 μεγάλο	 κάνουμε	 την	 ποσότητα	 στα	 άγκιστρα	 παραπάνω	
θετική	και	έτσι	παίρνουμε	ܮሾݖሿ ൐ 0	στη	σφαίρα	ܭଶ.	Όπως	στην	απόδειξη	του	θεωρήματος	
ένα	στο	πρώτο	κεφάλαιο	χρησιμοποιούμε	τη	συνάρτηση	ݓ ൌ ݑ ൅ 	ώστε	τέτοιο	ߝ	με	ݖߝ

																																											0 ൏ ߝ ൏
఍

ଵି௘షഀೝభ
మ	.											

			Η	συνάρτηση	w	έχει	τις	ακόλουθες	ιδιότητες:		

ሺ݅ሻ	ݓ ൏ ଶܥ	στην	ܯ
ᇱ .	Για	να	το	δούμε	αυτό	σημειώνουμε	ότι	0 ൑ ݖ ൏ 1 െ ݁ିఈ௥భ

మ
.	Επιπλέον	

ݖߝ ൏ 	ߞ και	 ݑ ൑ ܯ െ 	στην	ߞ ଶܥ
ᇱ .	Προσθέτοντας	 αυτές	 τις	 ανισότητες	 παίρνουμε	ݓ ൏ 	ܯ

στην	ܥଶ
ᇱᇱ	.	

ሺ݅݅ሻ	ݓ ൏ ଶܥ	στηνܯ
ᇱᇱ.	Αυτό	συνεπάγεται	επειδή		ݖ ൏ 0	στην	ܥଶ

ᇱᇱ	και	ݑ ൑ 	παντού	ܯ

	ሺ݅݅݅ሻ	ݓ ൌ 	της	εξαιτίας	σωστή	είναι	πρόταση	η	Αυτή	ଶ.ܭ	σφαίρας	της	κέντρο	το	ܵ,	στο	ܯ
υπόθεσης	ότι	η	συνάρτηση	ݑ ൌ 	συνάρτησης	της	κατασκευή	την	από	και	ܵ	σημείο	στο	ܯ
ݖ ൌ 0	στο	ܵ.		

		Με	βάση	τις	παραπάνω	 ιδιότητες	 ሺ݅ሻ, ሺ݅݅ሻ, ሺ݅݅݅ሻ,	η	συνάρτηση	ݓ	λαμβάνει	 ένα	μέγιστο	
κάπου	στο	εσωτερικό	της	σφαίρας	ܭଶ.	Από	την	άλλη	πλευρά	ܮሾݓሿ ൌ ሿݑሾܮ ൅ ሿݖሾܮߝ ൐ 0	στη	
σφαίρα	ܭଶ.	Επιπλέον	κανένα	μέγιστο	δεν	μπορεί	ληφθεί	στη	σφαίρα	ܭଶ	αν	ο	τελεστής	
		.αποδεικνύεται	θεώρημα	το	και	αντίφαση	σε	Καταλήγουμε	ελλειπτικός.	είναι	ܮ

Παρατηρήσεις:	ሺ݅ሻ	Η	ομοιόμορφη	ελλειπτικότητα	του	τελεστή	ܮ	και	η	φραξιμότητα		των	
συντελεστών	 δεν	 είναι	 απολύτως	 αναγκαία.	 Πρέπει	 να	 θεωρήσουμε	 ότι	 οι	

ποσότητες				
	∑ ௔೔೔ሺ࢞ሻ
೙
೔సభ

ఓሺ࢞ሻ
		και	 	

∑ |௕೔ሺ࢞ሻ|
೙
೔సభ

ఓሺ࢞ሻ
	 είναι	 φραγμένες	 σε	 κάθε	 κλειστή	 σφαίρα	 που	

περιέχεται	στο	εσωτερικό	του	χωρίου	ܦ.	
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	ሺ݅݅ሻ	Το	χωρίο	ܦ	δε	χρειάζεται	να	είναι	φραγμένο.		

ሺ݅݅݅ሻ	 H	 αρχή	 ελαχίστου	 για	 συναρτήσεις	 που	 ικανοποιούν	 ሿݑሾܮ ൑ 0	λαμβάνεται	
εφαρμόζοντας	την	αρχή	μεγίστου	στη	συνάρτηση	െݑ.	Επιπλέον,	μία	μη	σταθερή	λύση	
της	 ελλειπτικής	 διαφορικής	 εξίσωσης	 ሿݑሾܮ ൌ 0	 μπορεί	 να	 μην	 έχει	 ούτε	 μέγιστο	 ούτε	
ελάχιστο	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	του	χωρίου	ܦ.	Για	τελεστές	του	τύπου	ሺܮ ൅ ݄ሻ	έχουμε	
αποτέλεσμα		ανάλογο	με	τη	μονοδιάστατη	περίπτωση	που	δίνεται	στο	κεφάλαιο	1.	

Θεώρημα	6:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	να	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανίσωση	ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൒ ૙	με	
συνάρτηση	ࢎ ൑ ૙,	με	ࡸ	ομοιόμορφα	ελλειπτικό	στο	χωρίο	ࡰ	και	με	τους	συντελεστές	των	
	και	ࡸ 	.φραγμένους	ࢎ Αν	 η	 συνάρτηση	 ࢛	λαμβάνει	 ένα	 μη	 αρνητικό	 μέγιστο	 	ࡹ σε	 ένα	
εσωτερικό	σημείο	του	χωρίου		ࡰ,	τότε	࢛ ≡ 		.ࡹ

Η	 απόδειξη	 του	 θεωρήματος	 6	 	 συνεπάγεται	 από	 την	 απόδειξη	 του	 θεωρήματος	 5.	 Η	
αυθαίρετη	συνάρτηση	ݖ	και	η	θετική	ποσότητα	ߝ	ορίζονται	με	τον	ίδιο	τρόπο.	Όπως	πριν	
η	 αντίφαση	προέρχεται	 από	 την	παρατήρηση	 ότι	 η	 συνάρτηση	ݓ	που	 ικανοποιεί	 την	
ανισότητα	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൐ 0		σε	ένα	χώρο	δεν	μπορεί	να	έχει	ένα	μη	αρνητικό	μέγιστο	εκεί	
αν	݄ ൑ 0.	

Παρατηρήσεις:	Αυτή	η	απόδειξη	ισχύει	ακόμα	και	κάτω	από	την	πιο	ασθενή	υπόθεση	ότι		

οι	 λόγοι	 ∑
௔೔೔ሺ࢞ሻ

ఓሺ࢞ሻ
, ∑

|௕೔ሺ࢞ሻ|

ఓሺ࢞ሻ
, െ

௛ሺ࢞ሻ

ఓሺ࢞ሻ
࢔	

ୀ૚࢏ 	௡
௜ୀଵ είναι	 φραγμένοι	 σε	 κάθε	 κλειστή	 σφαίρα	 στο	

χωρίο	 	.ܦ Ο	 περιορισμός	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݄ ൑ 0	 είναι	 σημαντικός	 και	 πολυάριθμα	
αντιπαραδείγματα	έχουμε	αν	݄ ൐ 0.	Για	παράδειγμα	η	συνάρτηση	ݑ ൌ ݁ି௥

మ
	έχει	μέγιστο	

στο	ݎ ൌ 0	και	είναι	μία	λύση	της	εξίσωσης	ݑ߂ ൅ ሺ2݊ െ ݑଶሻݎ4 ൌ 0	σε	݊	διαστάσεις.	

		Έστω	η	συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	ܮሾݑሿ ൒ 0	σε	ένα	χωρίο	ܦ	με	σύνορο	߲ܦ.	Γνωρίζουμε	ότι	
αν	η	συνάρτηση	ݑ	έχει	μέγιστο	τότε	το	μέγιστο	πρέπει	να	λαμβάνεται	στο	σύνορο.	Πρέπει	
τώρα	να	υποθέσουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	συνεχής	και	φραγμένη	στο	ܦ߲⋃ܦ	και	ότι	
υπάρχει	σημείο	ܲ	στο	σύνορο	߲ܦ	στο	οποίο	η	συνάρτηση	ݑ	παίρνει	τη	μέγιστη	τιμή.	Αν	
το	 χωρίο	 	ܦ είναι	 φραγμένο	 τέτοιο	 σημείο	 πάντα	 υπάρχει.	 Παρατηρούμε	 ότι	 η	
κατευθυνόμενη	 παράγωγος	 της	 συνάρτησης	 	ݑ στο	 σημείο	 ܲ	 που	 λαμβάνεται	 σε	
οποιαδήποτε	κατεύθυνση	στο	σύνορο	που	σημειώνεται	εξωτερικά	από	το	χωρίο	ܦ	δεν	
μπορεί	να	είναι	αρνητική.	Αν	ήταν,	η	συνάρτηση	ݑ	θα	άρχιζε	να	αυξάνεται	όσο	μπαίνουμε	
στο	χωρίο	ܦ	στο	σημείο	ܲ	και	τότε	το	μέγιστο	δεν	θα	λαμβανόταν	στο	ܲ.		

		Ας	 είναι	 ࢔ ൌ ሺ݊ଵ, ݊ଶ, … , ݊௡ሻ	 το	 μοναδιαίο	 κανονικό	 διάνυσμα	 σε	 μία	 εξωτερική	
κατεύθυνση	 σε	 ένα	 σημείο	 ܲ	 στο	 σύνορο	 του	 χωρίου	 	.ܦ Λέμε	 ότι	 το	 διάνυσμα	 ࢜ ൌ
ሺݒଵ, … , ࢜	αν	ܲ	σημείο	συνοριακό	στο	ܦ	χωρίου	του	εξωτερικά	σημειώνεται	௡ሻݒ ∙ ࢔ ൐ 0.	

		Ορίζουμε	 την	 κατευθυνόμενη	 παράγωγο	 της	 	στο	ݑ συνοριακό	 σημείο	 ܲ	στην	
κατεύθυνση	࢜	ως	εξής:	

																																	
డ௨

డ࢜
≡ ݈݅݉

௫→௉
ሾ࢜ ∙ ሺ࢞ሻሿݑ	݀ܽݎ݃ ൌ ݈݅݉

௫→௉
ሺݒଵ

డ௨

డ࢞૚
൅ ⋯൅ ௡ݒ

డ௨

డ࢞࢔
ሻ,	

αν	αυτή	υπάρχει.	Η	κατευθυνόμενη	παράγωγος	καλείται	 εξωτερική	αν	το	διάνυσμα	࢜	
βρίσκεται	εξωτερικά	του	χωρίου	ܦ.	Τότε	αν	η	συνάρτηση	ݑ	έχει	μέγιστο	στο	σημείο	ܲ,	

έχουμε	
డ௨

డ࢜
൒ 0	στο	σημείο	ܲ.	Πρέπει	τώρα	να	δείξουμε	ότι	ሺεκτός	αν		η	συνάρτηση	ݑ	είναι	

σταθερήሻ,	η	αυστηρή	ανισότητα	
డ௨

డ࢜
൐ 0		ισχύει	στο	σημείο	ܲ.	Αυτό	το	αποτέλεσμα	είναι	

ξεκάθαρα	επέκταση	του	θεωρήματος	2	του	πρώτου	κεφαλαίου.		

Θεώρημα	7:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	να	ικανοποιεί	την	ανίσωση:	
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ሾ࢛ሿࡸ																																																		 ≡ ∑ ࢐࢏ࢇ
࢔
࢐ୀ૚,࢏

ࣔ૛࢛

࢐࢞ࣔ࢏࢞ࣔ
൅ ∑ ࢏࢈

࢛ࣔ

࢏࢞ࣔ
࢔
ୀ૚࢏ ൐ ૙,		

σε	ένα	χωρίο	ࡰ	στον	οποίο	ο	τελεστής	ࡸ	είναι	ομοιόμορφα	ελλειπτικός.	Υποθέτουμε	ότι	
࢛ ൑ ࢛	ότι	και	ࡰ	χωρίο	στο	ࡹ ൌ 	σημείο	το	ότι	Θεωρούμε	.ࡼ	σημείο	συνοριακό	ένα	σε	ࡹ
࢛	συνάρτηση	η	Αν	.ࡰ	χωρίο	στο	૚ࡷ	σφαίρας	της	σύνορο	στο	βρίσκεται	ࡼ 	είναι	συνεχής	στο	

	και	ࡼ⋃ࡰ υπάρχει	 μία	 εξωτερική	 κατευθυνόμενη	 παράγωγος	 	
డ௨

డ࢜	
		στο	 σημείο	 	,ࡼ τότε								

																																																																					
డ௨

డ࢜	
൐ 0	ોૌે	ࡼ	,	

εκτός	εάν	࢛ ≡ 																																	.ࡹ

																													  

O κύκλος ࡷ૚ που περιέχει το σημείο ࡼ για το οποίο ισχύει ࢛ሺࡼሻ ൌ  ૛ που φέρεται με κέντροࢪ και ο κύκλος	ࡹ
το ࡼ.	

		Απόδειξη:	Ακολουθούμε	τη	διαδικασία	όπως	στο	θεώρημα	5.	Συρρικνώνοντας	ελαφρώς	
τη	 σφαίρα	 	αν	ଵܭ είναι	 απαραίτητο,	 μπορούμε	 να	 θεωρήσουμε	 ότι	 το	 σύνορο	
	στο	κέντρο	με	ଶܭ	σφαίρα	μία	Κατασκευάζουμε	.ܲ⋃ܦ	στο	ολοκλήρου	εξ	βρίσκεται	ଵܭ߲

σημείο	 ܲ	και	 ακτίνα	
ଵ

ଶ
	όπου	ଵݎ 	είναι	ଵݎ ακτίνα	 της	 σφαίρας	ܭଵ	 ሺΣχήμα	 6ሻ.	 Ορίζουμε	 τη	

συνάρτηση	ݖ	σύμφωνα	με	τη	σχέση	ሺ2ሻ,	επιλέγοντας	ߙ	τόσο	μεγάλο	ώστε	ܮሾݖሿ ൐ 0	στην	
ݓ	συνάρτηση	την	Επιλέγουμε	ଶ.ܭ ൌ ݑ ൅ 	.ݖߝ

		Σύμφωνα	με	θεώρημα	5,	αν	ݑ ് ݑ	τότε	ܯ ൏ 	εκτός	της	σύνορό	στο	και	ଵܭ	σφαίρα	στη	ܯ
από	το	σημείο	ܲ.	Θυμόμαστε	ότι	ݖ ൌ 0	στο	σύνορο	της	ܭଵ.	Επιλέγουμε	ߝ ൐ 0	τόσο	μικρό	
ώστε	ݓ ൑ 	.ଵܭ	σφαίρα	στη	βρίσκεται	που	ଶܭ	σφαίρας	της	συνόρου	του	κομμάτι	στο	ܯ
Τότε	ݓ ൑ 	το	δείχνει	όπως	περιοχής	γραμμοσκιασμένης	της	σύνορο	το	ολόκληρο	σε		ܯ
σχήμα.	 Εξαιτίας	 του	 ότι	 ሿݓሾܮ ൐ 0		σε	 αυτήν	 την	 περιοχή,	 το	 μέγιστο	 της	 συνάρτησης	
ሺܲሻݓ	και	ܲ	σημείο	στο	λαμβάνεται	ݓ ൌ 		:ܲ	σημείο	στο	Επιπλέον	.ܯ

																																																																		
డ௪

డ࢜
ൌ

డ࢛

డ࢜
൅ ߝ

డ௭

డ࢜
൒ 0	.				

Τώρα	πρέπει	να	δείξουμε	ότι	
డ௭

డ࢜	
൏ 0		στο	σημείο	ܲ	έτσι	ώστε	

డ࢛

డ࢜
൐ 0	εκεί.	Επιλέγοντας	࢞	෥ 	

ως	αρχή	του	συστήματος	συντεταγμένων	και	ݎ	να	αναπαριστά	την	ευκλείδεια	απόσταση	

από	το	࢞	෥έχουμε:	ݖ ൌ ݁ିఈ௥
మ
െ ݁ିఈ௥మ

మ		

																																																															τότε		
	డ௭

డ௫೔
ൌ െ2ݔߙ௜݁ିఈ௥

మ
		

																																																															και			݊௜ ൌ
௫೔
௥
,		

																																																															επομένως		
డ௭

డ࢜
ൌ െ2ି݁ݎߙ௔௥

మ
∑ ௜݊௜ݒ ൏ 0௡
௜ୀଵ 	.		



~ 42 ~ 

		Επιπλέον	
డ࢛

డ࢜
൐ 0		και	καταλήγουμε	στο	αποτέλεσμα	του	θεωρήματος.	Η	απόδειξη	του	

θεωρήματος	7	δουλεύει	επίσης	για	τον	τελεστή	ܮ ൅ ݄	με	συνάρτηση	݄ ൑ 0	με	ܯ ൒ 0	και	
ܮሺ	ώστε	μεγάλο	τόσο	επιλέγεται	ߙ ൅ ݄ሻሾݖሿ ൐ 0	.	

Θεώρημα	8:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	να	ικανοποιεί	την	ανίσωση		

																																																																							ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൒ ૙,		

όπου	 	είναι	ࡸ ο	 τελεστής	 του	 θεωρήματος	 7	 και	 η	 συνάρτηση	 ሺ࢞ሻࢎ ൑ ૙	στο	 χωρίο	 	.ࡰ
Υποθέτουμε	ότι	࢛ ൑ ࢛	ότι	,ࡰ	χωρίο	στο	ࡹ ൌ ࡹ	ότι	και	ࡼ	σημείο	συνοριακό	ένα	σε	ࡹ ൒ ૙.	
Θεωρούμε	 ότι	 το	 σημείο	 	βρίσκεται	ࡼ	 στο	 σύνορο	 μιας	 σφαίρας	 στο	 χωρίο	 	.ࡰ Αν	 η	
συνάρτηση	࢛	είναι	συνεχής	στο	ࡼ⋃ࡰ,	οποιαδήποτε	εξωτερικής	κατεύθυνσης	παράγωγος	
της	συνάρτησης		࢛	στο	σημείο	ࡼ	είναι	θετική	εκτός	εάν	࢛ ≡ 		.ࡰ	χωρίο	στο	ࡹ

Παρατηρήσεις:	Δύο	σημαντικές	 εξωτερικής	 κατεύθυνσης	παράγωγοι	 είναι	 η	 κανονική	
παράγωγος	στην	οποία	࢜ ൌ ௜ݒ	οποία	στην	παράγωγος	συγκανονική	η	και	࢔ ൌ ∑ ܽ௜௝ ௝݊

௡
௝ୀଵ .	

Είναι	 δυνατό	 να	 δείξουμε	 το	 θεώρημα	7	πριν	 από	 το	 θεώρημα	5	αν	 η	 θεώρηση	ότι	 η	
συνάρτηση	 ݑ ൏ 	στο	ܯ εσωτερικό	 του	 χωρίου	 	προστίθεται	ܦ στην	 υπόθεση	 του	
θεωρήματος	7.	Τότε	το	θεώρημα	5	είναι	συνέπεια	του	θεωρήματος	7.	Για	να	το	δούμε	
αυτό	χρειάζεται	μόνο	να	εφαρμόσουμε	το	θεώρημα	7	με	την	επιπρόσθετη	υπόθεση	για	
τη	σφαίρα	ܭଵ	στο	Σχήμα	4	και	το	συνοριακό	της	σημείο	ܵ	όπου	η	ݑ ൌ 	παρατήρηση	Η	.ܯ
ότι	σε	ένα	εσωτερικό	μέγιστο	η	παράγωγος	σε	κάθε	κατεύθυνση	πρέπει	να	μηδενιστεί	
έρχεται	 σε	 αντίφαση	 με	 το	 θεώρημα	 5.	 Επιπλέον	 η	 συνάρτηση	 	δεν	ݑ έχει	 εσωτερικό	
μέγιστο	και	ακολουθεί	το	θεώρημα	7.	
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 ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ	ΜΟΝΑΔΙΚΟΤΗΤΑΣ	ΓΙΑ	ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ	

		Ξεκινάμε	τη	μελέτη	ενός	από	τα	πιο	απλά	προβλήματα	συνοριακών	τιμών	για	εξισώσεις	
με	μερικές	παραγώγους	δεύτερης	τάξης.	Σε	φραγμένο	δισδιάστατο	χωρίο	ܦ		με	σύνορο	
,ݔሺݒ	συνάρτηση	ορίζοντας	πρόβλημα	το	θέτουμε	,ܦ߲ 	διαφορίσιμη	φορές	δύο	είναι	που	ሻݕ
και		συνεχής	στο	χωρίο	ܦ	και	ικανοποιεί	την	εξίσωση:	

ݑ߂																																																										 ≡
డమ௩

డ௫మ
൅

డమ௩

డ௬మ
ൌ ݂ሺݔ, 																																				ሺ1ሻ																																												,ܦ		στο	ሻݕ 		

και	τις	συνοριακές	συνθήκες	στο	σύνορο	

ݒ																																																																										 ൌ ݃ሺݏሻ	στο	߲ܦ.																																																									ሺ2ሻ																												 										

		Η	εξίσωση	ሺ1ሻ	είναι	γνωστή	ως	εξίσωση	του	Poisson.	Η	συνάρτηση	݂	καθορίζεται	στον	
χώρο	ܦ	και	 η	 συνάρτηση	 ݃	που	 δίνεται	 στα	 πλαίσια	 τόξου	μήκους	 	καθορίζεται	,ݏ στο	
σύνορο	߲ 	του	πρόβλημα	σαν	γνωστό		είναι	ݒ	λύση	τέτοια	καθορίσουμε	να	πρόβλημα	Το	.ܦ
Dirichlet.	 Εναλλακτικά	 καλείται	 ως	 το	 πρώτο	 πρόβλημα	 συνοριακών	 τιμών.	 Δεν	 θα	
ερευνήσουμε	τις	συνθήκες	στο	χωρίο	ܦ	και	εκείνες	στις	συναρτήσεις	݂, ݃	που	επαρκούν	
για	να	εγγυηθούμε	την	ύπαρξη	λύσης	του	προβλήματος	του	Dirichlet.	Παρόλο	αυτά	μέσω	
της	 αρχής	 του	 μεγίστου	 μόνο	 είναι	 δυνατό	 να	 δείξουμε	 ότι	 αν	 η	 λύση	 του	 πρώτου	
προβλήματος	υπάρχει,	 τότε	είναι	μοναδική.	Έτσι	μπορούμε	να	δείξουμε	ότι	μπορεί	 να	
υπάρξει	 το	 πολύ	 μία	 λύση	 του	 προβλήματος.	 Για	 να	 βγάλουμε	 αυτό	 το	 αποτέλεσμα	
υποθέτουμε	ότι	ݒଵ	και	ݒଶ	είναι	δύο	συναρτήσεις	που	ικανοποιούν	τις	σχέσεις	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	με	
τις	 ίδιες	 συναρτήσεις	 ݂, ݃.	 Ορίζουμε	 συνάρτηση	 ݑ ൌ ଵݒ െ 	και	ଶݒ βλέπουμε	 ότι	 η	
συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	ݑ߂ ൌ 0,	στο	χωρίο	,ܦ	ݑ ൌ 0	στο	σύνορο	߲ܦ.	

		Σύμφωνα	 με	 την	 αρχή	 μεγίστου,	 η	 συνάρτηση	 	δεν	ݑ μπορεί	 να	 έχει	 μέγιστο	 στο	
εσωτερικό	του	χωρίου	ܦ.	Παρόλα	αυτά	το	μέγιστο	μιας	συνεχούς	συνάρτησης	σε	κλειστό	
και	φραγμένο	σύνολο	 πρέπει	 να	 λαμβάνεται.	 Αφού	 η	 συνάρτηση	 	είναι	ݑ συνεχής	 στο	
ݑ	αφού	και	ܦ߲⋃ܦ ൌ 0	στο	σύνορο	߲ܦ,	καταλήγουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ ൑ 0	στο	χωρίο	
	.ܦ Εφαρμόζοντας	 την	 ίδια	 αιτιολόγηση	 για	 τη	 συνάρτηση	 െݑ	 ,	 παίρνουμε	 ݑ ൒ 0	στο	
χωρίο	 	.ܦ Επομένως	 η	 συνάρτηση	 ݑ ൌ ଵݒ െ ଶݒ ≡ 0	στο	 χωρίο	 	.ܦ Είναι	 αισθητό	 να	
θεωρήσουμε	ότι	το	χωρίο	ܦ	είναι	φραγμένο.	Διαφορετικά	όπως	το	επόμενο	παράδειγμα	
δείχνει	το	αποτέλεσμα	είναι	λάθος.	Έστω	ܦ	να	είναι	το	γραμμοσκιασμένο	χωρίο	όπως	
φαίνεται	στο	επόμενο	σχήμα	που	δίνεται	από		

:ܦ ቄ
െ∞ ൏ ݔ ൏ ∞,
0 ൑ ݕ ൑ ,ߨ 	
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                                                                         To άπειρο χωρίο  ࡰ: ቄ
െ∞ ൏ ࢞ ൏ ∞
૙ ൑ ࢟ ൑ ࣊ . 

 

 

																																

		Η	 συνάρτηση	 ݒ ൌ ݁௫ݕ݊݅ݏ	ικανοποιεί	 την	 εξίσωση	 Laplace	 στο	 χωρίο	 	ܦ όπως	 και	 οι	
σχέσεις	ݒሺݔ, 0ሻ ൌ ,ݔሺݒ ሻߨ ൌ 0	δείχνουν	ότι	η	συνάρτηση	ݒ	μηδενίζεται	στο	σύνορο	του	ܦ.	
Παρόλο	που	η	συνάρτηση	ݒ	ικανοποιεί	την	αρχή	μεγίστου	δεν	παίρνει	το	μέγιστο	στο	

σύνορο.	 Σημειώνουμε	 ότι	 ݒ ቀݔ,
గ

ଶ
ቁ ൌ ݁௫ → ൅∞	καθώς	 ݔ → ∞.	 Για	 να	 έχουμε	 τη	

μοναδικότητα	του	θεωρήματος	για	μη	φραγμένους	χώρους	πρέπει	να	ικανοποιείται	μια	
επιπλέον	 συνθήκη	 για	 τη	 συμπεριφορά	 της	 συνάρτησης	 	.ݒ Για	 παράδειγμα	 αν	
καθορίζεται	 το	 όριο	 της	 συνάρτησης	 	καθώς		ݒ ଶݔ ൅ ଶݕ → ∞,	τότε	 το	 όριο	 της	
συνάρτησης	 ݑ ൌ ଵݒ െ 	καθώς	ଶݒ ଶݔ ൅ ଶݕ → ∞	είναι	 μηδέν	 και	 συνεπάγεται	 η	
μοναδικότητα	 του	 αποτελέσματος.	 Η	 απόδειξη	 για	 τη	 μοναδικότητα	 της	 λύσης	 του	
προβλήματος	Dirichlet	για	την	εξίσωση	Laplace	σε	οσεσδήποτε	μεταβλητές	είναι	όμοια	
με	 την	 απόδειξη	 για	 τις	 δύο	 διαστάσεις.	 Για	 ένα	 ݊‐διάστατο	 χωρίο	 	με	ܦ σύνορο	
	θεωρούμε	ܦ߲ το	 πρόβλημα	 ορισμού	 μιας	 συνάρτησης	 ሺ࢞ሻݒ ൌ ,ଵݔሺݒ ,ଶݔ … , 	ώστε	௡ሻݔ να	
ικανοποιεί	την	εξίσωση								

																	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒሿ ≡ ∑ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ
డమ௩

డ௫࢏డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜ሺ࢞ሻ

డ௩

డ௫೔
௡
௜ୀଵ

௡
௜,௝ୀଵ ൅ ݄ሺ࢞ሻݒ ൌ ݂,																													ሺ3ሻ 																																					

στο	χωρίο	ܦ	και	εξαρτάται	από	τις	συνοριακές	συνθήκες		

																																																																		ቊ
డ௩

డ࢜
൅ ݒሻݔሺߙ ൌ ݃ଵ	στο	߁ଵ,

ݒ ൌ ݃ଶ		στο	߁ଶ,
																																																			ሺ4ሻ																																	

όπου	 ߲ ߲࢜	⁄ μια	 δοσμένη	 εξωτερικής	 κατεύθυνσης	 παράγωγος	 σε	 κάθε	 σημείο	 του	
συνόλου	߁ଵ.	Υποθέτουμε	ότι	ο	τελεστής	ܮ	είναι	ελλειπτικός	στο	χωρίο	ܦ	και	τα	߁ଵ, 	είναι	ଶ߁
ξένα	σύνολα,	των	οποίων	η	ένωση	κάνει	το	σύνορο	߲ܦ,	σύνορο	του	χωρίου	ܦ.	Τα	σύνολα	
,ଵ߁ 		ଶ߁ αποτελούνται	 από	 έναν	 αριθμό	 χωριστών	 τμημάτων	 και	 δεν	 αποκλείουμε	 την	
πιθανότητα	ότι	είτε	το	σύνολο	߁ଵ	είτε	το	σύνολο	߁ଶ	να	είναι	κενά.		

Θεώρημα	9:	Υποθέτουμε	ότι	οι	συναρτήσεις	࢜૚και	࢜૛	ικανοποιούν	τις	σχέσεις	ሺ૜ሻ, ሺ૝ሻ	σε	
φραγμένο	χωρίο	ࡰ.	Θεωρούμε	ότι	 κάθε	σημείο	 του	συνόλου	ࢣ૚	ανήκει	στο	σύνορο	της	
σφαίρας	στο	ࡰ.	Αν	ࡸ	είναι	ομοιόμορφα	ελλειπτικός,	ࢎሺ࢞ሻ ൑ ૙	φραγμένη	συνάρτηση	και	
ሺ࢞ሻࢻ ൒ ૙	τότε	࢜૚ ≡ ࢜૛	εκτός	αν	ࢎ ≡ ࢻ ≡ ૙	και	το	σύνολο	ࢣ૛	να	είναι	κενό,	όπου	σε	αυτή	
την	περίπτωση	η	διαφορά	࢜૚ െ ࢜૛		πρέπει	να	είναι	σταθερή.		

Απόδειξη:	Ορίζουμε	τη	συνάρτηση	ݑ ൌ ଵݒ െ 	ικανοποιεί	ݑ	συνάρτηση	η	Τότε	ଶ.ݒ
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																																																																									ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ 0		στο	ܦ,	 	 	 	 	 	 	 	 	 										ሺ5ሻ																																				 	

																																																																									ቊ
డ௨

డ࢜
൅ ሺ࢞ሻߙ ൌ 0		στο	߁ଵ,

ݑ ൌ 0			στο	߁ଶ.
																																															ሺ6ሻ				 																																	

		Αν	η	συνάρτηση	ݑ	ήταν	ποτέ	θετική	θα	είχε	θετικό	μέγιστο.	Από	το	θεώρημα	6	αυτό	το	
μέγιστο	πρέπει	να	ληφθεί	σε	σημείο	ܲ 	στο	σύνολο	߁ଵ.	Αν	η	συνάρτηση	ݑ	δεν	είναι	σταθερή	
ݑ߲ ߲࢜⁄ ൐ 0	 στο	 σημείο	 ܲ	από	 το	 θεώρημα	 8	 που	 έρχεται	 σε	 αντίφαση	 με	 την	 πρώτη	
συνθήκη	στη	σχέση	ሺ6ሻ.	Επιπλέον	είτε	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	σταθερή	είτε	ݑ ൑ 0	στο	χωρίο	
	να	πρέπει	ݑ	η	ότι	βλέπουμε	,	ݑെ	συνάρτηση	τη	για	επιχείρημα	ίδιο	το	Εφαρμόζοντας	.ܦ
είναι	σταθερή.	Αλλά	καμία	άλλη	σταθερά	εκτός	του	μηδενός	δεν	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	
ሺ5ሻ, ሺ6ሻ	εκτός	 αν	 ݄ ≡ ߙ ≡ 0	και	 το	 σύνολο	 	ଶ߁ είναι	 κενό,	 σε	 αυτήν	 την	 περίπτωση	
οποιαδήποτε	 σταθερά	 τις	 ικανοποιεί.	 Όταν	 το	 σύνολο	 	είναι	ଵ߁ κενό,	 το	 θεώρημα	 9	
επιβεβαιώνει	ένα	αποτέλεσμα	μοναδικότητας	για	το	πρόβλημα	Dirichlet.	Αν	το	σύνολο	
	είναι	ଵ߁ κενό,	 ߙ ≡ 0	 και	 ߲ ߲࢜	⁄ είναι	 η	 συγκανονική	 παράγωγος,	 τότε	 καλούμε	 το	
πρόβλημα	 ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	πρόβλημα	 Newmann	ή	 δεύτερο	 πρόβλημα	 συνοριακών	 τιμών.	 Το	
θεώρημα	9	 εδραιώνει	 τη	μοναδικότητα	της	λύσης	για	αυτό	το	πρόβλημα.	Αν	το	ߙ	δεν	
μηδενίζεται	ταυτοτικά	έχουμε	το	τρίτο	πρόβλημα	οριακών	τιμών.	Αν	τα	σύνολα	߁ଵ, 	δεν	ଶ߁
είναι	 κενά,	 λέμε	 ότι	 το	 πρόβλημα	 έχει	 μεικτές	 συνοριακές	 συνθήκες.	 Όπως	 στην	
περίπτωση	της	εξίσωσης	Laplace,	ένα	θεώρημα	μοναδικότητας	για	την	εξίσωση	ሺ3ሻ	όπου	
ο	χώρος	είναι	μη	φραγμένος	απαιτεί	μια	ακόμη	συνθήκη	στη	συμπεριφορά	των	λύσεων	

όταν	το	ݎ ൌ ሺݔଵ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ ൅ ⋯൅ ௡ଶሻݔ
భ
మ		τείνει	στο	άπειρο.		

		Σαν	εφαρμογή	των	θεωρημάτων	5,7,9		θεωρούμε	την	σταθερή	κατάσταση	κατανομής	
θερμοκρασίας	ενός	στερεού.	Ας	είναι	ܶሺݔ, ,ݕ ,ݔܲሺ	σημείο	στο	θερμοκρασία	η	ሻݖ ,ݕ 	ενός	ሻݖ
ομογενούς	ισοτροπικού	μέσου	που	καταλαμβάνει	ένα	φραγμένο	χωρίο	ܦ	με	επιφάνεια	
																																																												.ܦ߲

																																																										  

                                                             Xωρίο	ࡰ με επιφάνεια (σύνορο) ࢣ૚, 	.૛ࢣ

		Έστω	ότι	μέρος	της	φραγμένης	επιφάνειας,	που	σημειώνεται	με	߁ଵ,	είναι	μεμονωμένο	
και	δε	ρέει	καθόλου	θερμότητα	από	αυτή.	Η	κατανομή	θερμοκρασίας	καθορίζεται	από	το	
υπόλοιπο	του	συνόρου	߁ଶሺτα	߁ଵκαι	߁ଶ	αποτελούνται	από	διάφορα	κομμάτια,	ሺΣχήμα	8ሻሻ.	
Αν	η	θερμοκρασία	του	μέσου	είναι	σε	ισορροπία	ሺαυτό	συμβαίνει	όταν	η	θερμοκρασία	δε	
μεταβάλλεται	 με	 το	 χρόνοሻ	 τότε	 η	 συνάρτηση	 ܶ	ικανοποιεί	 την	 εξίσωση	 ߒ߂ ൌ 0	στο	

χωρίο	ܦ	και	τις	συνοριακές	συνθήκες	
డ்

డ࢔	
ൌ 0	στο	σύνολο	߁ଵ,	και	με	την	ߒ	ορισμένη	στο	

σύνολο	߁ଶ	ሺ߲ ⁄	࢔߲ είναι	η	εξωτερική	κανονική	παράγωγοςሻ.	Από	τα	θεωρήματα	5,7	ούτε	η	
μέγιστη	ούτε	η	ελάχιστη	θερμοκρασία	μπορούν	να	ληφθούν	στο	χωρίο	ܦ	ή	στο	σύνολο	
		τιμή	η	αποτέλεσμα:	εξής	το	πάρουμε	να	δυνατότητα	τη	δίνει	μας	μεγίστου	του	αρχή	Η	ଵ.߁
της	θερμοκρασίας	σε	κατάσταση	ισορροπίας	πάντα	βρίσκεται	μεταξύ	των	μέγιστων	και	
ελάχιστων	 τιμών	 της	 καθορισμένης	 συνοριακής	 θερμοκρασίας.	 Σημειώνουμε	 πως	 το	
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αποτέλεσμα	ισχύει	ακόμα	και	όταν	η	θερμοκρασία	είναι	καθορισμένη	μόνο	σε	ένα	μέρος	
του	συνόρου	με	την	προϋπόθεση	ότι	δεν	υπάρχει	διαρροή	θερμότητας	κατά	πλάτος	του	

υπολοίπου.	Αφού	η	θερμότητα	που	ρέει	στο	σώμα	είναι	ανάλογη	με	το	
డ்

డ࢔	
,	το	θεώρημα	7	

επιβεβαιώνει	 ότι	 μία	 μη	 ομοιόμορφη	 κατανομή	 θερμοκρασίας	 μπορεί	 να	 διατηρείται	
μόνο	 παρέχοντας	 θερμότητα	 	 στο	 θερμότερο	 σημείο	 του	 φράγματος	 και	
απομακρύνοντας	τη	θερμότητα	από	το	πιο	κρύο	σημείο.	Η	μοναδικότητα	της	ισορροπίας	
της	κατανομής	θερμοκρασίας	επιβεβαιώνεται	από	το	θεώρημα	9.		

	
	
	
	
																																												ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΗ	ΑΡΧΗ	ΜΕΓΙΣΤΟΥ	

Τη	συνθήκη	݄ሺ࢞ሻ ൑ 0	στο	θεώρημα	8	δεν	μπορούμε	να	την	παραλείψουμε	πλήρως.	Για	
παράδειγμα	η	συνάρτηση	ݑ ൌ ݔ݊݅ݏ ∙ 		της	λύση	είναι	ݕ݊݅ݏ

																																																																			
డమ௨

డ௫మ
൅

డమ௨

డ௬మ
൅ ݑ2 ൌ 0,		

στο	 τετράγωνο	 ܵ: 0 ൏ ݔ ൏ ,ߨ 0 ൏ ݕ ൏ 	και	ߨ η	 συνάρτηση	 	ικανοποιεί	ݑ τη	 συνοριακή	
συνθήκη	 ݑ ൌ 0	στο	 σύνορο	 ߲ܵ.	 Η	 συνάρτηση	 	παίρνει	ݑ το	 μέγιστό	 της	 σε	 εσωτερικό	
σημείο.	 Όπως	 δείξαμε	 στο	 πρώτο	 κεφάλαιο	 οι	 μέθοδοι	 που	 χρησιμοποιήσαμε	 για	 να	
αποδείξουμε	 την	 αρχή	 μεγίστου	 με	 συνάρτηση	 ݄ ൑ 0	μπορούν	 να	 επεκταθούν	 για	 να	
εδραιώσουμε	 	 μια	 γενικευμένη	 αρχή	 μεγίστου.	 Τα	 θεωρήματα	 μοναδικότητας	 για	
προβλήματα	συνοριακών	τιμών	είναι	άμεση	συνέπεια	της	αρχής	αυτής.	Υποθέτουμε	ότι	
η	συνάρτηση	ݑሺ࢞ሻ	ικανοποιεί		

																														ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ ∑ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ
డమ௨

డ௫࢏డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜ሺ࢞ሻ

డ௨

డ௫೔
௡
௜ୀଵ

௡
௜,௝ୀଵ ൅ ݄ሺ࢞ሻݑ ൒ 0,																ሺ1ሻ																		

σε	 χωρίο	 	όπου	ܦ 	ομοιόμορφα	ܮ ελλειπτικός	 και	 δεν	 έχουμε	 την	 απαίτηση	 ότι	 η	
συνάρτηση	݄	είναι	μη	θετική.	Ας	είναι	ݓሺ࢞ሻ	δοσμένη	θετική	συνάρτηση	στο	ܦ߲⋃ܦ	και	

ορίζουμε		ݒሺ࢞ሻ ൌ
௨ሺ࢞ሻ

௪ሺ࢞ሻ
	.	Από	απλούς	υπολογισμούς	έχουμε:	

1
ݓ
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒሿ ൌ ෍ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ

߲ଶݒ
௝ݔ߲࢏ݔ߲

൅෍ቐ
2
ݓ
෍ܽ௜௝

ݓ߲
௝ݔ߲

൅

௡

௝ୀଵ

ܾ௜ቑ
ݒ߲
௜ݔ߲

௡

௜ୀଵ

௡

௜,௝ୀଵ

൅
1
ݓ
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൒ 0,	

στο	χωρίο	ܦ.	Aν	η	συνάρτηση	ݓ	ικανοποιεί	την	ανισότητα	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0,	μπορούμε	να	
εφαρμόσουμε	την	αρχή	του	μεγίστου	όπως	δίνεται	στα	θεωρήματα	6,8	στη	συνάρτηση	
	.θεώρημα	ακόλουθο	το	παίρνοντας	ሺ࢞ሻݒ

Θεώρημα	10:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛ሺ࢞ሻ	να	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανίσωση	ሺ૚ሻ	σε	χωρίο	
		ώστε	τέτοια	࢝ሺ࢞ሻ	συνάρτηση	μία	υπάρχει	Αν	ελλειπτικός.	ομοιόμορφα	είναι	ࡸ	όπου	ࡰ

																																																																				࢝ሺ࢞ሻ ൐ ૙	στο	ࡰࣔ⋃ࡰ,																																																									ሺ૛ሻ																								 														

																																																																		ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൑ ૙	στο		ࡰ.																																																								ሺ૜ሻ 																																						

Tότε	η	συνάρτηση		࢛ሺ࢞ሻ ࢝ሺ࢞ሻ⁄ 	δεν	μπορεί	να	παίρνει	ένα	μη	αρνητικό	μέγιστο	στο	χωρίο	
࢛ሺ࢞ሻ	συνάρτηση	η	Αν	σταθερή.	είναι	αν	εκτός	ࡰ ࢝ሺ࢞ሻ⁄ 	περιέχει	το	μη	αρνητικό	μέγιστό	της	
σε	ένα	σημείο	ࡼ	στο	σύνορο	ࣔࡰ	που	βρίσκεται	στο	σύνορο	της	σφαίρας	στο	χωρίο	ࡰ	και	
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αν	η	συνάρτηση	࢛ ࢝⁄ 	δεν	είναι	σταθερά,	τότε		
డ

డ࢜
ቀ௨
௪
	ቁ ൐ 0	στο	σημείο	ࡼ,	όπου	ࣔ ࣔ࢜⁄ 	είναι	

οποιαδήποτε	εξωτερική	κατευθυνόμενη	παράγωγος.	

		Αν	υπάρχει	μια	συνάρτηση	ݓ	με	τις	καθορισμένες	ιδιότητες	και	αν	ݑ ൌ 0	στο	σύνορο		߲ܦ	
τότε	 το	 θεώρημα	 10	 μας	 παρέχει	 τη	 μοναδικότητα	 του	 πρώτου	 προβλήματος	
συνοριακών	τιμών.	Δηλαδή:	

Θεώρημα	11:	Αν	υπάρχει	μία	συνάρτηση	࢝ሺ࢞ሻ ൐ ૙	ોૌે	ࡰࣔ⋃ࡰ	τέτοια	ώστε	ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൑
૙	και	αν	το	χωρίο		ࡰ	είναι	φραγμένο,	το	πρόβλημα		

ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൌ ࢛	,ࡰ	χωρίο	στο	ሺ࢞ሻࢌ ൌ 	.λύση	μία	πολύ	το	έχει	,ࡰࣔ	σύνορο	στο	ሺ࢞ሻࢍ

		Βέβαια,	 δεν	 είναι	 πάντα	 εφικτό	 να	 βρούμε	 τέτοια	 συνάρτηση	 	ݓ να	 ικανοποιεί	 τις	
συνθήκες	 στα	 θεωρήματα	 10,11.	 Για	 παράδειγμα	 η	 συνάρτηση	 ݑ ൌ ݔ݊݅ݏܿ ∙ 	ݕ݊݅ݏ με	 ܿ	

σταθερά,	 είναι	 λύση	 της	ቀ
డమ௨

డ௫మ
ቁ ൅ ቀడ

మ௨

డ௬మ
ቁ ൅ ݑ2 ൌ 0	στο	 τετράγωνο	 0 ൏ ݔ ൏ ,ߨ 0 ൏ ݕ ൏ 	ߨ

που	ικανοποιεί	τη	συνθήκη	ݑ ൌ 0	στο	σύνορο.	Επομένως	δεν	υπάρχει	μοναδική	λύση	και	
η	συνάρτηση	ݓ	δεν	μπορεί	να	υπάρχει	εδώ.	

		Αναλύουμε	τώρα	μια	ειδική	μέθοδο	για	να	καθορίσουμε	τη	συνάρτηση	ݓ	έχοντας	τις	
ιδιότητες	ሺ2ሻ, ሺ3ሻ	δοσμένου	ενός	χωρίου	ܦ	που	περιέχεται	σε	αρκούντως	περιορισμένο	
και	φραγμένο	τμήμα	από	δύο	παράλληλα	υπερεπίπεδα.	Υποθέτοντας	ότι	το	ܦ	περιέχεται	
σε	 ένα	 κομμάτι	 ܽ ൏ ଵݔ ൏ ܾ,	 όπου	 	ଵݔ είναι	 η	 πρώτη	 συντεταγμένη	 του	 ࢞ ൌ
ሺݔଵ, ,ଶݔ … , 	συνάρτηση	τη	Ορίζουμε	௡ሻ.ݔ

ሺ࢞ሻݓ																																																																			 ൌ 1 െ 																		ሺ4ሻ																																																						ఈሺ௫భି௔ሻ,݁ߚ 																			

		Οι	αριθμοί	ܽ, ,ሺ2ሻ	σχέσεις	οι	ισχύουν	να	ώστε	επιλέγονται	ߚ ሺ3ሻ.	Υπολογίζουμε:	

																																ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ െߚሾߙଶܽଵଵሺ࢞ሻ ൅ ଵሺ࢞ሻܾߙ ൅ ݄ሺ࢞ሻሿ݁ఈሺ௫భି௔ሻ ൅ ݄ሺ࢞ሻ.	

		Aπό	 την	 υπόθεση	 της	 ομοιόμορφης	 ελλειπτικότητας	 ܽଵଵሺ࢞ሻ ൒ 	.଴ߤ Υποθέτουμε	 ότι	 η	
συνάρτηση	݄ሺ࢞ሻ	φραγμένη	και	ότι	η	συνάρτηση	ܾଵሺ࢞ሻ	κάτω	φραγμένη.	

		Είναι	–݉ ൑ ݄ሺ࢞ሻ ൑ െ݉	,ܯ ൑ ܾଵሺ࢞ሻ	όπου	݉,ܯ	είναι	μη	αρνητικοί	αριθμοί.	Επιλέγουμε	
଴ߤଶߙ	ώστε	μεγάλο	τόσο	ߙ െ ሺߙ ൅ 1ሻ݉ ൐ 0.	

		Διαλέγουμε		ߚ ൌ
ெ

ఈమఓబିሺఈାଵሻ௠
	.																																																																																																									ሺ5ሻ	

		Κάτω	από	αυτές	τις	συνθήκες:	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	στο	ܦ߲⋃ܦ.	

		Παρόλα	αυτά	για	να	εξασφαλίσουμε	ότι	ݓ ൐ 0	στο	ܦ߲⋃ܦ	πρέπει	να	έχουμε	݁ߚఈሺ௕ି௔ሻ ൏
1.	Η	ανισότητα		

ܯ																																																					 ൏ ሾߙଶߤ଴ െ ሺߙ ൅ 1ሻ݉ሿ݁ఈሺ௕ି௔ሻ,																																																		ሺ6ሻ																																				 	

πρέπει	 να	 ικανοποιείται.	 Μπορούμε	 να	 αυξήσουμε	 το	 μέγεθος	 του	 	αν	ߙ θέλουμε.	
Μπορούμε	 να	 επιλέξουμε	 	ߙ ώστε	 το	 δεξιό	 μέλος	 της	 σχέσης	 ሺ6ሻ	 να	 είναι	 μέγιστο.	
Παρατηρούμε	 ότι	 το	 δεξιό	 μέλος	 γίνεται	 μεγαλύτερο	 όσο	 το	 διάστημα	 	ܾ െ ܽ	 γίνεται	
μικρότερο.	Επιπλέον,	η	συνθήκη	ሺ6ሻ	γίνεται	λιγότερο	περιοριστική	όσο	το	ܯ,	το	μέγιστο	
της	συνάρτησης	݄ሺ࢞ሻ,	γίνεται	μικρότερο.	Η	αρχή	μεγίστου	του	θεωρήματος	10	ισχύει	για	
τη	συνάρτηση	݄ሺ࢞ሻ,	που	δίνεται	από	τη	σχέση	ሺ4ሻ	οποτεδήποτε	τα	ߙ, 	τις	ικανοποιούν		ߚ
σχέσεις	ሺ5ሻ, ሺ6ሻ.	Eπιπλέον,	δοσμένου	του	τελεστή	ሺܮ ൅ ݄ሻ,	υπάρχει	πάντα	ένας	αριθμός	
ܾ െ ܽ	τέτοιος	ώστε	αν	το	χωρίο	ܦ߲⋃ܦ	βρίσκεται	σε	λωρίδα	πλάτους	ܾ െ ܽ,	το	πρώτο	
πρόβλημα	 συνοριακών	 τιμών	 έχει	 μοναδική	 λύση.	 Εναλλακτικά	 η	 συνθήκη	 ሺ6ሻ	
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επιβεβαιώνει	ότι	για	οποιοδήποτε	χωρίο	ܦ߲⋃ܦ,	αν	το	θετικό	μέγιστο	της	συνάρτησης	
݄ሺ࢞ሻ	είναι	αρκούντως	μικρό,	τότε	η	λύση	του	πρώτο	προβλήματος	συνοριακών	τιμών	
είναι	 μοναδική.	 Η	 μοναδικότητα	 των	 λύσεων	 των	 άλλων	 προβλημάτων	 συνοριακών	
τιμών	 μπορεί	 επίσης	 να	 δειχθεί	 μέσω	 της	 γενικευμένης	 αρχής	 μεγίστου.	 Ας	 είναι	 η	

συνάρτηση	 	ݑ λύση	 της	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ≡ 	∑ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ
డమ௨

డ௫࢏డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜ሺ࢞ሻ

డ௨

డ௫೔
௡
௜ୀଵ

௡
௜,௝ୀଵ ൅ ݄ሺ࢞ሻݑ ൌ

0		στο	χωρίο	ܦ.	

		Θεωρούμε	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες		

	൝
ݑ߲
߲࢜

൅ ݑሺ࢞ሻߙ ൌ 0		στο	߁ଵ,

ݑ ൌ 0		στο	߁ଶ,
		

όπου	το	σύνορο	߲ܦ	αποτελείται	από	τα	σύνολα	߁ଵ, ݑ߲	η	και	ଶ߁ ߲࢜⁄ 	είναι	οποιαδήποτε	
εξωτερική	 κατευθυνόμενη	 παράγωγος.	 Υποθέτουμε	 ότι	 κάθε	 σημείο	 του	 συνόλου	 	ଵ߁
βρίσκεται	στο	σύνορο	μιας	σφαίρας	στον	χώρο	ܦ.	Έστω	ݓሺ࢞ሻ	θετική	συνάρτηση	στο	

ሺ࢞ሻݒ	συνάρτηση	τη	ορίζουμε	και	ܦ߲⋃ܦ ൌ
௨ሺ࢞ሻ

௪ሺ࢞ሻ
.	Τότε	η	συνάρτηση	ݒ	ικανοποιεί	τη	σχέση	

෍ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ
߲ଶݒ
௝ݔ߲࢏ݔ߲

൅෍ቐ
2
ݓ
෍ܽ௜௝

ݓ߲
௝ݔ߲

൅

௡

௝ୀଵ

ܾ௜ቑ
ݒ߲
௜ݔ߲

௡

௜ୀଵ

௡

௜,௝ୀଵ

൅
1
ݓ
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൌ 0	στο	ܦ.	

		Επίσης	η	συνάρτηση	ݒ	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες		

ݒ߲
߲࢜

൅
1
ݓ
൜
ݓ߲
߲࢜

൅ ሺ࢞ሻൠߙ ݒ ൌ 0		στο	߁ଵ,	

ݒ																																																																																			 ൌ 0		στο	߁ଶ.	

		Από	 το	 θεώρημα	 9	 βλέπουμε	 ότι	 αν	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	στο	 χωρίο	ܦ	 και	 αν	 ሺ߲ݓ ߲࢜⁄ ሻ ൅
ሺ࢞ሻߙ ൒ 0	στο	σύνολο	߁ଵ,	τότε	ݒ ≡ 0	εκτός	αν	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ≡ 0, ሺ߲ݓ ߲࢜⁄ ሻ ൅ ሺ࢞ሻߙ ൌ 0	στο	
σύνολο	߁ଵ	και	 το	σύνολο	߁ଶ	 είναι	 κενό,	σε	αυτήν	 την	περίπτωση	η	συνάρτηση	ݒ	 είναι	
οποιαδήποτε	σταθερά.	Η	παραπάνω	αιτιολόγηση	οδηγεί	στο	επόμενο	θεώρημα:	

Θεώρημα	12:	Υποθέτουμε	ότι	υπάρχει	μία	συνάρτηση	࢝ሺ࢞ሻ ൐ ૙	στο	χωρίο	ࡰࣔ⋃ࡰ	τέτοια	
ώστε		

																																																																			ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൑ ૙	ોૌે	ࡰ,																										

και																																																													
ࣔ࢝

ࣔ࢜
൅ ሺ࢞ሻ࢝ࢻ ൒ ૙		ોૌે	ࢣ૚	

όπου	το	σύνορο	ࣔࡰ	αποτελείται	από	δύο	τμήματα	ࢣ૚, 	૚ࢣ	του	σημείο	κάθε	ότι	έστω	και	૛ࢣ
βρίσκεται	στο	σύνορο	μιας	σφαίρας	στο	χωρίο	ࡰ	και	ότι	το	χωρίο		ࡰ	είναι	φραγμένο.	Τότε	
υπάρχει	το	πολύ	μία	λύση	࢛ሺ࢞ሻ	του	προβλήματος		

		ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൌ 	,ࡰ	ોૌે	ሺ࢞ሻࢌ

࢛ࣔ
ࣔ࢜

൅ ሺ࢞ሻ࢛ࢻ ൌ 	,૚ࢣ	ોૌે	૚ሺ࢞ሻࢍ

																				࢛ ൌ 	,૛ࢣ	ોૌે	૛ሺ࢞ሻࢍ

εκτός	 αν	 ሺ࢏ሻ	ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ≡ ૙, ሺ࢏࢏ሻ	ࣔ࢝ ࣔ࢜ ൅ ሺ࢞ሻ࢝ࢻ ≡ ૙	ોૌે	ࢣ૚⁄ 	 και	 ሺ࢏࢏࢏ሻ	ࢣ૛	 είναι	 κενό,	
τότε	σε	αυτήν	την	περίπτωση	η	συνάρτηση	࢛	ορίζεται	να	είναι	σταθερό	πολλαπλάσιο	της	
συνάρτησης	࢝.	
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		Το	παραπάνω	θεώρημα	συνεπάγεται	από	το	γεγονός	ότι	αν	οι	συναρτήσεις	ݖଵ, 	είναι	ଶݖ
δύο	λύσεις,	τότε	η	συνάρτηση		

௭భି௭మ
௪

		ικανοποιεί	την	αρχή	μεγίστου.	Σημειώνουμε	ότι	το	

θεώρημα	12	περιέχει	το	θεώρημα	11	σαν	ειδική	περίπτωση	ሺόπου	το	߁ଵ	είναι	κενόሻ.	Η	
ύπαρξη	της	συνάρτησης	ݓሺ࢞ሻ	που	ικανοποιεί	τις	απαιτούμενες	συνθήκες	σημαίνει	ότι	δε	
χρειάζονται	ειδικές	υποθέσεις	στις	συναρτήσεις	݄ሺ࢞ሻ	και	ߙሺ࢞ሻ.	

 

													
	
	
																				ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ	ΣΕ	ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ	

		Ας	είναι	η	συνάρτηση	ݑሺ࢞ሻ	η	λύση	της	

																																																																								ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൌ ݂ሺ࢞ሻ,																																																									ሺ1ሻ																											 										

στο	χωρίο	ܦ	που	ικανοποιεί	τις	συνθήκες																	

																																																																			ቊ
డ௨

డ࢜
൅ ݑሺ࢞ሻߙ ൌ ݃ଵሺݔሻστο	߁ଵ,

ݑ												 ൌ ݃ଶሺݔሻ	στο	߁ଶ,
																																												ሺ2ሻ																											 										

όπως	 συνήθως	 υποθέτουμε	 ότι	 ο	 τελεστής	 	είναι	ܮ	 ομοιόμορφα	 ελλειπτικός,	 ότι	
	αποτελεί	ଶ߁⋃ଵ߁ το	 σύνορο	 	και	ܦ߲ ότι	 ݑ߲ ߲࢜	⁄ είναι	 μια	 εξωτερική	 κατευθυνόμενη	
παράγωγος	σε	κάθε	σημείο	του	߁ଵ.	Επιπλέον	κάθε	σημείο	του	߁ଵ	ανήκει	στο	σύνορο	της	
σφαίρας	που	βρίσκεται	στο	χωρίο	ܦ	και	ܦ	φραγμένο.	Η	αρχή	του	μεγίστου	μπορεί	να	
χρησιμοποιηθεί	 για	 να	 παρέχει	 φράγματα	 για	 λύσεις	 του	 προβλήματος	 ሺ1ሻ, ሺ2ሻ.	 Η	
μέθοδος	που	θα	δείξουμε	είναι	φυσική	επέκταση	από	αυτήν	που	χρησιμοποιήθηκε	στο	
πρώτο	κεφάλαιο	για	λύσεις	των	συνήθων	διαφορικών	εξισώσεων.		

		Υποθέτουμε	 ότι	 ,ܮ ݄, 	είναι	ܦ τέτοια	 ώστε	 να	 υπάρχει	 συνάρτηση	 	θετική	ሺ࢞ሻݓ στο	
	ιδιότητες	τις	με	ܦ߲⋃ܦ

																																																																							ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	στο	ܦ,		

																																																																							
డ௪

డ࢜
൅ ݓሺ࢞ሻߙ ൒ 0	στο	߁ଵ.	

		Υποθέτουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 	μπορεί	ሻݔଵሺݖ να	 βρεθεί	 και	 η	 οποία	 ικανοποιεί	 τις	
ανισότητες				

																																																																			ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଵሿ ൑ ݂ሺ࢞ሻ	στο	ܦ,																																																ሺ3ሻ																 																					

																																																																	ቊ
డ௭భ
డ࢜

൅ ଵݖሺ࢞ሻߙ ൒ ݃ଵሺ࢞ሻ	στο	߁ଵ,

ଵݖ ൒ ݃ଶሺ࢞ሻ	στο		߁ଶ.
																																										ሺ4ሻ		 																																			

		Κάτω	από	αυτές	τις	συνθήκες	η	συνάρτηση	ݒ ൌ
௨ି௭భ
௪	

		ικανοποιεί	τις	τρεις	ανισότητες	

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
1ۓ
ݓ
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓݒሿ ൌ ෍ ܽ௜௝ሺ࢞ሻ

߲ଶݒ
௝ݔ߲࢏ݔ߲

൅෍ቐ
2
ݓ
෍ܽ௜௝

ݓ߲
௝ݔ߲

൅

௡

௝ୀଵ

ܾ௜ቑ
ݒ߲
௜ݔ߲

௡

௜ୀଵ

௡

௜,௝ୀଵ

൅ ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿݒ ൒ 0	στο	ܦ,

ݒ߲
߲࢜

൅
1
ݓ
൜
ݓ߲
߲࢜

൅ ሺ࢞ሻൠߙ ݒ ൑ 0	στο	߁ଵ,

ݒ	 ൑ 0		στο	߁ଶ.
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		Σύμφωνα	με	το	θεώρημα	6,	αν	η	συνάρτηση	ݒ	δεν	είναι	ταυτοτικά		σταθερή,	μπορεί	να	
έχει	μόνο	μη	αρνητικό	μέγιστο	σε	ένα	σημείο	στο	σύνορο.	Από	το	θεώρημα	8	η	συνάρτηση	
	είναι	ଶ߁	το	Αν	σταθερή.	είναι	αν	και	εκτός	ଵ߁	στο	μέγιστο	αρνητικό	μη	έχει	να	μπορεί	δεν	ݒ
κενό,	 αν	 ሺ߲ݓ ߲࢜⁄ ሻ ൅ ݓߙ ≡ 0,	 αν	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ≡ 0	 στο	 χωρίο	 	ܦ τότε	 η	 συνάρτηση	
	ικανοποιεί	ݒ όλες	 τις	 απαιτούμενες	 συνθήκες.	 Σε	 όλες	 τις	 άλλες	 περιπτώσεις	
καταλήγουμε	ότι	η	συνάρτηση	ݒ ൑ 0	ώστε	να	ισχύει	ݑሺ࢞ሻ ൑ 	.ܦ	χωρίο	στο	ଵሺ࢞ሻݖ

		Με	άλλα	λόγια	η	συνάρτηση	ݖଵሺ࢞ሻ	που	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	παρέχει	ένα	άνω	
φράγμα	 για	 τη	 συνάρτηση	 	.ݑ Για	 να	 πάρουμε	 ένα	 κάτω	φράγμα	 υποθέτουμε	 ότι	 μία	
συνάρτηση	ݖଶሺ࢞ሻ	μπορεί	να	βρεθεί	ώστε	να	ικανοποιεί	τις	ανισότητες																														

																																																													ሺܮ ൅ ݄ሻሾݖଶሿ ൒ ݂ሺ࢞ሻ	στο	ܦ,																																																						ሺ5ሻ																						 															

																																																											ቊ
డ௭మ
డ࢜

൅ ଶݖሺ࢞ሻߙ ൑ ݃ଵሺ࢞ሻ	στο	߁ଵ,

ଶݖ ൑ ݃ଶሺ࢞ሻ		στο	߁ଶ.
																																																ሺ6ሻ																 																					

Ορίζοντας	τη	συνάρτηση	ݒ ൌ ሺݖଶ െ ሻݑ ⁄	ݓ και	με	την	αιτιολόγηση	που	κάναμε	για	την	ݖଵ,	
βρίσκουμε	ݖଶሺ࢞ሻ ൑ 	.ܦ	χωρίο	στο	ሺ࢞ሻݑ

Θεώρημα	13:	Έστω	ότι	υπάρχει	συνάρτηση	࢝ ൐ ૙	στο		ࡰࣔ⋃ࡰ	τέτοια	ώστε																																																								
																																																																	ሺࡸ ൅ ሻሾ࢝ሿࢎ ൑ ૙	ોૌે	ࡰ,		

					
ࣔ࢝
ࣔ࢜

൅ ሺ࢞ሻ࢝ࢻ ൒ ૙	ોૌે	ࢣ૚,	

όπου	ο	ࡸ	είναι	ομοιόμορφα	ελλειπτικός	και	࢛ࣔ ࣔ࢜	⁄ είναι	μία	εξωτερική	κατευθυνόμενη	
παράγωγος.	Θεωρούμε	ότι	οι	τρεις	συνθήκες	ሺ࢏ሻሺࣔ࢝ ࣔ࢜⁄ ሻ ൅ ሺ࢞ሻࢻ ≡ ૙	στο	ࢣ૚,	ሺ࢏࢏ሻ	ሺࡸ ൅
ሻሾ࢝ሿࢎ ≡ ૙	στο	χωρίο	ࡰ	και	ሺ࢏࢏࢏ሻ	ࢣ૛	κενό,	δεν	ισχύουν	όλες	ταυτόχρονα.	Αν	οι	
συναρτήσεις	ࢠ૚ሺ࢞ሻ, ,ሺ૜ሻ	σχέσεις	τις	ικανοποιούν	૛ሺ࢞ሻࢠ ሺ૝ሻ	και	ሺ૞ሻ, ሺ૟ሻ	αντίστοιχα	τότε	η	
λύση	࢛	του	προβλήματος	ሺ૚ሻ, ሺ૛ሻ	ικανοποιεί	τις	ανισότητες	

૛ሺ࢞ሻࢠ																																																											 ൑ ࢛ሺ࢞ሻ ൑ 		.ࡰ	ોૌે	૚ሺ࢞ሻࢠ

Παρατήρηση:	Το	θεώρημα	12	είναι	μια	άμεση	συνέπεια	του	θεωρήματος	13.	Αν	ݑ, 	ഥείναι	ݑ
και	 οι	 δύο	 λύσεις	 του	 προβλήματος	 ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	μπορούμε	 να	 βάλουμε	 ଵݖ ≡ ଶݖ ≡ 	ഥκαι	ݑ
εφαρμόζοντας	το	θεώρημα	13	μπορούμε	να	βρούμε	ότι	ݑത ൑ ݑ ൑ ഥ	ݑ ,	άρα	ݑ ≡ 		.തݑ

		Ας	 δείξουμε	 πως	 το	 θεώρημα	 13	 μπορεί	 να	 χρησιμοποιηθεί	 για	 να	 πάρουμε	 ένα	
αριθμητικό	φράγμα	σε	μια	συγκεκριμένη	περίπτωση.		

Παράδειγμα:	 Βρίσκουμε	 φράγματα	 για	 τη	 λύση	 της	 	 	
ࣔ૛࢛

ࣔ࢞૛
൅

ࣔ૛࢛

ࣔ࢟૛
ൌ ૙		 στο	 τετράγωνο	

	:ࡿ ൜
૙ ൏ ࢞ ൏ ૚
૙ ൏ ࢟ ൏ ૚	
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                                                                      Ορθογώνιο χωρίο ࡿ	με σύνορα ࢒૚, ,૛࢒ ,૜࢒ 	.૝࢒

η	οποία	ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺΣχήμα	9ሻ:	

ݑ																																																										 ൌ 1	στον	τομέα	݈ଵ: 0 ൏ ݔ ൏ 1, ݕ ൌ 0,	

ݑ																																																										 ൌ 1	στον	τομέα	݈ଶ: 0 ൏ ݕ ൏ 1, ݔ ൌ 0,				

																																																									
	డ௨

డ௫
൅ ݑ ൌ 0	στον	τομέα	݈ଷ: 0 ൏ ݕ ൏ 1, ݔ ൌ 1,	

																																																									
డ௨

డ௬
ൌ 0	στον	τομέα	݈ସ: 0 ൏ ݔ ൏ 1, ݕ ൌ 1.	

		Εύκολα	 διαπιστώνουμε	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ଵݖ ≡ 1	ικανοποιεί	 τις	 σχέσεις	 ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	και	 η	
συνάρτηση	 ଶݖ ≡ ݁ି௫	ικανοποιεί	 τις	 σχέσεις	 ሺ5ሻ, ሺ6ሻ.	 Επιπλέον,	 η	 συνάρτηση	 ݓ ≡
1	ικανοποιεί	 τις	 συνθήκες	 του	 θεωρήματος	 13.	 Επιπρόσθετα	 η	 συνάρτηση	 ݁ି௫ ൑
,ݔሺݑ ሻݕ ൑ 1	στο	σημείο	ܵ.	

		Όπως	 στην	 περίπτωση	 της	 μίας	 διάστασης	 μπορούμε	 να	 απαλείψουμε	 την	 περιττή	
συνάρτηση	ݓ	του	θεωρήματος	13.	Αν	έχουμε	συνάρτηση	ݖଵ	που	ικανοποιεί	τις	σχέσεις	
ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	και	 συνάρτηση	 	που	ଶݖ ικανοποιεί	 τις	 σχέσεις	 ሺ5ሻ, ሺ6ሻ	 τέτοιες	ώστε	 όχι	 όλες	 οι	
ανισότητες	που	δίνονται	από	τις	σχέσεις	ሺ3ሻ, ሺ4ሻ, ሺ5ሻ, ሺ6ሻ	να	είναι	ταυτότητες	και	αν	ݖଵ ൒
	,	ଶݖ τότε	μπορούμε	να	κατασκευάσουμε	συνάρτηση	ݓ	τέτοια	ώστε	το	θεώρημα	13	να	
ισχύει.	Αν	ݖଵ ൐ ݓ	συνάρτηση	τη	πάρουμε	να	μπορούμε	,	ଶݖ ൌ ଵݖ െ 		.	ଶݖ

		Αν	ݍ ≡ ଵݖ െ 	στο	ή	σημεία	εσωτερικά	σε	μηδενιστεί	να	μπορεί	δεν	ݍ	συνάρτηση	η	τότε	ଶ,ݖ
ݍ	συνάρτηση	η	Αν	ଵ.߁ ൌ 0	σε	ένα	σημείο	του	߁ଶ,	μπορούμε	να	επιλέξουμε	τη	συνάρτηση	
ݓ ൌ ݍ ൅ 	ሺμε		ݎߝ ߝ ൐ 0ሻ		όπου	 	είναι	ݎ η	 λύση	 του	 προβλήματος		

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݎሿ ൌ 0	στο	ܦ,	

ݎ߲
߲࢜

൅ ݎߙ ൌ 0	στο	߁ଵ,	

ݎ											 ൌ 1	στο	߁ଶ,	

και	ߝ	επιλέγεται	τόσο	μικρό	ώστε		ݓ ൐ 0	στο	ܦ߲⋃ܦ.		

		Η	 ύπαρξη	 της	 συνάρτησης	 	συνεπάγεται	ݎ αν	 εμείς	 θεωρήσουμε	 ότι	 το	 πρόβλημα	
ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	μπορεί	να	λυθεί	για	αυθαίρετες	συνεχείς	συνοριακές	τιμές	݃ଶሺ࢞ሻ.		

Θεώρημα	 14:	 Έστω	 οι	 συναρτήσεις	 	και	૚ࢠ 	να	૛ࢠ ικανοποιούν	 τις	 συνθήκες	 ሺ૜ሻ, ሺ૝ሻ	και	
ሺ૞ሻ, ሺ૟ሻ	αντίστοιχα	 τέτοιες	 ώστε	 η	 ισότητα	 να	 μην	 ισχύει	 για	 όλες.	 Αν	 το	 πρόβλημα	
ሺ૚ሻ, ሺ૛ሻ	έχει	λύσεις	για	αυθαίρετες	συνεχείς	συνοριακές	τιμές	ࢍ૛ሺ࢞ሻ	και	αν	η	συνάρτηση	
࢛	είναι	λύση	του	συγκεκριμένου	προβλήματος	ሺ૚ሻ, ሺ૛ሻ	τότε	τα	φράγματα			
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૛ࢠ																																	 ൑ ࢛ ൑ ૛ࢠ		αν	μόνο	και	αν	ισχύουν	૚ࢠ ൑ 		.૚ࢠ

		Έστω	ότι	υπάρχει	θετική	συνάρτηση	ݓ	η	οποία	ικανοποιεί	τις	ανισότητες	

																																																												ቐ

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ െ1	στο	ܦ,
డ௪

డ࢜
൅ ݓሺ࢞ሻߙ ൒ 1	στο	߁ଵ,

ݓ ൒ 1	στο	߁ଶ.

																																																								ሺ7ሻ																													 								

που	είναι	ελαφρώς	πιο	ισχυρές	από	αυτές	του	θεωρήματος	13.		

		Αν	 η	 συνάρτηση	 	ݑ είναι	 λύση	 του	 προβλήματος	 ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	και	 αν	 ορίσουμε	 ܣ ൌ
,||݂ሺ࢞ሻ	ሼsupݔܽ݉ sup|݃ଵሺ࢞ሻ| , sup|݃ଶሺ࢞ሻ| |ሽ,	 τότε	 το	 θεώρημα	 13	 δείχνει	 ότι	 |ሺ࢞ሻݑ| ൑
ഥ	ݑ	η	Αν	ሺ࢞ሻ.ݓܣ 	λύση	του	προβλήματος	

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑതሿ ൌ ݂ሺ̅࢞ሻ	στο	ܦ,		

തݑ߲
߲࢜

൅ ݓሺ࢞ሻߙ ൌ ݃ଵതതതሺ࢞ሻστο	߁ଵ,	

തݑ ൌ ݃ଶതതതሺ࢞ሻ	στο	߁ଶ,	

ο	παραπάνω	ισχυρισμός	δείχνει	ότι:		

ሻݔതሺݑ|																 െ |ሻݔሺݑ ൑ ൛supห݂̅ݔሻ݉ܽݔሺݓ െ ݂ห , sup|݃ଵതതത െ ݃ଵ| , ଶതതത݃|݌ݑݏ െ
݃ଶ|ൟ,																																		ሺ8ሻ																																																																																															

στο	 	.ܦ Πιο	 συγκεκριμένα,	 αν	 οι	 διαφορές	 ݂̅ െ ݂,	݃ଵതതത െ ݃ଵ, ݃ଶതതത െ ݃ଶ	είναι	 ομοιόμορφα	
μικρές,	 τότε	 η	 διαφορά	 തݑ െ 	είναι	ݑ ομοιόμορφα	 μικρή.	 Με	 άλλα	 λόγια,	 η	 λύση	 του	
προβλήματος	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	εξαρτάται	διαρκώς	από	τα	δεδομένα	μας.		

		Αν	το	θεώρημα	13	ισχύει	και	αν	το	πρόβλημα	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	μπορεί	να	λυθεί	για	αυθαίρετα	
συνεχή	δεδομένα,	η	λύση	του	προβλήματος				

																																																														

ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ െ1	στο	ܦ,
డ௪

డ࢜
൅ ݓሺ࢞ሻߙ ൌ 1	στο	߁ଵ,
ݓ ൌ 1	στο	߁ଶ,

	

ικανοποιεί	τις	ανισότητες	ሺ7ሻ.		

		Για	 να	 χρησιμοποιήσουμε	 την	 ανισότητα	 ሺ8ሻ	και	 για	 να	 φράξουμε	 το	 σφάλμα	 που	
δημιουργήθηκε	 από	 την	 προσέγγιση	 της	 συνάρτησης	 	από	ݑ τη	 συνάρτηση	 ഥ,ݑ 	είναι	
απαραίτητο	να	βρούμε	μία	συνάρτηση	ݓ	που	ικανοποιεί	τις	ανισότητες	ሺ7ሻ.		
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	3							ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΕΣ	ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ‐Η	ΕΞΙΣΩΣΗ	ΤΗΣ	ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ	

		Έστω	μία	μακριά	λεπτή	ράβδος	μήκους	݈	που	βρίσκεται	στο	διάστημα	ሺ0, ݈ሻ	κατά	μήκος	
του	 	.άξονα‐ݔ Πρέπει	 να	 υποθέσουμε	 ότι	 το	 υλικό	 της	 ράβδου	 είναι	 ομογενές,	 ότι	 η	
θερμότητα	μπορεί	να	εισέρχεται	και	να	εξέρχεται	από	τη	ράβδο	και	υποθέτουμε	ότι	η	
θερμοκρασία	ݑ	σε	οποιοδήποτε	σημείο	στη	ράβδο	είναι	συνάρτηση	μόνο	του	ݔ	και	του	
χρόνου	ݐ.	Γράφουμε	ݑ ൌ ,ݔሺݑ 	της	ιδιότητες	φυσικές	στις	υποθέσεις	ειδικές	από	Κάτω	ሻ.ݐ
ράβδου,	 η	 διαφορική	 εξίσωση	 ελέγχει	 τη	 ροή	 της	 θερμότητας	 που	 δίνεται	 από	 την	
εξίσωση:	

߲ଶݑ
ଶݔ߲

െ
ݑ߲
ݐ߲

ൌ ݂ሺݔ, 	.ሻݐ

		Η	συνάρτηση	݂	είναι	ο	ρυθμός	της	απομάκρυνσης	θερμότητας	στη	ράβδο.	Η	συνάρτηση	
θερμοκρασίας	ݑሺݔ, 	που	αυτήν	από	διαφορετική	κάπως	μεγίστου	αρχή	μία	ικανοποιεί	ሻݐ
ικανοποιούν	οι	ελλειπτικές	εξισώσεις	και	ανισότητες.	

																																																								  

                                                                                 Περιοχή ࡱ	στο ࢞,࢚	–επίπεδο.	

		Έστω	η	συνάρτηση	ݑሺݔ, ሿݑሾܮ		ανισότητα	αυστηρή	την	ικανοποιεί	να	ሻݐ ≡
డమ௨

డ௫మ
െ

డ௨

డ௧
൐ 0	

σε	περιοχή	ܧ	του	ݐ,ݔ	‐επιπέδου	ሺΣχήμα	1ሻ.	Είναι	σαφές	ότι	η	συνάρτηση	ݑ	δεν	μπορεί	να	
έχει	μέγιστο	σε	οποιοδήποτε	εσωτερικό	σημείο.	Για	τέτοιο	σημείο	ισχύει	
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డమ௨

డ௫మ
൑ 0,

డ௨

డ௧
ൌ 0,	

με	αυτόν	τον	τρόπο	παραβιάζεται	η	συνθήκη	ܮሾݑሿ ൐ 0.	Πρέπει	να	βρούμε	μια	μέθοδο	όχι	
μόνο	για	να	επεκτείνουμε	αυτή	τη	σχέση	για	λύσεις	ݑ	της	ανίσωσης	ܮሾݑሿ ൒ 0,	αλλά	και	
για	 να	 δείξουμε	 ότι	 για	 τελεστές	 τέτοιου	 τύπου	 η	 αρχή	 μεγίστου	 θα	 έχει	 ισχυρότερη	
μορφή.		

		Για	να	διατυπώσουμε	ένα	τυπικό	παράδειγμα	θα	υποθέσουμε	ότι	η	ράβδος	μας	που	έχει	
τις	παραπάνω	 ιδιότητες	που	περιγράψαμε,	 έχει	θερμοκρασία	που	καθορίζεται	αρχικά	
ሺστο	 χρόνο	 ݐ ൌ 0ሻ	 και	 ότι	 οι	 θερμοκρασίες	 στο	 τέλος	 της	 ράβδου	 είναι	 γνωστές	
συναρτήσεις	του	χρόνου.	Από	αρχή	αιτιότητας	έχουμε	ότι	η	κατανομή	θερμοκρασίας	σε	
οποιοδήποτε	σταθεροποιημένο	 χρόνο	ܶ	 είναι	 ανεπηρέαστη	σε	 οποιεσδήποτε	 αλλαγές	
στη	ράβδο	που	συμβαίνουν	σε	ένα	χρόνο	ݐ ൐ ܶ.	Επιπλέον	είναι	φυσικό	να	θεωρήσουμε	
την	ορθογώνια	περιοχή:	

:ܧ																																																																 ሼ0 ൏ ݔ ൏ ݈, 0 ൏ ݐ ൑ ܶሽ,																																																				ሺ1ሻ																			 																		

στο	ݔ, ,ݔሺݑ	θερμοκρασία	η	ότι	Υποθέτουμε	επίπεδο.‐ݐ 	της	πλευρές	στις	γνωστή	είναι	ሻݐ
περιοχής	ܧ:	

						 ଵܵ: ሼݔ ൌ 0, 0 ൑ ݐ ൑ ܶሽ,	

						ܵଶ: ሼ	0 ൑ ݔ ൑ ݈, ݐ ൌ 0ሽ,	

					ܵଷ: ሼݔ ൌ ݈, 0 ൑ ݐ ൑ ܶሽ.	

		Περιμένουμε	ότι	αυτή	η	πληροφορία	και	το	γεγονός	ότι	η	θερμοκρασία	ικανοποιεί	την	
εξίσωση:		

ሿݑሾܮ																																																																					 ≡
డమ௨

డ௫మ
െ

డ௨

డ௧
ൌ 0,	

																																																  

                                                                                Περιοχή	ࢥ με σύνορα ࡿ૚, ,૛ࡿ ,૜ࡿ 	.૝ࡿ

στην	περιοχή	ܧ	αρκεί	για	να	καθορίσει	τη	θερμοκρασία	σε	όλη	την	περιοχή	ܧ	ሺΣχήμα	2ሻ.	
Η	μοναδικότητα	της	λύσης	λαμβάνεται	ως	φυσικό	επακόλουθο	της	αρχής	μεγίστου	που	
ακολουθεί.	

Θεώρημα	1:	Έστω	࢛ሺ࢞, ࢚ሻ	να	ικανοποιεί	την	ανισότητα		

ሾ࢛ሿࡸ																																																																							 ≡
ࣔ૛࢛

ࣔ࢞૛
െ

࢛ࣔ

࢚ࣔ
൒ ૙,																																																								ሺ૛ሻ 																																						

στην	ορθογώνια	περιοχή		ࡱ	που	δίνεται	στη	σχέση	ሺ૚ሻ.	Τότε	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	࢛	
στο	ࡱࣔ⋃ࡱ	πρέπει	να	λαμβάνεται	σε	μία	από	τις	τρεις	πλευρές	ࡿ૚, ,૛ࡿ 	.2ሻ	ሺΣχήμα	૜ࡿ

Απόδειξη:	Έστω	ότι	το	ܯ	είναι	το	μέγιστο	των	τιμών	της	συνάρτησης	ݑ	που	λαμβάνονται	
στις	 πλευρές	 ଵܵ, ܵଶ, ܵଷ.	 Πρέπει	 να	 υποθέσουμε	 ότι	 υπάρχει	 ένα	 σημείο	 ܲሺݔ଴, 	଴ሻݐ της	
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περιοχής	 	ܧ όπου	 η	 συνάρτηση	 	ݑ έχει	 μία	 τιμή	 ଵܯ ൐ 	ܯ και	 φτάνουμε	 σε	 αντίφαση.	

Ορίζουμε	την	αυθαίρετη	συνάρτηση	ݓሺݔሻ ൌ
ெభିெ

ଶ௟మ
ሺݔ െ 	.଴ሻଶݔ

		Αφού	η	συνάρτηση	ݑ ൑ 	πλευρές	στις	ܯ ଵܵ, ܵଶ, ܵଷ	έχουμε		

,ݔሺݒ																																													 ሻݐ ≡ ,ݔሺݑ ሻݐ ൅ ሻݔሺݓ ൑ ܯ ൅
ெభିெ

ଶ
൏ 																													ሺ3ሻ																																					,ܯ

για	όλα	τα	σημεία	των	ܵଵ, ܵଶ, ܵଷ.	Επιπλέον:	

,଴ݔሺݒ																																																															 ଴ሻݐ ൌ ,଴ݔሺݑ ଴ሻݐ ൌ ሺ4ሻ																																																			ଵܯ 																																					

και																																														ܮሾݒሿ ≡ ሿݑሾܮ ൅ ሿݓሾܮ ൌ ሿݑሾܮ ൅
ெభିெ

௟మ
,																																													ሺ5ሻ																										

στην	περιοχή	ܧ.	Οι	συνθήκες	 ሺ3ሻ, ሺ4ሻ	 δείχνουν	ότι	 η	συνάρτηση	ݒ	πρέπει	 να	 λάβει	 το	
μέγιστό	της	είτε	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	της	περιοχής	ܧ	ή	κατά	μήκος	του	ανοιχτού	
διαστήματος	ܵସ: ሼ0 ൏ ݔ ൏ ݈	, ݐ ൌ ܶሽ.	

		Η	ανισότητα	ሺ5ሻ	δείχνει	ότι	η	συνάρτηση	ݒ	δεν	μπορεί	να	έχει	εσωτερικά	το	μέγιστο,	

ενώ	για	το	μέγιστο	στο	διάστημα	ܵ ସ	ισχύει	
డమ௩

డ௫మ
൑ 0	με	την	απαίτηση	ότι	η	

డ௩

డ௧
	είναι	αυστηρά	

αρνητική.	Επιπρόσθετα	η	συνάρτηση	ݒ	πρέπει	να	είναι	μεγαλύτερη	σε	νωρίτερο	χρόνο	
ώστε	το	μέγιστο	να	μην	είναι	στο	διάστημα	ܵସ.	Βλέπουμε	ότι	η	θεώρηση	ݑሺݔ଴, ଴ሻݐ ൐ 	ܯ
οδηγεί	σε	αντίφαση.	

Παρατηρήσεις:	 ሺ݅ሻ	Το	θεώρημα	λέει	 ότι	 το	μέγιστο	 όχι	μόνο	δεν	μπορεί	 να	ληφθεί	σε	
εσωτερικό	σημείο	 της	περιοχής	ܧ,	 αλλά	δεν	μπορεί	 και	 να	 ληφθεί	στον	 τελικό	 χρόνο,	
εκτός	ίσως	από	τα	άκρα	της	ράβδου,	και	εκτός	αν	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	σταθερή.		

ሺ݅݅ሻ	 Η	 αρχή	 μεγίστου	 του	 πρώτου	 θεωρήματος	 δεν	 αποτελεί	 την	 ισχυρή	 μορφή	 του	
εφόσον	 επιτρέπει	 το	 μέγιστο	 της	 συνάρτησης	 	ݑ να	 λαμβάνεται	 σε	 συνοριακά	 και	 σε	
εσωτερικά	σημεία.		

ሺ݅݅݅ሻ	Για	λύσεις	της	ܮሾݑሿ ൌ 0	παίρνουμε	μία	σχετική	αρχή	ελαχίστου	αντικαθιστώντας	τη	
συνάρτηση	 	ݑ με	 τη	 συνάρτηση	 ሺെݑሻ	και	 έτσι	 η	 μοναδικότητα	 του	 θεωρήματος	 που	
αναφέρθηκε	προηγουμένως	συνεπάγεται	εύκολα.		

ሺ݅ݒሻ	 Για	 ελλειπτικές	 διαφορικές	 ανισώσεις	 το	 μέγιστο	 μίας	 λύσης	 μπορεί	 να	
πραγματοποιηθεί	παντού	στο	σύνορο.	Στην	περίπτωση	της	εξίσωσης	της	θερμότητας,	το	
μέγιστο	 μπορεί	 να	 πραγματοποιηθεί	 σε	 ειδικό	 κομμάτι	 του	 συνόρου	 εκτός	 αν	 η	
συνάρτηση	ݑ ൌσταθερή.	Το	γεγονός	αυτό	είναι	αληθές	και	για	πιο	γενικές	εξισώσεις	με	
πρότυπο	την	εξίσωση	της	θερμότητας	και	για	πιο	γενικά	χωρία.	

		Η	εξίσωσης	της	θερμότητας	στις	τρεις	διαστάσεις,	σε	χωρίο	ܦ	είναι																	

≡ሾݑሾܮ																																																														 ݑ߂ െ
డ௨

డ௧
ൌ ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ 	,ሻݐ

όπου	ݑ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ ,ݔ ,ݔܲሺ	σημείο	σε	θερμοκρασία	η	είναι	ሻݐ ,ݕ 	ݐ	χρόνο	σε	ܦ	χωρίου	του		ሻݖ
και	݂	είναι	ο	ρυθμός	αποβολής	της	θερμότητας.	Όπως	και	στη	μονοδιάστατη	περίπτωση,	
η	 συνάρτηση	ݑ	 ሺτη	θεωρούμε	συνάρτηση	 τεσσάρων	μεταβλητώνሻ	 δεν	 μπορεί	 να	 έχει	

τοπικό	μέγιστο	σε	ένα	σημείο	όπου	ܮሾݑሿ ≡ ݑ߂ െ
డ௨

డ௧
൐ 0.	Αυτό	το	γεγονός	συνεπάγεται	

αφού	γνωρίζουμε	ότι	σε	ένα	μέγιστο	ισχύει	ݑ߂ ൑ 0	και	
డ௨

డ௧
ൌ 0.	Θέλουμε	να	επεκτείνουμε	

την	αρχή	μεγίστου	σε	συναρτήσεις	ݑ	που	ικανοποιούν	τη	μη	αυστηρή	ανισότητα	ܮሾݑሿ ൒
0.	
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		Το	 πιο	 απλό	 πρόβλημα	 τριών	 διαστάσεων	 είναι	 αυτό	 του	 φραγμένου	 ομογενούς	
στερεού	που	γεμίζει	το	χωρίο	ܦ.	Υποθέτουμε	ότι	το	πρόβλημα	αρχίζει	τη	στιγμή	ݐ ൌ 0	και	
ότι	 αρχικά	 η	 θερμοκρασία	 ,ݔሺݑ ,ݕ ,ݖ 0ሻ	 είναι	 η	 καθορισμένη	 συνάρτηση	 των	 ሺݔ, ,ݕ 	.ሻݖ
Επιπλέον	η	θερμοκρασία	του	συνόρου	߲ܦ	του	χωρίου	ܦ	είναι	καθορισμένη	για	όλες	τις	
τιμές	 ݐ ൒ 0.	 Το	 πρόβλημα	 της	 ροής	 θερμότητας	 αφορά	 τον	 ορισμό	 της	 συνάρτησης	
θερμοκρασίας	ݑሺݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݔܲሺ	σημεία	τα	όλα	για	ሻݐ ,ݕ 	τους	όλους	για	και	ܦ	χωρίο	στο	ሻݖ
χρόνους	ݐ ൐ 0.	

		Το	ενδιαφέρον	μας	για	το	χώρο‐χρόνο	των	τεσσάρων	διαστάσεων	που	αποτελείται	από	
τον	 άπειρο	 κύλινδρο	ܦ ൈ ሺ0,∞ሻ	 είναι	 αρκετά	 μεγάλο.	 Παρόλα	 αυτά	 από	 την	 αρχή	
αιτιότητας	όπως	και	στη	μονοδιάστατη	περίπτωση	μας	επιτρέπει	να	περιορίσουμε	το	
χώρο.	 Η	 κατανομή	 θερμοκρασίας	 στο	 χωρίο	 	ܦ σε	 κάποιο	 σταθεροποιημένο	 χρόνο	 ܶ	
καθορίζεται	 από	 το	 τι	 συμβαίνει	 στο	 διάστημα	 0 ൑ ݐ ൑ ܶ.	 H	 περιοχή	 τεσσάρων	
διαστάσεων	 είναι	 ο	 άπειρος	 κύλινδρος	 ܦ ൈ ሺ0, ܶሿ.	 Η	 θερμοκρασία	 	ݑ σε	 αυτόν	 τον	
κύλινδρο	ορίζεται	από	την	ܮሾݑሿ,	από	τις	τιμές	της	συνάρτησης	ݑ	σε	αυτόν	τον	κύλινδρο	
και	από	τις	τιμές	της		συνάρτησης	ݑ	στον	κυλινδρικό	τοίχο	߲ܦ ൈ ሺ0, ܶሿ.	

																																																								  

                                  Κύλινδρος τη χρονική στιγμή  ࢚ ൌ ૙ μέχρι τη χρονική στιγμή  ࢚ ൌ 	.ࢀ

		Σημειώνοντας	τον	κύλινδρο	ܦ ൈ ሺ0, ܶሿ	με	ܧ,	περιμένουμε	από	την	αρχή	μεγίστου	ότι	η	
συνάρτηση	ݑ	παίρνει	το	μέγιστό	της	στο	κομμάτι	του	συνόρου	ܧ	το	οποίο	είναι	είτε	στο	
κάτω	μέρος	του	ܧ	είτε	κατά	μήκος	των	πλευρών	߲ܦ ൈ ሺ0, ܶሿ	ሺΣχήμα	3ሻ.	Αν	

ሿݑሾܮ ≡ ݑ߂ െ
ݑ߲
ݐ߲

൐ 0,	

τότε	έχουμε	ήδη	δει	ότι	το	μέγιστο	δεν	μπορεί	να	ληφθεί	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	του	ܧ.	
Αν	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݑ	λαμβάνεται	στο	χρόνο	ݐ ൌ ܶ	σε	ένα	εσωτερικό	σημείο	
του	χώρου	ܦ,	φτάνουμε	σε	αντίφαση.	Για	να	το	δούμε	αυτό,	βλέπουμε	ότι	ݑ߂ ൑ 0	στο	

μέγιστο.	Η	ανισότητα	ܮሾݑሿ ൐ 0	μας	δίνει	ότι		
డ௨

డ௧
൏ 0	στο	ίδιο	σημείο.	Τότε	η	συνάρτηση	ݑ	

είναι	μεγαλύτερη	σε	νωρίτερο	χρόνο	και	ότι	το	μέγιστο	πρέπει	να	λαμβάνεται	είτε	κατά	
μήκος	των	πλευρών	είτε	στο	κάτω	μέρος	του	ܧ.	Θα	επεκτείνουμε	την	αρχή	μεγίστου	όχι	
μόνο	για	την	ܮሾݑሿ ൒ 0	αλλά	και	για	πιο	γενικές	εξισώσεις	και	χωρία.	
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																						Ο	ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΟΣ	ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΟΣ	ΤΕΛΕΣΤΗΣ		

		Ο	διαφορικός	τελεστής		

ሿݑሾܮ																																																		 ≡ ܽሺݔ, ሻݐ
డమ௨

డ௫మ
൅ ܾሺݔ, ሻݐ

డ௨

డ௫
െ

డ௨

డ௧
	൒ 0,																																						ሺ1ሻ																																			

καλείται	παραβολικός	σε	ένα	σημείο	ሺݔ, ,ݔܽሺ	αν	ሻݐ ሻݐ ൐ 0.	

		Ο	 τελεστής	 	ܮ είναι	 ομοιόμορφα	 παραβολικός	 σε	 ένα	 χωρίο	 	ܦ του	 ,ݔ 	επιπέδου‐ݐ αν	
υπάρχει	θετική	σταθερά	ߤ	ώστε	ܽሺݔ, ሻݐ ൒ 	.ܦ	χωρίο	στο	ݔ	σημεία	τα	όλα	για		ߤ

		Ο	μονοδιάστατος	τελεστής	θερμότητας	είναι	ομοιόμορφα	παραβολικός		σε	ολόκληρο	το	
,ݔ ,ݔܽሺ	για	ሺ1ሻ	την	από	λαμβάνεται	εφόσον	επίπεδο,‐ݐ ሻݐ ≡ 1, ܾሺݔ, ሻݐ ≡ 0.	

																																																									  

                                                                                     Περιοχή Ε.	

		Ας	είναι	ܧ: ሼ0 ൏ ݔ ൏ ,ܣ 0 ൏ ݐ ൑ ܶሽ	η	ορθογώνια	περιοχή	ሺΣχήμα	4ሻ.	Είναι	φανερό	ότι	η	
συνάρτηση	ݑ	ικανοποιεί	την	αυστηρή	ανισότητα	

ሿݑሾܮ																																																														 ൐ 0	στην	περιοχή		ܧ.																																																					ሺ2ሻ 																																					

		Τότε	 η	 συνάρτηση	 	ݑ δεν	 μπορεί	 να	 έχει	 τοπικό	 μέγιστο	 σε	 οποιοδήποτε	 εσωτερικό	
σημείο.	 Για	 ένα	 εσωτερικό	 σημείο	 μεγίστου	 ߲ଶݑ ⁄ଶݔ߲ 	 και	 ݑ߲ ⁄ݔ߲ ൌ ݑ߲ ݐ߲ ൌ 0⁄ 	
παραβιάζεται	η	σχέση	ሺ2ሻ.	Επιπλέον	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݑ	δεν	μπορεί	να	ληφθεί	
κατά	μήκος	του	ανοιχτού	τομέα	που	σχηματίζει	 το	άνω	φράγμα	της	περιοχής	ܧ	κατά	
μήκος	 0 ൏ ݔ ൏ ,ܣ ݐ ൌ ܶ.	 Για	 να	 το	 δούμε	 αυτό	 παρατηρούμε	 ότι	 σε	 τέτοιο	 σημείο	
μεγίστου	߲ݑ ݔ߲ ൌ 0⁄ ݑ߲	, ݐ߲ ൒ 0⁄ ,	߲ଶݑ ⁄ଶݔ߲ ൑ 0.		
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		Η	αρχή	μεγίστου	για	τον	τελεστή	ܮ	θα	επεκταθεί	για	λύσεις	των	διαφορικών	ανισώσεων	
ሿݑሾܮ ൒ 0.	 H	 απόδειξη	 που	 θα	 παρουσιάσουμε	 βασίζεται	 στον	 Louis	 Nirenberg	 	 και	
χρησιμοποιεί	μια	κατάλληλη	παραλλαγή	της	μεθόδου	του	Hopf		για	τους	παραβολικούς	
τελεστές.	Το	βασικό	μας	αποτέλεσμα	βασίζεται	σε	τρία	λήμματα	που	θα	αναφέρουμε	για	
να	δείξουμε	την	αρχή	μεγίστου.	

Λήμμα	1:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	να	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανισότητα		

ሾ࢛ሿࡸ																																																		 ≡ ,ሺ࢞ࢇ ࢚ሻ
ࣔ૛࢛

ࣔ࢞૛
൅ ,ሺ࢞࢈ ࢚ሻ

࢛ࣔ

ࣔ࢞
െ

࢛ࣔ

࢚ࣔ
	൒ ૙,																																							ሺ૜ሻ 																																						

σε	χωρίο	ࡱ	του	࢞ , ࢚‐επιπέδου	όπου	ࢇ, 	είναι	ࡸ	τελεστής	ο	και	συναρτήσεις	φραγμένες	είναι	࢈
ομοιόμορφα	παραβολικός.	Έστω	ࡷ	ένας	δίσκος	τέτοιος	ώστε	αυτός	και	το	σύνορό	του	ࣔࡷ	
να	περιέχονται	στο	ࡱ.	Υποθέτουμε	ότι	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	࢛	στο	χωρίο	ࡱ	είναι	το	
࢛	ώστε	ࡹ ൏ ࢛	ότι	και	ࡷ	δίσκου	του	εσωτερικό	στο	ࡹ ൌ 	σύνορο	στο	ࡼ	σημείο	κάποιο	σε	ࡹ
του	ࡷ.	Τότε	η	εφαπτομένη	στο	δίσκο	ࡷ	στο	σημείο	ࡼ	είναι	παράλληλη	στον	άξονα	࢞.	Το	
σημείο	ࡼ	είναι	είτε	στην	κορυφή	είτε	στο	κάτω	μέρος	του	δίσκου	ࡷ.	

																																										  

Το χωρίο ࢥ και εσωτερικά ο δίσκος ࢪ που περιέχει το σημείο ࡼ	όχι στην κορυφή ούτε στο κάτω μέρος του 
δίσκου, αλλά σε τυχαία θέση, υπόθεση που θα καταλήξει σε άτοπο.	

Απόδειξη:	Έστω	ο	δίσκος	ܭ	να	έχει	το	κέντρο	του	στο	σημείο	ሺ̅ݔ, 	ακτίνα	η	ܴ	έστω	και	ሻ̅ݐ
του.	Θεωρούμε	ότι	το	σημείο	ܲ	στο	σύνορο	߲ܭ	δε	βρίσκεται	πάνω	ή	κάτω	ሺστην	κορυφή	
είτε	 στο	 κάτω	 μέρος	 του	 δίσκου	 	ሻܭ και	 θα	 φτάσουμε	 σε	 αντίφαση.	 Μπορούμε	 να	
θεωρήσουμε	 χωρίς	 βλάβη	 της	 γενικότητας	 ότι	 το	 σημείο	 ܲ	 είναι	 το	 μόνο	 συνοριακό	
σημείο	 για	 το	 οποίο	 ισχύει	 ότι	 ݑ ൌ 	.ܯ Αν	 αυτό	 δεν	 συμβαίνει,	 τότε	 μπορούμε	 να	
αντικαταστήσουμε	τον	δίσκο	ܭ	με	ένα	αρκούντως	μικρότερο	δίσκο	ܭ′	όπου	το	σύνορό	
του	είναι	εσωτερικό	του	δίσκου	ܭ	εκτός	από	ένα	σημείο	ܲ	όπου	τα	σύνορα	߲ܭ, 	είναι	′ܭ߲
εφαπτόμενα.	Τότε	ο	δίσκος	ܭ′	έχει	ακριβώς	ένα	σημείο	ܲ	στο	σύνορό	του	όπου	ݑ ൌ 	ܯ
και	το	επιχείρημα	μπορεί	να	συνεχιστεί	με	τον	δίσκο	ܭ′	αν	είναι	απαραίτητο.	Υποθέτουμε	
ότι	το	σημείο	ܲ	έχει	συντεταγμένες	ሺݔଵ, ଵݔ	με	ଵሻݐ ് 	με	ଵܭ	δίσκο	έναν	Κατασκευάζουμε	.ݔ̅
κέντρο	στο	σημείο	ܲ 	και	ακτίνα	ܴ ଵ	τόσο	μικρό	ώστε	ܴ ଵ ൏ ଵݔ| െ 	ώστε	τέτοιο	επίσης	και	|ݔ̅
ο	δίσκος	ܭଵ	να	βρίσκεται	εξολοκλήρου	στον	χώρο	ܧ.	Το	σύνορο	߲ܭଵ	αποτελείται	από	δύο	
τόξα:	ܥ′ሺπεριέχει	και	τα	άκραሻ	είναι	η	τομή	του	߲ܭଵ	με	τον	κλειστό	δίσκο	ܭ ∪ 	′′ܥ	και	ܭ߲
να	είναι	το	συμπλήρωμα	του	ܥ′	σε	αντιστοιχία	με	το	߲ܭଵ.	Εφόσον	η	συνάρτηση	ݑ	είναι	
μικρότερη	του	ܯ	στο	κλειστό	τόξο	ܥ′,	μια	θετική	σταθερά	ߟ	μπορεί	να	βρεθεί	ώστε	ݑ ൑
ܯ െ ݑ	αφού	Επιπρόσθετα,	.′ܥ	τόξο	στο	ߟ ൑ ݑ	έχουμε	ܧ	περιοχή	στην	ܯ ൑ 	.ᇱᇱܥ	τόξο	στο	ܯ

		Ορίζουμε	 την	 αυθαίρετη	 συνάρτηση	 ,ݔሺݒ ሻݐ ൌ ݁ିఈሾሺ௫ି௫̅ሻ
మାሺ௧ି௧ሻഥ మሿ െ ݁ିఈோ

మ
.	 Για	 θετικές	

τιμές	του	ߙ,	η	συνάρτηση	ݒ	είναι	θετική	στον	δίσκο	ܭ,	μηδέν	στο	߲ܭ	και	αρνητική	σε	
εξωτερικό	σημείο	του	δίσκου	ܭ.	Υπολογίζουμε	το		
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ሿݒሾܮ																										 ൌ ఈሾሺ௫ି௫̅ሻି݁ߙ2
మାሺ௧ି௧ሻഥ మሿሾ2ܽߙሺݔ െ ሻଶݔ̅ െ ܽ െ ܾሺݔ െ ሻݔ̅ ൅ ሺݐ െ 		.ሻሿ̅ݐ

		Στο	δίσκο	ܭଵ	και	στο	σύνορό	του	έχουμε	|ݔ െ |ݔ̅ ൒ ଵݔ| െ |ݔ̅ െ ܴଵ ൐ 0	και	είναι	δυνατό	να	
επιλέξουμε	ߙ	μεγάλο	ώστε	να	ισχύει	ܮሾݒሿ ൐ 0	για	ሺݔ, ଵܭ	στο	ሻݐ ∪ 	τη	εισάγουμε	Τώρα	ଵ.ܭ߲
συνάρτηση	ݓሺݔ, ሻݐ ൌ ,ݔሺݑ ሻݐ ൅ ,ݔሺݒߝ 		ότι	Παρατηρούμε	σταθερά.	θετική	ߝ	όπου	ሻݐ

ሿݓሾܮ																																																				 ൌ ሿݑሾܮ ൅ ሿݒሾܮߝ ൐ 0	στο	δίσκο	ܭଵ.																																						ሺ4ሻ																																			

		Εφόσον	ݑ ൑ ܯ െ ݓ	ώστε	μικρό	τόσο	ߝ	επιλέξουμε	να	μπορούμε	,′ܥ	τόξο	στο	ߟ ൌ ݑ ൅
ݒߝ ൏ 	.′ܥ	τόξο	στο	ܯ

		Επιπλέον,	αφού	η	συνάρτηση	ݒ ൏ 0	στο	ܥᇱᇱκαι	ݑ ൑ ݓ	έχουμε	ܯ ൌ ݑ ൅ ݒߝ ൏ 		.′′ܥ	στο	ܯ

		Έχουμε	ακόμα	ότι	ݓ ൏ ଵܭ߲	σύνορο	το	ολόκληρο	σε	ܯ ൌ ′ܥ	 ∪ 	,πλευρά	άλλη	την	Από	.′′ܥ
αφού	η	συνάρτηση	ݒ	μηδενίζεται	στο	߲ܭ,	βρίσκουμε	ότι		

,ଵݔሺݓ																																											 ଵሻݐ ൌ ,ଵݔሺݑ ଵሻݐ ൅ ,ଵݔሺݒߝ ଵሻݐ ൌ ,ଵݔሺݑ ଵሻݐ ൌ 	.ܯ

		Συμπεραίνουμε	ότι	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݓ	στο	δίσκο	ܭଵ	πρέπει	να	συμβαίνει	σε	
ένα	 εσωτερικό	 σημείο.	 Αυτό	 το	 γεγονός	 έρχεται	 σε	 αντίφαση	 με	 τη	 σχέση	 ሺ4ሻ	 και	 το	
λήμμα	αποδεικνύεται.	Το	επιχείρημα	αποτυγχάνει	αν	το	σημείο	ܲ	είναι	στην	κορυφή	και	
στο	κάτω	μέρος	του	δίσκου	ܭ.	Αν	ݔଵ ൌ ܴ	επιλέξουμε	να	μπορούμε	δεν	τότε	,ݔ̅ ଵ ൏ ଵݔ| െ 	.|ݔ̅

Παρατήρηση:	Η	ανισότητα	ݑ ൑ ܭ	το	περιέχει	που	߃	περιοχή	σε	ισχύει	ܯ ∪ 	ώστε	έτσι	,ܭ߲
να	 είναι	 έγκυρη	 στο	 δίσκο	 ଵܭ ∪ 	ଵܭ߲ που	 είναι	 μερικώς	 έξω	 από	 το	 σύνορο	 	.ܭ߲ Για	
παράδειγμα,	η	συνάρτηση	ݑ ൌ ଶݔ ൅ ሺݐ െ 2ሻଶ	ικανοποιεί	την	ανισότητα	ݑ௫௫ െ ௧ݑ ൒ 0	για	
ݐ ൑ 4	 και	 ݑ ൏ 1	 στο	 δίσκο	 ଶݔ ൅ ሺݐ െ 2ሻଶ ൏ 1,	 αλλά	 παίρνει	 τη	 μέγιστη	 τιμή	 της	
οπουδήποτε	 στο	 σύνορο	 ଶݔ ൅ ሺݐ െ 2ሻଶ ൌ 1.	 Το	 λήμμα	 1	 δεν	 εφαρμόζεται	 επειδή	 η	
συνάρτηση	ݑ ൐ 1	έξω	από	αυτόν	τον	κύκλο.	Το	θεώρημα	3	θα	δείξει	ότι	η	ανισότητα	ሺ3ሻ	
ισχύει	μόνο	στο	δίσκο	ܭ.	

Λήμμα	2:	Υποθέτουμε	ότι	σε	χωρίο	 ,࢞	του	ࡱ	 ࢚‐επιπέδου,	η	συνάρτηση	࢛	 ικανοποιεί	την	
ανισότητα	ࡸሾ࢛ሿ ൒ ૙	με	τον	τελεστή	ࡸ	να	έχει	τις	ιδιότητες	του	λήμματος	1.	Υποθέτουμε	ότι	
ισχύει		࢛ ൏ ,ሺ࢞૙	σημείο	εσωτερικό	κάποιο	σε	ࡹ ࢚૙ሻ	του	χωρίου	ࡱ	και	ότι		࢛ ൑ 	Αν	.ࡱ	στο	ࡹ
	࢒ είναι	 οποιοδήποτε	 οριζόντιο	 κομμάτι	 ευθείας	 στο	 εσωτερικό	 του	 	 	ࡱ που	 περιέχει	 το	
ሺ࢞૙, ࢚૙ሻ	τότε	࢛ ൏ 	.6ሻ	ሺΣχήμα	࢒	στο	ࡹ

																											  

                     Το χωρίο ࡱ και ένα ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα δύο σημεία ሺ࢞૚, ࢚૙ሻ,	ሺ࢞૙, ࢚૙ሻ.	

Απόδειξη:	Έστω	ότι	ݑ ൌ ,ଵݔሺ	σημείο	εσωτερικό	κάποιο	σε	ܯ 	ισχύει	ότι		έστω	και	݈	στο	଴ሻݐ
ݑ ൏ 	ܯ στο	 σημείο	 ሺݔ଴, 	.଴ሻݐ Θα	 δουλέψουμε	 με	 τη	 μέθοδο	 της	 εις	 άτοπον	 απαγωγής.	
Υποθέτουμε	 ότι	 ଵݔ ൏ 	଴ݔ και	 μπορούμε	 να	 μετακινήσουμε	 το	 	ଵݔ δεξιά,	 αν	 είναι	
απαραίτητο,	ώστε	ݑ ൏ ଵݔ	για	ܯ ൏ ݔ ൑ ଴ݔ	διαφορά	η	݀଴	είναι	Ας	଴.ݔ െ 	ελάχιστο	το	ଵήݔ
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των	αποστάσεων	από	οποιοδήποτε	σημείο	της	ευθείας	ݔଵ ൑ ݔ ൑ ݐ		,଴ݔ ൌ 	σύνορο	το	ως	଴ݐ
	.μικρότερο	είναι	οποιοδήποτε	,߃߲

		Για	ݔଵ ൏ ݔ ൏ ଵݔ ൅ ݀଴	ορίζουμε	݀ሺݔሻ	να	είναι	η	απόσταση	από	το	σημείο	ሺݔ, 	πιο	στο	଴ሻݐ
κοντινό	σημείο	στον	χώρο	ܧ	όπου	ισχύει	ݑ ൌ ,ଵݔሺݑ	Αφού	.ܯ ଴ሻݐ ൌ ,ܯ ݀ሺݔሻ ൑ ݔ െ 	Από	ଵ.ݔ
το	λήμμα	1,	το	πιο	κοντινό	σημείο	είναι	ευθεία	πάνω	ή	κάτω	από	το	σημείο	ሺݔ, 	Είναι	଴ሻ.ݐ
λοιπόν,	είτε	ݑ൫ݔ, ଴ݐ ൅ ݀ሺݔሻ൯ ൌ ,ݔ൫ݑ	είτε	ܯ ଴ݐ െ ݀ሺݔሻ൯ ൌ 	ένα	από	απόσταση	η	Εφόσον	.ܯ

σημείο	ሺݔ଴ ൅ ,ߜ ,ݔ൫ݑ	σημείο	στο	଴ሻݐ ଴ݐ ∓ ݀ሺݔሻ൯	είναι	ඥ݀ଶሺݔሻ ൅ 		ότι	βλέπουμε	ଶߜ

																																																				݀ሺݔ ൅ ሻߜ ൑ ඥ݀ଶሺݔሻ ൅ ଶߜ ൏ ݀ሺݔሻ ൅
ఋమ

ଶௗሺ௫ሻ
.																																		ሺ5ሻ 																																					

		Αντικαθιστώντας	το	ݔ	με	ݔ ൅ 	ότι	ακόμη	βλέπουμε	,ߜെ		με	ߜ	και	ߜ

																																																																			݀ሺݔ ൅ ሻߜ ൐ ඥ݀ଶሺݔሻ െ ሺ6ሻ																																																	ଶ.ߜ 																																					

		Υποθέτουμε	 τώρα	 ότι	 ݀ሺݔሻ ൐ 0	 και	 επιλέγουμε	 0 ൏ ߜ ൏ ݀ሺݔሻ.	 Υποδιαιρούμε	 το	
διάστημα	ሺݔ, ݔ ൅ 	݊	σε	ሻߜ ίσα	τμήματα	και	 εφαρμόζουμε	τις	ανισότητες	 ሺ5ሻ, ሺ6ሻ	για	να	
βρούμε		

݀ ൬ݔ ൅
݆ ൅ 1
݊

൰ߜ െ ݀ ൬ݔ ൅
݆
݊
൰ߜ ൑

ଶߜ

2݊ଶ݀ ቀݔ ൅ ቀ
݆
݊ቁ ቁߜ

൑
ଶߜ

2݊ଶඥ݀ଶሺݔሻ െ ଶߜ
.	

		Αθροίζοντας	 από	 ݆ ൌ 0	ως	 το	 ݊ െ 1	 λαμβάνουμε	 ݀ሺݔ ൅ ሻߜ െ ݀ሺݔሻ ൑ 	
ఋమ

ଶ௡ඥௗమሺ௫ሻିఋమ
	 για	

οποιονδήποτε	ακέραιο	݊.	Επιτρέπουμε	στο	݊ → ∞	και	βλέπουμε	ότι	݀ሺݔ ൅ ሻߜ ൑ ݀ሺݔሻ	για	
ߜ ൐ 0.	Με	άλλα	λόγια	η	συνάρτηση	݀ሺݔሻ	είναι	μια	μη	αυξανόμενη	συνάρτηση	του	ݔ.	Αφού	
݀ሺݔሻ ൑ ݔ െ 	,ଵݔ είναι	 αυθαίρετα	 μικρό	 για	 	ݔ αρκούντως	 κοντά	 στο	 	,ଵݔ βλέπουμε	 ότι	
݀ሺݔሻ ≡ 0	για	ݔଵ ൏ ݔ ൏ ଵݔ ൅ ݀଴.	Με	άλλα	λόγια,	ݑሺݔ, ଴ሻݐ ≡ 	που	διάστημα,	το	αυτό	σε	ܯ
έρχεται	σε	αντίφαση	με	την	υπόθεσή	μας	ότι	ݑ ൏ ଵݔ	για	ܯ ൏ ݔ ൑ 	σε	φτάσαμε	Άρα	଴.ݔ
άτοπο	αφού	υποθέσαμε	ότι	ݑሺݔ଴, ଴ሻݐ ൌ 	.ܯ

		Τονίζουμε	ότι	το	λήμμα	2	δηλώνει	ότι	αν	υπάρχει	ένα	μοναδικό	εσωτερικό	σημείο	όπου	
ݑ ൌ ݑ	τότε	,ܯ ≡ 	αυτό	περιέχει	που	τμήματος	οριζόντιου	μεγαλύτερου	του	μήκος	κατά	ܯ
το	σημείο	του	οποίου	το	εσωτερικό	βρίσκεται	στο	χωρίο	ܧ.	

		Από	εδώ	και	πέρα	πρέπει	να	θεωρήσουμε	τη	διαφορική	ανίσωση	ܮሾݑሿ ൒ 0	σε	περιοχή	
்ܧ ൌ ሼሺݔ, ሻݐ ∈ :ܧ ݐ ൑ ܶሽ	όπου	ܧ	είναι	χωρίο.	Πρέπει	να	θεωρήσουμε	ότι	ݑ	είναι	συνεχώς	
διαφορίσιμη	 στα	 ,ݔ 	ݐ και	 δύο	 φορές	 διαφορίσιμη	 στο	 	ݔ σε	 όλη	 την	 περιοχή	 	,்ܧ με	
,ݔሺݑ߲ ሻݐ ߲ܶ⁄ 	να	είναι	πλευρική	παράγωγος.	

Λήμμα	3:		Έστω	ότι	στο	κάτω	μισό	࢚ࡷ૚ ൌ ൛ሺ࢞, ࢚ሻ: ሺ࢞ െ ࢞૚ሻ૛ ൅ ሺ࢚ െ ࢚૚ሻ૛ ൏ ,૛ࡾ ࢚ ൑ ࢚૚ൟ	ενός	
δίσκου	ࡷ	κέντρου	ࡼሺ࢞૚, ࢚૚ሻ	η	συνάρτηση	࢛	ικανοποιεί	τη	διαφορική	ανισότητα	ࡸሾ࢛ሿ ൒ ૙,	
με	τον	τελεστή	ࡸ	να	έχει	τις	ιδιότητες	του	λήμματος	1.	Έστω	ότι	࢛ ൏ 	του	κομμάτι	στο	ࡹ
δίσκου	ࡷ	όπου	࢚ ൏ ࢚૚.	Τότε		࢛ሺࡼሻ ൏ 	.ࡹ
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Η παραβολή  ሺ࢞ െ ࢞૚ሻ૛ ൅ ሺ࢚ࢻ െ ࢚૚ሻ ൌ ૙, καθώς και η εφαπτομένη στο σημείο ࡼ στην παραβολή για χρόνο από 
࢚ ൏ ࢚૚.	

Απόδειξη:	 Ορίζουμε	 τη	 συνάρτηση	 ,ݔሺݒ ሻݐ ൌ ݁ିൣሺ௫ି௫భሻ
మାఈሺ௧ି௧భሻ൧ െ 1.	 Από	 έναν	 απλό	

υπολογισμό	βλέπουμε	ότι	

ሿݒሾܮ																																															 ൌ ݁ିൣሺ௫ି௫భሻ
మାఈሺ௧ି௧భሻ൧ሾ4ܽሺݔ െ ଵሻଶݔ െ 2ܽ െ 2ܾሺݔ െ ଵሻݔ ൅ 		.ሿߙ

		Επιλέγουμε	ߙ	θετικό	και	μεγάλο	ώστε	να	ισχύει	ܮሾݒሿ ൐ 0	στο	δίσκο	ܭ	για	ݐ ൑ 	.ଵݐ

		Η	παραβολή																																										ሺݔ െ ଵሻଶݔ ൅ ݐሺߙ െ ଵሻݐ ൌ 0,																																														ሺ7ሻ																														

είναι	 εφαπτόμενη	 στην	 ευθεία	 ݐ ൌ 	ଵݐ στο	 σημείο	 ܲ.	 Σημειώνουμε	 με	 	′ܥ το	 τμήμα	 του	
συνόρου	߲ܭ	μαζί	με	τα	άκρα	του,	το	οποίο	βρίσκεται	κάτω	από	την	παραβολή	ሺ7ሻ	και	
σημειώνουμε	με	ܥ′′	το	τμήμα	της	παραβολής	που	βρίσκεται	μέσα	στο	δίσκο	ܭ	ሺΣχήμα	7ሻ.	
Έστω	ܦ	το	χωρίο	που	βρίσκεται	μεταξύ	των	ܥᇱ, ݑ	ότι	έχουμε	υπόθεση	την	από	και	′′ܥ ൏
ߟ	υπάρχει	άρα	και	′ܥ	τόξο	κλειστό	στο		ܯ ൐ 0	ώστε	να	ισχύει	ݑ ൑ ܯ െ 	.′ܥ	τόξο	στο	ߟ

		Ορίζουμε	 τη	 συνάρτηση	 ,ݔሺݓ ሻݐ ൌ ,ݔሺݑ ሻݐ ൅ ,ݔሺݒߝ 	ሻݐ με	 ߝ ൐ 0	 θετική	 σταθερά.	
Παρατηρούμε	ότι	η	συνάρτηση	ݒ ൌ 0	στο	ܥ′′.	Επιπροσθέτως,	μπορούμε	να	επιλέξουμε	το	
	:ιδιότητες	εξής	τις	έχει	να	ώστε	μικρό	τόσο	ߝ

ሺ݅ሻ	ܮሾݓሿ ൌ ሿݑሾܮ ൅ ሿݒሾܮߝ ൐ 0	στο	ܦ,	

ሺ݅݅ሻ	ݓ ൌ ݑ ൅ ݒߝ ൏ 	,ᇱܥ	στο	ܯ

ሺ݅݅݅ሻ	ݓ ൌ ݑ ൅ ݒߝ ൑ 	.ᇱᇱܥ	στο	ܯ

		Η	συνθήκη	ሺ݅ሻ	δείχνει	ότι	η	συνάρτηση	ݓ	δεν	μπορεί	να	παίρνει	το	μέγιστό	της	στο	χωρίο	
	δηλαδή	Καταλήγουμε	ܲ.	σημείο	ένα	σε	παίρνει	οποίο	το	ܯ	το	είναι	αυτό	μέγιστο	το	και	ܦ
στο	ότι	

																																																																														
డ௪

డ௧
൒ 0	στο	ܲ.																																																												ሺ8ሻ																																					

		Από	απλό	υπολογισμό	παίρνουμε	ότι	

																																																																															
డ௩

డ௧
ൌ െߙ ൏ 0.																																																												ሺ9ሻ 																																					

		Eπιπλέον,	από	τις	σχέσεις	ሺ8ሻ, ሺ9ሻ	έχουμε	ότι		

																																																																														
డ௨

డ௧
൒ െߝ

డ௩

డ௧
൐ 0	στο	σημείο	ܲ.																												ሺ10ሻ	

		Από	την	άλλη	πλευρά,	αφού	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݑ	στο	ݐ ൌ 	στο	λαμβάνεται	ଵݐ
σημείο	ܲ,		

																																																																														
డ௨

డ௫
ൌ 0,			

డమ௨

డ௫మ
൑ 0	στο	σημείο	ܲ.			
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		Όμως	αυτές	οι	ανισότητες	έρχονται	σε	αντίφαση	με	την	υπόθεσή	μας	ότι	ܮሾݑሿ ൒ 0	και	
έτσι	 αποδείξαμε	 το	 παραπάνω	 λήμμα.	Με	 βάση	 τα	 παραπάνω	 λήμματα	 μπορούμε	 να	
πάρουμε	το	σημαντικό	αποτέλεσμα	που	ακολουθεί	.	

Θεώρημα	2:	Έστω	ࡱ	χωρίο	και	έστω	ότι	στην	περιοχή	࢚ࡱ૚ୀሼሺ࢞, ࢚ሻ ∈ :ࡱ ࢚ ൑ ࢚૚ሽ	η	ανισότητα	

ሾ࢛ሿࡸ ≡ ࢇ
ࣔ૛࢛

ࣔ࢞૛
൅ ࢈

࢛ࣔ

ࣔ࢞
െ

࢛ࣔ

࢚ࣔ
൒ ૙	 ισχύει,	ότι	ࢇ, 	ομοιόμορφα	είναι	ࡸ	ότι	και	φραγμένα	είναι	࢈

παραβολικός	στην	περιοχή	࢚ࡱ૚.	Aν	࢛ ൑ ,࢛ሺ࢞૚	και	૚࢚ࡱ	περιοχή	στην	ࡹ ࢚૚ሻ ൌ ࢛	τότε	,ࡹ ൌ
,ሺ࢞	σημείο	κάθε	σε	ࡹ ࢚ሻ	στην	περιοχή	࢚ࡱ૚,	όπου	μπορεί	να	συνδεθεί	με	το	σημείο	ሺ࢞૚, ࢚૚ሻ	
με	ένα	οριζόντιο	και	ένα	κάθετο	κομμάτι	ευθείας	και	τα	δύο	να	βρίσκονται	στην	περιοχή	
		.૚࢚ࡱ

Απόδειξη:	 	 Έστω	 ότι	 ,ଵݔሺݑ ଴ሻݐ ൏ 	ܯ και	 ότι	 το	 κομμάτι	 	݈ ൌ ሼሺݔ, :ሻݐ ݔ ൌ ,ଵݐ ଴ݐ ൑ ݐ ൑ 	ଵሽݐ
βρίσκεται	στο	χωρίο	ܧ.	Ας	είναι	߬	να	είναι	το	ελάχιστο	άνω	φράγμα	των	τιμών	της	ݑ	στο	
݈	τέτοιο	ώστε		ݑሺݔଵ, ሻݐ ൏ ,ଵݔሺݑ	ότι	έχουμε	συνέχεια	Από	.ܯ ߬ሻ ൌ 	δείχνει	2	λήμμα	το	ενώ	ܯ
ότι	υπάρχει	 ένα	ܴ ൐ 0	τέτοιο	ώστε	ݑ ൏ 	για	ܯ ݔ| െ |ଵݔ ൏ ܴ, ଴ݐ ൑ ݐ ൏ ߬.	Αυτό	οδηγεί	σε	
αντίφαση	του	λήμματος	3.	

Παρατηρήσεις:	Είναι	πιθανό	για	κάποια	λύση	της	σχέσης	ሺ3ሻ	να	λαμβάνει	το	μέγιστό	της	
σε	περιοχή	χωρίς	να	είναι	ταυτοτικά	σταθερή.	Αυτό	μπορεί	να	συμβαίνει	σε	πρόβλημα	
ροής	της	θερμότητας	κατά	μήκος	μίας	ράβδου,	αν	η	ράβδος	είναι	αρχικά	σε	ομοιόμορφη	
θερμοκρασία	ܯ	και	αν	η	συγκεκριμένη	θερμοκρασία	διατηρείται	στα	άκρα	σε	χρόνο	ݐ ൌ
	.σταθερή	είναι	δεν	πέρα	και	εκεί	από	λύση	η	μειώνεται,	άκρα	στα	θερμοκρασία	η	Τότε	ଵ.ݐ
Βέβαια	δεν	παραβιάζεται	το	συμπέρασμα	του	θεωρήματος	2.	Το	θεώρημα	2	μπορεί	να	
συνδυαστεί	με	το	λήμμα	2	για	να	πάρουμε	την	περιοχή	στην	οποία	μία	λύση	,που	μπορεί	
να	παίρνει	το	εσωτερικό	μέγιστό	της,	πρέπει	να	είναι	σταθερή.	Έχουμε	ένα	σημείο	ܳ	στο	
οποίο	ݑ ൌ ݑ	ότι	γνωρίζουμε	μέγιστο,	το	,ܯ ≡ 	ܧ	στην	τμήμα	οριζόντιο	ανώτερο	στο	ܯ
που	περιέχει	το	σημείο	ܳ.	Το	θεώρημα	2	δείχνει	ότι	όλα	τα	σημεία	της	περιοχής	ܧ	που	
βρίσκονται	κάτω	από	αυτό	το	τμήμα	πρέπει	ݑ ≡ ݑ	ότι	δείχνει	2	λήμμα	Το							.ܯ ≡ 	σε	ܯ
κάθε	οριζόντιο	τμήμα	που	περιέχει	τέτοιο	σημείο.	Αν	το	ܲ	είναι	σημείο	του	χωρίου	ܧ	που	
μπορεί	να	συνδεθεί	με	το	ܳ	με	ένα	μονοπάτι	στο	ܧ,	αποτελούμενο	μόνο	από	οριζόντια	
τμήματα	και	προς	τα	πάνω	κάθετα	σημειωμένα	τμήματα,	τότε	ݑሺܲሻ ൌ 	Το	8ሻ.	ሺΣχήμα	ܯ
κομμάτι	του	χωρίου	ܧ	στο	σχήμα	όπου	η	συνάρτηση	ݑ	πρέπει	να	έχει	την	τιμή	ܯ,	αν	ݑ ൌ
ܳ	σημείο	στο	ܯ 	σημειώνεται	με	την	οριζόντια	σκίαση.	Τα	τμήματα	ܣ, ,ܤ 	είναι	σχήμα	στο	ܥ
εξωτερικά	του	ܧ.	

		Εφόσον	όλα	τα	λήμματα	αφορούν	μόνο	περιοχές	εσωτερικών	σημείων,	είναι	λογικό	να	
θεωρήσουμε	 ότι	 ܽ, ܾ	 είναι	 φραγμένα	 και	 	ܮ είναι	 ομοιόμορφα	 παραβολικός	 σε	 κάθε	
κλειστό	σύνολο	του	ܧ.	

		Έχουμε	ήδη	δει	σε	προηγούμενα	κεφάλαια	ότι	μία	μη	σταθερή	λύση	ݑ	μίας	παραβολικής	
ανίσωσης	ܮሾݑሿ ൒ 0	μπορεί	να	παίρνει	το	μέγιστό	της	μόνο	σε	συγκεκριμένα	τμήματα	του	
συνόρου.	Στις	ελλειπτικές	ανισώσεις	είδαμε	ότι	η	κανονική	παράγωγος	στο	σύνορο	δεν	
μπορεί	να	μηδενιστεί	σε	ένα	σημείο	που	παίρνουμε	το	μέγιστο	ሺθεώρημα	7ሻ.	Αυτό	είναι	
σημαντικό	 γιατί	 χρησιμοποιήθηκε	 αρκετά	 στις	 αποδείξεις	 	 των	 θεωρημάτων	
μοναδικότητας	για	τις	λύσεις	των	ελλειπτικών	εξισώσεων.	
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Χωρίο ࢥ με τμήματα ࡮,ࢡ, ࢛ που δεν ανήκουν στο χωρίο και στο γραμμοσκιασμένο μέρος ισχύει ότι ࡯ ൌ 	.ࡼ

Θεώρημα	3:	Έστω	ࡱ	περιοχή	και		࢚ࡱ૙ ൌ ሼሺ࢞, ࢚ሻ ∈ :ࡱ ࢚ ൑ ࢚૙ሽ.	Υποθέτουμε	ότι	η	συνάρτηση	
࢛	ικανοποιεί	στην	περιοχή	ࡱ	την	παραβολική	ανίσωση	

ࢇ
ࣔ૛࢛
ࣔ࢞૛

൅ ࢈
࢛ࣔ
ࣔ࢞

െ
࢛ࣔ
࢚ࣔ

൒ ૙,	

όπου	ࢇ, 	στο	διαφορίσιμη	συνεχώς	είναι	࢛	συνάρτηση	η	ότι	Υποθέτουμε	φραγμένα.	είναι	࢈
συνοριακό	 σημείο	 ,ሺ࢞૙ࡼ ࢚૙ሻ,	 ότι	 ࢛ሺࡼሻ ൌ 	,ࡹ ότι	 ࢛ሺ࢞, ࢚ሻ ൏ 	ࡹ για	 ሺ࢞, ࢚ሻ ∈ 	,૙࢚ࡱ	 ότι	 το	
,ሺ࢞૚	κέντρου	,ࢥࣔ	στο	εφαπτομένου	ࡷ	δίσκου	ενός	σύνορο	στο	βρίσκεται	ࡼ ࢚૚ሻ	με	࢞૚ ് ࢞૙	
και	ότι	το	τμήμα	του	ࡷ	κάτω	από	το	࢚ ൌ ࢚૙,	σημειώνεται	࢚ࡷ૙,	βρίσκεται	στην	࢚ࡱ૙.	Αν	ࣔ ࣔ࢜⁄ 	
είναι	οποιαδήποτε	εξωτερική	κατευθυνόμενη	παράγωγος	από	την	࢚ࡱ૙	στο	ࡼ,	τότε		

																																																																								
	డ௨

డ࢜
൐ 0	στο	ࡼ.	

																																										  

Στο σχήμα απεικονίζεται ο κύκλος κέντρου ሺ࢞૚, ࢚૚ሻ που περιέχει το σημείο ࡼ στο σύνορο και είναι εφαπτόμενος 
στο σύνορο ࣔࡱ, καθώς και ο κύκλος με κέντρο το σημείο ࡼ.	

Απόδειξη:	 Κατασκευάζουμε	 ένα	 δίσκο	 	με	ଵܭ κέντρο	 ܲ	και	 ακτίνα	 μικρότερη	 του	
ݔ| െ 	κομμάτι	ᇱτοܥ	Καλούμε	9ሻ.	ሺΣχήμα	଴|ݔ του	߲ܭଵ	που	περιέχεται	στον	ܭ௧బ	μαζί	με	τα	
άκρα	του.	Σημειώνουμε	με	ܥᇱᇱτο	τόξο	του	߲ܭ	που	είναι	στην	ܭଵ ∩ 	ότι	παρατηρούμε	௧బ,ܧ
τα	 τόξα	ܥ′, 	′′ܥ και	 το	 ευθύγραμμο	 τμήμα	 ݐ ൌ 	από	଴ݐ το	 σύνορο	 μίας	 περιοχής	 	όπως	ܦ
δείχνει	το	Σχήμα	9.	Επιλέγοντας	ένα	μικρότερο	δίσκο,	μπορούμε	να	κάνουμε	ݑ ൏ 	στο	ܯ
ݑ	Αφού	ܲ.	το	από	εκτός	′′ܥ ൏ ݑ	ሺ݅ሻ	παρακάτω:	τα	δηλώσουμε	να	ᇱμπορούμεܥ	στο	ܯ ൏
		,′ܥ	στο	ܯ

ሺ݅݅ሻ	ݑ ൌ 	,ܲ	στο	ܯ
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ሺ݅݅݅ሻ	υπάρχει	ένα	αρκούντως	μικρό	ߟ ൐ 0	τέτοιο	ώστε	ݑ ൑ ܯ െ 	.′′ܥ	στο	ߟ

		Εισάγουμε	τώρα	την	αυθαίρετη	συνάρτηση		

,ݔሺݒ																																																						 ሻݐ ൌ ݁ିఈൣሺ௫ି௫భሻ
మାሺ௧ି௧భሻమ൧ െ ݁ିఈோ

మ
	

και	σημειώνουμε	ότι	

ሿݒሾܮ																									 ൌ ఈൣሺ௫ି௫భሻି݁ߙ2
మାሺ௧ି௧భሻమ൧ሾ2ܽߙሺݔ െ ଵሻଶݔ െ ܽ െ ܾሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ሺݐ െ 		.ଵሻሿݐ

		Για	 αρκούντως	 μεγάλο	 	έχουμε	ߙ ሿݒሾܮ ൐ 0	για	 ሺݔ, 	ሻݐ στο	 	.ܦ߲⋃ܦ Κατασκευάζουμε	 τη	
συνάρτηση	 ݓ ൌ ݑ ൅ 	ݒߝ και	 παρατηρούμε	 για	 κάθε	 θετικό	 ,ߝ ሿݓሾܮ ൌ ሿݑሾܮ ൅ ሿݒሾܮߝ ൐
0	στο	 χωρίο	ܦ.	 Εξαιτίας	 του	 γεγονότος	 ሺ݅݅݅ሻ	από	παραπάνω,	 μπορούμε	 να	 επιλέξουμε	
ݓ	ώστε	μικρό	τόσο	ߝ ൏ 	.ᇱܥ	στο	ܯ

		Αφού	ݒ ൌ 0	στο	߲ܭ,	έχουμε	ሺλόγω	της	ሺ݅ሻ	παραπάνωሻ	ݓ ൏ 	και	ܲ	το	από	εκτός	′′ܥ	στο	ܯ
ሺܲሻݓ ൌ 		.ܯ

		Δίνοντας	 την	 προσοχή	 μας	 στο	 χωρίο	 	,ܦ εφαρμόζουμε	 την	 αρχή	 μεγίστου	 και	
καταλήγουμε	ότι	το	μέγιστο	της	ݓ	στο	ܦ߲⋃ܦ	πραγματοποιείται	σε	μοναδικό	σημείο	ܲ.	
Επιπλέον	στο	ܲ	

																																																																								
డ௪

డ࢜
ൌ

డ௨

డ࢜
൅ ߝ

డ௩

డ࢜
൒ 0.	

			Από	απλούς	υπολογισμούς	έχουμε	ότι	

																																																											
డ௩

డ࢜
ൌ ࢜ ∙ ࢔

డ௩

డ௥
ൌ െ2࢜ ∙ ఈோିܴ݁ߙ࢔

మ
൏ 0	.		

				Καταλήγουμε	στο	ότι	߲ݑ ߲࢜ ൐ 0	⁄ στο	ܲ.	

																																												

Θεώρημα	 4:	 	 Έστω	 οι	 υποθέσεις	 του	 θεωρήματος	 2	 ισχύουν	 σε	 περιοχή	 	και	ࡱ ότι	 η	
συνάρτηση	 ࢎ ൑ ૙	στην	 	.ࡱ Αν	 το	 μέγιστο	 	της	ࡹ συνάρτησης	 ࢛	λαμβάνεται	 σε	 ένα	
εσωτερικό	σημείο	ሺ࢞૚, ࢚૚ሻ	και	αν		ࡹ ൒ ૙,	τότε	࢛ ≡ ࢚	τμήματα	ευθύγραμμα	τα	όλα	σε	ࡹ ≡	
σταθερά	 που	 βρίσκονται	 κάτω	 από	 το	 οριζόντιο	 τμήμα	 της	 	ࡱ που	 περιέχει	 το	 σημείο	
ሺ࢞૚, ࢚૚ሻ.	Αν	έχουμε	ένα	μη	αρνητικό	μέγιστο	ࡹ	σε	ένα	συνοριακό	σημείο	ࡼ,	το	αποτέλεσμα	
του	θεωρήματος	3	ισχύει	στο	ࡼ.		

Απόδειξη:	Ακολουθούμε	την	 ίδια	διαδικασία	που	χρησιμοποιήθηκε	στην	απόδειξη	των	
θεωρημάτων	2,3.	Στα	λήμματα	επιλέγουμε	την	παράμετρο	ߙ	στην	αυθαίρετη	συνάρτηση	
	ݒ μεγάλη	 ώστε	 ሺܮ ൅ ݄ሻሾݒሿ ൐ 0.	 Εξαιτίας	 του	 ότι	 η	 συνάρτηση	 ݄ ൑ 0,	 βλέπουμε	 ότι	
ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൑ 0	 σε	 ένα	 μη	 αρνητικό	 μέγιστο	 της	 συνάρτησης	 	.ݓ Το	 υπόλοιπο	 του	
επιχειρήματος	είναι	το	ίδιο	όπως	το	θεώρημα	3.		

		Για	λύσεις	της	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൑ 0	υπάρχει	μία	αρχή	ελαχίστου	αν	το	ελάχιστο	݉	είναι	μη	
θετικό.	Το	αποτέλεσμα	αυτό	συνεπάγεται	από	την	εφαρμογή	του	θεωρήματος	4	στην	
ሺെݑሻ.		
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																																							Ο	ΓΕΝΙΚΟΣ		ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΟΣ	ΤΕΛΕΣΤΗΣ	

		Ο	τελεστής	ܮ ≡ ∑ ܽ௜௝ሺ࢞, ሻݐ
డమ

డ௫೔డ௫ೕ
൅ ∑ ܾ௜ሺ࢞, ሻݐ

డ

డ௫೔
െ

డ

డ௧
௡
௜ୀଵ

௡
௜,௝ୀଵ 	,	

καλείται	παραβολικός	στο	σημείο	ሺ࢞, ሻݐ ≡ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,௡ݔ 	ο	σταθεροποιημένο	ݐ	για	αν	ሻݐ
τελεστής	που	αποτελείται	από	το	πρώτο	άθροισμα	είναι	ελλειπτικός	στο	σημείο	ሺ࢞, 	Ο	ሻ.ݐ
	ισχύει	να	ώστε	τέτοιος	ߤ	αριθμός	θετικός	ένας	υπάρχει	αν	παραβολικός	είναι	ܮ

																																																								∑ ܽ௜௝ሺ࢞, ௝ߦ௜ߦሻݐ ൒ ߤ ∑ ௜ߦ
ଶ,௡

௜ୀଵ 	௡
௜,௝ୀଵ 																																																	ሺ1ሻ																																				 	

για	όλες	τις	݊‐άδες	πραγματικών	αριθμών	ሺߦଵ, ,ଶߦ … , 	ομοιόμορφα	είναι	ܮ	τελεστής	Ο	௡ሻ.ߦ
παραβολικός	σε	μία	περιοχή	்ܧ	αν	ισχύει	η	παραπάνω	σχέση	για	το	ίδιο	ߤ ൐ 0	για	όλα	τα	
σημεία	ሺ࢞, 	.்ܧ	στην	ሻݐ

		Τα	θεωρήματα	που	είδαμε	στον	προηγούμενο	τομέα	για	τους	παραβολικούς	τελεστές	
επεκτείνονται	σε	αυτά	που	θα	ακολουθήσουν.	

Θεώρημα	5:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	να	ικανοποιεί	την	ομοιόμορφη	παραβολική	ανισότητα		

ሾ࢛ሿࡸ																																									 ≡ ∑ ,࢐ሺ࢞࢏ࢇ ࢚ሻ
ࣔ૛࢛

࢐࢞ࣔ࢏࢞ࣔ
൅ ∑ ,ሺ࢞࢏࢈ ࢚ሻ

࢛ࣔ

࢏࢞ࣔ
െ

࢛ࣔ

࢚ࣔ
࢔
ୀ૚࢏

࢔
࢐ୀ૚,࢏ ൒ ૙,																	ሺ૛ሻ																											

σε	 μία	 περιοχή	 ࢀࡱ ൌ ሼሺ࢞૚, ࢞૛, … , ሻ࢔࢞ ∈ :ࡱ ࢚ ൑ ࢚̅ሽ	 όπου	 	ࡱ είναι	 χωρίο	 και	 έστω	 οι	
συντελεστές	του	ࡸ	είναι	φραγμένοι.	Έστω	ότι	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	࢛	στην	࢚̅ࡱ	είναι	
	και	ࡹ ότι	 λαμβάνεται	 σε	 ένα	σημείο	ࡼሺ࢞, ࢚ሻ	 της	࢚̅ࡱ.	 Αν	ࡽ	σημείο	 του	ࢥ	που	μπορεί	 να	
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συνδεθεί	 με	 το	 σημείο	 	ࡼ με	 ένα	 μονοπάτι	 στο	 	ࢥ που	 αποτελείται	 μόνο	 από	 οριζόντια	
τμήματα	και	τμήματα	κάθετα	προς	τα	πάνω,	τότε	࢛ሺࡽሻ ൌ 	.ࡹ

Απόδειξη:	Το	αποτέλεσμα	προέρχεται	όπως	στο	θεώρημα	2,	εφόσον	ο	πρώτος	όρος	στον	
τελεστή	 	ܮ είναι	 ελλειπτικός	 στις	 ݊‐διάστατο	 χώρο,	 ένας	 μετασχηματισμός	 των	
συντεταγμένων	απλοποιεί	το	κομμάτι	του	τελεστή	σε	τελεστή	Laplace	σε	ένα	μοναδικό	
σημείο	ሺθεώρημα	4	πρώτο	κεφάλαιοሻ.	Μία	λύση	της	ܮሾݑሿ ൐ 0	δεν	μπορεί	να	έχει	μέγιστο	
στην	ܧ௧̅.	Θα	χρησιμοποιήσουμε	τα	λήμματα	1,2,3	που	είδαμε.	Παίρνοντας	μία	αυθαίρετη	
συνάρτηση	

,ݔሺݒ																																																							 ሻݐ ൌ ݁ିఈ൛∑ ሺ௫೔ି௫̅೔ሻమାሺ௜ିపሻ̅మ
೙
೔సభ ൟ െ ݁ିఈோ

మ
.		

		Η	συνέχεια	της	απόδειξης	είναι	όμοια	με	την	απόδειξη	του	προηγούμενου	θεωρήματος.	

		Το	προηγούμενο	θεώρημα	ισχύει	αν	το	σημείο	ܲ ሺ̅ݔ, 	ሻ̅ݐሺܧ	συνιστώσα	οριζόντια	σε	είναι	ሻ̅ݐ
του	 συνόρου	 	߃߲ του	 	,ܧ εφόσον	 βέβαια	 η	 συνάρτηση	 	ݑ και	 οι	 παράγωγοι		
ݑ߲ ,௜ݔ߲ ߲ଶݑ ,௝ݔ௜߲ݔ߲ ݑ߲ ⁄ൗ⁄ݐ߲ 	είναι	συνεχείς	στο	⋃ܧ	ܧሺ̅ݐሻ.	

		Το	επόμενο	θεώρημα	είναι	άμεση	επέκταση	σε	ሺ݊ ൅ 1ሻ	διαστάσεις	του	θεωρήματος	3.	

Όπως	στο	θεώρημα	4	μπορούμε	να	εφαρμόσουμε	τις	αποδείξεις	των	θεωρημάτων	5,6	σε	
μία	λύση	της	διαφορικής	ανίσωσης	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݑሿ ൒ 0	με	τη	συνάρτηση	݄ ൑ 0	όπου	ܯ ൒ 0.	
Έτσι	μπορούμε	να	πάρουμε	το	επόμενο	θεώρημα.	

Θεώρημα	6:	Έστω	η	συνάρτηση	࢛	ικανοποιεί	την	ομοιόμορφη	παραβολική	ανισότητα	ሺ૛ሻ	
με	 φραγμένους	 συντελεστές	 σε	 χωρίο	 	και	ࡱ ορίζουμε	 ࢚̅ࡱ ൌ ሼሺ࢞, ࢚ሻ ∈ :ࡱ ࢚ ൑ ࢚̅ሽ.	 Έστω	 το	
μέγιστο	ࡹ	 της	 συνάρτησης	 ࢛	 λαμβάνεται	 σε	 ένα	 σημείο	 ,ሺ࢞ࡼ ࢚̅ሻ	 στο	 σύνορο	 	.ࡱࣔ
Υποθέτουμε	ότι	μία	σφαίρα	στο	σημείο	ࡼ	μπορεί	να	κατασκευαστεί	να	είναι	εφαπτόμενη	
στο	ࣔ ࢚	όπου	εσωτερικού	του	τμήμα	το	ώστε	τέτοια	και	ࡼ	σημείο	στο	ࡱ ൑ ࢚̅	βρίσκεται	στην	
περιοχή	࢚̅ࡱ	και	ότι	࢛ ൏ 	κέντρο	το	από	κατεύθυνση	ακτινική	η	ότι	Υποθέτουμε	.࢚̅ࡱ	στην	ࡹ
της	 σφαίρας	 στο	 σημείο	 	δεν	ࡼ είναι	 παράλληλη	 στον	 ࢚‐άξονα.	 Τότε	 αν	 ߲ ߲࢜⁄ 	 είναι	
οποιαδήποτε	κατευθυνόμενη	παράγωγος	σε	εξωτερική	κατεύθυνση	από	την	περιοχή	࢚̅ࡱ,	
έχουμε	ότι	

ݑ߲
߲࢜

൐ 0		στο	ܲ.	

	

Θεώρημα	7:	Τα	αποτελέσματα	των	θεωρημάτων	5,6	είναι	έγκυρα	αν	η	συνάρτηση	࢛	είναι	
λύση	της	ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ൒ ૙	με	συνάρτηση	ࢎ ൑ ૙	και	ࡹ ൒ ૙.	
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							ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ	ΜΟΝΑΔΙΚΟΤΗΤΑΣ	ΓΙΑ	ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ	ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ	ΤΙΜΩΝ	

		Έστω	το	ορθογώνιο	χωρίο	ܧ	στο	ݔ, ݔ	ανισότητες	τις	από	ορίζεται	που	επίπεδο‐ݐ ൏ ܿ ൏
݀, 0 ൏ ݐ ൏ ܶ	ሺΣχήμα	10ሻ	και	ψάχνουμε	να	βρούμε	μία	συνάρτηση	ݒሺݔ, 	ικανοποιεί	που	ሻݐ
την	ομοιόμορφη	παραβολική	εξίσωση	

																																																																														ܽ
డమ௩

డ௫మ
൅ ܾ

డ௩

డ௫
െ

డ௩

డ௧
ൌ ݂ሺݔ, 	ሻݐ στο	 								ሺ1ሻ																						,ܧ 																													

																																															

και	τις	συνοριακές	συνθήκες																									ቐ
,ݔሺݒ 0ሻ ൌ ݃ଵሺݔሻγια	ܿ ൑ ݔ ൑ ݀,
,ሺܿݒ ሻݐ ൌ ݃ଶሺݔሻ	για	0 ൑ ݐ ൑ ܶ,
,ሺ݀ݒ ሻݐ ൌ ݃ଷሺݔሻ	για	0 ൑ ݐ ൑ ܶ.

																							ሺ2ሻ																						
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                                                                    Χωρίο E στο ࢞, ࢚‐επίπεδο.	

		Η	 συνάρτηση	 ݂	 είναι	 καθορισμένη	στο	 χωρίο	ܧ	 από	 τις	 συναρτήσεις	 ݃௜, ݅ ൌ 1,2,3,	 οι	
οποίες	 είναι	 δοσμένες	 στο	 αντίστοιχο	 πεδίο	 ορισμού	 τους.	 Όπως	 στις	 ελλειπτικές	
εξισώσεις	 δε	 θα	αναζητήσουμε	συνθήκες	 για	 τους	συντελεστές	 της	 εξίσωσης	 και	 των	
συνοριακών	συνθηκών,	οι	οποίες	εγγυώνται	την	ύπαρξη	λύσης	ݒሺݔ, 	δείξουμε	θα	αλλά	ሻݐ
ότι	μπορούμε	να	πάρουμε	τη	μοναδικότητα	μίας	λύσης	από	την	αρχή	του	μεγίστου	μόνο.	
Θα	δείξουμε	δηλαδή	ότι	υπάρχει	το	πολύ	μία	λύση	της	παραβολικής	εξίσωσης	ሺ1ሻ	που	
ικανοποιεί	τις	συνοριακές	συνθήκες	ሺ2ሻ.	

		Για	να	το	δείξουμε	αυτό	υποθέτουμε	ότι	ݒଵ, 	ικανοποιούν	που	συναρτήσεις	δύο	είναι	ଶݒ
τις	σχέσεις	ሺ1ሻ, ሺ2ሻ	με	τις	ίδιες	݂, ݃௜, ݅ ൌ 1,2,3.	Ορίζουμε	την	συνάρτηση	ݑ ൌ ଵݒ െ 	και	ଶݒ
βλέπουμε	ότι	αν	την	αντικαταστήσουμε	στην	εξίσωση	έχουμε:		

																																																																ܽ
డమ௨

డ௫మ
൅ ܾ

డ௨

డ௫
െ

డ௨

డ௧
ൌ 0	στο	ܧ,		

καθώς	και	ݑሺݔ, 0ሻ ൌ 0	για	ܿ ൑ ݔ ൑ ,ሺܿݑ	,݀ ሻݐ ൌ ,ሺ݀ݑ ሻݐ ൌ 0	για	0 ൑ ݐ ൑ ܶ.	

		Σύμφωνα	με	την	αρχή	μεγίστου	του	θεωρήματος	2	η	συνάρτηση	ݑ	δεν	μπορεί	να	έχει	
θετικό	 μέγιστο	 στο	 χωρίο	 	,ܧ άρα	 η	 συνάρτηση	 ݑ ൑ 0	 παντού.	 Εφαρμόζουμε	 το	
επιχείρημα	για	την	συνάρτηση	ሺെݑሻ	και	έχουμε	τη	συνάρτηση	ݑ ൒ 0.	Άρα	ݑ ൌ ଵݒ െ ଶݒ ≡
0	 στο	 χωρίο	 	.ܧ Αυτό	 το	 αποτέλεσμα	 αφορά	 τη	 μονοδιάστατη	 περίπτωση	 και	 θα	
επεκταθεί	 για	 λύσεις	 των	 γενικών	 παραβολικών	 εξισώσεων	 με	 λιγότερο	 αυστηρές	
συνοριακές	συνθήκες.	

		Θεωρούμε	φραγμένο	χωρίο	ܦ	σε	݊ 	διαστάσεων	Ευκλείδειο	χώρο	και	ένα	διάστημα	ሾ0, ܶሿ	
του	ݐ‐άξονα.	Έστω	்߃	να	είναι	η	ሺ݊ ൅ 1ሻ‐διαστάσεων	περιοχή	ܦ ൈ ሺ0, ܶሿ.	Το	τμήμα	του	
χώρου	ܧ	που	αποτελείται	από	το	߲ܦ ൈ ሺ0, ܶሻ	το	σημειώνουμε	με	߁.	

Θεώρημα	8:		Έστω	η	συνάρτηση	࢛	λύση	της	ομοιόμορφα	παραβολικής	εξίσωσης	

		ሺࡸ ൅ ሻሾ࢛ሿࢎ ≡ 	∑ ,࢐ሺ࢞࢏ࢇ ሻݐ
ࣔ૛࢛

࢐࢞ࣔ࢏࢞ࣔ
൅ ∑ ,ሺ࢞࢏࢈ ሻݐ

࢛ࣔ

࢏࢞ࣔ
࢔
ୀ૚࢏

࢔
࢐ୀ૚,࢏ ൅ ,ሺ࢞ࢎ ሻ࢛ݐ െ

࢛ࣔ

࢚ࣔ
ൌ ,ሺ࢞ࢌ ࢚ሻ,												ሺ૜ሻ		

στο	χωρίο	ࡱ	και	έστω	οι	συντελεστές	του	ࡸ	να	είναι	φραγμένοι.	Υποθέτουμε	ότι	࢛ሺ࢞, ሻݐ ≡
࢛ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,௡ݔ 	συνθήκες	συνοριακές	τις	ικανοποιεί	ሻݐ

																																																													࢛ሺ࢞, 0ሻ ൌ 																					ሺ૝ሻ																																																	ࡰ	χωρίο	στο	૚ሺ࢞ሻࢍ 																	

και																																																		ࢻሺ࢞, ,ሻ࢛ሺ࢞ݐ ሻݐ ൅ ,ሺ࢞ࢼ ሻݐ
࢛ࣔ

ࣔ࢜
ൌ ,૛ሺ࢞ࢍ 																																					ሺ૞ሻ																																						ሻ,ݐ
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για	 όλα	 τα	 σημεία	 ሺ࢞, 	ሻݐ στο	 	ࢣ όπου	 ࣔ ࣔ࢜⁄ 	 οποιαδήποτε	 παράγωγος	 σε	 εξωτερική	 ή	
εσωτερική	κατεύθυνση	στο	ࢣ.	Θεωρούμε	ότι	ࢻ ൒ ૙, ࢼ ൒ ૙	στο	ࢣ,	ότι	ࢻ૛ ൅ ૛ࢼ ൐ ૙	σε	κάθε	
σημείο	και	ότι	η	συνάρτηση	ࢎሺ࢞, 	άλλη	είναι	࢜	συνάρτηση	η	Αν	φραγμένη.	κάτω	είναι	ሻݐ
λύση	της	σχέσης	ሺ૜ሻ	που	ικανοποιεί	τις	ίδιες	συνοριακές	συνθήκες	ሺ૝ሻ, ሺ૞ሻ,	τότε	࢜ ≡ ࢛	στο	
χωρίο	ࡱ.	

Απόδειξη:	Εφαρμόζουμε	την	αρχή	μεγίστου.	Ορίζουμε	τη	συνάρτηση	ݓ ൌ ݑ െ 	η	Τότε	.ݒ
συνάρτηση	ݓ	ικανοποιεί	την	ሺܮ ൅ ݄ሻሾݓሿ ൌ 0	και	οι	αρχικές	και	συνοριακές	συνθήκες	

,ሺ࢞ݓ																																					 0ሻ ൌ 0	στο	χωρίο	ܦ	και	ݓߙ ൅ ߚ
డ௪

డ࢜
ൌ 0	στο	߁.																													ሺ6ሻ																															

		Από	 την	 παρατήρηση	 ሺ݅݅ሻ	 στον	 προηγούμενο	 τομέα	 θεωρούμε	 χωρίς	 βλάβη	 της	
γενικότητας	ότι	η	συνάρτηση	݄ሺ࢞, ሻݐ ൑ 0.	Από	το	θεώρημα	7	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	
ݐ	στο	ληφθεί	να	πρέπει	ݑ ൌ 0	είτε	στο	߁.	Aν	το	μέγιστο	της	συνάρτησης	ݓ	είναι	θετικό,	
τότε	πρέπει	να	ληφθεί	στο	߁.	Παρόλα	αυτά	το	θεώρημα	7	δηλώνει	ότι	σε	τέτοιο	μέγιστο	
σημείο	ισχύει	߲ݓ ߲࢜ ൐ 0⁄ .	Εφόσον	τα	ߙ, 	η	ταυτοχρόνως,	μηδενιστούν	να	μπορούν	δεν	ߚ

συνθήκη	ݓߙ ൅ ߚ
డ௪

డ࢜
ൌ 0	παραβιάζεται	σε	ένα	θετικό	μέγιστο.	Επιπλέον	ݓ ൑ 0	στο	χωρίο	

ݓ	ότι	βρίσκουμε	ሻ,ݓሺെ	συνάρτηση	την	για	επιχείρημα	ίδιο	το	Εφαρμόζοντας	.ܧ ൒ 0.	Άρα	
ݓ ൌ ݑ െ ݒ ≡ 0	στο	χωρίο	ܧ.	

Παρατηρήσεις:	Αν	ߙ ≡ 1, ߚ ≡ 0,	τότε	το	πρόβλημα	ሺ3ሻ, ሺ4ሻ, ሺ5ሻ	είναι	άμεση	γενίκευση	του	
μονοδιάστατου	συνοριακού	προβλήματος	τιμών	σε	ένα	ορθογώνιο.	Το	θεώρημα	8	ισχύει	
για	γενικά	χωρία	ܧ.	Παραδείγματος	χάρη	το	χωρίο	ܦ	μπορεί	να	κινείται	με	το	χρόνο	με	
την	προϋπόθεση	ότι	τα	συνοριακά	σημεία	κινούνται	με	άπειρη	ταχύτητα.	
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                                        ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ	

 

		Οι	μερικές	διαφορικές	εξισώσεις	ሺΜΔΕሻ	είναι	εξισώσεις	που	μεταβολές	ποσοτήτων	σε	
σχέση	 με	συνεχείς	 μεταβλητές.	 Οι	 μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις,	 οι	 οποίες	 μελετάμε,	
μπορούν	 να	 χρησιμοποιηθούν	 για	 να	 περιγράψουν	 μια	 ευρεία	 ποικιλία	 φαινομένων,	
όπως	ήχο,	θερμότητα,	ηλεκτροστατική	 ,	ροή	 του	 υγρού,	 ή	ελαστικότητα.	 Αυτά	 τα	
φαινομενικά	διαφορετικά	φυσικά	φαινόμενα	μπορεί	να	προτυποποιούνται	με	τον	ίδιο	
ακριβώς	τρόπο	από	τις	ΜΔΕ,	που	δείχνει	ότι	διέπονται	από	τις	ίδιες	βασικές	δυναμικές.	
Απλά	 όπως	 οι	 συνήθεις	 διαφορικές	 εξισώσεις	 συχνά	 απλοποιούν	
μονοδιάστατα	δυναμικά	 συστήματα,	 έτσι	 και	 οι	 μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις	 συχνά	
απλοποιούν	πολυδιάστατα	συστήματα.	

		Η	αρχή	του	μεγίστου	στις	μερικές	διαφορικές	εξισώσεις	είναι	 ιδιαίτερα	χρήσιμη	στον	
κλάδο	 των	 μαθηματικών	 γιατί	 μας	παρέχει	 συχνά	πληροφορίες	 και	φράγματα	 για	 τη	
λύση	χωρίς	να	μπορεί	αυτή	πάντα	να	βρεθεί	ακριβώς.	Προσπαθούμε	να	προσεγγίσουμε	
τις	 λύσεις	 των	 μερικών	 διαφορικών	 εξισώσεων	 βρίσκοντας	 δύο	συναρτήσεις	 ,ଵݖ 	ଶݖ οι	
οποίες	ικανοποιούν	κάποιες	προϋποθέσεις,	“εγκλωβίζοντας’’	τη	λύση	μας.	Επίσης	συχνά	
προσπαθούμε	να	βρούμε	προσεγγιστικές	λύσεις	για	τη	συνάρτηση	πηλίκο		

௨

௪
		με	ݓ	θετική	

συνάρτηση	που	ικανοποιεί	τις	απαιτήσεις	που	περιγράψαμε	ώστε	ακόμα	και	με	αυτό	το	
πηλίκο	 να	 συνάγουμε	 ένα	 αρκετά	 ακριβές	 συμπέρασμα	 για	 τη	 μορφή	 της	 λύσης	 μας.	
Εξηγήσαμε	 κάποιες	 απλές	 μορφές	 της	 αρχής	 του	 μεγίστου	 σε	 μία	 διάσταση	 ή	 πιο	
περίπλοκες	 μορφές	 σε	 περισσότερες	 διαστάσεις,	 μελετήσαμε	 την	 περίπτωση	 του	
προβλήματος	αρχικών	τιμών	καθώς	και	πολλά	προβλήματα	συνοριακών	τιμών,	είδαμε	
πώς	 εφαρμόζεται	 η	 αρχή	 του	 μεγίστου	 στις	 ελλειπτικές	 και	 παραβολικές	 μερικές	
διαφορικές	εξισώσεις,	αναφέραμε	βασικούς	τελεστές,	τον	ελλειπτικό	και	τον	παραβολικό	
καθώς	και	τη	βασική	αρχή	μεγίστου	του	Hopf.		

		Επιπρόσθετα	διερευνήσαμε	την	εφαρμογή	της	αρχής	για	το	πρόβλημα	της	θερμότητας	
καθώς	επίσης	και	πολλά	παραδείγματα	διαφορικών	ανισώσεων.	Η	αρχή	του	μεγίστου	
μας	 παρέχει	 εκτός	 από	 φράγματα	 για	 τη	 λύση	 και	 θεωρήματα	 ύπαρξης	 και	
μοναδικότητας	 της	 λύσης	 που	 αναζητάμε.	 Ακόμη,	 αναφερθήκαμε	 στον	 πολύ	 βασικό	
τελεστή	Laplace	και	προσπαθήσαμε	να	ανάγουμε	περίπλοκους	τελεστές	στον	τελεστή	
Laplace	 απαλείφοντας	 όσο	 μπορούμε	 με	 κάποιους	 μετασχηματισμούς	 τους	 μεικτούς	
όρους	ሺπ.χ.	ݑ௫௬, 	.διαστάσειςሻ	δύο	για		௬௫ݑ

		Εν	κατακλείδι,	η	αρχή	του	μεγίστου	που	ερευνήσαμε	αποτελεί	μεγάλο	και	περίπλοκο	
κεφάλαιο	στην	ιστορία	των	μαθηματικών,	δίνοντας	όλες	τις	απαραίτητες	πληροφορίες	
της	μορφής	της	λύσης	μίας	μερικής	διαφορικής	εξίσωσης,	αν	αναλογιστούμε	ότι	το	μόνο	
που	χρειάζεται	είναι	να	αναζητήσουμε	τα	κατάλληλα	φράγματα	χωρίς	να	βρούμε	τη	λύση	
καθώς	η	ύπαρξη	και	η	μοναδικότητα	προκύπτει	άμεσα	από	αυτή	την	αρχή.	
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																																																												ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ	

 LOUIS NIRENBERG 

			

		Ο	 Louis	 Nirenberg	ሺγεννήθηκε	 στις	 28	 του	 Φλεβάρη	 1925ሻ	 είναι	 ένας	Καναδός		
μαθηματικός,	 που	 θεωρείται	 ένας	 από	 τους	 μεγαλύτερους	αναλίστες	του	 20ου	 αιώνα.	
Έχει	λάβει	πολλές	τιμητικές	διακρίσεις	και	βραβεία,	συμπεριλαμβανομένου	του	βραβείου	
Bôcher	ሺ1959ሻ,	το	Βραβείο	Jeffery‐Williams	ሺ1987ሻ,	το	βραβείο	Steele	ሺ1994	και	2014ሻ,	
το	 Εθνικό	Μετάλλιο	 Επιστημών	 ሺ1995ሻ,	 και	 ήταν	 ο	 πρώτος	 παραλήπτης	 τόσο	 για	 το	
βραβείο	 Crafoord	 ሺ1982,	 από	 κοινού	 με	 τον	 Vladimir	 Arnoldሻ	 όσο	 και	 για	 το	 Chern	
μετάλλιο	 ሺ2010ሻ.	 Το	 2015	 τιμήθηκε	 με	 το	Βραβείο	Abel,	 μαζί	 με	 τον	 John	Nash.	 Είναι	
υπότροφος	της	Αμερικανικής	Μαθηματικής	Εταιρείας.	

		Έχει	κάνει	θεμελιώδεις	συνεισφορές	σε	γραμμικές	και	μη	γραμμικές	μερικές	διαφορικές	
εξισώσεις	ሺΜΔΕሻ	 και	 στην	 εφαρμογή	 τους	 στη	μιγαδική	 ανάλυση	και	τη	 γεωμετρία.	Οι	
συνεισφορές	 του	 περιλαμβάνουν	 την	ανισότητα	 παρεμβολής	 Gagliardo‐Nirenberg	,	 η	
οποία	 είναι	 σημαντική	 για	 την	 επίλυση	 των	ελλειπτικών	 μερικών	 διαφορικών	
εξισώσεων	που	 προκύπτουν	 σε	 πολλούς	 τομείς	 των	 μαθηματικών	 και	 ο	 ορισμός	
της	φραγμένης	μέσης	ταλάντωσης	που	είναι	γνωστή	ως	John‐Nirenberg	χώρος,	η	οποία	
χρησιμοποιείται	 για	 τη	 μελέτη	 της	 συμπεριφοράς	 δύο	ελαστικών	 υλικών	 και	
των	τυχερών	παιγνίων.	

		Οι	εργασίες	του	Nirenberg	για	τις	μερικές	διαφορικές	εξισώσεις	περιγράφτηκαν	από	τη	
Μαθηματική	Κοινότητα	το	2002	ως	οι	καλύτερες	που	έχουν	γίνει	για	το	Navier‐Stokes	
πρόβλημα	ύπαρξης	και	ομαλότητας	της	ρευστομηχανικής	που	είναι	από	τα	μεγαλύτερα	
άλυτα	προβλήματα	των	μαθηματικών.	

		Ενδιαφέροντα	 προβλήματα	 στις	 μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις	 σπάνια	 μπορεί	 να	
λυθούν	 με	 έναν	 ακριβή	 τύπο.	 Το	 ουσιαστικό	 σημείο	 είναι	 συνήθως	 να	 δείξουμε	 ότι	 η	
προτεινόμενη	διαδικασία	προσέγγισης	συγκλίνει	πράγματι	σε	μια	λύση.	Ένας	περίτεχνος	
μηχανισμός	 από	 την	 τοπολογία	 και	 συναρτησιακή	 ανάλυση	 είναι	 διαθέσιμος	 για	 να	
αποδείξει	 αυτή	 τη	 σύγκλιση,	 υπό	 την	 προϋπόθεση	 ότι	 ορισμένες	 εκτιμήσεις	 είναι	
διαθέσιμες	για	τον	έλεγχο	της	προσέγγισης.	Για	τα	κλασικές	εξισώσεις	ισορροπίας	στη	
μηχανική,	οι	οποίες	είναι	γνωστές	ως	εξισώσεις	Laplace	και	Poisson,	υπάρχει	μία	"αρχή	
μεγίστου"	που	παρέχει	 την	απαραίτητη	 εκτίμηση.	Ωστόσο,	 υπάρχουν	 και	πολλά	άλλα	
είδη	των	εκτιμήσεων	που	μπορεί	κανείς	να	χρειαστεί	να	χρησιμοποιήσει.	Τα	πιο	κοινά	
είναι	 εκτιμήσεις	 των	 ολοκληρωμάτων	 των	 ζητούμενων	 συναρτήσεων,	 μαζί	 με	 έναν	
ορισμένο	αριθμό	παραγώγων	τους	ሺ"Sobolev	ανάλυση"ሻ.	Αυτές	οι	συναρτήσεις	και	 τα	
ολοκληρώματα	μπορούν	να	τετραγωνιστούν	ή	να	λαμβάνονται	σε	άλλες	δυνάμεις	πριν	
από	την	ολοκλήρωση	και	μπορούν	να	ολοκληρωθούν.	Μαζί	με	το	μαθηματικό	Fritz	John,	
εισήγαγε	την	έννοια	της	Οριακής	Μέσης	Ταλάντωσης.	Αυτή	η	έννοια	αναφέρει	ότι	μια	
συνάρτηση	έχει	μία	μέση	τιμή	ή	μέσο	όρο	και	ότι	το	άθροισμα	όλων	των	μεταβολών	της	
μέσης	 τιμής	 είναι	 πεπερασμένο.	 Ο	 χώρος	 συναρτήσεων	 Οριακής	 Μέσης	 Ταλάντωσης	
είναι	 θεμελιώδους	 σημασίας	 για	 την	 ανάλυση	 του	 χώρου	 των	 συνεχών	 φραγμένων	
συναρτήσεων.	

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ BESSEL 

		Η	συνάρτηση	 Bessel	που	 αρχικά	 ορίστηκε	 από	 τον	 μαθηματικό	Daniel	 Bernulli	 και	
γενικεύθηκε	 αργότερα	 από	 τον	Friedrich	 Bessel,	 δίνει	 τις	 κανονικές	 λύσεις	ݕሺݔሻ	
της	διαφορικής	εξίσωσης	του	Bessel,	
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																											 ଶݔ
డమ௬

డ௫మ
൅ ݔ

డ௬

డ௫
൅ ሺݔଶ െ ܽଶሻݕ ൌ 0	

για	έναν	αυθαίρετο	μιγαδικό	αριθμό	ܽ	ሺη	σειρά	της	συνάρτησης	του	Besselሻ.		

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΟΥ BESSEL 

		Η	συνάρτηση	του	Bessel	προκύπτει	όταν	βρίσκουμε	ξεχωριστές	λύσεις	στην	εξίσωση	
Laplace	και	 στην	εξίσωση	Helmholtz	 	σε	 κυλινδρικές	 και	 σφαιρικές	 συντεταγμένες.	 Οι	
συναρτήσεις	Bessel	είναι	ως	εκ	τούτου	ιδιαίτερα	σημαντικές	για	πολλά	προβλήματα	της	
διάδοσης	των	κυμάτων.	Παραδείγματα	των	συναρτήσεων	Bessel	είναι	τα	εξής:	

 τα	ηλεκτρομαγνητικά	κύματα	μέσω	ενός	κυλινδρικού	κυματοδηγού	
 το	πλάτος	πίεσης	σε	περιστρεφόμενα	ρευστά	χωρίς	ιξώδες	
 η	θερμική	αγωγιμότητα	σε	ένα	κυλινδρικό	αντικείμενο	
 τρόποι	 δόνησης	 λεπτής	 κυκλικής	 ακουστικής	 μεμβράνης	 ሺόπως	 ένα	τύμπανο	ή	

άλλα	μεμβρανόφωναሻ	
 το	πρόβλημα	διάχυσης	πάνω	σε	ένα	πλέγμα	
 λύσεις	 στην	 ακτινική	εξίσωση	 Schrödinger	 ሺσε	 σφαιρικές	 και	 κυλινδρικές	

συντεταγμένεςሻ	για	ένα	ελεύθερο	σωματίδιο	
 λύσεις	για	μοτίβα	της	ακουστικής	ακτινοβολίας	
 εξαρτώμενη	από	τη	συχνότητα	τριβή	σε	κυκλικούς	αγωγούς	
 δυναμική	αιωρούμενων	σωμάτων	
 γωνιακή	ανάλυση	
 οι	 συναρτήσεις	 Bessel	 εμφανίζονται	 επίσης	 και	 σε	 άλλα	 προβλήματα,	 όπως	 στην	

επεξεργασία	 σημάτων	 ሺγια	 παράδειγμα	σύνθεση	 με	 διαμόρφωση	
συχνότητας,	παράθυρο	Kaiser	ή	φίλτρο	Besselሻ.	

	

	ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ BESSEL ΠΡΩΤΟΥ ΤΥΠΟΥ: ࢇࡶ 

		Οι	 συναρτήσεις	 Bessel	 πρώτου	 τύπου,	 που	 συμβολίζονται	ܬ௔ሺݔሻ,	 είναι	 λύσεις	 της	
διαφορικής	εξίσωσης	του	Bessel	που	είναι	πεπερασμένες	στην	αρχή	των	αξόνων	ሺݔ ൌ 0ሻ,	
για	ܽ	ακέραιο	ή	θετικό,	και	αποκλίνουν	καθώς	το	ݔ	τείνει	στο	μηδέν	για	ܽ	αρνητικό	μη	
ακέραιο.	Είναι	δυνατό	να	ορίσουμε	τη	συνάρτηση	από	την	επέκταση	της	σειράς	της	γύρω	
από	το	ݔ ൌ 0,	η	οποία	μπορεί	να	βρεθεί	εφαρμόζοντας	τη	μέθοδο	Frbenius	στην	ισότητα	
Bessel	 όπου	 	ሻݖሺ߁ είναι	 η	συνάρτηση	 Γάμμα,	 μια	 μετατοπισμένη	 γενίκευση	
της	παραγοντικής	συνάρτησης	σε	μη	ακέραιες	τιμές.	Η	συνάρτηση	Bessel	πρώτου	τύπου	
είναι	ακέραια	συνάρτηση	αν	ߙ	είναι	ακέραιος,	ενώ	σε	άλλη	περίπτωση	είναι	πολλαπλή	
συνάρτηση	με	ανώμαλο	σημείο	το	μηδέν.	Οι	γραφικές	απεικονίσεις	 των	συναρτήσεων	
του	Bessel	μοιάζουν	περίπου	με	συναρτήσεις	ημιτόνου	ή	συνημιτόνου	που	αποσβένουν	
αναλογικά	 στο	 	,	ݔ√/1 μολονότι	 οι	 ρίζες	 τους	 δεν	 είναι	 γενικά	 περιοδικές,	 παρά	 μόνο	
ασυμπτωτικά	περιοδικές	για	μεγάλα	ݔ.		



~ 73 ~ 

	
Γραφική	παράσταση	της	συνάρτησης	Bessel	πρώτου	τύπου,	Jୟሺxሻ,	για	ακέραιες	τάξεις	

a	 ൌ 	0, 	1, 	2	

		Για	 ܽ	μη	 ακέραιο,	 οι	 συναρτήσεις	ܬ௔ሺݔሻ,	 και	ିܬ ௔ሺݔሻ,	 	 είναι	 γραμμικά	 ανεξάρτητες,	 και	
υπάρχουν	επομένως	δύο	λύσεις	της	διαφορικής	εξίσωσης.	Από	την	άλλη,	για	ܽ	ακέραιο,	
σημαίνει	ότι	οι	δύο	λύσεις	δεν	είναι	πλέον	γραμμικά	ανεξάρτητες.			

		Σε	 αυτήν	 την	 περίπτωση,	 η	 δεύτερη	 γραμμικά	 ανεξάρτητη	 λύση	 είναι	 η	 συνάρτηση	
Bessel	δεύτερου	τύπου.	

		Οι	συναρτήσεις	Bessel	ισχύουν	ακόμα	και	για	μιγαδικά	ορίσματα	ݔ,	και	μια	σημαντική	
ιδιαίτερη	 περίπτωση	 είναι	 αυτή	 του	 καθαρά	 φανταστικού	 ορίσματος.	 Σε	 αυτήν	 την	
περίπτωση,	 οι	 λύσεις	 στην	 εξίσωση	 Bessel	 καλούνται	τροποποιημένες	 συναρτήσεις	
Bessel	ሺή	 περιστασιακά	υπερβολικές	 συναρτήσεις	 Besselሻ	πρώτου	 και	 δεύτερου	 τύπου,	
και	προσδιορίζονται	από	τις	σχέσεις		

																										 ሻݔ௔ሺܫ ൌ ݅ି௔ܬ௔ሺ݅ݔሻ ൌ ∑ ଵ

௠!௰ሺ௠ା௔ାଵሻ
ቀ௫
ଶ
ቁ
ଶ௠ା௔

ஶ
௠ୀ଴ 	

	

ሻݔ௔ሺܭ																																															 ൌ
గ

ଶ

ூషೌሺ௫ሻିூೌሺ௫ሻ

ୱ୧୬	ሺ௔గሻ
	

	
όταν	ܽ	δεν	είναι	ακέραιος.	Όταν	ܽ	είναι	ακέραιος,	τότε	χρησιμοποιείται	το	όριο.	Αυτές	
έχουν	έπιλεχθεί	να	είναι	συναρτήσεις	με	πραγματικές	τιμές,	για	πραγματικά	και	θετικά	
ορίσματα	ݔ.	 Συνεπώς,	 η	 επέκταση	 της	 σειράς	 για	ܫ௔ሺݔሻ	 είναι	 σχεδόν	 όμοια	 με	 αυτήν	
για		ܬ௔ሺݔሻ,	αλλά	χωρίς	τον	εναλλασσόμενο	παράγοντα	ሺെ1ሻ௠.	Σε	αντίθεση	με	τις	κοινές	
συναρτήσεις	Bessel,	οι	οποίες	ταλαντώνονται	ως	συναρτήσεις	πραγματικού	ορίσματος	
οι	 	Όμοια	αντίστοιχα.	συναρτήσεις,	φθίνουσες	και	αυξανόμενες	εκθετικά	είναι	௔ܭ	και	௔ܫ	
με	την	κοινή	συνάρτηση	Bessel		ܬ௔,	η	συνάρτηση		ܫ௔	τείνει	στο	μηδέν	στο	ݔ ൌ 0	για	ܽ ൐ 0	
και	είναι	πεπερασμένη	στο	ݔ ൌ 0	για	ܽ ൌ 0.	Ανάλογα,	η	ܭ௔	αποκλίνει	στο	ݔ ൌ 0,	με	την	
ιδιαιτερότητα	να	είναι	λογαριθμικού	τύπου.	
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                                                                                    Σχήμα 1 						

                                            
                                                                                    Σχήμα 2 

 
		Το	πρώτο	σχήμα	μας	δείχνει	την	τροποποιημένη	συνάρτηση	Bessel	πρώτου	τύπου	ܫ௔ሺݔሻ	για	ܽ ൌ
0,1,2,3	και	το	δεύτερο	μας	δείχνει	την	τροποποιημένη	συνάρτηση	Bessel	δεύτερου	τύπου	ܭ௔ሺݔሻ	
για	ܽ ൌ 0,1,2,3.	
 

 

 

 

ΑΡΜΟΝΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

		Στα	μαθηματικά,	 τη	μαθηματική	 φυσική	και	 στη	 θεωρία	 των	 στοχαστικών	
διαδικασιών,	 μια	 αρμονική	 συνάρτηση	 είναι	 μια	 συνάρτηση,	 δύο	 φορές	
συνεχώς	διαφορίσιμη		݂: ܷ → ܴ	 ሺόπου	ܷ	 ένα	 ανοικτό	υποσύνολο	του	 ܴ௡ሻ,	 η	 οποία	

ικανοποιεί	 την	εξίσωση	 Laplace		
డమ௙

డ௫భ
మ ൅

డమ௙

డ௫మ
మ ൅ ⋯൅

డమ௙

డ௫೙
మ ൌ 0,	 ࢞ ൌ ሺݔ૚, ,૛ݔ … , 	ሻ࢔ݔ παντού	

στο ܷ. 

		Ο	όρος	"αρμονική"	στην	ονομασία	αρμονική	συνάρτηση	προέρχεται	από	την	αρμονική	
κίνηση	 στην	 οποία	 υποβάλλεται	 ένα	 σημείο	 σε	 μια	 τεντωμένη	χορδή.	 Η	 λύση	 της	
διαφορικής	 εξίσωσης	 για	 αυτόν	 τον	 τύπο	 κίνησης	 μπορεί	 να	 εκφραστεί	 με	
όρους	ημιτόνων	και	συνημιτόνων,	συναρτήσεις	δηλαδή	που	αναφέρονται	ως	αρμονικές.	
Η	ανάλυση	 Fourier	περιλαμβάνει	 επεκταμένες	περιοδικές	 συναρτήσεις	στο	μοναδιαίο	
κύκλο	με	όρους	μιας	σειράς	αυτών	των	αρμονικών	συναρτήσεων.	Σκεπτόμαστε	ότι	για	
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υψηλότερης	 τάξης	 αναλογίες	 των	 αρμονικών	 συναρτήσεων	 στη	 μοναδιαία	 ݊	 –
διαστάσεων	σφαίρα,	έχουμε	τις	σφαιρικές	αρμονικές.	Οι	συναρτήσεις	αυτές	ικανοποιούν	
την	εξίσωση	του	Laplace,	 για	αυτό	 και	 με	 την	πάροδο	 του	 χρόνου,	 ο	 όρος	 "αρμονική"	
κατέληξε	να	αναφέρεται	σε	όλες	τις	συναρτήσεις	που	ικανοποιούν	την	εξίσωση	Laplace.	

		Οι	 αρμονικές	 συναρτήσεις	 ικανοποιούν	 την	 παρακάτω	αρχή	 μεγίστου:	 εάν	 	߈ είναι	
ένα	συμπαγές	υποσύνολο	του	ܷ,	τότε	η	συνάρτηση	݂,	περιορισμένη	στο	߈,	παίρνει	τη	
μέγιστη	και	ελάχιστη	τιμή	της	στο	σύνορο	του	߈.	Εάν	τo	ܷ	είναι	συνεκτικό,	τότε	η	݂	δεν	
μπορεί	 να	έχει	 τοπικά	ακρότατα,	 εκτός	από	την	εξαιρετική	περίπτωση	όπου	η	݂	είναι	
σταθερή.	

		Το	 σύνολο	 των	 αρμονικών	 συναρτήσεων	 που	 ορίζονται	 σε	 ένα	 δοσμένο	ανοιχτό	
σύνολο	ܷ	μπορεί	να	θεωρηθεί	ως	ο	πυρήνας	ενός	τελεστή	Laplace	߂	και	για	το	λόγο	αυτό	
αποτελεί	διανυσματικό	 χώρο	πάνω	 στο	 ܴ.	 Επίσης	 το	 άθροισμα,	 η	 διαφορά	 και	 το	
βαθμωτό	 γινόμενο	 αρμονικών	 συναρτήσεων	 είναι	 επίσης	 αρμονικά.	 Εάν	 ݂	 είναι	 μια	
αρμονική	 συνάρτηση	 στο	 σύνολο	ܷ,	 τότε	 όλες	 οι	 μερικές	 παράγωγοι	 της	 ݂	θα	 είναι	
αρμονικές	συναρτήσεις	στο	ܷ.	Κατά	κάποιο	τρόπο,	οι	αρμονικές	συναρτήσεις	 είναι	οι	
πραγματικές	συναρτήσεις	ανάλογες	των	ολόμορφων	συναρτήσεων.	

		Όλες	 οι	 αρμονικές	 συναρτήσεις	 είναι	αναλυτικές,	 μπορούν	 δηλαδή	 να	 εκφραστούν	
τοπικά	 σαν	 δυναμοσειρές.	 Αυτός	 είναι	 ένας	 γενικός	 κανόνας	 για	 τους	 ελλειπτικούς	
τελεστές,	μεγαλύτερο	παράδειγμα	των	οποίων	αποτελεί	ο	τελεστής	Laplace.	

		Το	ομοιόμορφο	όριο	μιας	συγκλίνουσας	ακολουθίας	αρμονικών	συναρτήσεων	είναι	κι	
αυτό	αρμονικό.	Αυτό	ισχύει	καθώς	κάθε	συνεχής	συνάρτηση	που	ικανοποιεί	την	ιδιότητα	
της	μέσης	τιμής	είναι	αρμονική. 

	

 

 
 

 

 

 

 

 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΟΠΟΙΗΣΗ ΤΩΝ ΜΕΡΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ: 

		Οι	 μερικές	 διαφορικές	 εξισώσεις,	 ταξινομούνται	 σε	 τρεις	 κατηγορίες:	 ελλειπτικές,	
παραβολικές	και	υπερβολικές.	Στη	περίπτωση	γραμμικής	μερικής	διαφορικής	εξίσωσης	
δεύτερης	 τάξης	 με	 δύο	ανεξάρτητες	 μεταβλητές	 όπως	 η	 εξίσωση,	 οι	 συντελεστές	 των	
παραγώγων	δεύτερης	τάξης	ορίζουν	ένα	πολυώνυμο	2ου	βαθμού,	του	τύπου	ܩሺݔ, ሻݕ ൌ

ଶݔܣ ൅ ݕݔܤ ൅ ଶݕܥ ൌ ሾݔ	ݕሿ ∗ ܲ ∗ ቂ
ݔ
	όπου	ቃݕ x,	 y	 οι	 μεταβλητές	 και	 	 ܲ ൌ ቎

ܣ
ଵ

ଶ
ܤ

ଵ

ଶ
ܤ ܥ

቏.	 Η	

κατηγοριοποίηση	 βασίζεται	 στους	 συντελεστές	 των	 μερικών	 παραγώγων	 της	
υψηλότερης	τάξης	ܣ	, 	.ܲ	πίνακα	του	ορίζουσα	στην	ειδικότερα	και	ܥ	και	ܤ

	

Συνθήκη	 Είδος	 Παράδειγμα
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ଶ߀ െ ܥ޿4 ൏ 0	 Ελλειπτική	 ߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ
ଶݕ߲

ൌ 0
Εξίσωση	Laplace	

ଶ߀ െ ܥ޿4 ൌ 0	 Παραβολική ݑ߲
ݐ߲

ൌ ݇
߲ଶݑ
ଶݔ߲

Εξίσωση	 θερμικής		
Αγωγιμότητας	

ଶ߀ െ ܥ޿4 ൐ 0	 Υπερβολική ߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ ܿଶ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

Κυματική	εξίσωση	

	

		Αν	 σε	 μια	 μερική	 διαφορική	 εξίσωση	 η	 άγνωστη	 συνάρτηση	 εξαρτάται	 από	 τρεις	 ή	
περισσότερες	ανεξάρτητες	μεταβλητές	τότε	μπορεί	να	μην	ανήκει	μόνο	σε	μια	κατηγορία	
αλλά	 σε	 ένα	 συνδυασμό	 κατηγοριών.	 Ο	 τύπος	 της	 μερικής	 διαφορικής	 εξίσωσης	
προσδιορίζει	τη	φύση	του	προβλήματος	που	περιγράφεται.	Οι	παραβολικές	εξισώσεις,	με	
χαρακτηριστικό	παράδειγμα	την	εξίσωση	θερμικής	αγωγιμότητας,	εμπεριέχουν	χρονική	
εξάρτηση	 και	 περιγράφουν	φαινόμενα	 διάχυσης.	 Οι	 λύσεις	 τους	 συνήθως	 μειώνονται	
εκθετικά	 στο	 χρόνο	 προσεγγίζοντας	 μια	 θέση	 ισορροπίας.	 Το	 σήμα	 και	 τα	 σημεία	
ασυνέχειας	 διαδίδονται	 με	 άπειρη	 ταχύτητα.	 Οι	 υπερβολικές	 εξισώσεις	 με	
χαρακτηριστικό	 πρότυπο	 την	 κυματική	 εξίσωση,	 εξαρτώνται	 από	 το	 χρόνο	 και	
περιγράφουν	φαινόμενα	διάδοσης.	Το	σήμα	διαδίδεται	με	πεπερασμένη	ταχύτητα	ή	σε	
περιορισμένη	περιοχή	του	χώρου,	με	αποτέλεσμα	τα	σημεία	ασυνέχειας	να	παραμένουν	
σταθερά.	 Αντίθετα	 με	 τις	 προηγούμενες	 κατηγορίες	 οι	 ελλειπτικές	 εξισώσεις	
περιγράφουν	 τη	 στατική	 συμπεριφορά	 ενός	 μεγέθους	 σε	 ορισμένη	 περιοχή,	 χωρίς	 να	
υπάρχει	χρονική	εξάρτηση.	Χαρακτηριστική	ελλειπτική	εξίσωση	είναι	η	εξίσωση	Laplace.	
Οι	παραβολικές	και	υπερβολικές	εξισώσεις	ορίζονται	συνήθως	ως	προβλήματα	αρχικών	
τιμών	ενώ	οι	ελλειπτικές	εξισώσεις	ως	προβλήματα	συνοριακών	τιμών.	
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