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Εισαγωγή

Σε αυτή την εργασία ϑα ασχοληθούµε µε συµπαγείς τελεστές σε χώρους Banach.
Θα παρουσιάσουµε ϐασικές τους ιδιότητες. Στην συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε το
ϕασµατικό ϑεώρηµα για συµπαγείς τελεστές σε χώρους Hilbert.





Κεφάλαιο 1

Βασικοί ορισµοί και
Θεωρήµατα

Ορισµός 1.1. Θεωρούµε ένα διανυσµατικό χώρο X πάνω στο R ή το C. Μία
απεικόνιση x 7→ ‖x‖ : X → R+ λέγεται νόρµα αν ικανοποιεί τα εξής :

( i) ‖x‖ ≥ 0 και ‖x‖ = 0 αν και µόνο αν x = 0.
( ii) Για κάθε x ∈ X και για κάθε λ στο σώµα R (ή C), ισχύει : ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
( iii) Για κάθε x, y ∈ X ισχύει : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
΄Ενας διανυσµατικός χώρος X στον οποίο έχουµε ορίσει µια νόρµα ‖ · ‖ ϑα

λέγεται χώρος µε νόρµα.

Ορισµός 1.2. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος X µε νόρµα που είναι πλήρης λέγεται
χώρος Banach

Ορισµός 1.3. Θα λέµε ότι η ακολουθία των στοιχείων (xn) συγκλίνει στο στοιχείο
x και ϑα συµβολίζουµε limxn = x αν lim‖xn − x‖ = 0, n→∞.

Ορισµός 1.4. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος επί του R ( ή του C ).
Ορίζω το εσωτερικό γινόµενο να είναι η απεικόνιση (·, ·) : X × X → R και για
x, y, z ∈ X και λ, µ ∈ R (ή C) έχουµε :

( i) (λx + µy, z) = λ(x, z) + µ(y, z)
( ii) (y, x) = (x, y)
( iii (x, x) ≥ 0 µε την ισότητα να ισχύει αν και µόνο αν x = 0.

Πρόταση 1.5. Ονοµάζουµε Ευκλείδια νόρµα την

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

|x|2
)1/2

΄Ενας χώρος µε Ευκλείδια νόρµα λέγεται Ευκλείδιος χώρος. ΄Ενας πλήρης
Ευκλείδιος χώρος είναι χώρος Hilbert.

Ορισµός 1.6. ΄Ενας χώρος µε εσωτερικό γινοµένο που είναι πλήρης, λέγεται χώρος
Hilbert

Ορισµός 1.7. Αν X, Y χώροι Banach µε B(X,Y ) ϑα συµβολίζουµε τον χώρο
των ϕραγµένων τελέστων από τον X στον Y µε νόρµα

‖T‖ = inf{N > 0 : ‖Tx‖ ≤ N‖x‖ ∀ x ∈ X} = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1}
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Για τους ϕραγµένους τελεστες από τον X στον εαυτό του αντί B(X,X) ϑα
γράφουµε B(X).

Ορισµός 1.8. Αν X είναι ένας χώρος Banach στο σώµα F συµβολίζουµε µε
X∗ τον χώρο των ϕραγµένων γραµµικών απεικονίσεων από τον X στο F .

Ορισµός 1.9. ΄Ενα υποσύνολο K ενός µετρικού χώρου λέγεται συµπαγές αν
κάθε ανοικτό κάλυµµα του K έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα.

Ορισµός 1.10. Θεωρούµε ένα µετρικό χώρο X. ΄Ενα υποσύνολο A του X
λέγεται ολικά ϕραγµένο αν ∀ ε > 0 υπάρχουν x1, x2, ..., xn στον X τέτοια ώστε
A ⊆ ∪ni=1B(xi, ε).

Ορισµός 1.11. Θεωρούµε ένα µετρικό χώρο (X, d) και ένα υποσύνολο A του
X. Το σύνολο A = ∩{B : A ⊆ B,B κλειστό υποσύνολο του X} λέγεται κλειστή
ϑήκη του A.

Θεώρηµα 1.12. ΄Εστω ότι το K είναι ένα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου
(X, d). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

(i) Το K είναι συµπαγές
( ii) Το K είναι πλήρες και ολικά ϕραγµένο.
( iii) Κάθε ακολουθία στο K έχει συγκλίνουσα υπακολουθία µε όριο στο K

(Bolzano-Weierstrass).

Ορισµός 1.13. ΄Εστω (X, dX) και (Y, dY ) είναι µετρικοί χώροι. Θα λέµε ότι ο
(Y, dY ) είναι υπόχωρος του (X, dX) αν

(i ) Y ⊆ X
( ii ) dY (x, y) = dX(x, y) για κάθε x, y ∈ Y

Πρόταση 1.14. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα.

( i) Το A είναι κλειστό
( ii) Αν (xn)n∈N είναι ακολουθία στον A που συγκλίνει σε ένα x του X τότε

x ∈ A.

Ορισµός 1.15. Μια συνάρτηση f : X → Y ανάµεσα σε δύο µετρικούς χώρους
λέγεται ισοµετρία αν για οποιαδήποτε x, x′ ∈ X ισχύει dY (f(x), f(x′)) =
dX(x, x′).

Ορισµός 1.16. Μια οικογένεια F πραγµατικών συναρτήσεων σε ένα µετρικό χώρο
(X, d) λέγεται ισοσυνεχής σε ένα σηµειο x ∈ X αν για κάθε ε > 0 υπάρχει
δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε συνάρτηση f ∈ F και κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ
ισχύει |f(y) − f(x)| < ε. Η οικογένεια F λέγεται ισοσυνεχής στον X αν είναι
ισοσυνεχης σε κάθε σηµείο.

Ορισµός 1.17. Μια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων (fn)n∈N σε ένα πλήρη
µετρικό χώρο X λέγεται οµοιόµορφα ϕραγµένη αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε
|fn(x)| ≤M για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ X.

Θεώρηµα 1.18. (Arzela-Ascoli) ΄Εστω ότι ο X είναι ένας συµπαγής µετρικός
χώρος και η (fn)n∈N είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη, ισοσυνεχής ακολουθία πραγµα-
τικών συναρτήσεων στον X. Τότε η (fn)n∈N έχει µια υπακολουθία που συγκλίνει
οµοιόµορφα σε µία συνεχή συναρτηση f στον X.
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Ορισµός 1.19. ΄Εστω X ένας χώρος µε νόρµα.Η µοναδιαία σφαίρα του X είναι

S(X) = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}

Θεώρηµα 1.20. ΄Εστω Y να είναι ένας γνήσιος υπόχωρος του χώρου µε νόρµα
X.

( i ) Αν Y είναι κλειστός τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει σηµείο x ∈ S(X) (όπου
S(X) = {x ∈ X : ‖x‖ = 1} ) του οποίου η απόσταση από το Y είναι τουλάχιστον
1− ε.

d(x, Y ) = inf{‖x− y‖ : y ∈ Y } ≥ 1− ε
( ii ) Αν y είναι πεπερασµένης διάστασης τότε υπάρχει ένα σηµείο x ∈ S(X)

του οποίου η απόσταση από το Y είναι 1.

Ορισµός 1.21. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος επί του F και f : V → V
µια γραµµική απεικόνιση. ΄Ενα λ ∈ F ονοµάζεται ιδιοτιµή της f αν υπάρχει µη
µηδενικό v ∈ V τέτοιο ώστε f(v) = λv. Στην περίπτωση αυτή ϑα λέµε ότι το v
είναι ένα ιδιοδιάνυσµα της f που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ.

Ορισµός 1.22. ΄Εστω λ µια ιδιοτιµή του T . Ο υπόχωρος Ker(T − λI) του V
ονοµάζεται ο ιδιόχωρος του T που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ.

Θεώρηµα 1.23. ΄Εστω V διανυσµατικός χώρος επί του F και T : V → V .
΄Εστω λ ∈ F . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

( i) Το λ είναι µια ιδιοτιµή του T
( ii) Ker(T − λI) 6= {0}.

Ορισµός 1.24. Λέµε ότι το ϕάσµα ενός τελεστή T ∈ B(X) είναι :

σ(T ) = {λ ∈ C : T − λI δεν έχει ϕραγµένο αντίστροφο}(1.1)

όπου Ι είναι ο ταυτοτικός τελεστής στον X. Για κάθε τελεστή T ∈ B(X) το ϕάσµα
του T είναι ένα µη κενο κλειστό υποσύνολο του C που περιέχεται µέσα στον
δίσκο {z ∈ C : |z| ≤ ‖T‖} .

Η ϕασµατική ακτίνα του T ∈ B(X) είναι

r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}

Θεώρηµα 1.25. Για T ∈ B(X) έχουµε

r(T ) = lim
n→∞

‖Tn‖1/n

Ορισµός 1.26. ΄Εστω V,W δύο διανυσµατικοί χώροι επί του F και f : V →W
µια γραµµική απεικόνιση.

( i) Η f καλείται µονοµορφισµός αν είναι 1− 1.
( ii ) Η f καλείται επιµορφισµός αν είναι επί.
( iii) Η f καλείται ισοµορφισµός αν είναι ταυτόχρονα µονοµορφισµός και επι-

µορφισµός.
Αν έχουµε ισοµορφισµό από ένα διανυσµατικό χώρο στον εαυτό του τότε καλείται

αυτοµορφισµός.

Ορισµός 1.27. ΄Εστω (R,+, · ) δακτύλιος και I ένα µη κενό υποσύνολο του.
Το I ϑα ονοµάζεται δίπλευρο ιδεώδες του R και ϑα συµβολίζεται ως I / R αν
ισχύουν τα εξής.

( i) a− b ∈ I για κάθε a, b ∈ I.
( ii) r · a ∈ I και a · r ∈ I για κάθε r ∈ R και a ∈ I.





Κεφάλαιο 2

Συµπαγείς τελεστές σε
χώρους Banach

Υποθέτουµε οτι όλοι οι χώροι που εµφανίζονται σε αυτό το κεγάλαιο είναι µιγαδικοί
χώροι Banach. Σκοπός µας είναι να µελετήσουµε µια κλάση τελεστών που µοιάζει
πολύ µε τελεστές σε χώρους πεπερασµένης διαστασης.

΄Ενας τελεστής T ∈ B(X,Y ) είναι συµπαγής αν η εικόνα της µοναδιαίας
µπάλας µέσω του T είναι σχετικά συµπαγές υποσύνολο του Y. ΄Ετσι ο T είναι
συµπαγής αν και µόνο αν TBX είναι συµπαγές. Ισοδύναµα, ο T είναι συµπαγής
αν και µόνο αν για κάθε ϕραγµένη ακολουθία (xn) ⊂ X η ακολουθία (Txn)
έχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θα συµβολίζουµε µε B0(X,Y ) το σύνολο των συµπαγών τελεστών από τον X
στον Y. Αναλογικά µε το B(X) ϑα γράφουµε B0(X) αντί για B0(X,X)

Παράδειγµα 2.1. ( i) Κάθε πεπερασµένης τάξης τελεστής T ∈ B(X,Y ) είναι
συµπαγής. Ισοδύναµα αν dim ImT = dimTX <∞ τότε T ∈ B0(X,Y ) .

Θα συµβολίζουµε µε B00(X,Y ) ,το σύνολο των ϕραγµένων πεπερασµένης
τάξης τελεστών απο τον Χ στον Υ.

( ii) Κάθε ϕραγµένο γραµµικό συναρτησιοειδές f ∈ X∗ είναι ένας συµπαγής
τελεστής από τον Χ στον C

( iii) ΄Εστω Ι να είναι το κλειστό µοναδιαίο διάστηµα [0, 1] και έστω Χ να είναι
ο χώρος Banach C(I) ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων µε νόρµα που ορίζεται
µέσω του supremum.

‖f‖ = sup{|f(x)|} : x ∈ I}
΄Εστω K(x, y) ∈ C(I × I) ή αλλιώς, έστω Κ να είναι µαι συνεχής συνάρτηση
σε κλειστό µοναδιαίο τετράγωνο I × I. Για f ∈ C(I) ορίζουµε µια συνάρτηση
Tf ∈ C(I) από την σχέση

(Tf)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy.

Τότε T ∈ B(X) και είναι εύκολο να δειχθεί ότι T ∈ B0(X) . Πράγµατι, από
το ϑεώρηµα Arzela-Ascoli έχουµε µόνο να ελέγξουµε ότι TBX είναι οµοιόµορφα
ϕραγµένη και ισοσυνεχής. Αν |K(x, y)| ≤ N για κάθε (x, y) ∈ I × I τότε

|(Tf)(x)| ≤ N
∫ 1

0

|f(y)|dy ≤ N‖f‖
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και γι΄ αυτό το TBX είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο από το Ν. Επίσης για κάθε
ε > 0 υπάρχει δ τέτοιο ώστε αν |x1 − x2| < δ τότε |K(x1, y) −K(x2, y)| < ε.
Επιπλέον αν f ∈ BX και |x1 − x2| < δ τότε

|(Tf)(x1)− (Tf)(x2)| ≤
∫ 1

0

|K(x1, y)−K(x2, y)| |f(y)|dy

≤
∫ 1

0

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy < ε

΄Ετσι TBX είναι πράγµατι ισοσυνεχής και γι΄ αυτό ο Τ είναι συµπαγής όπως
ισχυριστήκαµε.

Θεώρηµα 2.2. (a) B0(X,Y ) είναι ένας κλειστός υπόχωρος του B(X,Y ).
(b) Αν T ∈ B0(X,Y ), S ∈ B(Y,Z) και R ∈ B(W,X) τότε ST ∈ B0(X,Z)

και TR ∈ B0(W,Y ).

Απόδειξη. (a) Ας δείξουµε αρχικά ότι B0(X,Y ) είναι υπόχωρος του B(X,Y ).
∆ηλαδή αν S, T ∈ B0(X,Y ) και λ, µ ∈ C τότε λT + µS ∈ B0(X,Y ) .
΄Εστω (xn) να είναι µια ϕραγµένη ακολουθία στον Χ. Επειδή S είναι συµπα-
γής, τότε (xn) έχει µια υπακολουθία (xnk) τέτοια ώστε (Sxnk) να είναι
συγκλίνουσα. Ο τελεστής Τ είναι επίσης συµπαγής και έτσι η (xnk) έχει µια
υπακολουθία (xmkm ) τέτοια ώστε (Txmkm ) να είναι και αυτή συγκλίνουσα.
Αλλά τότε ((λS + µT )xmkm ) είναι επίσης συγκλίνουσα ακολουθία. Τώρα ας
δείξουµε ότι B0(X,Y ) είναι κλειστό υποσύνολο του B(X,Y ) . Υποθέτουµε ότι
Tn ∈ B0(X,Y ) και Tn → T ∈ B(X,Y ). Πρέπει να δείξουµε ότι TBX είναι ο-
λικά ϕραγµένο. ∆ωσµένου ε > 0 έστω n τέτοιο ώστε ‖Tn−T‖ < ε. Επειδή Tn
είναι συµπαγής, υπάρχουν x1, ........, xm ∈ BX τέτοια ώστε {Tnxi : 1 ≤ i ≤ m}
να είναι ένα ε− net στο TnBX . ΄Ετσι αν x ∈ BX τότε υπάρχει xi τέτοιο ώστε
‖Tnx− Tnxi‖ < ε .

΄Αρα

‖Tx− Txi‖ ≤ ‖(T − Tn)x‖+ ‖Tnx− Tnxi‖+ ‖(Tn − T )xi‖ < 3ε

που µας δείχνει ότι {Txi : 1 ≤ i ≤ m} είναι ένα 3ε− net στον TBX
(b) ∆ιαπιστώνουµε ότι ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής απεικονίζει µια

ϕραγµενη ακολουθία µέσα σε µια ϕραγµένη ακολουθία και µια συγκλίνουσα
ακολουθία σε µια συγκλινουσα ακολουθία.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω X,Y δύο χώροι Banach και T ∈ B(X,Y ). Για g ∈ Y ∗
ορίζουµε την συνάρτηση T ∗g : X → C όπου (T ∗g)(x) = g(Tx).

Ο T ∗ : Y ∗ → X∗ είναι ο συζυγής τελεστής του T .

Θεώρηµα 2.4. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(X,Y ) είναι συµπαγής αν και µόνο αν ο
T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) είναι συµπαγής.

Απόδειξη. (i) Υποθέτουµε αρχικά ότι ο T ∈ B(X,Y ) είναι συµπαγής, τότε το
σύνολο K = TBX είναι συµπαγές. Για ένα συναρτησοειδές f ∈ Y ∗ έστω
Rf να είναι ο περιορισµός του f στο K. Προφανώς Rf ∈ C(K) και
είναι γεγονός ότι η απεικόνιση R : Y ∗ → C(K) είναι µια ϕραγµένη γραµµική
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απεικόνιση όπου ως συνήθως ο C(K) παίρνεται µε τη νόρµα του supremum.
΄Εστω Φ = RBY ∗ . Σηµειώνουµε ότι για f ∈ Y ∗ έχουµε :

‖T ∗f‖ = sup{< x, T ∗f >: x ∈ BX}

= sup{< Tx, f >: x ∈ BX}

= sup{< y, f >: y ∈ TBX}

= sup{< y, f >: y ∈ K}

= ‖Rf‖

Αυτό µας δείχνει ότι T ∗BY ∗ είναι ισοµετρία στο Φ ⊂ C(K) µε την ισοµετρία
να δινεται από T ∗f 7→ Rf .

Ως συνέπεια T ∗BY ∗ είναι ολικά ϕραγµένο αν και µόνο αν είναι και το Φ.
Από το Θεωρηµα Arzela -Ascoli , το Φ είναι ολικά ϕραγµένο αν και µόνο αν είναι
οµοιόµορφα ϕραγµένο και ισοσυνεχής. Και οι δύο συνθήκες µπορούν εύκολα να
ελεγχθούν. Αν f ∈ BY ∗ τότε ‖T ∗f‖ ≤ ‖T ∗‖ = ‖T‖ και έτσι το Φ είναι
οµοιόµορφα ϕραγµένο. Επίσης αν f ∈ BY ∗ και y, y′ ∈ K τότε

|(Rf)(y)− (Rf)(y′)| = |f(y − y′)| ≤ ‖y − y′‖

και έτσι η Φ είναι ισοσυνεχής.
(ii) Τώρα υποθέτουµε ότι ο T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) είναι συµπαγής. Από το πρώτο

µέρος της απόδειξης (i) η απεικόνιση T ∗∗ ∈ B(X∗∗, Y ∗∗) είναι συµπαγής.
Ισοδύναµα T ∗∗BX∗∗ είναι σχετικά συµπαγής. Αλλά υπό ϕυσική εµφύτευση
X ⊂ X∗∗ και Y ⊂ Y ∗∗ έχουµε TBX = T ∗∗BX ⊂ T ∗∗BX∗∗ και έτσι TBX
είναι επίσης σχετικά συµπαγης.

Ο κύριος σκοπός του κεφαλαίου είναι να παρουσιάσει το ϕασµατικό ϑεώρηµα
για συµπαγείς τελεστές. Λέµε ότι το ϕάσµα ενός τελεστή T ∈ B(X) είναι :

σ(T ) = {λ ∈ C : T − λI δεν έχει ϕραγµένο αντίστροφο}(2.1)

όπου Ι είναι ο ταυτοτικός τελεστής στον X. Για κάθε τελεστή T ∈ B(X) το
ϕάσµα του T είναι ένα µη κενο κλειστό υποσύνολο του C που περιέχεται µέσα
στον δίσκο {z ∈ C : |z| ≤ ‖T‖} . ΄Οπως ϑα δούµε για ένα συµπαγή τελεστή
T που ανήκει στο B(X) το ϕάσµα του T ΄µοιάζει΄ µε το ϕάσµα ενός τελεστή
σε ένα πεπερασµένης διάστασης χώρο. Για να είµαστε ακριβείς αν ο X είναι
απειροδιάστατος χώρος και T ∈ B0(X) τότε το σ(T ) είναι ένα αριθµήσιµο
σύνολο του οποίου το µόνο σηµείο συσσώρευσης είναι το 0. Αν λ ∈ σ(T ) και
(λ 6= 0) τότε το λ είναι ιδιοτιµή του T µε πεπερασµένο πλήθος γραµµικώς
ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων.

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω T ∈ B0(X) και a > 0 . Τότε ο Τ έχει πεπερασµένα το
πλήθος γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα µε τις ιδιοτιµές να έχουν απόλυτη
τιµή τουλάχιστον a.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι x1, x2, ....... είναι µια άπειρη ακολουθία γραµµικώς
ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων, τέτοια ώστε Txi = λixi 6= 0 και |λi| ≥ a για
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κάθε i. Θέτουµε το σύνολο Xn = lin{x1, x2, ......, xn}. Από το Θεώρηµα (1.20)
υπάρχει µια ακολουθία (yn)∞1 ⊂ X τέτοια ώστε yn ∈ Xn και d(yn, Xn−1) =
‖yn‖ = 1 .

Θέτουµε zn = yn/λn και σηµειώνουµε ότι ‖zn‖ ≤ 1/a , Tzn ∈ Xn και
Tzn − yn ∈ Xn−1 Πράγµατι οι δύο πρώτοι ισχυρισµοί είναι προφανείς και αν
yn =

∑n
k=1 ckxk τότε

Tzn − yn =

n−1∑
k=1

(
λk
λn
− 1

)
ckxk ∈ Xn−1

Εποµένως αν n > m τότε

‖Tzn − Tzm‖ ≥ d(Tzn, Xn−1) = d(yn, Xn−1) = 1

Ως συνέπεια η ϕραγµένη ακολουθία (zn)∞1 δεν περιέχει υπακολουθία (znk)∞1
τέτοια ώστε Tznk να είναι συγκλίνουσα που έρχεται σε αντίθεση µε το να είναι
συµπαγής ο T .

Ο επόµενος σκοπός µας είναι να δείξουµε αν ο T είναι συµπαγής τελεστής
και λ 6= 0 δεν είναι µια ιδιοτιµή του T τότε λ 6∈ σ(T ) ή λI − T είναι
αντιστρέψιµος. Με τη δυνατή εξαίρεση του 0, κάθε σηµείο του ϕάσµατος είναι
ιδιοτιµή. Στην απόδειξη αυτόυ ϑα υποθέσουµε ότι λ = 1 . Χρειαζόµαστε δύο
λήµµατα τα οποία είναι αποδεδειγµένα σε µια πιο γενική αλλά απαραίτητη µορφή.

Λήµµα 2.6. ΄Εστω T ∈ B0(X) και σύνολο S = I − T . Τότε SX είναι ένας
κλειστός υπόχωρος του Χ.

Απόδειξη. N = KerS , από το Θεώρηµα (2.5) ξέρουµε ότι N είναι πεπερα-
σµένης διάστασης µε ϐάση {b1, ........, bn} . Τότε υπάρχει ένας κλειστός υπό-
χωρος M ⊂ X τέτοιος ώστε ο X είναι το ευθύ άθροισµα του M µε το
N : X = M ⊕ N . Πράγµατι, αν επιλέξουµε f1, ......., fn ∈ X∗ τέτοια ώστε
fi(bj) = δij τότε αρκεί να πάρουµε M =

⋂n
i=1Kerfi .

΄Εστω S0 να είναι ο περιορισµός του S στο M : S0 = S|M . Τότε SX =
SM = S0M και KerS0 = KerS∩M = {0} και έτσι ο S0 είναι 1−1 . Συνεπώς
για να αποδείξουµε ότι SX = S0M είναι κλειστός, αρκεί να αποδείξουµε ότι
ο S0 είναι κάτω ϕραγµένος.

Υποθέτουµε ότι S0 δεν είναι κάτω ϕραγµένος. Τότε S0xn → 0 για κάποια
(xn)∞1 ⊂ M(‖xn‖ = 1) . Επειδή ο T είναι συµπαγής, η (Txn)∞1 έχει µια
συγκλίνουσα υπακολουθία. Και έτσι υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι
η (Txn)∞1 είναι συγκλίνουσα και έστω Txn → y. Τότε

xn = (S0 + T )xn = S0xn + Txn → y

και έτσι ‖y‖ = 1. Αλλά επίσης έχουµε S0xn → Sy και έτσι S0y = 0 όπου
έρχεται σε αντίθεση µε το KerS0 = {0}.

Λήµµα 2.7. ΄Εστω S, T ∈ B(X) τέτοιοι ώστε S+T = I και SX ⊂ Y όπου Y
είναι κλειστός γνήσιος υπόχωρος του X. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα σηµείο
x0 ∈ BX τέτοιο ώστε d(Tx0, TY ) > 1− ε.
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Απόδειξη. Από το Θεώρηµα (1.20) υπάρχει ένα x0 ∈ BX τέτοιο ώστε d(x0, Y ) >
1− ε. Επειδή Tx0 = x0 − Sx0, Sx0 ∈ Y και TY = (I − S)Y ⊂ Y έχουµε

d(Tx0, TY ) ≥ d(x0 − Sx0, Y ) = d(x0, Y ) > 1− ε

Θεώρηµα 2.8. ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµική, συνεχής
και επί. Τότε η T είναι ανοικτή.

Θεώρηµα 2.9. ΄Εστω T ένας συµπαγής τελεστής και υποθέτουµε ότι λ 6= 0 δεν
είναι ιδιοτιµή του T . Τότε λ 6∈ σ(T ).

Απόδειξη. Από την αντικατάσταση του T µε T/λ αρκεί να αποδείξουµε το
αποτέλεσµα για λ = 1. ΄Εστω τότε T ∈ B0(X), S = I − T και KerS = (0).
Πρέπει να δείξουµε ότι ο S είναι αντιστρέψιµος.

Ας αποδείξουµε ότι SX = X. Θέτουµε Yn = SnX (n = 0, 1, ...) τότε
Y0 = X ⊃ Y1 ⊃ ....... Από το Λήµµα (2.6) οι υπόχωροι Yn είναι κλειστοί. Ας
δείξουµε πρώτα ότι Yn = Yn+1 για κάποιο n. Αν όχι από το Λήµµα (2.7) κανείς
µπορεί να ϐρει στοιχεία yn ∈ BYn τέτοια ώστε d(Tyn, TYn+1) > 1/2. Αλλά
τότε ‖Tyn − Tym‖ > 1/2 αν n 6= m και έτσι (Tyn) δεν έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία, που έρχεται σε αντίθεση µε το ότι ο T είναι συµπαγής.

Ισχυριζόµαστε ότι Y0 = Y1. Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει. Τότε υπάρχει ένα
m τέτοιο ώστε Ym−1 6= Ym = Ym+1. ΄Εστω u ∈ Ym−1 \ Ym. Τότε επειδή
Su ∈ Ym = Ym+1 = SYm υπάρχει ένα σηµείο v ∈ Ym τέτοιο ώστε Su = Sv.
Αλλά τότε S(u− v) = 0 και έτσι 0 6= u− v ∈ KerS που έρχεται σε αντίθεση µε
την υπόθεση µας. Συνεπώς Y1 = Y0 ή SX = X όπως ισχυριστήκαµε.

Η απόδειξη κατ΄ ουσίαν είναι πλήρης. Η ϕραγµένη απεικόνιση S : X → X
είναι 1− 1 από ένα χώρο Banach X στον εαυτό του. Και έτσι από το ϑεώρηµα
της ανοικτής απεικόνισης ο S είναι αντιστρεψιµος.

Ας επαναπροσδιορίσουµε τις πληροφορίες που περιέχονται στα Θεωρήµατα
(2.5) και (2.9) σχετικά µε το ϕάσµα ενός συµπαγούς τελεστή σε ένα και µόνο
αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.10. ΄Εστω T να είναι ένας συµπαγής τελεστής σε ένα απειροδιάστατο
χώρο Banach. Τότε σ(T ) = {0, λ1, λ2, ...} όπου η ακολουθία λ1, λ2, ... (των µη
µηδενικών µιγαδικών αριθµών) είναι είτε πεπερασµένη είτε τείνει στο 0. Επιπλέον
κάθε λi είναι µια ιδιοτιµή του T , µε πεπερασµένης διάστασης ιδιόχωρο. 2

Με κάποια παραπάνω δουλειά, µπορούµε να λάβουµε περισσότερες πληρο-
ϕορίες σχετικά µε την δοµή των συµπαγών τελεστών. Αν T είναι συµπαγής και
S = I − T τότε ImS είναι ένας κλειστός υπόχωρος του X πεπερασµένης
συνδιάστασης.

Θεώρηµα 2.11. ΄Εστω X να είναι ένας χώρος Banach , T ∈ B0(X) και
S = I − T . Θέτουµε Nk = KerSk και Mk = ImSk, (k = 0, 1, .....) όπου
S0 = I. Τότε (Nk)∞0 είναι µια αύξουσα ακολουθία από υπόχωρους πεπερασµένης
διάστασης και (Mk)∞0 µια ϕθίνουσα ακολουθία από υπόχωρους πεπερασµένης
συνδιάστασης. Υπάρχει ένας µικρότερος n ≥ 0 τέτοιος ώστε Nn = Nm για όλα
τα m ≥ n. Επιπλέον Mn = Mm για όλα τα m ≥ n ο X είναι το ευθύ άθροισµα
των Mn και Nn και S|Mn είναι ένας αυτοµορφισµός του Mn.
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Απόδειξη. Αναπτύσσοντας το Sk = (I − T )k , ϐλέπουµε ότι Sk = I − Tk όπου
Tk είναι συµπαγής. Συνεπώς από το Λήµµα (2.6) , Mk είναι κλειστός υπόχωρος
του X . Επιπλέον N0 ⊂ N1 ⊂ ... και M0 ⊃M1 ⊃ ... και ξέρουµε ότι κάθε Nk
είναι πεπερασµένο διαστασιακά. Από την απόδειξη του Λήµµατος (2.7) προκύπτει
ότι υπάρχει ένα ελάχιστο n τέτοιο ώστε Nn = Nn+1 και υπάρχει επίσης ένα
ελάχιστο m τέτοιο ώστε Mm = Mm+1 . Τότε Nn = Nn′ για όλα n′ ≥ n και
Mm = Mm′ για όλα τα m′ ≥ m.

Ας επιστρέψουµε στους ϐασικούς ισχυρισµούς του Θεωρήµατος. Αποδεικνύ-
ουµε αρχικά ότι Nn ∩ Mn = {0}. ΄Εστω y ∈ Mn ∩ Nn επειδή y ∈ Mn

έχουµε y = Snx για κάποια x ∈ X. Αλλά επειδή y ∈ Nn, S
ny = 0 και

έτσι S2nx = 0 . Συνεπώς x ∈ N2n = Nn , που συνεπάγεται Snx = 0. ΄Ετσι
y = Snx = 0 , δείχνοντας έτσι ότι Nn ∩Mn = {0}.

Ισχυριζόµαστε ότι για p = max{n,m} έχουµε X = Nn ⊕Mp . Πράγµατι
δωσµένου x ∈ X έχουµε Spx ∈ Mp. Αλλά SpMp = Mp και έτσι υπάρχει ένα
διάνυσµα y ∈ Mp τέτοιο ώστε Spy = Spx. Συνεπώς (x − y) ∈ Np = Nn και
έτσι x = y + (x− y) δείχνοντας ότι X = Nn +Mp.

Είναι ξεκάθαρο ότι δεν ϑα µπορούσε το p > n αφού τότε το Mn ϑα περιείχε
αυστηρά το Mp και έτσι ϑα είχαµε Mn ∩ Nn 6= {0} . ΄Ετσι p = n και ο X
είναι το ευθύ άθροισµα του Mn και Nn , επειδή ο Nn είναι πεπερασµένης
διάστασης.

Τέλος SMn = Mn+1 = Mn και

Ker(S|Mn) = KerS ∩Mn = N1 ∩Mn ⊂ Nn ∩Mn = {0}.

Συνεπώς από το ϑεώρηµα της ανοικτής απεικόνισης, ο περιορισµός του S
στο Mn είναι αντιστρέψιµος.

Θεώρηµα 2.12. ΄Εστω X ένας απειροδιάστατος χώρος Banach και έστω T να
είναι ένας συµπαγής γραµµικός τελεστής στον X. Τότε σ(T ) = {0, λ1, λ2, ....}
όπου η ακολουθία λ1, λ2, ... είναι πεπερασµένη ή τείνει στο 0. Για κάθε λ = λi
υπάρχει ένας πεπερασµένος ακέραιος kλ ≥ 1 και κλειστοί υπόχωροι Nλ =
N(λ;T ) και Mλ = M(λ;T ) αναλοίωτοι υπό τον T , τέτοιοι ώστε Nλ είναι
πεπερασµένης διάστασης και X = Mλ ⊕Nλ.

Ο περιορισµός του λI − T στο Mλ είναι ένας αυτοµορφισµός του Mλ,

Nλ = Ker(λI − T )kλ 6= Ker(λI − T )kλ−1

και για µ = λj 6= λ = λi έχουµε Nλ ⊂Mµ.



Κεφάλαιο 3

Φυσιολογικοί συµπαγείς
τελεστές

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχολιθούµε µε συµπαγείς τελεστές σε χώρους Hilbert.

Ορισµός 3.1. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) λέγεται ϕυσιολογικός αν είναι T ∗T =
TT ∗.

Ορισµός 3.2. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) λέγεται αυτοσυζυγής ή ερµιτιανός, αν
T = T ∗.

Λήµµα 3.3. ΄Εστω T ∈ B(H) ένας ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα.

(a) ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ για κάθε x ∈ H
(b) KerT = KerT ∗

(c) ‖Tn‖ = ‖T‖n για κάθε n ≥ 1
(d) r(T ) = ‖T‖
(e) Αν λ 6= µ τότε, Ker(λI − T )⊥Ker(µI − T )
( f ) Για κάθε λ ∈ C ο Ker(λI − T ) και ο (Ker(λI − T ))⊥ είναι αµετάβλητοι

υπό τον T και T ∗.
(g) Αν H είναι το ορθογώνιο ευθύ άθροισµα των κλειστών υπόχωρων H0 και

H1 οι οποίοι είναι αµετάβλητοι υπό τον T τότε µε T0 = T |H0 και T1 = T |H1

έχουµε :
‖T‖ = max{‖T0‖, ‖T1‖}

και Ti είναι ένας ϕυσιολογικός τελεστής στον Hi , µε T ∗i = T ∗|Hi, (i = 0, 1).

Απόδειξη. (a) Επειδή T ∗T = TT ∗ , έχουµε

‖Tx‖2 = (Tx, Tx) = (T ∗Tx, x) = (T ∗x, T ∗x) = ‖T ∗x‖2

(b) Από το (a) έχουµε ότι Tx = 0 αν και µόνο αν T ∗x = 0.
(c) Αν S ∈ B(H) είναι ερµιτιανός τελεστής, τότε

‖Sx‖2 = (Sx, Sx) = (S∗Sx, x) = (S2x, x) ≤ ‖S2‖‖x‖2

Από αυτό απορρέει ότι ‖S2‖ = ‖S‖2 και από την επαγωγή στο m έχουµε
‖S2m‖ = ‖S‖2m . Αυτό συνεπάγεται ότι ‖Sn‖ = ‖S‖n για κάθε n ≥ 1 .
Επειδή TT ∗ είναι ερµιτιανός

‖Tn‖2 = ‖Tn(Tn)∗‖ = ‖(TT ∗)n‖ = ‖TT ∗‖n = ‖T‖2n
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(d) Από το (c) και την ϕόρµουλα ϕασµατικής ακτίνας (Θεώρηµα 1.25 ) έχουµε

r(T ) = lim
n→∞

‖Tn‖1/n = lim
n→∞

‖T‖ = ‖T‖

Αν S ∈ B(X) για ένα µιγαδικό χώρο Banach X τότε r(S) = ‖S‖ αν και
µόνο αν ‖Sn‖ = ‖S‖n για κάθε n ≥ 1.

(e) Αν Tx = λx και Ty = µy τότε T ∗y = µ̄y επειδή από το (b) έχουµε
y ∈ Ker(µI − T ) = Ker(µ̄I − T ∗). Οπότε έχουµε

λ(x, y) = (Tx, y) = (x, T ∗y) = (x, µ̄y) = µ(x, y)

και έτσι αν λ 6= µ τότε (x, y) = 0.
(f ) Επειδή ο λI − T µετατίθεται µε τον T και T ∗, ο Ker(λI − T )

είναι αµετάβλητος υπό τον T και T ∗ . Επίσης, έστω (x, y) = 0 για όλα τα
y ∈ Ker(λI − T ). Τότε, αφού Ker(λI − T ) είναι αµετάβλητος υπό τον T ∗, για
y ∈ Ker(λI − T ) έχουµε

(Tx, y) = (x, T ∗y) = 0

Συνεπώς Tx ∈ (Ker(λI − T ))⊥. ΄Οµοια

(T ∗x, y) = (x, Ty) = 0

για κάθε y ∈ Ker(λI − T ) και έτσι T ∗x ∈ (Ker(λI − T ))⊥.
(g) ΄Εστω x = h0 + h1 µε hi ∈ Hi (i = 0, 1). Τότε,

‖x‖2 = ‖h0‖2 + ‖h1‖2, Tx = Th0 + Th1 = T0h0 + Th1

και

‖Tx‖2 = ‖T0h0‖2 + ‖T1h1‖2

≤ ‖T0‖2‖h0‖2 + ‖T1‖2‖h1‖2

≤ max{‖T0‖2, ‖T1‖2}(‖h0‖2 + ‖h1‖2)

= max{‖T0‖2, ‖T1‖2}‖x‖2

΄Ετσι ‖T‖ ≤ max{‖T0‖, ‖T1‖}. Η αντίστροφη ανισότητα είναι προφανής.
Τέλος, επειδή H0 και H1 είναι αµετάβλητοι υπό τον T ισχύει ότι H1 =

H⊥0 και H0 = H⊥1 είναι αµετάβλητοι υπό τον T ∗.

Ας δούµε την πρώτη µορφή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.4. ΄Εστω T ∈ B(H) να είναι ένας συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής.
Για µια ιδιοτιµή λ του T , έστω Hλ = Ker(T −λI) να είναι ο ιδιόχωρος T που
αντιστοιχεί στην λ και συµβολίζουµε µε Pλ την ορθογώνια προβολή στον Hλ. Ο
τελεστής T έχει αριθµίσιµο πλήθος µη-µηδενικών ιδιοτιµών λ1, λ2.......

Επιπλέον dimHλk < ∞ για κάθε k, οι προβολές Pλi είναι ορθογώνιες.
Ισοδύναµα PλkPλl = 0 αν k 6= l και

T =
∑
k

λkPλk(3.1)

όπου η σειρά αυτή συγκλίνει στην νόρµα του B(H).



· 15

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα (2.10) και το Λήµµα (3.3) (e), έχουµε να αποδείξουµε
µόνο το (3.1) . Για κάθε ε > 0 υπάρχει n ≥ 1 τέτοιο ώστε |λk| < ε για k > n .
Θέτουµε,

H0 =

n∑
k=1

Hλk , H1 = H⊥0 , S =

n∑
k=1

λkPλk

Τότε H0 και H1 είναι αναλλοίωτοι υπό τον S και T, µε Ti = T |Hi και
Si = S|Hi (i = 0, 1). ΄Εχουµε T0 = S0 και S1 = 0. Εποµένως, από το Λήµµα
(3.3)(g) έχουµε,

‖T − S‖ = max{‖T0 − S0‖, ‖T1 − S1‖} = ‖T1‖

Αλλά T1 είναι συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής και έτσι από το Θεώρηµα (2.10),
‖T1‖ είναι ακριβώς η µέγιστη κατά απόλυτο τιµή ιδιοτιµή του T1. Επειδή
κάθε ιδιοτιµή του T1 είναι µια ιδιοτιµή του T , από την επιλογή του n έχουµε
‖T1‖ < ε.

Ας αναφέρουµε δύο άλλες εκδοχές του ϕασµατικού ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.5. ΄Εστω T να είναι ένας συµπαγής ερµιτιανός τελεστής σε απειροδιά-
στατο χώρο Hilbert H. Τότε µπορούµε να ϐρούµε ένα κλειστό υπόχωρο H0 του
H, µια (το πολύ αριθµήσιµη) ορθοκανονική ϐάση (xn) του H0 και µια ακολουθία
µιγαδικών αριθµών νn → 0 τέτοια ώστε αν x =

∑
n cnxn + x′, όπου x′ ∈ H⊥0 .

Τότε
Tx =

∑
n

νncnxn

Απόδειξη. ΄Εστω λ1, λ2, ...... και Hλ1 , Hλ2 , ..... είναι όπως το Θεώρηµα (3.4).
Παίρνουµε µια (απαραίτητα πεπερασµένη) ορθοκανονική ϐάση σε κάθε Hλk και
έστω (xn) να είναι η ένωση αυτών των ϐάσεων. ΄Εστω H0 να είναι ο κλειστός
γραµµικός υπόχωρος που παράγεται από την ακολουθία (xn) και νn = λk αν
xn ∈ Hλk . Τότε

Tx =
∑
n

νncnxn

Πόρισµα 3.6. ΄Εστω T να είναι ένας συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής σε ένα χώρο
Hilber H. Τότε ο H έχει µια ορθοκανονική ϐάση που αποτελείται από ιδιοτιµές
του T.

Πράγµατι οι συµπαγείς ϕυσιολογικοί τελεστές χαρακτηρίζονται από το Θεώ-
ϱηµα (3.4) (ή Θεώρηµα (3.5)). ΄Εστω {xγ : γ ∈ Γ} να είναι µια ορθοκανονική
ϐάση ενός χώρου Hilbert H και έστω T ∈ B(H) τέτοιος ώστε Txγ = νγxγ .
Τότε ο T είναι συµπαγής αν και µόνο αν

|{γ : |νγ | ≥ ε, γ ∈ Γ}| <∞(3.2)

για κάθε ε > 0.
Η απόδειξη του ϑεωρήµατος (3.4) ϐασίζεται σε δύο ουσιώδη αποτελέσµατα: Το

Θεώρηµα (2.10) σχετικά µε τους συµπαγείς τελεστές σε χώρους Banach και την
ϕόρµουλα ϕασµατικής ακτίνας. Τώρα ϑα δούµε πως µπορούµε να αποδείξουµε το
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Θώρηµα (3.4) χωρίς να χρησιµοποιήσουµε αυτά τα αποτελέσµατα. Είναι λίγο πιο
ϐολικό να αποδείξουµε το Θεώρηµα (3.4) για συµπαγής ερµιτιανούς τελεστές. Σε
αυτή την περίπτωση είναι απλο να το επεκτείνουµε στους ϕυσιολογικούς τελεστές.

Θυµίζουµε ότι η αριθµητική εικόνα V (T ) ενός τελεστή ενός Hilbert χώρου
T ∈ B(H) είναι

{(Tx, x) : x ∈ S(H)}

και η αριθµητική ακτίνα v(T ) είναι

v(T ) = sup{|λ| : λ ∈ V (T )}

Αν T ∈ B(H) είναι ερµιτιανός δηλαδή T ∗ = T τότε η αριθητική εικόνα
είναι υποσύνολο των πραγµατικών, αφού

(Tx, x) = (x, T ∗x) = (x, Tx) = (Tx, x)

για κάθε x ∈ H και έτσι (Tx, x) είναι πραγµατικός.

Λήµµα 3.7. ΄Εστω T να είναι ένας ερµιτιανός τελεστής. Τότε ‖T‖ = v(T ).

Απόδειξη. Θέτουµε v = v(T ) . Τότε |(Tx, x)| ≤ v‖x‖2 για κάθε x ∈ H. Πρέπει
να δείξουµε ότι ‖T‖ ≤ v.

Αν x ∈ S(H) έστω y ∈ S(H) τέτοιο ώστε το Tx = ‖Tx‖y. Τότε (Tx, y) =
(x, Ty) = ‖Tx‖ και έτσι

‖Tx‖ = (Tx, y) =
1

4
{(T (x+ y), (x+ y))− (T (x− y), (x− y))}

≤ 1

4
v{‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2}

=
1

2
v{‖x‖2 + ‖y‖2} = v

Συνεπώς ‖Tx‖ ≤ v για κάθε x ∈ S(H) και έτσι ‖T‖ ≤ v όπως ισχυριστίκαµε.

Θεώρηµα 3.8. ΄Εστω U να είναι ένας ερµιτιανός τελεστής στον H. Τότε ο U
έχει µια ιδιοτιµή µε απόλυτη τιµή ‖U‖.

Απόδειξη. ΄Εστω τα σύνολα

a = inf
‖x‖=1

(Ux, x) και b = sup
‖x‖=1

(Ux, x)

έτσι ώστε V (U) = [a, b]. Από το Λήµµα (3.7) ‖U‖ = max{−a, b}. Αντικαθιστώ-
ντας τον U µε −U αν είναι απαραίτητο, υποθέτουµε ότι ‖U‖ = b > 0. Πρέπει
να δείξουµε ότι το b είναι µια ιδιοτιµή του U .

Από τον ορισµό του b, υπάρχει µια ακολουθία (xn) ⊂ S(H) τέτοια ώστε
(Uxn, xn)→ b. Εφόσον ο U είναι συµπαγής τελεστής µπορούµε να υποθέσουµε
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αντικαθιστώντας την (xn) µε µια υπακολουθία, ότι η (Uxn) συγκλίνει, Uxn →
y0. Τότε ‖y0‖ ≥ b, επειδή (Uxn, xn)→ b και ‖xn‖ = 1. Καθώς

‖Uxn − bxn‖2 = ‖Uxn‖2 − 2b(Uxn, xn) + b2‖xn‖2

≤ ‖U‖2 − 2b(Uxn, xn) + b2

= 2b2 − 2b(Uxn, xn)

και
(Uxn, xn)→ b

έχουµε
(U − b)xn → 0.

Οπότε
xn =

1

b
{(U − (U − b))xn} →

y0
b
.

Θέτουµε x0 = y0/b. Τότε έχουµε, Uxn → y0 = bx0 και Uxn → Ux0.
Συνεπώς έχουµε Ux0 = bx0. Επειδή ‖x0‖ ≥ 1 (πράγµατι, ‖x0‖ = 1), το b
είναι όντως µια ιδιοτιµή του U .

Ας δούµε πως το Θεώρηµα (3.8) να χρησιµοποιηθεί για να αναχθεί στο Θεώ-
ϱηµα (3.4) για συµπαγείς τελεστές. ∆ιαµορφώνουµε λοιπόν το Θεώρηµα (3.4)
στην ακόλουθη µορφή.

Θεώρηµα 3.9. ΄Εστω H να είναι ένας χώρος Hilbert και έστω U ∈ B(H) να
είναι ένας συµπαγής ερµιτιανός τελεστής. Τότε υπάρχει µια (πιθανόν πεπερασµένη)
ακολουθία (λk) πραγµατικών αριθµών και µία ακολουθία (Hk) από γραµµικούς
υπόχωρους του H έτσι ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα.

(a) λk → 0
(b) dimHk <∞
(c) Hk⊥Hl για k 6= l
(d) Αν x =

∑
k xk + x̃ όπου xk ∈ Hk και x̃ ∈ H⊥k για κάθε k, τότε

Ux =
∑
k

λkxk

Απόδειξη. ΄Εστω λγ , (γ ∈ Γ) να είναι οι µη-µηδενικές ιδιοτιµές του U και
έστω Hγ να είναι ο ιδιόχωρος που αντιστοιχούν στην λγ : Hγ = Ker(U − λγI).
Ξέρουµε ότι Hγ⊥Hδ αν γ 6= δ.

Ας δούµε πρώτα ότι dimHγ <∞ και για κάθε ε > 0 υπάρχουν πεπερασµένα
πολλά λγ µε |λγ | ≥ ε. Ας υποθέσουµε οτι δεν ισχύει αυτό. Τότε αν πάρουµε
µια ορθοκανονική ϐάση σε κάθε Hγ µε |λγ | ≥ ε, ϐρίσκουµε ότι υπάρχει
µια άπειρη ορθοκανονική ακολουθία (xn)∞1 τέτοια ώστε Uxn = µnxn , όπου
|µn| ≥ ε. Αλλά τότε η (Uxn)∞1 δεν περιέχει καµία συγκλίνουσα υπακολουθία,
όπου έρχεται σε αντίθεση µε το ότι ο U είναι συµπαγής.

Από αυτό συνεπάγεται ότι οι µη-µηδενικές ιδιοτιµές µπορούν να είναι τοποθε-
τηµένες σε µια ακολουθία (λk) έτσι ώστε µε Hk = ker(U − λkI), οι συνθήκες
(a)- (c) ικανοποιούντε.

Τότε, επειδή κάθε Hk είναι αναλοίωτος υπό τον U , η κληστή γραµµική
ϑήκη είναι αναλοίωτη από το U καθώς επίσης και ο M⊥. Συµβολίζουµε µε Ũ
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τον περιορισµό του U στο M⊥ . Τότε Ũ ∈ B(M⊥) είναι επίσης συµπαγής
ερµιτιανός τελεστής. Μια µη-µηδενική ιδιοτιµή του Ũ είναι επίσης µια µη-
µηδενική του U , έτσι προκύπτει από τον ορισµό του M και από το Θεώρηµα
(3.8) , ότι Ũ = 0.

Αν η ακολουθία (λk) των µη-µηδενικών ιδιοτιµών είναι πεπερασµένη τότε
τελειώσαµε. ΄Εστω

x =

∞∑
k=1

xk + x̃

όπου xk ∈ Hk και x̃ ∈M⊥. Θέτω

x(n) =

n∑
k=1

xk + x̃ και y(n) =

n∑
k=1

λkxk

Τότε Ux(n) = y(n) και x(n) → x. Επειδή

y(n) → y =

∞∑
k=1

λkxk ∈ H

λόγω της συνέχειας του U συνεπάγεται ότι Ux = y, αποδεικνύοντας το (d)

΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) λέµε ότι είναι ϑετικός αν είναι ερµιτιανός και
V (T ) ⊂ [0,∞) ή (Tx, x) ≥ 0 για κάθε x ∈ H. Σηµειώνουµε ότι αν T είναι
οποιοσδήποτε (ϕραγµένος γραµµικός) τελεστής σε ένα χώρο Hilbert τότε T ∗T
και TT ∗ είναι ϑετικοί (ερµιτιανοί) τελεστές :

(T ∗Tx, x) = (Tx, Tx) = ‖Tx‖2 και (TT ∗x, x) = ‖T ∗x‖2

Θεώρηµα 3.10. ΄Ενας συµπαγής ϑετικός τελεστής U σε ένα χώρο Hilbert έχει
µια µοναδική τετραγωνική ϱίζα V . Κάθε ερµιτιανή τετραγωνική ϱίζα του U είναι
συµπαγής.

Απόδειξη. ΄Εστω λ1, λ2, .... να είναι οι µη-µηδενικές ιδιοτιµές του U , έστω Hk

να είναι ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην λk και έστω M να είναι η κληστή
γραµµική ϑήκη του Hk. Τότε M⊥ = KerU και λk > 0 για κάθε k. Ορίζουµε
V ∈ B(H) από το V x =

√
λkx αν x ∈ Hk και V x = 0 αν x ∈M⊥. Τότε V

είναι µια ϑετική τετραγωνική ϱίζα του U .
Τώρα έστω W να είναι µία ερµιτιανή τετραγωνική ϱίζα του U . Σηµειώνουµε

ότι W αντιµετατίθεται µε τον U και έτσι αντιµετατίθεται µε το U−λkI : UW =
W 2W = WW 2 = WU . Γι΄ αυτό ο Hk = Ker(U − λkI) είναι αµετάβλητος υπό
την W και έτσι είναι ο M⊥ = KerU . Τότε W 2|M⊥ = 0 και έτσι W |M⊥ = 0.

Επίσης, έστω (x1, ...., xn) να είναι µια ορθοκανονική ϐάση του Hk που
αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα της W : Wxi = µixi. Επειδή W 2 = U έχουµε
µ2
i = λk και έτσι µi = ±

√
λk → 0. Αφού

√
λk → 0, από την σχέση (3.2) ο

τελεστής W είναι συµπαγής. Ακόµα αν W είναι ϑετικός τότε µi =
√
λk και

έτσι W είναι ακριβώς V .

Για T ∈ B◦(H) η µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα (T ∗T )1/2 του συµα-
παγούς ϑετικού τελεστή T ∗T , όπου προκύπτει από το Θεώρηµα (3.10) , λέγεται
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η απόλυτη τιµή του T , και συµβολίζεται |T |. Σηµειώνουµε ότι ‖|T |x‖ = ‖Tx‖
για κάθε x ∈ H, επειδή

‖|T |x‖2 = 〈|T |x, |T |x〉 = 〈(T ∗T )1/2x, (T ∗T )1/2x〉

= 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2

Πράγµατι, |T | είναι ο µοναδικός ϑετικός τελεστής µε αυτή την ιδιότητα.
Ας δούµε πως το ϕασµατικό ϑεώρηµα για συµπαγείς ϕυσιολογικούς τελεστές

µπορεί να παραχθεί από τα Θεωρήµατα (3.9) και (3.10). Για να είµαστε ακρι-
ϐείς ϑα παράξουµε την περίπτωση που δίνεται στο Πόρισµα (3.6) από αυτά τα
Θεωρήµατα.

∆ίνεται ένας συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής, πως µπορούµε να πάρουµε την
ορθοκανονική ϐάση που αποτελείται απο ιδιοδιανύσµατα του T ;

΄Εστω H1, H2, ... να είναι οι ιδιόχωροι που ανήκουν στις µη-µηδενικές ιδιοτι-
µές του συµπαγή ϑετικού τελεστή U = TT ∗ = T ∗T , και έστω

H0 = KerU =
⋂
k≥1

H⊥k

Εφόσον TU = UT , κάθε Hk είναι αναλλοίωτος υπό τον T . Για x ∈ H0

έχουµε
‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Ux, x〉 = 0

και έτσι T |H0 = 0. Ακόµα για k ≥ 1 ο περιορισµός του T στο Hk είναι
ϕυσιολογικός. Επειδή ο Hk είναι πεπερασµένης διάστασης, γνωρίζουµε από τη
γραµµική άλγεβρα ότι ο Hk έχει µία ορθοκανονική ϐάση που αποτελείται από
ιδιοδιανύσµατα του T . Η ένωση αυτών των ϐάσεων µαζί µε µία ορθοκανονική
ϐάση του H0 µας δίνει την Ϲητούµενη ϐάση.
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