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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η Θεωρία των Αριθµών ασχολείται µε την µελέτη του απλούστερου µαθηµα-
τικού αντικειµένου, τους ϕυσικούς αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, 5, 7, 8, 9, 10, 11, . . .
Ωστόσο παραµένει ένας από τους πιο δύσκολους και σκοτεινούς µαθηµατι-
κούς κλάδους δεδοµένου ότι ακόµα και πολύ απλά ερωτήµατα, ϕαινοµενικά
αθώα παραµένουν αναπάντητα.

Για παράδειγµα, το παλαιότερο άλυτο πρόβληµα των Μαθηµατικών το ϐρί-
σκουµε ήδη να τίθεται στα αρχαία µαθηµατικά, και συγκεκριµένα στα Στοι-
χεία του Ευκλείδη. Πρόκειται για το πρόβληµα των τέλειων αριθµών. ΄Ενας
ϑετικός ακέραιος n λέγεται τέλειος αν είναι ίσος µε το άθροισµα των γνήσιων1

διαιρετών του. Ο µικρότερος τέλειος αριθµός είναι το 6. Πράγµατι, οι γνήσιοι
διαιρέτες του 6 είναι οι 1, 2, 3 και

6 = 1 + 2 + 3

Ο επόµενος τέλειος αριθµός είναι το 28 αφού οι γνήσιοι διαιρέτες του είναι οι
1, 2, 4, 7, 14 και

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14

Οι τέλειοι αριθµοί ϕαίνεται να είναι σπάνιοι. Επίσης µέχρι τώρα δεν έχει
ϐρεθεί περιττός τέλειος αριθµός. ∆ύο απλές ερωτήσεις τίθενται στα Στοιχεία
του Ευκλείδη.

(i) Υπάρχουν άπειροι τέλειοι αριθµοί ;

(ii) Είναι κάθε τέλειος αριθµός άρτιος ;

Και τα δύο ερωτήµατα παραµένουν µέχρι σήµερα αναπάντητα και µεγάλοι
µαθηµατικοί που ασχολήθηκαν µε την ϑεωρία των αριθµών, όπως ο Erdös τα

1∆ηλαδή όλων των αριθµών που τον διαιρούν και είναι µικρότεροι από αυτόν.
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κατατάσσουν στα «απρόσιτα» προβλήµατα των µαθηµατικών, δηλαδή σε µια
κατηγορία προβληµάτων που η µαθηµατική επιστήµη δεν είναι ακόµα ώριµη
να αντιµετωπίσει. Σε αυτή την εργασία µε τον όρο «αριθµός» ϑα εννοούµε κυ-
ϱίως ϕυσικούς αριθµούς. Αν χρειαστεί να µιλήσουµε για άλλα είδη αριθµών
ϑα τους προσδιορίζουµε, δηλαδή ϑα λέµε ένας ακέραιος αριθµός, ένας ϱητός
αριθµός, ένας πραγµατικός αριθµός ή ένας µιγαδικός αριθµός.

Τα περισσότερα άλυτα προβλήµατα των µαθηµατικών αφορούν τους πρώ-
τους αριθµούς. ΄Ενας αριθµός λέγεται πρώτος αν δεν διαιρείται µε κανέναν
άλλον αριθµό εκτός από τον εαυτό του και το 1. Ο µικρότερος πρώτος αριθµός
είναι το 2 και µετά έχουµε τους

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, . . .

Γνωρίζουµε, όπως πρώτος ο Ευκλείδης έδειξε, ότι οι πρώτοι αριθµοί είναι
άπειροι. ΄Οµως µε ποιον τρόπο κατανέµονται οι πρώτοι ανάµεσα στους υπό-
λοιπους αριθµούς παραµένει µυστηριώδες. Εκτός από το 2 όλοι οι πρώτοι
είναι προφανώς περιττοί. Υπάρχουν περιττοί πρώτοι p που επόµενος πρώτος
µετά από αυτόν είναι ο επόµενος περιττός. Για παράδειγµα το 3, το 5 (όχι το
7), το 11 (όχι το 13), το 17 είναι τέτοια παραδείγµατα. Αυτοί οι πρώτοι λέγονται
«δίδυµοι».

Ορισµός 1.0.1. ΄Ενας πρώτος αριθµός p λέγεται δίδυµος αν ο p + 2 είναι
επίσης πρώτος.

Υπάρχουν άπειροι δίδυµοι πρώτοι ; Το ερώτηµα αυτό παραµένει αναπά-
ντητο.

΄Ενα ποιο απλό ερώτηµα είναι αν µπορούµε, έστω και προσεγγιστικά να υπο-
λογίσουµε πόσοι πρώτοι υπάρχουν µέχρι ένα δοσµένο αριθµό.

Ορισµός 1.0.2. ΄Εστω x ένας αριθµός. Θα συµβολίζουµε µε π(x) το πλήθος
των πρώτων p που είναι µικρότεροι ή το πολύ ίσοι µε τον x.

Ακριβής υπολογισµός του π(x) δεν ϕαίνεται να είναι εφικτός. Ωστόσο µια
καλή «προσέγγιση» του π(x) δίνεται από έναν απλό τύπο: π(x) ≈ x

lnx
. Αλλά

τι σηµαίνει µια καλή «προσέγγιση»; Αυστηρά, σηµαίνει ότι

lim
x→+∞

π(x)
x

lnx

= 1

Επειδή σε αυτήν την εργασία ϑα ασχοληθούµε µε διάφορες αριθµητικές
συναρτήσεις µε πεδίο ορισµό τους ϕυσικούς αριθµούς ϑα δώσουµε έναν ει-
δικό όνοµα για αυτές τις τις συναρτήσεις
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Ορισµός 1.0.3. Μια αριθµητική συνάρτηση είναι µια συνάρτηση µε πεδίο
ορισµό τους ϕυσικούς αριθµούς.

και ακόµα έναν ορισµό για την προσέγγιση:

Ορισµός 1.0.4. ΄Εστω f(x), g(x) δύο αριθµητικές συναρτήσεις ϑα γράφουµε
f(x) ≈ g(x) αν

(1.1) lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= 1

Ο κύριος σκοπός της εργασίας αυτής είναι να αποδείξουµε το παρακάτω
αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 1.0.5 (Το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών).

(1.2) π(x) ≈ x

lnx

Το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών, δηλαδή η εξίσωση (1.2), διατυπώθηκε
για πρώτη ϕορά σε γραπτό κείµενο σαν εικασία, από τον A. M. Legendre στο
ϐιβλίο του Théorie des nombres, Courrier, Paris, 1808, p. 394. Ωστόσο η ει-
κασία αυτή ϕαίνεται να ήταν γνωστή από παλιότερα, πιθανόν και στον Euler.
Για παράδειγµα ο Gauss του 1790 (όταν ο Gauss ήταν ακόµα έφηβος) έχει
σηµειώσει σε µια λευκή σελίδα ενός ϐιβλίου λογαρίθµων που χρησιµοποιού-
σε, τον παραπάνω τύπο (1.2). Η πρώτη αυστηρή απόδειξη του Θεωρήµατος
των Πρώτων Αριθµών δόθηκε ανεξάρτητα από τους J. Hadamard, Bull. Soc.
Math. France, vol. 24 A896 σελ. 199–220 και Ch. J. de la Vallée Poussin,
Ann. Soc. sci. Bruxelles, Ser. I, vol. 20 A896), σελ. 183–256 και 281–
397. Και οι δύο αποδείξεις χρησιµοποιούσαν µεθόδους από την Μιγαδική
Ανάλυση !





Κεφάλαιο 2

Βασικές Συναρτήσεις και Εννοιες

2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα οριστούν κάποιες ϐασικές έννοιες που είναι απαραί-
τητες τόσο για την αναλυτική απόδειξη αλλά και την κατανόηση του ϑεωρή-
µατος των πρώτων αριθµών. Θα ορίσουµε τη συνάρτηση Λ(n) καθώς και τη
συνάρτηση του Chebyshev.

Θα αναφερθούµε στους αριθµούς Bernouli και ϑα ασχοληθούµε µε το
µετασχηµατισµό Mellin. Επίσης ϑα ορίσουµε τη συνάρτηση Mobius και ϑα
αναφέρουµε ένα ϐασικό ϑεώρηµα που ισχύει για αυτήν.

Τέλος ϑα γίνει αναφορά σε κάποια αποτελέσµατα της µηγαδικής ανά-
λυσης τα οποία ϑα µας διευκολύνουν στην απόδειξη του ϑεωρήµατος των
πρώτων αριθµών.

΄Ολα τα παραπάνω αποτελούν Βασικά εργαλεία για τη συνέχεια.

2.2 Η συνάρτηση Λ(n)

Ορισµός 2.2.1. Για κάθε ακέραιο n ≥ 1 ορίζουµε

Λ(n) =

{
log p όταν n = pm για κάποιον πρώτο p και κάποιον ακέραιο m ≥ 1

0 σε κάθε άλλη περίπτωση

Παρατήρηση 2.2.2. Τώρα ϑα κατασκευάσω έναν πίνακα τιµών της Λ(n)
n : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Λ(n) : 0 log 2 log 3 log 2 log 5 0 log 7 log 2 log 3 0

Παρατηρώ ότι καθώς αυξάνεται ο n οι τιµές της Λ(n) διακυµαίνονται αισθη-
τά. Οπότε είναι δύσκολο να προσδιορισθεί η συµπεριφορά της για µεγάλους
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n. Στην προκειµένη περίπτωση είναι πιο αποδοτικό να χρησιµοποιηθεί ο µέσος
αριθµητικός :

1

n

n∑
1

Λ(n)

Ορισµός 2.2.3. Ορίζουµε

n∑
1

Λ(n) = ψ(x)

Η συνάρτηση ψ(x) καλείται συνάρτηση του Chebyshev.

Παρατήρηση 2.2.4. Η συνάρτηση ψ είναι µία ϐηµατική συνάρτηση και είναι
πιο άνετη η µελέτη του ολοκληρώµατός της που το συµβολίζουµε µε ψ1. Ο-
πότε στην πορεία κατά την αναλυτική απόδειξη του ϑεωρήµατος των πρώτων
αριθµών ϑα χρησιµοποιηθεί αντί της ψ την

ψ1(x) =

∫ x

1

ψ(t)dt.

2.3 Αριθµοί Bernoulli

Οι αριθµοί Bernoulli ανακαλύφθηκαν από τον Jacob Bernoulli (1654-1705)
σε µία προσπάθεια γενίκευσης των παρακάτω τύπων

(i) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)
2

(ii) 12 + 22 + 32 · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

(iii) 13 + 23 + 33 · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4

, στον υπολογισµό του αθροίσµατος

Sk(n) = 1k + 2k + 3k · · ·+ nk

σαν πολυώνυµο του n. Η Ακολουθία {Bn}n≥0 αυτών των αριθµών ορίζεται
από την δυναµοσειρα Taylor

x

ex − 1
=
∞∑
n=0

Bn

n!
xn
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Αν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη αυτής της δυναµοσειρας µε

ex − 1 =
∞∑
n=1

xn

n!

και εξισώσουµε τους συντελεστές του x στα δύο µέλη παίρνουµε την αναδρο-
µική σχέση(

n

0

)
B0 +

(
n

1

)
B1 + · · ·+

(
n

n− 1

)
Bn−1 = 0, B0 = 1

η οποία επίσης ορίζει την ακολουθία {Bn}.

Θεώρηµα 2.3.1. Ισχύει η σχέση :

z

ez − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
zn

n!
, ∀z : |z| < 2π

2.4 Η συνάρτηση του Mobius µ(n)

Ορισµός 2.4.1. Η συνάρτηση Mobius ορίζεται ως εξής :

µ(1) = 1

Αν n > 1, γράφουµε n = pa11 · · · p
ak
k τότε :

µ(n) =

{
(−1k), αν a1 = a2 = · · · = ak = 1

0, διαφορετικά

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι µ(n) = 0 αν και µόνο αν το n έχει στην ανά-
λυσή του σε πρώτους έναν τετραγωνικό παράγοντα µεγαλύτερο του 1. ∆ηλαδή
έναν αριθµό του οποίου το τετράγωνο είναι παράγοντας. Προφανώς το ίδιο
ϑα ισχύει και για κάθε παράγοντα που εµφανίζεται σε δύναµη µεγαλύτερη
του δύο.

Η συνάρτηση Mobius εµφανίζεται σε πολλές διαφορετικές περιπτώσεις στη
ϑεωρία αριθµών. Μια από τις ϐασικές της ιδιότητες είναι µια αξιοσηµείωτα
απλή σχέση για το άθροισµα διαιρετών

∑
d\n µ(d) που αναπτύσσεται πάνω

στους ϑετικούς διαιρέτες του n. Στη σχέση αυτή το [x] δηλώνει το µέγιστο
ακέραιο που είναι µικρότερος ή ίσος του x.

Θεώρηµα 2.4.2. Αν n > 1, έχουµε :

∑
d\n

µ(d) =

[
1

n

]
=

{
1, αν n = 1

0, αν n > 1
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2.5 Ο Μετασχηµατισµός Mellin

Ο Μετασχηµατισµός Mellin µιας συνάρτησης f(x), που συµβολίζεται µε
f ∗(s) ορίζεται από το ολοκλήρωµα :

f ∗(s) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1dx

Οι συναρτήσεις f(x) και f ∗(s) καλούνται Ϲεύγος µετασχηµατισµού Mellin.
Η γνώση της µιας εκ των δυο µας επιτρέπει την εύρεση της άλλης µέσω του
παραπάνω ολοκληρώµατος.

Ο παραπάνω µετασχηµατισµός υπάρχει, όταν το ολοκλήρωµα :∫ ∞
0

|f(x)|xk−1dx

είναι ϕραγµένο για κάποιο k > 0.
Η αντιστροφή του µετασχηµατισµού Mellin πραγµατοποιείται µέσω του

αντίστροφου ολοκληρώµατος :

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f ∗(s)x−sds

όπου c > k. Αν συµβολίσουµε το µετασχηµατισµό Mellin ως

f ∗(s) =M[f(x); s]

τότε µπορούµε να εκφράσουµε το αντίστροφο αποτέλεσµα ως :

f(x) =M−1[f ∗(s);x]

Ενδεικτικά ϑα αναφέρουµε ορισµένες ϐασικές ιδιότητες του µετασχηµατι-
σµού Mellin.

(i) Για a, b τυχαίες σταθερές, έχουµε :

M[af(x) + bg(x)] = af ∗(s) + bg∗(s)

(ii) Αν limx→∞ x
s−r−1f (n)(x) = 0, r = 0, 1, · · · , n− 1 τότε :

M[f (n)(x); s] = (−1)n
Γ(s)

Γ(s− n)
f ∗(s)

και
M[xnf (n)(x); s] = (−1)n

Γ(s+ n)

Γ(s)
f ∗(s− n)

όπου Γ(s) είναι η συνάρτηση Γάµµα, που αναπτύσσεται στο επόµενο
κεφάλαιο.
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(iii) Αν συµβολίσουµε το n−οστό επαναλαµβανόµενο ολοκλήρωµα του f(x)
µε In[f(x)], όπου :

In[f(x)] =

∫ x

0

In−1[f(u)]du,

τότε :
M[In[f(x)]; s] = (−1)n

Γ(s)

Γ(s+ n)
f ∗(s+ n)

και
M[I∞n [f(x)]; s] =

Γ(s)

Γ(s+ n)
f ∗(s+ n)

όπου :
I∞n [f(x)] =

∫ ∞
x

I∞n−1[f(u)]du

(iv) Ισχύει :

M[[f(x)g(x)]; s] =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f ∗(u)g∗(s− u)du

2.6 Χρήσιµα αποτελέσµατα
της Μιγαδικής Ανάλυσης

Ορισµός 2.6.1. Αν µια συνάρτηση f(z) είναι µονότιµη και παραγωγίσιµη σε
µια περιοχή του µιγαδικού επιπέδου, τότε η συνάρτηση λέγεται αναλυτική στην
περιοχή αυτή.

Ορισµός 2.6.2. Τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση f είναι αναλυτική ονο-
µάζονται οµαλά σηµεία της f , ενώ εκείνα στα οποία η f δεν είναι αναλυτική
λέγονται ανώµαλα σηµεία.
Τα ανώµαλα σηµεία µιας συνάρτησης f(z) µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε
σηµεία :

(ι) αποµονωµένης ανωµαλίας : ένα σηµείο z0 είναι σηµείο αποµονωµένης
ανωµαλίας της f και λέµε ότι η f έχει αποµονωµένη ανωµαλία στο z0 όταν για
όλα τα άλλα σηµεία στην γειτονιά του z0 η συνάρτηση είναι αναλυτική.

(ιι) µη αποµονωµένης ανωµαλίας (αν δεν είναι αποµονωµένη).

Ορισµός 2.6.3. ΄Ενα αποµονωµένο ανώµαλο σηµείο z0 λέγεται πόλος µιας
συνάρτησης f(z) αν η συνάρτηση µπορεί να γραφεί στη µορφή

f(z) =
g(z)

(z − z0)k

, όπου g(z) αναλυτική στο z0και k ϑετικός ακέραιος. Ο k τότε ονοµάζεται
τάξη του πόλου.
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Παρατήρηση 2.6.4. Αφού προηγουµένως ορίσαµε τον πόλο µιας συνάρτησης,
τότε έχει και ιδιαίτερη σηµασία να ορίσουµε το ολοκληρωτικό υπόλοιπό της.
Αυτό είναι το residuum και συµβολίζεται µε Res(f(z), z0). Ας υποθέσουµε ότι
µία συνάρτηση f(z) ορίζεται και είναι αναλυτική σε κάθε σηµείο ενός δίσκου
D(z0, r) εκτός από το z0. Με άλλα λόγια είναι αναλυτική στον δακτύλιο

∆ = {z : 0 < |z − z0| < r}

. Τότε ορίζουµε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο µε το παρακάτω τύπο

Res(f(z), z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

, όπου γ είναι απλή κλειστή καµπύλη ϑετικά προσανατολισµένη που περιέχεται
στον ∆ και περιέχει στο εσωτερικό της το z0.

Λήµµα 2.6.5. Αν η f(s) έχει ένα πόλο τάξης k στο s = a, τότε το πηλίκο f ′(s)
f(s)

έχει έναν πρώτης τάξης πόλο στο s = a µε υπόλοιπο −k.

Ορισµός 2.6.6. Μια ολόµορφη συνάρτηση είναι µια µιγαδική συνάρτηση µιας
ή περισσότερων µιγαδικών µεταβλητών που είναι µιγαδικά παραγωγίσιµη σε
κάθε σηµείο µιας περιοχής του πεδίου ορισµού της. Η ύπαρξη µιας µιγαδικής
παραγώγου σε µια περιοχή τιµών είναι πολύ σηµαντική, γιατί υποδηλώνει ότι
κάθε ολόµορφη συνάρτηση είναι στην πραγµατικότητα απείρως διαφορίσιµη
και ίση µε τη δική της σειρά Taylor.

Ορισµός 2.6.7. ΄Εστω οι ολόµορφες συναρτήσεις f , g ορισµένες στα ανοικτά
και συνεκτικά σύνολα A , B αντίστοιχα. Αν συµπίπτουν στο σύνολο A∩B , τότε
η f ονοµάζεται αναλυτική συνέχιση της g στο A και η g αναλυτική συνέχιση
της f στο B .

Ορισµός 2.6.8. Στην µιγαδική ανάλυση, µια µεροµορφική συνάρτηση σε ένα
ανοιχτό υποσύνολο D του µιγαδικού επιπέδου είναι µια συνάρτηση η οποία εί-
ναι ολοµορφική στο D εκτός από τα αποµονωµένα σηµεία τα οποία είναι πόλοι
για τη συνάρτηση.
Κάθε µεροµορφική συνάρτηση στοD µπορεί να γραφτεί ως πηλίκο δύο ολοµορ-
ϕικών συναρτήσεων (ο παρονοµαστής δε µπορεί να είναι η µηδενική συνάρτηση)
και µε τον κανόνα για κάθε πόλο στο D να υπάρχει µια ϱίζα στο D .

Παρατήρηση 2.6.9 (Αρχή του ταυτοτισµού). ΄Εστω οι ολόµορφες συναρτή-
σεις f , g σε ένα ανοικτό συνεκτικό σύνολο A ⊆ C.

(i) Είναι f = g αν και µόνο αν το σύνολο{z ∈ A : f(z) = g(z)} έχει οριακό
σηµείο εντός του A.



2.6 Χρήσιµα αποτελέσµατα
της Μιγαδικής Ανάλυσης · 19

(ii) Αν f = g σε ένα ανοικτό σύνολο ή σε ένα ευθήγραµµο τµήµα του A, τότε
f = g στο A.

Θεώρηµα 2.6.10 (Θεώρηµα του Cauchy). ΄Εστω µια ολόµορφη συνάρτηση
f ορισµένη στο ανοικτό και συνεκτικό A ⊆ C. Τότε για κάθε κλειστή καµπύλη
Jordan γ εντός του A ισχύει : ∫

γ

f(z)dz = 0

.





Κεφάλαιο 3

Η συνάρτηση ζ(s) του Riemann

3.1 Ιστορική Αναδροµή

Η πραγµατική συνεισφορά του Riemann το 1859, που είναι άµεσα συσχετι-
σµένη µε την οµώνυµη συνάρτηση ζ, δεν είναι τόσο στα αποτελέσµατά του,
όσο στις µεθόδους του. Το ϐασικό αποτέλεσµα της δηµοσίευσής περί του πλή-
ϑους των πρώτων αριθµών που κείνται υπό ενός δοθέντος µεγέθους, που έχει
αναδηµοσιευθεί ήταν η έκφραση του π(x) ως άθροισµα µιας απειροσειράς, η
οποία έχει ως κύριο όρο το

∫ x
2

dt
ln t

. Παρ΄ όλα αυτά, η απόδειξη του Riemann
ήταν ανεπαρκής. Κατά ϐάση, δεν ήταν διόλου ξεκάθαρο από τις υποθέσεις
του Riemann ότι η σειρά αυτή συγκλίνει, κι ακόµα λιγότερο ότι ο όρος

∫ x
2

dt
ln t

κυριαρχεί έναντι των άλλων για µεγάλες τιµές του x. Από την άλλη µεριά,
οι µέθοδοι του Riemann, που περιελάµβαναν τη µελέτη της συνάρτησης ζ
σα συνάρτηση µιγαδικής µεταβλητής, τη µελέτη των σηµείων µηδενισµού της
ζ, αντιστροφή κατά Fourier και κατά Mobius και την αναπαράσταση συναρ-
τήσεων όπως η π(x) µε αναλυτικούς τύπους έπαιξαν σηµαντικό ϱόλο στην
έξέλιξη της ϑεωρίας. Αυτή η ενοποίηση αριθµητικών και µιγαδικών µεθόδων
απαιτούσε τη συµβολή του Riemann ως ενός εκ των ιδρυτών της Μιγαδικής
Ανάλυσης ώστε να περαιωθεί.
Η συνάρτηση ζ εισήχθηκε πρώτη ϕορά από τον Euler. Επι της ουσίας, ο
Euler κατέληξε στην παρακάτω σχέση

(3.1)
∑ 1

ns
=
∏
p

1
(1− 1

ps
)

όπου το n διάτρέχει όλους τους ϑετικούς ακεραίους, n ∈ N ενώ το p όλους
τους πρώτους αριθµούς. Η σχέση αύτή συνέδεσε την Ανάλυση (τη ϑεωρία
απειροσειρών), µέσω της συνάρτησης ζ, µε τους πρώτους αριθµούς. Ο Euler
χρησιµοποίησε την παραπάνω σχέση για s ακέραιο. Ο Dirichlet , από την
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άλλη, που ϐάσισε επίσης τη δουλειά του στον τύπο του Euler, χρησιµοποίησε
τη σχέση αυτή µε s πραγµατικό και κατάφερε ν΄ αποδείξει ότι ισχύει για s > 1.
Χρησιµοποιώντας µια γενίκευση της συνάρτησης ζ(s), τις σειρές Dirichlet,
κατάφερε να αποδείξει ότι σε κάθε αριθµητική πρόοδο υπό αρκετά γενικές
προϋποθέσεις οι πρώτοι που περιέχονται είναι άπειροι. Κάθε σειρά Dirichlet
είναι ο διακριτός µετασχηµατισµός κατά Mellin ενός χαρακτήρα πάνω στους
ϕυσικούς αριθµούς.
Μερικά χρόνια αργότερα, ο Riemann, εκκινώντας από την (3.1), ανακάλυψε
µια στενή σχέση µεταξύ της συνάρτησης ζ και της ασυµπτωτικής κατανοµής
των πρώτων αριθµών. Ο Riemann, όντας ένας από τους ιδρυτές της ϑεωρίας
της Μιγαδικής Ανάλυσης, δεν µπορούσε παρά να ϑεωρήσει το s ως µιγαδική
µεταβλητή. Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι και οι δυο πλευρές της σχέσης του
Ευλερ συγκλίνουν για µιγαδική τιµή του s τέτοια ώστε R(s) > 1 , ο Riemann
δεν έµεινε, όµως, µόνο σε αυτό, αλλά απέδειξε ότι, παρ΄ όλο που και οι δυο
πλευρές της (3.1) αποκλίνουν για διαφορετικές τιµές του s, η συνάρτηση την
οποία ορίζουν συνεχίζεται αναλυτικά σε όλο το µιγαδικό επίπεδο, µε εξαίρεση
το σηµείο s = 1, όπου έχει έναν απλό πόλο. Για να αποδείξει τα παραπάνω ο
Riemann ϐασίστηκε στο ολοκλήρωµα του Euler

(3.2) n! =

∫ ∞
0

e−xxndx

όπου n ∈ N.Το ολοκλήρωµα αυτό συγκλίνει για µη ακέραιες τιµές του n , υπό
την προϋπόθεση ότι n > −1. Πιο συγκεκριµένα, ο Riemann χρησιµοποίησε
την αναπαράσταση που εισήγαγε ο Gauss για το παραπάνω ολοκλήρωµα :

(3.3) Π(s) =

∫ ∞
0

e−xxsdx , s > −1

όπου η Π(s) ορίζεται για όλους τους µιγαδικούς αριθµούς µε R(s) > −1 και
Π(s) = s! όταν το s είναι ϕυσικός αριθµός. Ο Riemann αντικατέστησε στη
ϑέση του x το nx στην εξίσωση (3.3) για Π(s− 1) κι έτσι έφτασε στη σχέση :

(3.4)
∫ ∞

0

e−nxxs−1dx =
Π(s− 1)

ns
, s > 0 , n ∈ N

Στη συνέχεια άθροισε τη σχέση (3.1) για όλα τα n και µε χρήση της γεωµε-
τρικής σειράς :

∞∑
n=1

r−n = (r − 1)−1

κατέληξε στη σχέση :

(3.5)
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx = Π(s− 1)

∞∑
n=1

1

ns
, s > 1
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Η συγκλιση του παραπάνω ολοκληρώµατος κι η εναλλαγή της άθροισης µε
την ολοκλήρωση είναι εύκολο να αποδειχθούν. Στη συνέχεια ϑεώρησε το
παρακάτω ολοκλήρωµα :

(3.6)
∫ +∞

+∞

(−x)s

(ex − 1)x
dx

Τα όρια ολοκλήρωσης δείχνουν ένα µονοπάτι που ξεκινά από το +∞, διατρέ-
χει τον πραγµατικό άξονα προς τα αριστερά, περιελίσσεται αντίθετα από τη
ϕορά των δεικτών του ϱολογιού γύρω από την αρχή των αξόνων µια ϕορά κι
επιστρέφει από τον πραγµατικό άξονα προς το +∞. Το (−x)s προσδιορίζεται
από τη σχέση (−x)s = exp[s ln(−x)] , όπου το ln(−x) ορίζεται ως ο κλάδος
του µιγαδικού λογαρίθµου που είναι πραγµατικός για πραγµατικά z µε z που
δε ϐρίσκονται στον αρνητικό πραγµατικό άξονα. Εποµένως το (−x)s δεν ορί-
Ϲεται στο ϑετικό πραγµατικό άξονα, άρα το µονοπάτι ϑα ϐρίσκεται λίγο πάνω
από τον πραγµατικό άξονα στη διαδροµή από το +∞ στο 0 και λίγο κάτω από
τον πραγµατικό άξονα στην αντίθετη διαδροµή. Το παραπάνω ολοκλήρωµα
γράφεται στη µορφή

(3.7)
∫ δ

+∞

(−x)s

(ex − 1)x
dx+

∫
|x|=δ

(−x)s

(ex − 1)x
dx+

∫ +∞

δ

(−x)s

(ex − 1)x
dx

όπου ο µεσαίος όρος είναι 2πi ϕορές τη µέση τιµή της ποσότητας (−x)s(ex−
1)s πάνω στον κύκλο |x| = δ. Εποµένως, ο µεσαίος όρος προσεγγίζει το µηδέν
καθώς δ → 0 υπό την προϊπόθεση ότι s > 1. Οι άλλοι δυο όροι µπορούν να
συνδυαστούν και να δώσουν
(3.8)∫ +∞

+∞

(−x)sdx

(ex − 1)x
= lim

s→0

∫ δ

+∞

es(lnx−iπ)dx

(ex − 1)x
+lim
s→0

∫ +∞

δ

es(lnx+iπ)dx

(ex − 1)x
= (eiπs−e−iπs)

∫ +∞

0

xs−1dx

ex − 1

Η σχέση αυτή συνδυαζόµενη µε την (3.3) δίνει

(3.9)
∫ +∞

+∞

(−x)s

(ex − 1)x
dx = 2i sin(πs)Π(s− 1)

+∞∑
n=1

1

ns

Στο σηµείο αυτό ας αναφέρουµε την παρακάτω ταυτότητα για τη συνάρτηση
Π(s):

πs

Π(s)Π(−s)
= sinπs

Με τη χρήση της ταυτότητας αυτής, η εξίσωση (3.9) γίνεται

(3.10)
Π(−s)

2πi

∫ +∞

+∞

(−x)s

(ex − 1)x
dx =

∞∑
n=1

1

ns
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Με άλλα λόγια, η ζ(s) ορίζεται απο τον τύπο

(3.11) ζ(s) =
Π(−s)

2πi

∫ +∞

+∞

(−x)s

(ex − 1)x
dx

Για πραγµατικές τιµές του s µεγαλύτερες του ένα, η ζ(s) ισούται µε την
απειροσειρά

(3.12) ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns

Παρ΄ όλα αυτά, η σχέση (3.11) ισχύει για όλες τις τιµές του s. Ουσιαστικά,
εφ΄ όσον το ολοκλήρωµα της (3.11) συγκλίνει για όλες τις τιµές του s, είτε
πραγµατικές είτε µιγαδικές, και καθώς η συνάρτηση που ορίζει είναι µιγα-
δική αναλυτική συνάρτηση η συνάρτηση ζ(s) της (3.11) ορίζεται και είναι
αναλυτική σε όλα τα σηµεία, µε µόνη πιθανή εξαίρεση στα σηµεία s ∈ N
δηλαδή στους πόλους της Π(−s). Από την άλλη, η εξίσωση (3.12) δείχνει ότι
η ζ(s) δεν έχει πόλους στα σηµεία s = 2, 3, 4, . . . κι ότι lims→1 ζ(s) =∞ , άρα
η ζ(s) έχει έναν απλό πόλο στο s = 1. Εποµένως, η σχέση (3.12) ορίζει µια
συνάρτηση ζ(s) που είναι αναλυτική σε όλα τα σηµεία του µιγαδικού επιπέ-
δου, εκτός µόνο του σηµείου s = 1 όπου έχει απλό πόλο. Αυτή η συνάρτηση
ταυτίζεται µε την

∑
n−s για πραγµατικές τιµές του s > 1 και, στην ουσία,

µέσω της αναλυτικής συνέχισης, σε όλο το µιγαδικό ηµιεπίπεδο R(s) > 1. Η
παραπάνω συνάρτηση είναι γνωστή ως η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann.
Τέλος, ϑα πρέπει να γίνει µια αναφορά στην υπόθεση του Riemann. Στην
έρευνα που δηµοσίευσε το 1859, αναφέρει ότι είναι πολύ πιθανό όλα τα µι-
γαδικά σηµεία µηδενισµού της συνάρτησης ζ να έχουν πραγµατικό µέρος ίσο
µε 1

2
, κάτι το οποίο είναι γνωστό ως η υπόθεση Riemann. Ο ίδιος ο Riemann

δεν κατάφερε να το αποδείξει. Το 1900 ο Hilbert εισήγαγε την υπόθεση στην
περίφηµη λίστα των άλυτων τότε προβληµάτων που, κατά τη γνώµη του, τα
όριζαν στη συνέχεια τις εξελίξεις στη µαθηµατική έρευνα. Πρόκειται για ένα
από τα πιο σηµαντικά προβλήµατα στα µαθηµατικά, που δεν έχουν λυθεί και
που εξακολουθεί να κινεί το ενδιαφέρον της µαθηµατικής κοινότητας.

Ορισµός 3.1.1. Η συνάρτηση Ϲήτα ζ(s) είναι συνάρτηση µιας µιγαδικής µε-
ταβλητής s και ορίζεται µε τη ϐοήθεια της ακόλουθης άπειρης σειράς, όταν ο
µιγαδικός αριθµός s έχει πραγµατικό µέρος µεγαλύτερο της µονάδας :

ζ(s) =
∞∑
1

1

ns

Στην περιοχή όπου R(s) > 1 και s ∈ C , αυτή η σειρά συγκλίνει και ορίζει
µια συνάρτηση αναλυτική σε αυτή την περιοχή.
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Η συνάρτηση Ϲήτα ορίζεται ως η αναλυτική επέκταση της πάνω συνάρτησης
σε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο, καθώς ο Riemann έδειξε ότι αυτή η ανα-
λυτική επέκταση για R(s) ≤ 1 και s 6= 1 υπάρχει και είναι µοναδική, ενώ
στο σηµείο s = 1 του µιγαδικού επιπέδου προκύπτει η αρµονική σειρά η οποία
αποκλίνει προς το +∞.

3.2 Η συνάρτηση Γάµµα

Ορισµός 3.2.1. Το ολοκλήρωµα

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

όπου το t είναι µια πραγµατική µεταβλητή, tz−1 = ez−1 ln t, µελετήθηκε από
τον Euler για z ∈ R. Το ολοκλήρωµα αυτό συγκλίνει απόλυτα για R(z) > 0
κι ορίζει µια αναλυτική συνάρτηση Γ(z) σε αυτό το ηµιεπίπεδο, που ονοµάζεται
συνάρτηση Γάµµα.

Πόρισµα 3.2.2. Η συνάρτηση Γάµµα µπορεί να αναπαρασταθεί στη µορφή

Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(z + n)
+Q(z), R(z) > 0

Η σειρά στο δεξί µέλος της παραπάνω σχέσης συγκλίνει για κάθε z 6=
0,−1,−2, . . . και καθώς το Q(z) είναι µια ακέραια συνάρτηση, η παραπάνω
σχέση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να επεκτείνουµε αναλυτικά την Γ(z) σε
ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο, εξαιρώντας τα σηµεία 0,−1,−2, . . . . Η σχέση
αυτή καλείται Ανάλυση της Γ-συνάρτησης του Prym.

Θεώρηµα 3.2.3. Η συνάρτηση Γ έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Γ(1) = 1

(ii) Γ(1
2
) =
√
π

(iii) Γ(z + 1) = zΓ(z)

(iv) Γ(z + n) = z(z + 1) · · · (z + n− 1)Γ(z), (n > 1 ∈ Z)

(v) Γ(n+ 1) = n!

(vi) Η Γ(x), x > 0 είναι κυρτή
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(vii) limz→−n Γ(z) =∞, (n ≥ 0 ∈ Z)

(viii) Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz)

(ix)
∫∞

0
e−pttz−1dt = Γ(z)

pz
, R(p) > 0, R(z) > 0

(x) 22z−1Γ(z)Γ(z + 1
2
) =
√
πΓ(2z)

(xi) Γ(z) = limn→∞
n!nz

z(z+1)···(z+n)
, (z 6= 0,−1,−2, . . . )

(xii) n! = (n
e
)n
√

2πneµ(n), limn→∞ µ(n) = 0

3.3 Η συνάρτηση Βήτα του Euler

Ορισµός 3.3.1. Το ολοκλήρωµα

B(z, ζ)

∫ 1

0

tz−1(1− t)ζ−1dt

όπου το t είναι µια πραγµατική µεταβλητή, tz−1 = ez−1 ln t, (1 − t)ζ−1 =
e(ζ−1) ln(1−t), µελετήθηκαν από τον Euler για z και ζ πραγµατικά. Το ο-
λοκλήρωµα αυτό συγκλίνει για R(z) > 0 και R(ζ) > 0 και ορίζει πάνω στο
καρτεσιανό γινόµενο των δυο αυτών ηµιεπιπέδων µια συνάρτηση B(z, ζ) ανα-
λυτική για καθεµιά από τις δυο µεταβλητές, και ονοµάζεται συνάρτηση Βήτα.

Θεώρηµα 3.3.2. Η συνάρτηση Βήτα συνδέεται µε τη συνάρτηση Γάµµα µε την
εξής σχέση :

B(z, ζ) =
Γ(z)Γ(ζ)

Γ(z + ζ)

3.4 Αναλυτική συνέχιση της συνάρτησης ζ

Η αναλυτική συνέχιση της ζ(s) ϑα επιτευχθεί σταδιακά. Η διαδικασία έχει
καταµερισθεί σε ϑεωρήµατα που το καθένα αντιστοιχεί και σε µία υποπεριο-
χή αναλυτικής συνέχισης. Καταλυτική σηµασία στα επιχειρήµατά µας έχει
η συναρτησιακή εξίσωση του Riemann που αποδεικνύεται παρακάτω κι εί-
ναι ανάλογη µε τη συναρτησιακή εξίσωση της Γ . Η απόδειξη του παρακάτω
ϑεωρήµατος ϑα µας ϐοηθήσει να συνεχίσουµε τη συνάρτηση ζ στην περιοχή
R(s) > 0.

Θεώρηµα 3.4.1.

(3.13) Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

ts−1

et − 1
dt



3.4 Αναλυτική συνέχιση της συνάρτησης ζ · 27

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Γ αντικαθιστώντας το x µε
nx. ΄Ετσι, η σχέση γίνεται :

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−nx(nx)s−1d(nx) = ns
∫ ∞

0

e−nxxs−1dx

Αν διαιρέσουµε και τα δυο µέλη µε ns, παίρνουµε :

Γ(s)

ns
=

∫ ∞
0

e−nxxs−1dx

Αν, τώρα, αθροίσουµε τα δυο µέλη ως προς n κι εναλλάξουµε το ολοκλήρωµα
µε το άθροισµα στο δεξί µέλος της εξίσωσης ϑα καταλήξουµε στη σχέση :

∞∑
n=1

Γ(s)

ns
=

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−nxxs−1dx

Παρατηρούµε ότι στο πρώτο µέλος εµφανίζεται η συνάρτηση Ϲήτα. Χρησιµο-
ποιώντας τη γνωστή γεωµετρική σειρά

∑∞
n=1 r

−n = (r − 1)−1 ϕτάνουµε στη
σχέση :

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(ex − 1)−1xs−1dx

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να συνεχίσουµε τη συνάρτηση
Ϲήτα στο ηµιεπίπεδο R(s) > 0.

Θεώρηµα 3.4.2. Η ζ(s) µπορεί να επεκταθεί αναλυτικά στο ηµιεπίπεδο R(s) >
0

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι :∫ 1

0

ts−1

t
dt =

∫ 1

0

ts−2dt =
1

s− 1

Για R(s) > 1 η (3.13) µπορεί να γραφεί στη µορφή:

(3.14) Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt

Γνωρίζουµε από το Θεώρηµα (2.3.1) πως ισχύει :

z

ez − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
zn

n!
, ∀x : |z| < 2π
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όπου Bn είναι οι αριθµοί Bernoulli. Πολλαπλασιάζοντας µε z και αφαιρώντας
από τη σχέση 1

t
καταλήγουµε στην :

1

et − 1
− 1

t
= −1

2
+
B2

2!
+ · · · , ∀t : |t| < 2π

. Εποµένως :

lim
t→0+

1

et − 1
− 1

t
= −1

2

΄Αρα, ϑα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε | 1
et−1
− 1

t
| < 1, ∀t : 0 < t ≤ δ και∫ δ

0

∣∣∣∣ 1

et − 1
− 1

t

∣∣∣∣ tσ−1dt ≤ δσ

σ
1 =

δσ

σ

Εποµένως, το πρώτο ολοκλήρωµα της (3.14) συγκλίνει απόλυτα για σ =
R(s) > 0 και µπορεί να δειχθεί εύκολα ότι το ολοκλήρωµα αυτό ορίζει µια
αναλυτική συνάρτηση στο R(s) > 0. Ανάλογα επιχειρήµατα εφαρµόζονται
και στο τελευταίο ολοκλήρωµα της (3.14), µιας και το ts−1(et − 1)−1 είναι
οµοιόµορφα ϕραγµένο καθώς το t→∞, για κάθε ακέραιο s > 1. Εποµένως,
το δεξί µέλος της εξίσωσης (3.14) είναι αναλυτική συνάρτηση στο R(s) > 0 ,
εκτός µόνον από το σηµείο s = 1, όπου ο δεύτερος όρος της σχέσης έχει έναν
απλό πόλο µε υπόλοιπο µονάδα.
Συνεπώς, όταν διαιρεθεί µε τη συνάρτηση Γ(s), που, όπως πρωτύτερα δείξαµε,
δεν έχει µηδενικά, µπορεί να ϑεωρηθεί σαν η αναλυτική συνέχιση της ζ(s)
στην ευρύτερη περιοχή s : R(s) > −1.

Το επόµενο ϐήµα είναι η ζ(s) να συνεχισθεί µεροµορφικά
στη λωρίδα −1 < R(s) < 1.

Θεώρηµα 3.4.3. Η συνάρτηση ζ(s) συνεχίζεται µεροµορφικά
στη λωρίδα −1 < R(s) < 1.

Απόδειξη. Καθώς στην περιοχή 0 < R(s) < 1 ισχύει :

(3.15)
∫ ∞

1

ts−1

t
dt =

∫ ∞
1

ts−2dt = − 1

s− 1

αντικαθιστώντας την (3.15) στην (3.14),θα έχουµε :

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt−

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt =

∫ ∞
0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt

που ισχύει για 0 < Real(s) < 1. Η τελευταία τώρα σχέση µπορεί να γραφτεί
ως εξής :

(3.16) Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt+

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt− 1

2s
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Στη σχέση αυτή, τα ολοκληρώµατα στο δεξί µέλος ορίζουν αναλυτικές συναρ-
τήσεις στην περιοχή −1 < R(s) < 1, καθώς :

1

et − 1
− 1

t
+

1

2
= t

(
1

2
B2 +

1

24
B4t

2 + · · ·
)

΄Ετσι, το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει στο κάτω όριο για R(s) > −1, ενώ το
τελευταίο ολοκλήρωµα συγκλίνει στο άνω όριο για R(s) < 1. Συγκεκριµένα
:

1

et − 1
− 1

t
<

1

t
, ∀t : t > 0

Εξ΄ αυτού έπεται ότι µπορούµε να συνεχίσουµε αναλυτικά τη συνάρτηση Ϲή-
τα στην περιοχή −1 < R(s) < 1, αν διαιρέσουµε τη σχέση (3.16) µε τη
συνάρτηση Γάµµα.

Θεώρηµα 3.4.4 (Συναρτησιακή Εξίσωση του Riemann). Ισχύει η εξίσωση :

ξ(1− s) = ξ(s), ∀s ∈ C

όπου :
ξ(s) = π−

s
2 Γ(

s

2
)ζ(s), ∀s ∈ C.

Απόδειξη. Το σηµείο s = 0 δεν είναι πόλος της ζ(s), καθώς αν πολλαπλασιά-
σουµε τη σχέση (3.16) µε s, ϑα έχουµε:

sΓ(s)ζ(s) = Γ(s+1)ζ(s) = s

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt−1

2
+s

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt

ϑέτοντας s = 0, ϐρίσκουµε ζ(0) = −1
2
. Στη συνέχεια, έχουµε :

1

2

∫ ∞
1

ts−1dt = − 1

2s
, ∀s : −1 < R(s) < 0

Αντικαθιστώντας την τελευταία σχέση στη σχέση (3.16) και συνδυάζοντας τα
ολοκληρώµατα έχουµε:

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt+

1

2s
+

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt⇔

⇔ Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt+

1

2

∫ ∞
1

ts−1dt+

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt⇔

(3.17) ⇔ Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt, ∀s : −1 < R(s) < 0
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Η έκφραση µέσα στην παρένθεση είναι η ίδια που εµφανίζεται στην ολοκλη-
ϱωτική αναπαράσταση του Binet
(Η ολοκληρωτική αναπαράσταση του Binet είναι η σχέση :log Γ(z) = (z −
1
2
) log z − z + 1

2
ln(2π) +

∫∞
0

(1
2
− 1

t
+ 1

et−1
) e
−tz

t
dt που πρότεινε για τη συνάρ-

τηση Γ ο Binet.)
΄Ετσι, µπορούµε να ϐρούµε ότι :

1

et − 1
− 1

t
+

1

2
=

1

2
coth

t

2
− 1

t
= 2t

∞∑
n=1

1

t2 + 4π2n2

Οπότε αντικαθιστώντας αυτή την σχέση στην 3.17 ϐρίσκουµε:
(3.18)

Γ(s)ζ(s) = 2

∫ ∞
0

(
∞∑
n=1

1

t2 + 4π2n2

)
tsdt = 2

∞∑
n=1

∫ ∞
0

ts

t2 + 4π2n2
dt, ∀s : −1 < R(s) < 0

Ωστόσο, το τελευταίο ολοκλήρωµα συγκλίνει για −1 < R(s) < 1. Αν αντικα-
ταστήσουµε t = 2πnτ

1
2 στο παραπάνω ολοκλήρωµα, τότε :

(3.19)
1

2
(2πn)s−1

∫ ∞
0

τ
s
2
− 1

2

τ + 1
dτ =

1

2
(2πn)s−1B

(
1

2
+
s

2
,
1

2
− s

2

)
Με λίγα λόγια, µε την παραπάνω αντικατάσταση καταλήξαµε σε ένα ολοκλή-
ϱωµα B, που συγκλίνει για R( s

2
+ 1

2
) > 0 και R( s

2
− 1

2
) > 0. Γράφοντας

το δεξί µέλος της (3.19) µε όρους της συνάρτησης Γάµµα και µε χρήση της
ιδιότητας 8 που αναφέρεται στο ϑεώρηα (3.2.3) σε συνδυασµό µε το ϑεώρηµα
(3.3.2) που συνδέει τις συναρτήσεις Γάµµα και Βήτα,έχουµε :

1

2
(2πn)s−1Γ

(
1

2
+
s

2

)
Γ

(
1

2
− s

2

)
=

=
1

2
(2πn)s−1 π

sin(1/2π(1 + s))
=

(3.20) =
1

2
(2πn)s−1 π

cos(1/2πs)

Καθώς ισχύει s = σ + iy, όπου σ = R(s) και y = I(s), έχουµε

| cos(1/2πs)| =
√

cos2(1/2πσ) + sinh(1/2πy)

Είναι ξεκάθαρο ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη εφ΄ όσον το s ϐρίσκεται
εντός της λωρίδας −1 < R(s) < 1. Αν εισάγουµε το αποτέλεσµα της (3.20)
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στην (3.18), έχουµε :

(3.21) Γ(s)ζ(s) =
π(2π)s−1

cos(1/2πs)

∞∑
n=1

1

n1−s

όπου η τελευταία σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα αν και µόνο αν R(1− s) > 1
ή R(s) < 0. Αυτό δικαιολογεί την αντιστροφή της τάξης του αθροίσµατος και
της ολοκλήρωσης στην (3.18) και δείχνει ότι η περιοχή ισχύος της εξίσωσης
αυτής ϑα πρέπει να περιοριστεί στη λωρίδα −1 < R(s) < 0.
Τώρα, η εξίσωση (3.17) µπορεί να πάρει τη µορφή:

π

sin(πs)
=

ζ(s)

Γ(1− s)
=

π(2π)s−1

cos(1/2π)s
ζ(1− s)

που απλοποιείται στη µορφή

ζ(s) = 2(2π)s−1 sin(1/2πs)Γ(1− s)ζ(1− s)

Η (3.13) ισχύει στην περιοχή −1 < R(s) < 0.
Η συνάρτηση στο δεξί µέλος της είναι αναλυτική στην περιοχή R(1− s) > 1
ή R(s) < 0, εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να µπορέσουµε να
αποδείξουµε την αναλυτική συνέχιση της ζ(s) σε ολόκληρο το ηµιεπίπεδο
R(s) < 0. Αν γίνει αυτό, η εξίσωση (3.13) ϑα ισχύει για κάθε τιµή του s,
παρεκτός της τιµής s = 1.
Ακολουθώντας τον ορισµό της ξ στην εκφώνηση του ϑεωρήµατος καταλήγουµε
στο Ϲητούµενο.

Καταληκτικά έχουµε αποδείξει το παρακάτω κοµβικό ϑεώρηµα :

Θεώρηµα 3.4.5 (Αναλυτική Συνέχιση της ζ(s) στο C). Η συνάρτηση ζ(s), που
ορίζεται στο R(s) > 1 από την εξίσωση

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

µπορεί να συνεχισθεί στο επίπεδο s σαν µεροµορφική συνάρτηση µε έναν απλό
πόλο στο s = 1 µε κύριο όρο 1

s−1
. Επιπλεόν, η ζ(s) ικανοποιεί τη συναρτησιακή

εξίσωση (3.13) σε ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο.

Πόρισµα 3.4.6. Οι συναρτήσεις ζ(s) − 1
s−1

και (s − 1)ζ(s) είναι ακέραιες
συναρτήσεις

Πόρισµα 3.4.7. ζ(σ) > 1 για σ = R(s) > 1
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Απόδειξη.

ζ(σ) =
1

1σ
+

1

2σ
+ · · · > 1

Αργότερα ϑα αποδείξουµε ότι zeta(s) 6= 0 στο ηµιεπίπεδο R(s) > 1.

Πόρισµα 3.4.8. ζ(−2m) = 0, m = 1, 2, 3, . . .

Απόδειξη. Ο παράγοντας sin(1/2πs) στη συναρτησιακή εξίσωση (3.13) έχει
απλά µηδενικά στα σηµεία s = ±2m, m = 1, 2, 3, . . . . Το µηδενικό στο s = 0
απλοποιείται από τον πόλο της ζ(s − 1) στο s = 0, καθώς τα µηδενικά στο
s = 2m απλοποιούνται από τους απλούς πόλους της Γ(1−s) στα ίδια σηµεία.
Ωστόσο, αν s = −2m τότε Γ(1+2m) 6= 0, εποµένως τα σηµεία −2,−4,−6, . . .
ϑα είναι απλά µηδενικά της ζ(s).

Τα µηδενικά της ζ(s) στους αρνητικούς άρτιους ακέραιους καλούνται
τετριµµένα µηδενικά της ζ(s).

Πόρισµα 3.4.9. ζ(σ) < 0, για 0 ≤ σ < 1

Απόδειξη. Θεωρούµε την εναλλάσσουσα σειρά :

∞∑
n=i

(−1)n−1 1

ns
= 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+ · · ·

Από το κριτήριο του Leibniz, η σειρά συγκλίνει για s = σ > 0. Αν R(s) > 1,
έχουµε: (

1− 1

2s−1

)
ζ(s) =

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s

)
− 2

(
1

2s + 1
4s

)
=

=
1

1s
− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
=
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

ns

Εφοσον το δεξί µέλος της σχέσης συγκλίνει για s πραγµατικό και ϑετικό, από
την Αρχή του Ταυτοτισµού (2.6.9) η εξίσωση ισχύει επίσης στο δεξί ηµιεπίπεδο
R(s) > 0, εκτός από το σηµείο s = 1. Συγκεκριµένα, έχουµε

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nσ
= (1− 21−σ)ζ(σ)

για 0 < σ < 1. Ξανά, για 0 < s < 1 έχουµε

S2n = 1− 1

2σ
+

1

3σ
− 1

4σ
+ · · · − 1

(2n)σ
=
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=

(
1− 1

2σ

)
+

(
1

3σ
− 1

4σ

)
+ · · ·+

[
1

(2n− 1)σ
− 1

(2n)σ

]
> 1− 1

2σ

και αν
R2n =

1

(2n+ 1)σ
− 1

(2n+ 2)σ
+ · · ·

έχουµε ότι

|R2n| < ε =
1

2
(1− 1

2σ
)

για n αρκετά µεγάλο. Εποµένως

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nσ
= S2n +R2n > 0

και η (3.13) συνεπάγεται ότι ζ(σ) < 0, καθώς 1− 21−σ. Για s = 0 έχουµε ήδη
υπολογίσει ότι ζ(0) = 1

2

Πόρισµα 3.4.10. Ισχύει ότι ζ(1− s) = 2(2π)−s cos(1/2πs)Γ(s)ζ(s)

Απόδειξη. Αν αντικαταστήσουµε το s µε 1− s στην (3.13) έχουµε :

ζ(1− s) = 2(2π)−s sin(1/2π(1− s))Γ(s)ζ(s) = 2(2π)−s cos(1/2πs)Γ(s)ζ(s)

3.5 Περαιτέρω ιδιότητες της συνάρτησης ζ

Θεώρηµα 3.5.1. Αν το {pn} είναι η ακολουθία των πρώτων αριθµών
και σ = R(s) > 1, τότε :

(3.22) ζ(s) =
∞∏
n=1

1

1− p−sn

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι το απειρογινόµενο στα δεξιά της (3.22)
συγκλίνει απόλυτα για R(s) > 1, καθώς

∞∑
n=1

|p−sn | =
∞∑
n=1

1

pσn

Επίσης ισχύει ότι ∑ 1

pσn
<
∑ 1

nσ
<∞
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Αυτό συνεπάγεται ότι το απειρογινόµενο συγκλίνει, δηλαδή δεν αποκλίνει στο
0 ή στο ∞. Τώρα, για κάθε n έχουµε : Αυτό συνεπάγεται ότι το απειρογι-
νόµενο συγκλίνει, δηλαδή δεν αποκλίνει στο 0 ή στο ∞. Τώρα, για κάθε n
έχουµε :

1

1− p−sn
= 1 + p−sn + p−2s

n + · · · =
∞∑
m=0

p−msn

και αντικαθιστώντας την τελευταία στην
∏N

n=1(1− p−sn )−1 έχουµε

(3.23)
N∏
n=1

1

1− p−sn
=
∞∑
k=1

n−sk

όπου το άθροισµα στο δεξί µέλος της σχέσης εκτείνεται πάνω στους ακεραίους
nk των οποίων η ανάλυση σε πρώτους αριθµούς είναι της µορφής

(3.24) nk = 2α23α3 · · · pαNN
όπου α2 > 0, · · ·αN > 0. Ο παράγοντας για κάθε n−sk είναι 1, όπως προκύ-
πτει από το Θεώρηµα της ανάλυσης ενός ακεραίου σε πρώτους παράγοντες.
Μπορούµε να γράψουµε

∞∑
k=1

n−sk =
∞∑
n=1

n−s =
∞∑
j=1

n−sj

όπου άθροισµα
∑∞

j=1 εκτείνεται πάνω σε όλους τους ϑετικούς ακέραιους nj ,
που περιέχουν τουλάχιστον ένα πρώτο παράγοντα µεγαλύτερο του pN . ΄Οµως
: ∣∣∣∣∣

∞∑
j=1

n−sj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

n−σj <
∞∑

n=N+1

n−σ

Καθώς το N → ∞, το τελευταίο άθροισµα προσεγγίζει το 0, που είναι το
υπόλοιπο της συγκλίνουσας σειράς για σ > 1. Εποµένως :

∞∏
n=1

1

1− p−sn
= lim

N→∞

N∏
n=1

1

1− p−sn
= ζ(s)− lim

N→∞

∞∑
j=1

n−sj = ζ(s)

Πόρισµα 3.5.2. Η ακολουθία {pn} των πρώτων αριθµών είναι άπειρη.

Απόδειξη. Ας ϑεωρήσουµε ότι ο αριθµός των πρώτων είναι πεπερασµένος στο
N. Τότε, το αριστερό µέλος της σχέσης (3.23) ϑα ήταν πεπερασµένο γινόµενο,
που συνεπάγεται µια πεπερασµένη τιµή p για s = 1, ενώ το δεξί µέλος
ϑα ήταν ισοδύναµο µε

∑∞
n=1 n

−1, καθώς κάθε ϑετικός ακέραιος µπορεί να
αναπαρασταθεί στη µορφή (3.24). Καταλήγουµε σε άτοπο, καθώς η

∑∞
n=1 n

−1

είναι µια αποκλίνουσα σειρά.
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Πόρισµα 3.5.3. ζ(s) 6= 0 για R(s) > 1

Απόδειξη. Συνεπάγεται αµέσως από την (3.13), καθώς το απειρογινόµενο στο
δεξί µέλος συγκλίνει (δηλαδή δεν αποκλίνει στο µηδέν).

Πόρισµα 3.5.4. Η σειρά των πρώτων αριθµών είναι αποκλίνουσα. ∆ηλαδή :

∞∑
n=1

1

pn
=∞

Απόδειξη. Αν η παραπάνω σειρά
∑∞

n=1(pn)−1 ήταν συγκλίνουσα, τότε το α-
πειρογινόµενο

∏∞
n=1(1− p−1

n ) ϑα ήταν απόλυτα συγκλίνον. ΄Οµως :

1∏∞
n=1(1− p−1

n )
>

1∏N
n=1(1− p−1

n )
=
∞∑
k=1

n−1
k

ώστε η
∑∞

k=1 ϑα ήταν συγκλίνουσα για κάθε ϕυσικό αριθµό στο N. Ωστό-
σο, αυτό συνεπάγεται τη σύγκλιση της

∑∞
n=1 n

−1, καθώς οποιοδήποτε άθροι-
σµα της αρµονικής σειράς είναι µικρότερο από κάποιο µερικό άθροισµα της∑∞

k=1 n
−1
k . Καταλήξαµε σε άτοπο ισχυρισµό, κι άρα στην απόδειξη του Ϲητού-

µενου.

Πόρισµα 3.5.5. ΄Εστω µ(1) = 1, µ(n) = (−1)m αν n είναι το γινόµενο m
διαφορετικών πρώτων και µ(n) = 0 διαφορετικά, δηλαδή αν το n περιέχει
κάθε πρώτο παράγοντα σε δύναµη µεγαλύτερη της πρώτης. Τότε :

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
, R(s) > 1

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το πόρισµα 3.5.3, η εξίσωση (3.22) µπορεί να γραφεί
στη µορφή :

1

ζ(s)
=
∞∏
n=1

(1− p−sn )

΄Εχουε :

N∏
k=1

(1− p−sk ) = (1− 2−s)(1− 3−s) · · · (1− p−sN ) =

p1p2···pN∑
N=1

µ(n)n−s

όπου το n είναι είτε 1 είτε γινόµενο κάποιων πρώτων 2, 3, · · · , pN στην πρώτη
δύναµη. Τότε :

∞∑
n=1

µ(n)n−s −
N∏
k=1

(1− p−sk ) =
∞∑
n=1

µ(n)n−s −
p1p2···pN∑
N=1

µ(n)n−s =
∑
ν

µ(ν)ν−s
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όπου το ν περιέχει τουλάχιστον ενάν πρώτο παράγοντα µεγαλύτερο του pN .
Εφ΄ όσον : ∣∣∣∣∣∑

ν

µ(ν)ν−s

∣∣∣∣∣ ≤∑
ν

1

νσ
<

∞∑
k=pN+1

1

kσ
< ε

για pN αρκετά µεγάλο, ϐλέπουµε ότι η αρχική σχέση που ϑέλαµε να αποδεί-
ξουµε ισχύει.

Θεώρηµα 3.5.6. Για κάθε ακέραιο N ≥ 0 και σ > 0 έχουµε :

ζ(s) =
N∑
0

1

ns
+
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞
N

x− [x]

(x)s+1
dx

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τον αθροιστικό τύπο του Eulerµε f(t) = t−s και
ακεραίους x, y έχουµε :∑

y<n≤x

1

ns
=

∫ x

y

dt

ts
− s

∫ x

y

t− [t]

ts+1
dt

Αν ϑέσουµε y = N και x→∞ ;ε σ > 1, παίρνουµε :∑
n=N+1

1

ns
=

∫ ∞
N

dt

ts
− s

∫ ∞
N

t− [t]

ts+1
dt

ή, διαφορετικά :

ζ(s)−
N∑
n=0

1

ns
=
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞
N

t− [t]

ts+1
dt

Παραθέτουµε παρακάτω µια σηµαντική σχέση µεταξύ της συνάρτησης Ϲήτα
του Riemann και της συνάρτησης Λ(n).

Θεώρηµα 3.5.7. Ισχύει :

(3.25) ζ(s) = eG(s)

όπου

(3.26) G(s) = ln ζ(s) =
∞∑
n=2

Λ(n)

lnn
n−s
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Απόδειξη. Η παραπάνω σχέση µπορεί να προκύψει άµεσα µε τη χρήση της
σχέσης (3.22)

ζ(s) =
∞∏
n=1

1

1− p−sn

Αν κρατήσουµε το s πραγµατικό, µε s > 1, ούτως ώστε η ζ(s) να είναι ϑετική.
Αν λογαριθµίσουµε και χρησιµοποιήσουµε τη δυναµοσειρά − ln(1 − x) =∑

xm

m
,

ϐρίσκουµε :

ln ζ(s) = −
∑
p

log(1− p−s) =
∑
p

∞∑
m=1

p−ms

m
=

∞∑
m=1

Λ1(n)n−s

όπου :

Λ1(n) =

{
log p όταν n = pm για κάποιον πρώτο p

0 σε κάθε άλλη περίπτωση

΄Οµως, αν n = pm, τότε lnn = m ln p = mΛ(n) οπότε 1
m

= Λ(n) lnn−1.Εποµένως
:

ln ζ(s) =
∞∑
n=2

Λ(n)

lnn
n−s

που συνεπάγεται την (3.25). ΄Οµως, κάθε µέλος της (3.25) είναι αναλυτικό
στο ηµιεπίπεδο σ > 1, εποµένως, µε αναλυτική συνέχιση, η (3.25) ισχύει
επίσης για σ > 1.

Πόρισµα 3.5.8. Ισχύει :

(3.27)
ζ ′(s)

ζ(s)
=
∞∑
n=2

Λ(n)n−s

Απόδειξη. Παρατηρού ;ε ότι

(3.28)
ζ ′(s)

ζ(s)
= (ln ζ(s))′

Εποµένως, παραγωγίζοντας τη σχέση (3.26) παίρνουµε :

ζ ′(s)

ζ(s)
= (ln ζ(s)) =

(∑
n≥2

Λ(n)n−s

lnn

)′
=

=

(∑
n≥2

Λ(n)e−s lnn

lnn

)′
=

(∑
n≥2

lnnΛ(n)e−s lnn

lnn

)′
=
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= −
∑
n≥2

Λ(n)n−s

Θεώρηµα 3.5.9. Ισχύει :

ζ(2n) =
(2π)2n

2(n)!
B2n

Θεώρηµα 3.5.10. Ισχύει :

ζ(1− 2n) = (−1)n
|B2n|
2n

Απόδειξη. Μέσω της συναρτησιακής εξίσωσης (3.13) και του προηγούµενου
ϑεωρήµατος καταληγούµε στο Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 3.5.11. Τα µη τετριµµένα µηδενικά της ζ(s) κείνται συµµετρικά ως
προς την ευθεία R(s) = 1

2
.

Απόδειξη. Βάσει του πορίσµατος (3.5.3) γνωρίζουµε ότι όλα τα µηδενικά στο
ϑετικό ηµιεπίπεδο ϑα πρέπει να ϐρίσκονται στη λωρίδα 0 ≤ R(s) ≤ 1. Λόγω,
όµως, του ϑεωρήµατος για τη συναρτησιακή εξίσωση (3.4.4):

ξ

(
1

2
+ s

)
= ξ

(
1− 1

2
− s
)

= ξ

(
1

2
− s
)
, ∀s ∈

[
0,

1

2

]
Επειδή η ξ(s) µηδενίζεται όπου και η ζ(s), συµπεραίνουµε τη Ϲητούµενη
συµµετρία.

Λόγω του παραπάνω Θεωρήµατος η λωρίδα 0 ≤ R(s) ≤ 1 αναφέρεται
ως κρίσιµη. Η υπόθεση του Riemann αναφέρει ότι όλα τα µηδενικά ϐρίσκο-
νται ακριβώς πάνω στην κεντρική ευθεία R(s) = 1

2
. Η µέγιστη λωρίδα που

µπορούµε να διανύσουµε από τη µονάδα προς το 1/2, χωρίς να συναντήσουµε
κάποιο σηµείο µηδενισµού της ζ, ονοµάζεται Ϲώνη µη µηδενισµού της ζ. Ισχύει
η ασυµπτωτική σχέση που γενικεύει το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών :

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O(xΘ lnx)

όπου Θ το πάχος αυτής της λωρίδας. Στην περίπτωση που ισχύει η υπόθεση
του Riemann το Θ είναι ίσο µε 1

2
.
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3.6 Ρητή έκφραση µεταξύ των µηδενικών της ζ(s) και των
πρώτων αριθµών

Στην παρούσα ενότητα ϑα αναφέρουµε ορισµένα στοιχεία της αρχικής από-
δειξης του Hadamard για το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών, ώστε να δικαιο-
λογήσουµε την απόδειξη που αναφέρουµε στο επόµενο κεφάλαιο.

Από το Θεώρηµα (3.4.1) γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση (s − 1)ζ(s) είναι
ακέραια. Στη Θεωρία Ακέραιων Συναρτήσεων αποδεικνύεται ένα ανάλογο πα-
ϱαγοντικό ανάπτυγµα της συνάρτησης πάνω στα µηδενικά της µε εκείνο των
πολυωνύµων. Συγκεκριµένα για την (s− 1)ζ(s) ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα
:

Θεώρηµα 3.6.1 (Παραγοντικό ανάπτυγµα της (s − 1)ζ(s)). Ισχύει το παρα-
γοντικό ανάπτυγµα :

(s− 1)ζ(s) = ea+bs
∏
n∈N

(
1 +

s

2n

)
e−

s
2n

∏
ρ

(
1− s

ρ

)
e
s
ρ , ∀s ∈ C

όπου το πρώτο γινόµενο εκτείνεται πάνω στα µηδενικά της ζ(s) στον αρνητικό
ηµιάξονα και το δεύτερο στα µηδενικά της ζ(s) εντός της κρίσιµης λωρίδας
0 < R(s) < 1.

Αν διαιρέσουµε µε s− 1 και παραγωγίσουµε λογαριθµικά
καταλήγουµε στον τύπο :

ζ ′(s)

ζ(s)
= b− 1

s− 1
−
∑
n∈N

s

2n(s+ 2n)
+
∑
ρ

s

ρ(s− ρ)
, R(s) > 1

Παρατηρούµε ότι ln′(ζ(s)) = b+ 1. Οπότε :

b− 1

s− 1
= b+ 1− s

s− 1
=
ζ ′(0)

ζ(0)
− s

s− 1

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα (3.5.10) λαµβάνουµε τον τύπο :

+∞∑
n=2

Λ(n)n−s =
s

s− 1
− ζ ′(0)

ζ(0)
−
∑
n∈N

s

2n(s+ 2n)
+
∑
ρ

s

ρ
(s− ρ), R(s) > 1

Αν αντιστρέψουµε κατά Mellin την παραπάνω σχέση καταλήγουµε στον τύπο :

M−1

[
+∞∑
n=2

Λ(n)n−s;x

]
= x−

∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x−2).

Στο λήµµα 4.5.1 του επόµενου κεφαλαίου ϑα δούµε πως ο αντίστροφος κατά
Mellin του αριστερού µέλους είναι η συνάρτηση ψ(x), όπου ψ(x) =

∑
n≤x Λ(n).

Συνολικά έχουµε καταλήξει στο ϑεώρηµα :
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Θεώρηµα 3.6.2 (Ρητός τύπος για την ψ(x)). Ισχύει το ανάπτυγµα :

ψ(x) = x−
∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x−2), ∀x ∈ R

όπου το άπειρο άθροισµα εκτείνεται στα µηδενικά της ζ(s) εντός της κρίσιµης
λωρίδας 0 < R(s) < 1.

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι ο όρος που επικρατεί ασυµπτωτικά
στον παραπάνω τύπο είναι ο γραµµικός, πράγµα που είναι ισοδύναµο, όπως
επίσης ϑα δείξουµε, µε το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών.



Κεφάλαιο 4

Αναλυτική Απόδειξη του
Θεωρήµατος των Πρώτων
Αριθµών

4.1 Οι αποδείξεις του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών

Τα τελευταία 20 χρόνια του 19ου αιώνα σηµειώθηκαν σηµαντικές εξελίξεις
στη Θεωρία των Μιγαδικών Συναρτήσεων µε αποτέλεσµα να ξαναεκδηλωθεί
ενδιαφέρον για την ασυµπτωτική κατανοµή των πρώτων και την εργασία του
Riemann. Το 1896, ξέχωρα ο ένας από τον άλλο, ο Hadamard κι ο de la
Vallee Poussin απέδειξαν το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών.

Και οι δυο τους ξεκίνησαν από το µη µηδενισµό της ζ(s) πάνω στην ευθεία
R(s) = 1. Ο Hadamard, όπως ο ίδιος αναφέρει, χρησιµοποίησε ϑεµελιωδώς
το παραγοντικό ανάπτυγµα της ζ(s) πάνω στα µηδενικά της ϐασιζόµενος στην
εργασία του Weierstrass. Ο de la Vallee Poussin ϐασίστηκε σηµαντικά στη
σχέση :

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∑
n∈N

∫ 1

0

x

(x+ n)s+1
dx

επιτυγχάνοντας έτσι την αναλυτική συνέχιση της ζ(s). Εν τέλει απέδειξε την
ασυµπτωτική σχέση :

θ(x) =
∑
p≤x

lnp = (1 + o(1))x

γνωρίζοντας την ισοδυναµία της µε αυτή για την π(x) από την εργασία του
Chebyshev.

Το 1898 ο Mertens µε έναν ευφυή τρόπο που αναπαράγουµε και στην
παρούσα διπλωµατική, απλοποίησε την απόδειξη για το µη µηδενισµό της ζ(s)
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πάνω στην ευθεία R(s) = 1. Αργότερα ο Hardy κι ο Littlewood απλοποίησαν
από κοινού περαιτέρω την απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών.

Το 1948 ο Selberg κι ο Erdos απέδειξαν ξέχωρα το Θεώρηµα των Πρώτων
Αριθµών µε τη ϐοήθεια µόνο στοιχειωδών ανισοτικών εργαλείων. Αυτή η από-
δειξη ϑεωρήθηκε στην εποχή της µια σηµαντική εξέλιξη, καθώς υποδείκνυε ότι
το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών δεν ήταν τόσο στενά συνδεδεµένο µε τη συ-
νάρτηση ζ(s) και πολύ περισσότερο µε την υπόθεση του Riemann, όπως µέχρι
τότε ήταν κοινή ϑέση.

Το 1980 ο Newman απλοποίησε ακόµα περισσότερο την απόδειξη του Θεω-
ϱήµατος των Πρώτων Αριθµών ϐασιζόµενος κυρίως στο Θεώρηµα του Cauchy.
Μια παραλλαγή της συγκεκριµένης απόδειξης αναπτύσσουµε στην παρούσα
διπλωµατική.

4.2 Το πλάνο της απόδειξης

Το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών είναι ισοδύναµο µε τη σχέση :

(4.1) ψ(x) ∼ x, x→∞

όπου το ψ(x) είναι η συνάρτηση του Chebyshev

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n),

και Λ(n) η συνάρτηση του Mangoldt, όπως την έχουµε ορίσει στον ορισµό
(2.2.1). Στο κεφάλαιο αυτό δίνουµε την αναλυτική απόδειξη της (4.1) που
ϐασίζεται στις ιδιότητες της συνάρτησης ζ του Riemann. Στην ενότητα αυτή ϑα
αναφέρουµε τα ϐασικά στοιχεία της απόδειξης αυτής.

Η συνάρτηση ψ είναι ϐηµατική συνάρτηση. Συνεπώς είναι πιο ϐολικό να
χειριστούµε το ολοκλήρωµα της ψ, που εκφράζουµε σαν ψ1.

Εποµένως, ϑεωρούµε τη συνάρτηση :

ψ1(x) =

∫ x

1

ψ(x)dt

Το ολοκλήρωµα της ψ1 είναι µια κατά τµήµατα γραµµική και συνεχής συνάρ-
τηση. ∆είχνουµε πρώτα ότι η ασυµπτωτική σχέση :

(4.2) ψ1(x) ∼ 1

2
x2, x→∞

συνεπάγεται την (4.1) κι αποδεικνύουµε την (4.2). Για το σκοπό αυτό, εκ-
ϕράζουµε την ψ1(x)/x2 µε όρους της συνάρτησης ζ του Riemann, µέσω ενός



4.2 Το πλάνο της απόδειξης · 43

επικαµπύλιου ολοκληρώµατος :

ψ1(x)

x2
=

1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i

xs−1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

)
ds, c > 1

Ο παράγοντας −ζ
′(s)

ζ(s)
έχει έναν πρώτης τάξης πόλο στο s = 1 µε υπόλοιπο 1. Αν

αφαιρέσουµε αυτόν τον πόλο παίρνουµε τη σχέση :

ψ1(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i

xs−1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

− −1

s− 1

)
ds, c > 1

Θέτουµε :

h(s) =
1

s+ 1

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

− −1

s− 1

)
ds

και ξαναγράφουµε την τελευταία εξίσωση στη µορφή :

(4.3)
ψ1(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i
xs−1h(s)ds

Αν κάνουµε την αντικατάσταση s = c+ it, παίρνουµε τη σχέση :

(4.4)
xc−1

2π

∫ +∞

−∞
h(c+ it)eit log xdt

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, ϑα πρέπει να δείξουµε ακόµη ότι :

(4.5) lim
x→∞

xc−1

2π

∫ +∞

−∞
h(c+ it)eit log xdt = 0

Το λήµµα Riemann-Lebesgue στη ϑεωρία των σειρών Fourier δηλώνει ότι
:

(4.6) lim
x→∞

∫ +∞

−∞
f(t)eitxdt = 0

αν το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ |f(t)|dt συγκλίνει. Το ολοκλήρωµα στη σχέση (4.5)

είναι της µορφής αυτής, αν αντικαταστήσουµε το x µε το log x κι εύκολα µπο-
ϱούµε να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |h(c + it)|dt συγκλίνει αν c > 1,

εποµένως το ολοκλήρωµα της σχέσης (4.5) τείνει στο 0 καθώς x → ∞. Ωστό-
σο, ο παράγοντας xc−1 εκτός του ολοκληρώµατος τείνει στο άπειρο για c > 1,
εποµένως, ερχόµαστε αντιµέτωποι µε την απορσδιόριστη µορφή∞0. Η εξίσωση
(4.4) ισχύει για κάθε c > 1. Αν µπορούσαµε να ϑέσουµε c = 1 στην (4.4), ο
παράγοντας xc−1 που δηµιουργεί απροσδιοριστία ϑα µπορούσε να εξαλειφθεί.



44 · Αναλυτική Απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών

΄Οµως τότε, η h(c + it) γίνεται h(1 + it) και η ολοκληρωτέα συνάρτηση περι-
λαµβάνει το ζ′(s)

ζ(s)
στη γραµµή σ = 1.

Στην περίπτωση αυτή είναι πολύ δύσκολο να αποδείξουµε ότι το ολοκλή-
ϱωµα

∫ +∞
−∞ |h(1 + it)|dt συγκλίνει, κάτι που πρέπει να αποδειχθεί ώστε να

µπορούµε να εφαρµόσουµε το λήµµα Riemann-Lebesgue Το τελευταίο και
δυσκολότερο κοµµάτι της απόδειξης είναι να δείξουµε ότι είναι δυνατό να αντι-
καταστήσουµε το c µε 1 στη σχέση (4.4) κι ότι το ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |h(1 + it)|dt

συγκλίνει. Αυτό το σηµείο απαιτεί µια πιο εµπεριστατωµένη µελέτη της συνάρ-
τησης Ϲήτα του Riemann στη γειτονιά της γραµµής σ = 1.

Για την παρουσίαση όλων των παραπάνω ϑα χρειαστεί πρώτα να αποδείξου-
µε την ισοδυναµία των ασυµπτωτικών σχέσεων ψ(x) ∼ x και π(x) ∼ x/ lnx.
Αυτό ϑα γίνει µε τη ϐοήθεια µιας άλλης συνάρτησης του Chebyshev, της θ(x),
η οποία ορίζεται ως

(4.7) θ(x) =
∑
p≤x

ln p

∆ια τούτο, ϑα ξεκινήσουµε αποδεικνύοντας τον παραπάνω ισχυρισµό, και ϑα
συνεχίσουµε µε τη διατύπωση ορισµένων ληάτων.

4.3 Ισοδυναµία των ασυµπτωτικών σχέσεων ψ(x) ∼ x και
π(x) ∼ x/ lnx

Θα ξεκινήσουµε µε µερικά χρήσιµα λήµµατα και ϑεωρήµατα, οι αποδείξεις
των οποίων αποτελούν το ϑεµέλιο λίθο για να αποδείξουµε την ισοδυναµία των
δυο ασυµπτωτικών σχέσεων.

Λήµµα 4.3.1. ΄Εστω n ≥ 1 και 1 ≤ k ≤ n. Τότε :(
n

k − 1

)
<

(
n

k

)
⇔ k <

n+ 1

2
,

(
n

k − 1

)
>

(
n

k

)
⇔ k >

n+ 1

2
,(

n

k − 1

)
=

(
n

k

)
⇔ k =

n+ 1

2
και n περιττός.

Απόδειξη.

r(k) =

(
n

k

)
(

n

k − 1

) =

n!
k!(n−k)!

(k − 1)!(n− k − 1)!
=
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(4.8) =
(k − 1)!(n− k − 1)!

k!(n− k)!
=
n− k + 1

k

Εποµένως, r(k) > 1 αν και µόνο αν k < n+1
2

, r(k) < 1 αν και µόνο αν k > n+1
2

και r(k) = 1 αν και µόνο αν k = n+1
2

.

Λήµµα 4.3.2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει :

22n

2n
≤
(

2n

n

)
< 22n.

Απόδειξη. Από το διωνυµικό Θεώρηµα έχουµε :

22n = (1 + 1)2n =
2n∑
k=0

(
n

k

)
>

(
2n

n

)
Από το προηγούµενο λήµµα ο µέσος διωνυµικός παράγοντας είναι ο µέγιστος
διωνυµικός παράγοντας στο ανάπτυγµα του (1 + 1)2n. Εποµένως :

22n =
2n∑
k=0

(
2n

k

)
= 1 +

2n−1∑
k=1

(
2n

k

)
+ 1 ≤

≤ 2 + (2n− 1)

(
2n

n

)
≤

(4.9) ≤ 2n

(
2n

n

)
.

Θεώρηµα 4.3.3. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n:

(4.10)
∏
p≤n

p < 4n

Ισοδύναµα, για κάθε πραγµατικό αριθµό x ≥ 1 ισχύει :

(4.11) θ(x) < x log 4

Απόδειξη. ΄Εστω m ≥ 1. Θεωρούµε τους διωνυµικούς συντελεστές :

M =

(
2m+ 1

m

)
=

(
2m+ 1

m+ 1

)
=
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=
(2m+ 1)2m(2m− 1)(2m− 2) · · · (m+ 2)

m!

Η παραπάνω παράσταση είναι ακέραιος αριθµός, καθώς το M είναι διωνυµι-
κός συντελεστής. Επιπλέον :

2M =

(
2m+ 1

m

)
+

(
2m+ 1

m+ 1

)

<
2m+1∑
k=0

(
2m+ 1

k

)
= 22m+1

κι έτσι
M < 4m

Αν p είναι πρώτος αριθµός τέτοιος ώστε m+ 2 ≤ p ≤ 2m+ 1, τότε το p διαιρεί
το γινόµενο

(2m+ 1)2m(2m− 1)(2m− 2) · · · (m− 2)

αλλά όχι το m!. Συνεπάγεται ότι p \M , κι έτσι το γινόµενο :∏
m+2≤p≤2m+1

p

διαιρεί το M . Εποµένως,

(4.12)
∏

m+2≤p≤2m+1

p ≤M < 4m

για κάθε ϑετικό m. Θα αποδείξουµε την ανισότητα (4.10) µε επαγωγή στο
n. Η ανισότητα αυτή ισχύει για n = 1 και n = 2, καθώς 1 < 41 και 2 < 42

αντίστοιχα. ΄Εστω n ≥ 3 και ϑεωρούµε ότι η (4.10) ισχύει για όλους τους
ϑετικούς ακέραιους m < n. Αν το n είναι άρτιο, τότε :∏

p≤n

p =
∏

p≤n−1

p < 4n−1 < 4n.

Αν το n είναι περιττό, τότε n = 2m+ 1, για κάποιο m > 1 και∏
p≤n

p =
∏

p≤m+1

p
∏

m+2≤p≤2m+1

p.

Εξ επαγωγής, έχουµε :

(4.13)
∏

p≤m+1

p < 4m+1
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Από τις (4.12), (4.13) ισχύει ότι :∏
p≤n

p =
∏

p≤m+1

p
∏

m+2≤2m+1

p < 4m+14m = 42m+1 = 4n

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύει την (4.10). Η ανισότητα (4.11) έπεται της
(4.10) ως εξής : Αν x ≥ 1, τότε n = [x] ≥ 1 και

θ(x) = θ(n) = ln
∏
p≤n

p < n ln 4 ≤ x ln 4.

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι η (4.11) έπεται της (4.10).

Θεώρηµα 4.3.4. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές A, B τέτοιες, ώστε :

Ax ≤ θ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) lnx ≤ B

για κάθε x ≤ 2. Επιπλεόν :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= lim inf

x→∞

ψ(x)

x
= lim inf

x→∞

π(x) lnx

x
≥ ln 2

και

lim sup
x→∞

θ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
= lim sup

x→∞

π(x) lnx

x
≤ ln 4

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα 4.3.3 δίνει άνω ϕράγµα θ(x) < x ln 4, κι έτσι :

lim
x→∞

θ(x)

x
≤ ln 4

Θα υπολογίσουµε το κάτω ϕράγµα για το ψ(x). ΄Εστω n είναι ένας ϑετικός α-

κέραιος, και ϑεωρούµε το µέσο διωνυµικό παράγοντα N =

(
2n

n

)
. Γράφουµε

το N σαν γινόµενο πρώτων παραγόντων ως εξής :

N =

(
2n

n

)
=

(n+ 1)(n+ 2) · · · 2n
n!

=
(2n)!

n!2
=
∏
p≤2n

pup((2n)!)−2up(n!)

όπου :

up((2n)!)− 2up(n!) =

[ln 2n/ ln p]∑
k=1

([
2n

pk

]
− 2

[ n
2k

])

Για κάθε πραγµατικό αριθµό t ισχύει [2t]− 2[t] =

{
0

1
. Εποµένως :

0 ≤ up((2n)!)− 2up(n!) ≤
[

ln 2n

ln p

]
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Λόγω του λήµµατος 4.3.2, ισχύει :

22n

2n
≤ N −

∏
p≤2n

pup((2n)!)−2up(n!) ≤
∏
p≤2n

p [ln 2n/ ln p]

κι έτσι :
2n ln 2− ln 2 ≤

∑
p≤2n

[
ln 2n

ln p

]
ln p = ψ(2n)

΄Εστω x ≥ 2 και n = [x/2]. Τότε :

2n ≤ x < 2n+ 2

και

ψ(x) ≥ ψ(2n) ≥ 2n ln 2− ln 2n > (x− 2) ln 2− lnx = x ln 2− lnx− 2 ln 2

Εποµένως :

lim
x→∞

ψ(x)

x
≥ ln 2.

Τώρα, µπορούµε να ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα για την θ(x) ως προς την
π(x) lnx.
Αν 0 < δ < 1:

θ(x) ≥
∑

x1−δ<p≤x

ln p ≥

≥
∑

x1−δ<p≤x

(1− δ) lnx =

= (1− δ)(π(x)− π(x1−δ)) lnx ≥

(4.14) ≥ (1− δ)π(x) ln(x)− x1−δ lnx.

΄Ετσι, µπορούµε να γράψοµε :

θ(x)

x
≥ (1− δ)π(x) lnx

x

lnx

xδ

Συνεπάγεται ότι :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= (1− δ) lim inf

x→∞

π(x) lnx

x

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε δ > 0, κι άρα :

(4.15) lim inf
x→∞

θ(x)

x
≥ lim inf

x→∞

π(x) lnx

x
.
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Με παρόµοιο τρόπο, έχουµε το κάτω ϕράγµα της θ(x):

(4.16) lim sup
x→∞

θ(x)

x
≥ lim sup

x→∞

π(x) lnx

x
.

Η ανισότητα
θ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) ln(x)

συνεπάγεται ότι :

(4.17) lim inf
x→∞

θ(x)

x
≤ lim inf

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim inf

x→∞

π(x) lnx

x

και
lim sup
x→∞

θ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

π(x) lnx

x

Αν συνδυάσουµε τις ανισότητες (4.15) και (4.17), παίρνουµε τη σχέση :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= lim inf

x→∞

ψ(x)

x
= lim inf

x→∞

π(x) lnx

x
≥ ln 2

΄Οµοια, συνδυάζοντας τις (4.16) και (4.2),έχουµε :

lim sup
x→∞

θ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
= lim sup

x→∞

π(x) lnx

x
≥ ln 4

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Το ϑεώρηµα 4.3.4 αποδεικνύει ότι

π(x) ∼ x

lnx

καθώς limx→∞ f(x) = a αν και µόνο αν

lim inf
x→∞

f(x) = lim sup
x→∞

f(x) = a

Επιπλέον, µε το παραπάνω ϑεώρηµα, καταφέραµε να αποδείξουµε ότι οι επό-
µενες ασυµπτωτικές σχέσεις είναι ισοδύναµες :

π(x) ∼ x

lnx
,

θ(x) ∼ x,

ψ(x) ∼ x.

Συνεπώς, για να προχωρήσουµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος των πρώτων
αριθµών, ϑα χρησιµοποιήσουµε την ασυµπτωτική σχέση ψ(x) ∼ x. Πρωτού,
όµως, περάσουµε στην κυρίως απόδειξη, ϑα αναφέρουµε στην επόµενη ενότητα
σε ορισµένα χρήσιµα λήµµατα.
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4.4 Λήµµατα

Λήµµα 4.4.1. Για κάθε αριθµητική συνάρτηση a(n) έστω :

A(x) =
∑
n≤x

a(n)

όπου A(x) = 0 αν x < 1. Τότε :

(4.18)
∑
n≤x

(x− n)a(n) =

∫ x

1

A(t)dt

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την ταυτότητα του Abel που δηλώνει ότι :

(4.19)
∑
n≤x

a(n)f(n) = A(x)f(x)−
∫ x

1

A(t)f ′(t)dt

αν η f έχει συνεχή παράγωγο στο [1, x]. Θέτοντας f(t) = t έχουµε :

(4.20)
∑
n≤x

a(n)f(n) =
∑
n≤x

na(n)

και

(4.21) A(x)f(x) = x
∑
n≤x

a(n)

οπότε, η (4.19) καταλήγει στην (4.18).

Το επόµενο λήµµα είναι µια µορφή του κανόνα L’AHospital για αύξουσες,
τµηµατικά γραµµικές συναρτήσεις :

Λήµµα 4.4.2. ΄Εστω A(x) =
∑

n≤x a(n) κι έστω A1(x) =
∫ x

1
A(t)dt. Θεωρού-

µε ακόµη ότι a(n) ≥ 0 για κάθε n. Αν ισχύει η ασυµπτωτική σχέση :

(4.22) A1(x) ∼ Lxc, x→∞

για κάποιο c > 0 και L > 0, τότε :

(4.23) A(x) ∼ cLxc−1, x→∞

Με άλλα λόγια, αν παραγωγίσουµε τα δυο µέλη της (4.22), παίρνουµε τις
παραγώγους των δυο µελών, όπως ϕαίνεται στην (4.23).
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Απόδειξη. Η συνάρτησηA(x) είναι αύξουσα, καθώς η a(n) είναι µη αρνητική.
Επιλέγουµε κάποιο b > 1 και ϑεωρούµε τη διαφορά A1(bx)−A1(x). ΄Εχουµε
:

A1(bx)−A1(x) =

∫ bx

x

A(u)du ≥
∫ bx

x

A(x)du = A(x)(bx−x) = x(b−1)A(x).

Αυτό µας δίνει :

xA(x) ≤ 1

b− 1
{A1(bx)− A1(x)}

Ας κρατήσουµε το b σταθερό κι ας ϑέσουµε x→∞ στην ανισότητα. Βρίσκου-
µε :

lim sup
x→∞

A(x)

xc−1
≤ 1

b− 1
(Lbc − L) = L

bc − 1

b− 1

Τώρα, έστω b → 1. Το πηλίκο στα δεξιά είναι το πηλίκο διαφοράς για την
παράγωγο του xc στο x = 1 κι έχει όριο c. Εποµένως :

(4.24) lim sup
x→∞

A(x)

xc−1
≤ cL

Τώρα, ϑεωρούµε κάθε a µε 0 < a < 1 κι έστω η διαφορά A1(x) − A1(ax).
Μια παρόµοια υπόθεση αποτελεί και το παρακάτω :

lim
x→∞

inf
A(x)

xc−1
≥ L

1− ac

1− a

Καθώς το a → 1, το δεξί µέλος τείνει στο cL. Αυτό, µαζί µε τη σχέση (4.24)
δείχνουν ότι το A(x)/xc−1 τείνει στο όριο cL καθώς το x→∞.

΄Οταν a(n) = Λ(n), έχουµε A(x) = ψ(x), A1(x) = ψ1(x) και a(n) ≥ 0
Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε τα λήµµατα 4.4.1,4.4.2 κι αµέσως να
καταλήξουµε στο :

Θεώρηµα 4.4.3. Ισχύει :

(4.25) ψ1(x) =
∑
n≥x

(x− n)Λ(n)

Επιπλέον, η ασυµπτωτική σχέση ψ(x) ∼ x2

2
συνεπάγεται ότι ψ(x) ∼ x καθώς

x→∞.

Το επόµενο ϐήµα είναι να εκφράσουµε το ψ1(x)
x2

σαν επικαµπύλιο ολοκλή-
ϱωµα µε τη ϐοήθεια της συνάρτησης Ϲήτα του Riemann. Βασικό µας εργαλείο
ϑα είναι ο µετασχηµατισµός Mellin.
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4.5 Αναπαράσταση του ψ1(x)
x2 µε επικαµπύλιο

ολοκλήρωµα

Ξεκινούµε µε τα παρακάτω λήµµατα, πάνω στα οποία ϑα ϐασιστούµε για να
µπορέσουµε να αναπαραστήσουµε το ψ1(x)

x2
µε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα :

Λήµµα 4.5.1. Αν ψ(x) =
∑

x≤n Λ(n), τότε :

(4.26) (ln ζ(s))′ =
ζ ′(s)

ζ(s)
= −s

∫ +∞

0

x−s−1ψ(x)dx

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αναφέρει µια εκ των ιδιοτήτων της ζ στο κεφάλαιο 3,
την οποία για ευκολία ξαναγράφουµε παρακάτω :

(4.27)
ζ ′(s)

ζ(s)
=
∑
n≥2

Λ(n)n−s

Αν επεκτείνουµε την Λ(n) σε ολόκληρο το R+ ϑέτοντας Λ(x) = Λ(n) για κάθε
x ∈ [n, n+ 1], τότε :

ψ(x) =
∑
x≤n

Λ(n)⇔ Λ(x) = ψ(n)− ψ(n− 1)

Εποµένως, η σχέση (4.27) γίνεται :

ζ ′(s)

ζ(s)
= lim

N→+∞

N∑
n=2

Λ(n)n−s = lim
N→+∞

N∑
n=2

(ψ(n)− ψ(n− 1)n−s =

(4.28) = lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n)n−s − lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n− 1)n−s

Αλλάζουµε δείκτη στην άθροιση του δεύτερου ορίου κι έχουµε :

lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n)n−s − lim
N→+∞

N−1∑
n=1

ψ(n)(n+ 1)−s

= lim
N→+∞

(
ψ(N)N−s +

N−1∑
n=2

ψ(n)n−s −
N−1∑
n=2

ψ(n)(n+ 1)−s − ψ(2)2−s

)
=

= lim
N→+∞

N−1∑
n=2

ψ(n)(n−s − (n+ 1)−s) + lim
N→+∞

N−sψ(N)− ψ(1)2−s
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΄Οµως ψ(1) = Λ(1) = 0 και
(4.29)

ψ(N) =
∑
n≤N

Λ(n) ≤
∑
n≤N

Λ(N) ≤
∑
n≤N

ln(N) = ln(N)
∑
n≤N

1 = N ln(N)

Εποµένως, η παραπάνω σχέση γίνεται :

ψ(N)

N s
≤ N lnN

N s
= N1−s lnN → 0, καθώς N →∞

δεδοµένου ότι το s > 1. Συνολικά, καταλήγουµε στη σχέση :

ζ ′(s)

ζ(s)
= lim

N→∞

N∑
n=2

ψ(n)(n−s − (n+ 1)−s) =

= − lim
N→∞

N∑
n=2

ψ(n)

∫
nn+1 d

dx
x−sds = − lim

N→∞

N∑
n=2

ψ(n)

∫ n+1

n

d

dx
x−sds =

(4.30) = − lim
N→∞

∫ ∞
0

ψ(x)(−s)x−s−1dx =

∫ ∞
0

ψ(x)x−s−1dx.

Στη συνέχεια, ϑα χρησιµοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό Mellin. Βάσει,
λοιπόν, των προηγουµένων έχουµε :

(ln ζ(s))′ = −sM[ψ;−s]

Αντιστρέφοντας την παραπάνω σχέση καταλήγουµε στο επόµενο λήµµα :

Λήµµα 4.5.2. Ισχύει :

ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds, ∀σ ∈ (1,∞)

Απόδειξη. Από το λήµµα 4.5.1 ισχύει

(ln ζ(s))′ = −sM[ψ;−s]⇒M−1

[
(ln ζ(s))′

s
;x

]
= −M−1[M[ψ;−s];x]⇒

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

(ln ζ(s))′

s
x−sds = −M−1[M[ψ(s);−s];x]
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Με την αλλαγή µεταβλητής από s σε −s παίρνουµε :

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

(ln ζ(s))′

s
xsd(−s)⇒

(4.31) ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds

Θεώρηµα 4.5.3. ΄Εστω :

ψ1(x) =

∫ x

1

ψ(t)dt

τότε :

ψ1(x)

x2
= − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(
xs−1

s+ 1
− x−2

s+ 1

)
, ∀σ(1,+∞)

Απόδειξη. Απότο λήµµα 4.5.2 έχουµε :

ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds.

Επιπλέον, από τη σχέση (4.4):

ψ1(x) =

∫ x

1

ψ(t)dt = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(∫ x

0

tsdt

)
dt.

Με εναλλαγή των δυο ολοκληρωµάτων παίρνουµε :

− 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(∫ x

0

tsdt

)
dt =

(4.32) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(
xs+1

s+ 1
− 1

s+ 1

)
ds.

∆ιαιρώντας µε x2 λαµβάνουµε το Ϲητούµενο.

Λήµµα 4.5.4. Ισχύει : ∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

ds

s+ 1
= 0
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Απόδειξη. Θέτοντας s = σ + it παίρνουµε :∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

ds

s+ 1
=

= lim
T→+∞

∫ T

−T

ζ ′(σ + it)

(σ + it)ζ(σ + it)

idt

(σ + it+ 1)
.

Θέτουµε :

I(t) =

∫ T

−T

ζ ′(σ + it)

(σ + it)ζ(σ + it)

idt

(σ + it+ 1)
=

i

(∫ T

−T

1

(σ + it)(σ + it+ 1)
(ln(ζ(σ + it)))′dt

)
=

= i

(
ln ζ(σ + it)

(σ + it)(σ + it+ 1)

∣∣∣∣T
−T

+

(4.33)
∫ T

−T

(2σ + 1)i− 2t

((σ + it)(σ + 1 + it))2
ln(ζ(σ + it))dt

)
= i(I1(T ) + I2(T ))

Θα δουλέψουµε µε καθένα από τα ολοκληρώµατα ξεχωριστά. Για το πρώτο
ολοκλήµωµα ισχύει :

I1(T ) =
ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + iT + 1)
− ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ − iT + 1)

Επιπλέον, για το πρώτο ολοκλήρωµα µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε
την ισχύ των παρακάτω ανισοτήτων :

|σ + iT | ≥ ||σ|+ T ||, |σ − iT | ≥ ||σ|+ T ||

και
|σ + iT + 1| ≥ ||σ|+ T |+ 1|, |σ − iT + 1| ≥ ||σ|+ T | − 1|,

για την απόδειξη των οποίων χρησιµοποιήσαµε την αντίστροφη τριγωνοµετρι-
κή ταυτότητα |x+ y| ≥ ||x| − |y||. ΄Αρα :

(4.34)
1

|σ + iT ||σ + iT + 1|
≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)2

και
1

|σ − iT ||σ − iT + 1|
≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)2
.
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ln(1 + x)
∑
n≥1

(−1)n+1xn, ∀x |x| < 1.

Από τη σχέση του Euler µπορούµε να υπολογίσουµε ότι :

ln ζ(s) = −
∑
p

ln(1 + p−s)

Αν s = σ + it, τότε :

log(1 + p−σ−it) =
∑
n≥1

(−1)n+1p−nσ−it

ln ζ(σ + it) = −
∑
p

∑
n≥1

(−1)n+1p−nσ−it

Αν πάρουµε το µέτρο της παραπάνω σχέσης, έχουµε :

| ln ζ(σ + it)| =
∑
p

∑
n≥1

| exp(−n(σ + it) log p)| =

=
∑
p

∑
n≥1

| exp(−nσ ln p) exp(−nit ln p)| =

=
∑
p

∑
n≥1

| exp(−nσ ln p)|| exp(−nit ln p)| =

(4.35)
∑
p

∑
n≥1

p−nσ ≤
∑
m≥1

m−σ = C(σ) < +∞

όπου το σ > 1 και C(σ) µια σταθερά που εξαρτάται µόνο από το σ και το
| exp(−nit ln p)| να ισούται πάντα µε µονάδα. Εποµένως :

|I1(T )| =
∣∣∣∣ ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + iT + 1)
− ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ − iT + 1)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + iT + 1)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ − iT + 1)

∣∣∣∣ ≤
(4.36) ≤ 2C(σ)2

(|σ| − |T | − 1)2

Συνεπώς I1(T ) → 0. Με παρόµοιο τρόπο ϑα δουλέψουµε τώρα και στο
δεύτερο ολοκλήρωµα.
Θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι τη σχέση (4.34), καθώς :

1

(|σ + iT ||σ + iT + 1|)2
=

1

|σ + iT ||σ + iT + 1|
1

|σ + iT ||σ + iT + 1|
≤
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≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)
1

(||σ| − |T | − 1|)
=

(4.37) =
1

(||σ| − |T | − 1|)4

΄Οµοια, ϑα χρησιµοποιήσουµε ξανά τη (4.35). Για −T ≤ t ≤ T και καθώς
η συνάρτηση του λογαρίθµου είναι αύξουσα και καθώς στη σχέση (4.35) που
αποδείξαµε η σταθερά εξαρτάται µονάχα από το σ, ισχύει :

(4.38) | ln ζ(σ + it)| ≤ | ln(σ + iT )| ≤ C(σ)

Επιπλέον :

(4.39) |2σi+ i− 2t| ≤ ||2σ + i|+ |2t|| = |2σ + 1 + |2t|| ≤ |2σ + 1 + 2T |

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.35), (4.38) και (4.39) στο ολοκλήρωµα I2(T )
παίρνουµε : ∣∣∣∣∫ T

−T

(2σ + 1)i− 2t

((σ + it)(σ + 1 + it))2
ln ζ(σ + it)dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ T

−T

∣∣∣∣ (2σ + 1)i− 2t

((σ + it)(σ + 1 + it))2
ln ζ(σ + it)dt

∣∣∣∣ =

(4.40) = C(σ)
|2σ + 2T + 1|
|σ + T − 1|4

(T − (−T ))

για σ, T > 0. ∆ηλαδή :

(4.41) C(σ)
|4Tσ + 2T + 4T 2|
|σ + T − 1|4

Η ποσότητα στον αριθµητή εµπεριέχει δύναµη του T µικρότερη από αυτή του
παρονοµαστή. ∆ια τούτο, στέλνοντας το T στο άπειρο, το κλάσµα I2(T ) ϑα
τείνει στο µηδέν. Συνεπώς, καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 4.5.5. Ισχύει η σχέση :

(4.42)
ψ(x)

x2
= − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

xs−1

s(s+ 1)
ds

Απόδειξη. Συνδυάζουµε το ϑεώρηµα (4.5.3) και το λήµµα (4.5.4) και κατα-
λήγουµε στο Ϲητούµενο.
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Θεώρηµα 4.5.6. Αν c > 1 και x ≥ 1, έχουµε :

(4.43)
ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1h(s)ds

όπου

(4.44) h(s) =
1

s(s+ 1)

(
−ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1

)
Απόδειξη. Θα αποδείξουµε αρχικά ότι ισχύει η σχέση :

(4.45)
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

u−s

s(s+ 1)(s+ 2)
ds =

{ 1
2
(1− u)2 αν 0 < u ≤ 1

0 αν u > 1

Η ολοκληρωτέα ποσότητα στη σχέση (4.45) είναι ίση µε u−sΓ(s)/Γ(s + 3).
Αυτό έπεται της ιδιότητας 4 στο ϑεώρηµα 3.2.3:

Γ(s+ 3) = (s+ 2)(s+ 1)sΓ(s).

Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Cauchy ολοκληρωτικών υπολοίπων στ; ολοκλή-
ϱω ;α :

1

2πi

∫
C(R)

u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)

όπου C(R) είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα. Η ακτίνα R του κύκλου
επιλέγεται µεγαλύτερη από 4 + c, εποµένως, όλοι οι πόλοι στα σηµεία s =
0,−1,−2 ϐρίσκονται εντός του κύκλου.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα κατά µήκος καθενός εκ των κυ-
κλικών τόξων τείνει στο 0 καθώς R → ∞. Αν s = x + iy και |s| = R η
ολοκληρωτέα ποσότητα ϕράσσεται εκ των άνω από την :∣∣∣∣ u−s

s(s+ 1)(s+ 2)

∣∣∣∣ =
u−x

|s||s+ 1||s+ 2|
≤ u−c

R|s+ 1||s+ 2|

Η ανισότητα u−x ≤ u−c συνεπάγεται από το γεγονός ότι η u−x είναι µια
αύξουσα συνάρτηση του x αν 0 < u ≤ 1 και ϕθίνουσα αν u > 1. Τώρα, αν
1 ≤ n ≤ 2 έχουµε :

|s+ n| ≥ |s| − n = R− n ≥ R− 2 ≥ R

2

καθώς R > 4. Εποµένως, το ολοκλήρωµα κατά µήκος κάθε κυκλικού τόξου
ϕράσσεται από :

2πRu−c

R(1
2
R)2

= O(R2)
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Η σχέση αυτή τείνει στο µηδέν καθώς το R τείνει στο άπειρο. Αν u > 1, η
ολοκληρωτέα ποσότητα είναι αναλυτική εντός του C(R) καθώς

∫
C(R)

= 0,
ϐάσει του Θεωρήµατος Cauchy. Αν R → ∞ τότε ισχύει η σχέση (4.45) Στην
περίπτωση, τώρα, που 0 < u ≤ 1 εφαρµόζουµε το ολοκλήρωµα γύρω από
το C(R) µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των ολοκληρωτικών υπολοίπων . Η
ολοκληρωτέα ποσότητα έχει πόλους στους ακέραιους n = 0,−1,−2. ΄Ετσι :

1

2πi

∫
C(R)

u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)
ds =

2∑
n=0

Res

(
u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)
, n

)
=

=
2∑

n=0

un

Γ(3− n)
Res(Γ(s),−n) =

2∑
n=0

un(−1)n

(2− n)!n!
=

(4.46) =
1

2

2∑
n=0

(
2

n

)
(−u)n =

(1− u)2

2

Στέλνοντας το R→∞, καταλήγουµε στην ισχύ της (4.45). Χρησιµοποιώντας
τη σχέση (4.45) παίρνουµε :

1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

x−s

s(s+ 1)(s+ 2)
ds

όπου c > 0. Με αντικατάσταση του s ;ε s − 1 στο ολοκλήρωµα, κρατώντας
το c > 1 και αφαιρώντας τη σχέση από τη σχέση (4.42) καταλήγουµε στο
Ϲητούµενο.

Αν παραµετροποιήσουµε το µονοπάτι ολοκλήρωσης γράφοντας s = c+ it
ϐρίσκουµε :

xs−1 = xc−1xit = xc−1eit lnx

κι η εξίσωση (4.43) γίνεται :

(4.47)
ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
xc−1

2

∫ σ+i∞

σ−i∞
h(c+ it)eit lnxdt

Προχωρούµε δείχνοντας ότι το δεξί µέλος της (4.47) τείνει στο 0 καθώς
x → ∞. ΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, πρώτα δείχνουµε ότι µπορούµε να
ϑέσουµε c = 1 στη (4.47). Γι΄ αυτό το σκοπό, πρέπει να µελετήσουµε τη ζ(s)
στη γειτονιά της ευθείας σ = 1.
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4.6 ΄Ανω όρια για τη |ζ ′(s)| και |ζ(s)| κοντά στην ευθεία
σ = 1

Για να µελετήσουµε τη ζ(s) κοντά στη γραµµή σ = 1, ϑα χρησιµοποιήσουµε
την αναπαράσταση που προέκυψε από το ϑεώρηµα 3.5.6 και ισχύει για σ > 0:

(4.48) ζ(s) =
N∑
n=1

1

ns
+
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞
N

x− [x]

xs+1
dx

Επιπλέον, χρησιµοποιούµε τη σχέση για ζ ′(s) παραγωγίζοντας κάθε µέλος της
(4.48):

ζ ′(s) = −
N∑
n=1

lnn

ns
+ s

∫ ∞
N

x− [x] lnx

xs+1
dx−

(4.49) −s
∫ ∞
N

x− [x]

xs+1
dx− N1−s lnN

s− 1
− N1−s

(s− 1)2

Το επόµενο ϑεώρηµα χρησιµοποιεί τις σχέσεις αυτές για τον υπολογισµό των
άνω ορίων για τις |ζ ′(s)| και |ζ(s)|.

Θεώρηµα 4.6.1. Για κάθε A > 0 υπάρχει µια σταθεράM , που εξαρτάται από
το A, τέτοια ώστε :

(4.50) |ζ(s)| ≤M ln t και |ζ ′(s)| ≤M ln2 t

για κάθε s = σ + it µε σ ≥ 1/2 που ικανοποιεί τις σχέσεις :

(4.51) σ > 1− A

ln t
και t ≥ e

Απόδειξη. Αν σ ≥ 2, έχουµε |ζ(s)| ≤ z(2) και |ζ ′(s)| ≤ ζ ′(2). ΄Ετσι, οι ανισό-
τητες στη σχέση (4.50) ικανοποιούνται. Εποµένως, µπορούµε να ϑεωρήσουµε
σ < 2 και t ≥ e. Τότε, έχουµε :

|s| ≤ σ + t ≤ 2 + t < 2t και |s− 1| ≥ t

έτσι ώστε
1

|s− 1|
≤ 1/t. Με χρήση της (4.48) εκτιµούµε την |ζ(s)| και ϐρί-

σκουµε :

|ζ(s)| ≤
N∑
n=1

1

nσ
+ 2t

∫ ∞
N

1

xσ+1
dx+

N1−σ

t
=
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(4.52) =
N∑
n=1

1

nσ
+

2t

σNσ
+
N1−σ

t

Τώρα, αν το N εξαρτάται από το t, ϑεωρώντας N = [t], ϑα ισχύει N ≤ t <
N + 1 και lnn ≤ ln t αν n ≤ N . Η ανισότητα (4.51) συνεπάγεται ότι

1− σ < A

ln t

κι έτσι :
1

nσ
=

1

n
e(1−σ) lnn <

1

n
eA lnn/ ln t ≤ 1

n
eA = O

(
1

n

)
Εποµένως :

2t

σNσ
≤ N + 1

N
= O(1) και

N1−σ

t
=
N

t

1

Nσ
= O

(
1

N

)
΄Αρα:

|ζ(s)| = O

(
N∑
n=1

1

n

)
+O(1) = O(lnN) +O(1) = O(ln t)

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύει την ανισότητα για την |ζ(s)| στη σχέση (4.50).
Για την ανισότητα της |ζ ′(s)| χρησιµοποιούµε µε παρόµοιο τρόπο την (4.48).
Η µόνη ουσιώδης διαφορά είναι ότι έµφανίζεται ένας επιπλέον παράγοντας
lnN στο δεξί µέλος. ΄Οµως, lnN = O(ln t), εποµένως παίρνουµε :

|ζ ′(s)| = O(ln2 t)

στην περιοχή που µας ενδιαφέρει κι ορίσαµε παραπάνω.

4.7 Ο µη µηδενισµός της ζ(s) πάνω στη γραµµή σ = 1.

Στην ενότητα αυτή αποδεικνύουµε ότι ζ(1 + it) 6= 0 για κάθε πραγµατικό t.
Η απόδειξη ϐασίζεται σε µια ανισότητα και ϑα χρειαστεί επίσης στην επόµενη
ενότητα :

Θεώρηµα 4.7.1. Αν σ > 1, έχουµε :

(4.53) ζ3(σ)|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1

Απόδειξη. Ανακαλούµε την ταυτότητα της ζ(s) = eG(s) , που αποδείχθηκε
στην ενότητα 3.5, όπου

G(s) =
∞∑
n=2

Λ(n)

log n
n−s =

∑
p

1

mpms
, σ > 1
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Αυτό µπορεί να γραφεί ως εξής :

ζ(s) = exp

{∑
p

∞∑
m=1

1

mpms

}
= exp

{∑
p

∞∑
m=1

eimt ln p

mpmσ

}
απ΄ όπου ϐρίσκουµε :

|ζ(s)| = exp

{∑
p

∞∑
m=1

cos(mt ln p)

mpmσ

}
Εφαρµόζουµε τη σχέση αυτή επαναληπτικά µε s = σ, s = σ + it και s =
σ + 2it και λαµβάνουµε :

ζ3(σ)|ζ(σ+it)|4|ζ(σ+2it)| = exp

{∑
p

∞∑
m=1

3 + 4 cos(mt ln p) + cos(2mt ln p)

mpmσ

}
΄Οµως, ισχύει η εξής τριγωνοµετρική ανισότητα :

3 + 4 cos θ + cos 2θ ≥ 0

που προκύπτει από την ταυτότητα :

3 + 4 cos θ + cos 2θ = 3 + 4 cos θ + 2 cos2 θ − 1 = 2(1 + cos θ)2

Εποµένως, κάθε όρος στην τελευταία απειροσειρά είναι µη αρνητικός, επο-
µένως καταλήγουµε στην (4.53)

Θεώρηµα 4.7.2. Ισχύει ζ(1 + it) 6= 0 για κάθε πραγµατικό t.

Απόδειξη. Χρειάζεται µόνο να ϑεωρήσουµε ότι t 6= 0. Ξαναγράφουµε την
(4.53) στη µορφή :

(4.54) {(σ − 1)ζ(σ)}3

∣∣∣∣ζ(σ + it)

σ − 1

∣∣∣∣4 |ζ(σ + 2it)| ≥ 1

σ − 1

Αυτό ισχύει αν σ > 1. Τώρα ϑεωρούµε ότι σ → 1 στην (4.54). Ο πρώτος
παράγοντας πλησιάζει το 1 καθώς η ζ(s) έχει ολοκληρωτικό υπόλοιπο µονάδα
στον πόλο s = 1. Ο τρίτος παράγοντας τείνει στο |ζ(1 + 2it)|. Αν το ζ(1 + it)
ήταν ίσο µε µηδέν, ο µεσαίος όρος ϑα µπορούσε να γραφεί ως εξής :∣∣∣∣ζ(σ + it)− ζ(1 + it)

σ − 1

∣∣∣∣4 → |ζ ′(1 + it)|4 καθώς σ → 1

Εποµένως, αν για κάποιο t 6= 0 είχαµε ζ(1 + it) = 0, το αριστερό µέλος της
(4.54) ϑα πλησίαζε το όριο |ζ ′(1 + it)|4|ζ(1 + 2it)| καθώς σ → 1. ΄Οµως, το
δεξί µέλος τείνει στο∞ καθώς σ → 1. ΄Ετσι, καταλήγουµε σε άτοπο. Συνεπώς
η αρχική µας υπόθεση ήταν εσφαλµένη.
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4.8 Ανισότητες για τα
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ και
∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣.
Στο σηµείο αυτό εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 4.7.1 ακόµη µια ϕορά για να εξά-

γουµε τις παρακάτω ανισότητες για τα
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ και
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣.
Θεώρηµα 4.8.1. Υπάρχει ;ια σταθερά M > 0 τέτοια ώστε :∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ < M ln7 t και

∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ < M ln9 t ≤
+∞∑
n=1

lnn

n2
<∞

όπου σ ≥ 1 και t ≥ e.

Απόδειξη. Για σ ≥ 2 έχουµε :

(4.55)
∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

µ(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

1

n2
≤ ζ(2) και

∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

Λ(n)

n2

άρα οι ανισότητες ισχύουν για σ ≥ 2. Θεωρούµε τώρα ότι 1 ≤ σ ≤ 2 και
t ≥ e. Ξαναγράφουµε την ανισότητα (4.53) ως ακολούθως :

1

|ζ(σ + it)|
≤ ζ(σ)3/4|ζ(σ + 2it)|1/4

Η (σ−1)ζ(σ) είναι ϕραγµένο στο διάστηµα 1 ≤ σ ≤ 2, καθώς είναι ολόµορφη
συνάρτηση κι έστω

(4.56) (σ − 1)ζ(σ) ≤M,

όπου M µια απόλυτη σταθερά. Τότε :

ζ(σ) ≤ M

σ − 1
, αν 1 ≤ σ ≤ 2

Επιπλέον, ζ(σ + 2it) = O(log t) αν 1 ≤ σ ≤ 2 (λόγω του ϑεωρήµατος 4.6.1 ),
άρα, για 1 ≤ σ ≤ 2 έχουµε :

1

|ζ(σ + it)|
≤ M3/4(log t)1/4

(σ − 1)3/4
=
A(ln t)1/4

(σ − 1)3/4

όπου A είναι µια απόλυτη σταθερά. Εποµένως, για µια σταθερά B > 0
έχουµε :

(4.57) |ζ(σ + it)| > B(σ − 1)3/4

(ln t)1/4
, αν 1 < σ ≤ 2 και t ≥ e



64 · Αναλυτική Απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών

Η παραπάνω σχέση ισχύει µε τετριµµένο τρόπο για σ = 1. ΄Εστω a οποιοσδή-
ποτε αριθµός που ικανοποιεί την ανισότητα 1 < a < 2. Τότε, αν 1 ≤ σ ≤ a,
t ≥ e µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα (4.6.1) για να γράψουµε
:

|ζ(σ + it)− ζ(a+ it)| ≤
∫ a

σ

|ζ ′(u+ it)|du ≤ (a− σ)M ln2 t ≤ (a− 1)M log2 t

Βάσει της τριγωνικής ανισότητας :

|ζ(σ + it)| ≥ |ζ(a+ it)| − |ζ(σ + it)− ζ(a+ it)| ≥

|ζ(a+ it)| − (a− 1)M ln2 t ≥ B(a− 1)3/4

(log t)1/4
− (a− 1)M ln2 t

Το παραπάνω ισχύει αν 1 ≤ σ ≤ a κι από τη σχέση (4.57) ισχύει επίσης αν
a ≤ σ ≤ 2 καθώς (σ − 1)3/4 ≥ (a − 1)3/4. Με άλλα λόγια, αν 1 ≤ σ ≤ 2 και
t ≥ e έχουµε την ανισότητα

|ζ(σ + it)| ≥ B(a− 1)3/4

(log t)1/4
− (a− 1)M ln2 t

για κάθε a που ικανοποιεί την 1 < a < 2. Ας ϑεωρήσουµε, τώρα, ότι το a
εξαρτάται από το t κι ας διαλέξουµε ένα a τέτοιο ώστε ο πρώτος όρος στο δεξί
µέλος να είναι διπλάσιος του δεύτερου. Αυτό συµβαίνει, όταν :

a = 1 +

(
B

2M

)
1

(ln t)9

Προφανώς a > 1 κι επίσης a < 2 αν t ≥ t0 για κάποιο t0. ΄Αρα, αν t ≥ t0 και
1 ≤ σ ≤ 2, έχουµε :

|ζ(σ + it)| ≥ (a− 1)M ln2 t =
C

(ln t)7

Η ανισότητα ισχύει ακόµη και για διαφορετικό C αν e ≤ t ≤ t0. Αυτό
αποδεικνύει ότι |ζ(s)| ≥ C log−7 t, για κάθε σ ≥ 1, t ≥ e που µας δίνει
ένα άνω όριο για το

∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣. Για να πάρουµε την ανισότητα για το
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣,
εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 4.6.1. Η µόνη διαφορά που ϑα συναντήσουµε
είναι η ύπαρξη ενός επιπλέον όρου log2 t.

4.9 Ολοκλήρωση της απόδειξης του Θεωρήµατος των Πρώ-
των Αριθµών.

Στο σηµείο αυτό είµαστε σχεδόν έτοιµοι να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του
Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών.
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Σχήµα 4.1

Θεώρηµα 4.9.1. Η συνάρτηση

F (s) = −ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1

είναι αναλυτική στο s− 1.

Απόδειξη. Από το λήµµα 2.6.5 η − ζ′(s)
ζ(s)

έχει έναν πόλο πρώτης τάξης στο 1 µε
υπόλοιπο 1, όπως και η 1

s−1
. Εποµένως η διαφορά τους είναι αναλυτική στο

s = 1.

Θεώρηµα 4.9.2. Για x ≥ 1 έχουµε :

ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2π

∫ +∞

−∞
h(1 + it)eit lnxdt

όπου το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ |h(1 + it)|dt συγκλίνει. Ισχύει :

(4.58) ψ1(x) ∼ x2

2

Συνεπώς :
ψ(x) ∼ x, καθώς x→

Απόδειξη. Στο ϑεώρηµα 4.5.6 αποδείξαµε ότι αν c > 1 και x ≥ 1, ισχύει :

ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
xs−1h(s)ds

όπου

h(s) =
1

s(s+ 1)

(
−ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1

)
Το πρώτο πράγµα που πρέπει να κάνουµε είναι να αποδείξουµε ότι µπο-

ϱούµε να µετακινήσουµε το µονοπάτι ολοκλήρωσης στη γραµµή σ = 1. Για
να το κάνουµε αυτό εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Cauchy 2.6.10 στο ορθογώνιο
R που ϕαίνεται στο σχήµα 4.1. Το ολοκλήρωµα του xs−1h(s) γύρω από το R
είναι 0, καθώς η ολοκληρωτέα ποσότητα είναι αναλυτική στο εσωτερικό του R.
Τώρα, δείχνουµε ότι τα ολοκληρώµατα κατά µήκος των οριζόντιων τµηµάτων
τείνουν στο 0 καθώς T → ∞. Καθώς η ολοκληρωτέα ποσότητα έχει την ίδια
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απόλυτη τιµή στα συζυγή σηµεία, αρκεί να µελετήσουµε µόνο το άνω τµήµα
t ∈ [0, T ]. Σ΄ αυτό το τµήµα ισχύουν οι προσεγγίσεις :∣∣∣∣ 1

s(s+ 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

T 2
και

∣∣∣∣ 1

s(s+ 1)(s− 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

T 3
≤ 1

T 2

Επίσης, υπάρχει µια σταθερά M τέτοια ώστε
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣ ≤ M ln2 t αν σ ≥ 1 και
t ≥ e. ΄Αρα, αν T ≥ e, έχουµε :

|h(s)| ≤ M ln2 T

T 2

έτσι ώστε :∣∣∣∣∫ e

1

xs−1h(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ e

1

xc−1M ln9 t

T 2
dσ = Mxc−1M ln9 t

T 2
(c− 1)

Εποµένως, τα ολοκληρώµατα κατά µήκος των οριζόντιων τµηµάτων τείνουν
στο 0 καθώς το T τείνει στο άπειρο. ΄Ετσι, εχόυµε :∫ c+i∞

c−i∞
xs−1h(s)ds =

∫ 1+i∞

1−i∞
xs−1h(s)ds

Στη γραµµή σ = 1 γράφουµε s = 1 + it για να λάβουµε τη σχέση :

1

2πi

∫ 1+∞i

1−∞i
h(s)xs−1ds =

1

2π

∫ +∞

−∞
h(1 + it)eit log xdt

Στο σηµείο αυτό, παρατηρούµε ότι :∫ +∞

−∞
|h(1 + it)|dt =

∫ −e
−∞
|h(1 + it)|dt+

∫ +e

−e
|h(1 + it)|dt+

∫ +∞

+e

|h(1 + it)|dt

Στο τρίτο ολοκλήρωµα έχουµε :

|h(1 + it)| ≤ M log9 t

t2

άρα, το
∫∞
e
|h(1 + it)|dt συγκλίνει. Με παρόµοιο τρόπο συγκλίνει το πρώτο

ολοκλήρωµα. Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε το λήµµα Riemann-
Lebesgue για να λάβουµε :

ψ1(x) ∼ x2

2

Από το Θεώρηµα 4.4.3 αυτό συνεπάγεται ψ(x) ∼ x, καθώς x→∞. Με αυτό
έχουµε ολοκληρώσει την απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών.
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