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Πρόλογος

H εργασία με τίτλο ’Διαφορικές Μορφές’ έγινε στα πλαίσια του προ-
γράμματος μεταπτυχιακών σπουδών του Πανεπιστημίου Αιγαίου και αποτελεί τη
μεταπτυχιακή μου διατριβή για την απόκτηση τίτλου Master στα Mαθηματικά.

Η Κλασσική Διαφορική Γεωμετρία έχει ως αντικείμενο τη μελέτη των Κα-
μπυλών και Επειφανειών του Rn,n = 2, 3 και ως κύριο εργαλείο χρησιμοποιεί τον
Διαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογισμό.

Η εργασία που καθιέρωσε τη Διαφορική Γεωμετρία ως ανεξάρτητο κλάδο
της Μαθηματικής Επιστήμης ήταν η ”Disquisitiones generales circa superficies
curvas” (Γενική μελέτη των καμπυλών επιφανειών) του C. F. Gauss (1827) στην
οποία αποδεικνυόταν το περίφημο Θεώρημα Egregium (Θαυμαστό Θεώρημα)
σύμφωνα με το οποίο υπάρχουν ιδιότητες των γεωμετρικών αντικειμένων που δεν
εξαρτώνται από τον περιβάλλοντα χώρο στον οποίο είναι εμβαπτισμένα. Το Θεώ-
ρημα αυτό οδήγησε αργότερα (1854) τον G. B. Riemann να θεωρήσει στην Υφη-
γεσία του, που παρουσιάσθηκε στο Πανεπιστήμιο του Gottingen αφηρημένα γε-
ωμετρικά αντικείμενα τα οποία αργότερα ονομάστηκαν πολλαπλότητες τα οποία
δεν ήταν αναγκαία εμβαπτισμένα σε κάποιο Ευκλείδιο χώρο.

Η θεωρία τωνΔιαφορίσιμωνΠολλαπλοτήτων, που στη συνέχεια αναπτύχθηκε,
αποτελεί τη σύγχρινη μορφή της Διαφορικής Γεωμετρίας και είναι ένας από τους
βασικούς άξονες έρευνας, τόσο σταΜαθηματικά όσο και στη Θεωρητική Φυσική.

H εργασία αυτή ξεκινά με το εδάφιο που έχει τίτλο ”Eισαγωγή” και στο οποίο
παρουσιάζονται συνοπτικά γνώσεις από τοπολογία, απειροστικούς λογισμούς και
άλγεβρα που απαιτούνται για την παρουσίαση του κύριου μέρους της διατριβής.

Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας, ορίζονται οι έννοιες διαφορίσιμη πολλα-
πλότητα, διαφορίσιμη απεικονίση, εφαπτόμενο διάνυσμα,το διαφορικό μιας απει-
κόνισης, εμβάπτιση, εμφύτευση, υποπολλαπλότητα, διανυσματικό πεδίο, εφαπτό-
μενη δέσμη και αναφέρουμε κάποια βασικά αποτελεσματα για τον διαμερισμό της
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Πρόλογος 3

μονάδας, επίσης για όλα τα παραπάνω δίνουμε διάφορα παραδείγματα.
Στο δεύτερο κεφάλαιο εισάγονται οι διαφορικές μορφές στον Rn και σε μια

διαφορίσιμη πολλαπλότητα και η εργασία ολοκληρώνεται με την απόδειξη του
σημαντικού θεωρήματος που μετατρέπει διαφορικές k-μορφές σε διαφορικές k+1-
μορφές.

Eυχαριστώ τον Eπιβλέποντα Kαθηγητή κ. Χαράλαμπο Τσιχλιά καθώς και τα
άλλα δύο μέλη της Tριμελούς Eπιτροπής Kρίσης της μεταπτυχιακής διατριβής,
Kαθηγητές κ.κ. Ευστράτιο Πρασίδη και Χαράλαμπο Κορνάρο για τις ουσιαστικές
παρατηρήσεις και διορθώσεις στο κείμενο.

Eπίσης, ευχαριστώ όλους τους καθηγητές του Tμήματος Mαθηματικών του
Πανεπιστημίου Αιγαίου για τη βοήθεια που μου παρείχαν καθόλη τη διάρκεια
των μεταπτυχιακών μου σπουδών.

Tέλος, ευχαριστώ τους γονείς μου Βασίλειο και Μαρία, τα αδέρφια μου Χρυ-
σούλα, Αλίκη και Αλέξανδρο καθώς και όλους μου τους φίλους για την απεριό-
ριστη συμπαραστασή τους, χωρίς την οποία η εργασία αυτή θα ήταν αδύνατο να
ολοκληρωθεί.



Eισαγωγή

Τοπολογία ή Τοπολογική δομή επι ενός συνόλου X , ∅ λέγεται μια οικο-
γένεια υποσυνόλων T του X που ικανοποιούν τα ακόλουθα αξιώματα:
(i) Το σύνολο X και το κενό σύνολο ∅ ανήκουν στην οικογένεια T
(ii) Η ένωση οποιουδήποτε πλήθους συνόλων της T , ανήκει στην T . Δηλαδή αν
AiϵT τότε

⋃
iϵI AiϵT

(iii) Η τομή πεπερασμένου πλήθους συνόλων της T ανήκει στην T . Δηλαδή αν
A1, A2, · · · , AkϵT τότε A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ AkϵT
Το ζεύγος (X,T ) λέγεται τοπολογικός χώρος. Τα σύνολα της τοπολογίας T λέγο-
νται ανοικτά σύνολα του X. Δηλαδή ένα σύνολο A ⊆ X λέγεται ανοικτό αν και
μόνο αν AϵT . Ένα σύνολο K ⊆ X λέγεται κλειστό αν και μόνο αν KcϵT .

Μια οικογένεια B ανοικτών υποσυνόλων του X λέγεται βάση για την τοπολο-
γία T αν και μόνο αν:
• Κάθε ανοικτό σύνολο AϵT είναι ένωση στοιχείων της B.
Ισοδύναμα λέμε πώς η B ⊆ T είναι μια βάση για την T αν και μόνο αν
• Για κάθε σημείο P που ανήκει σε κάποιο ανοικτό σύνολο AϵT υπάρχει CϵB
τέτοιο ώστε PϵC ⊆ A.

Μια βάση B ενός τοπολογικού χώρου X λέγεται αριθμήσιμη αν τα μέλη της B
μπορούν να αριθμηθούν δηλαδή μπορούν να τεθούν σε αμφιμονότιμη απεικόνιση
με τους φυσικούς αριθμούς.

Ένας τοπολογικός χώρος X λέγεται T2-χώρος ή χώρος Hausdorff αν για κάθε
ζεύγος σημείων του x, yϵX με x , y υπάρχουν περιοχές Vx και Vy των x και y
αντίστοιχα με Vx ∩Vy = ∅.Για παράδειγμα οι Ευκλείδιοι τοπολογικοί χώροι R και
Rn είναι χώροι Hausdorff.

Έστω X ένας τοπολογικός χώρος και K = {Xi}iϵI μια οικογένεια υποχώρων του
X. Κάλυψη του χώρου X λέγεται η οικογένεια K αν X ⊆ ⋃

iϵI Xi και ειδικότερα
λέγεται:
• κλειστή κάλυψη αν κάθε μέλος της K είναι κλειστό σύνολο του X ή
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Eισαγωγή 5

• ανοικτή κάλυψη αν κάθε μέλος της K είναι ανοικτό σύνολο του X.
Αν μια πεπερασμένη υποκλάση της κλάσης K = {Xi}iϵI είναι επίσης κάλυψη

του X δηλαδή αν υπάρχουν Xi1, Xi2, · · · , XikϵK τέτοια ώστε X ⊆ Xi1∪Xi2∪· · ·∪Xik

τότε λέμε ότι η κλάση K ανάγεται σε μια πεπερασμένη ανοικτή υποκάλυψη.
Ένας τοπολογικός χώρος (X,T ) λέγαται συμπαγής όταν κάθε ανοικτή κάλυψη

του X έχει πεπερασμένη υποκάλυψη.
Έστω A τυχαίο υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου X ονομάζουμε εσωτερικό

του A το σύνολο που είναι η ένωση όλων των ανοικτών υποσυνόλων του X που
περιέχονται στο A και το συμβολίζουμε με Ao.

Ονομάζουμε κάλυμμα ενός υποσυνόλου A του τοπολογικού χώρου X την τομή
όλων των κλειστών υποσυνόλων του X τα οποία είναι υπερσύνολα του A και το
συμβολίζουμε με Ā.

Ονομάζουμε σύνορο του A το ∂A = Ā − Ao. Ένα σύνορο A θα λέγεται πυκνό
στο T όταν το Ā = X.

Έστω ένας τοπολογικός χώρος X με τοπολογία T και Y ⊆ X στο Y ορίζουμε
μια τοπολογία T

′ ως εξής T
′
= {A ∩ Y : AϵT }. Η T

′ λέγεται σχετική τοπολο-
γία ή επαγώμενη τοπολογία στο Y . Ο τοπολογικός χώρος Y λέγεται τοπολογικός
υπόχωρος ή απλά υπόχωρος του τοπολογικού χώρου X.

Έστω A υποσύνολο του τοπολογικού χώρου X. Το A θα λέγεται συμπαγές όταν
το A είναι συμπαγής τοπολογικός χώρος με τη σχετική τοπολογία από το X.

Αν ο τοπολογικός χώρος X είναι Hausdorff τότε και κάθε τοπολογικός υποχω-
ρός του είναι Hausdorff.

Ένας τοπολογικός χώρος λέγεται συνεκτικός όταν δεν μπορεί να γραφεί ως
ένωση δυο ξένων μη κενών ανοικτών συνόλων.

Έστω ένα μη κενό σύνολο X. Μια μετρική στο X είναι μια συνάρτηση

d : X × X −→ R

η οποία έχει τις εξής ιδιότητες:
(i) d(x, y) ≥ 0, για κάθε x, yϵX.
(ii) d(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y.
(iii) (συμμετρική ιδιότητα) d(x, y) = d(y, x), για κάθε x, yϵX.
(iv) (τριγωνική ιδιότητα) Για κάθε x, y, zϵX ισχύει: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
Το ζευγάρι (X, d) ονομάζεται μετρικός χώρος και τα στοιχεία ενός μετρικού χώρου
ονομάζονται σημεία του μετρικού χώρου. Αν x, yϵX ο αριθμός d(x, y) λέγεται και
η απόσταση του x από το y.



Eισαγωγή 6

Έστω X ένας μετρικός χώρος και θεωρούμε στο X την οικογένεια B η οποία
περιέχει τις ανοικτές μπάλες B(m, r) = {xϵX : d(x,m) ≤ r} δηλαδή με κέντρο
mϵX και ακτίνα r ≥ 0. Από την B προκύπτει μια τοπολογία η οποία έχει ως βάση
τοπολογίας την B. Αυτή την τοπολογία την ονομάζουμε μετρική τοπολογία.

Για τον Rn = {(x1, x2, · · · , xn) : xiϵR} ορίζουμε d : Rn × Rn −→ R με

d(x, y) =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + · · · + (yn − xn)2

η d είναι μια απόσταση και ο Rn εφοδιασμένος με αυτή την απόσταση είναι με-
τρικός χώρος. Ο Rn εφοδιασμένος με τη μετρική τοπολογία την οποία θα την ονο-
μάζουμε συνήθη τοπολογία ή ευκλείδια τοπολογία στον Rn θα λέγεται ευκλείδιος
χώρος.

Έστω X,Y δυο τοπολογικοί χώροι και θεωρούμε E, F ανοικτά σύνολα των X
και Y αντίστοιχα. Έστω B η οικογένεια όλων των E×F, από την B προκύπτει μια
τοπολογία στο καρτεσιανό γινόμενο X × Y η οποία έχει ως μια βάση της την B.
Την τοπολογία αυτή την ονομάζουμε τοπολογία γινόμενο στον X × Y .

Αν B1,B2 είναι δύο βασείς των τοπολογικών χώρων X,Y αντίστοιχα τότε η
οικογένεια που περιέχει όλα τα σύνολα της μορφής U × V με UϵB1,VϵB2 είναι
μια βάση της τοπολογίας γινόμενο στον X × Y .

Έστω X,Y δύο τοπολογικοί χώροι και A μη κενό ανοικτό υποσύνολο του X.
Αν xϵA η απεικόνιση f : A ⊆ X −→ Y λέγεται συνεχής συνάρτηση στο σημείο x
όταν για κάθε περιοχή V του σημείου f (x) υπάρχει περιοχή U του x τέτοια ώστε
f (U) ⊆ V . Όταν η f είναι συνεχής για κάθε xϵA θα λέγεται συνεχής συνάρτηση.
Ισχύει ότι η f : A ⊆ X −→ Y είναι συνεχής συνάρτηση αν και μόνο αν η f −1(V)
είναι ανοικτό υποσύνολο του X για κάθε ανοικτό V του Y .

Η f : A ⊆ X −→ Y λέγεται ανοικτή όταν για κάθε ανοικτό σύνολο του X το
f (U) είναι ανοικτό του Y .

Μια f : X −→ Y θα λέγεται ομοιομορφισμός όταν είναι 1-1, επί, συνεχής και
ανοικτή. Το ανοικτή σε αυτή την περίπτωση είναι ισοδύναμο με το ότι η f −1 είναι
συνεχής.

Έστω X1, X2, · · · , Xn τοπολογικοί χώροι και ο τοπολογικός χώρος X1 × X2 ×
· · · × Xn με την τοπολογία γινόμενο τότε ονομάζουμε προβολή πi την απεικόνιση
πi : X1 × X2 × · · · × Xn −→ Xi με τύπο πi(x1, x2, · · · , xn) = xi όπου i = 1, 2, · · · , n.
Οι προβολές είναι συνεχείς απεικονίσεις.

Έστω X, X1,Y,Y1 τοπολογικοί χώροι και f : X −→ X1, g : Y −→ Y1 ομοιο-
μορφισμοί τότε η απεικόνιση f × g : X × Y −→ X1 × Y1 είναι ομοιομορφισμός με
τύπο ( f × g)(P,Q) = ( f (P), g(Q)).
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Έστω A ένα μη κενό υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου X τότε η συνάρτηση
f : A ⊆ X −→ Y θα λέγεται συνεχής όταν η f : A −→ Y είναι συνεχής, σε αυτή
την περίπτωση το A ορίζεται με τη σχετική τοπολογία του χώρου X.

Έστω η απεικόνιση f : X −→ Y η οποία είναι συνεχής και A ⊆ X τότε
f |A : A −→ Y είναι συνεχής απεικόνιση.

Η απεικόνιση f : Rm −→ Rn είναι συνεχής αν και μόνο αν οι συναρτήσεις
fi : Rm −→ R με τύπο fi = πi ◦ f όπου i = 1, 2, · · · , n είναι συνεχείς.

Ένα υποσύνολο τουRm είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι κλειστό και φραγ-
μένο.

Έστω ότι το A είναι ένα συμπαγές υποσύνολο ενός τοπολογικου χώρου X και
f : X −→ Y είναι συνεχής απεικόνιση τότε η εικόνα f (A) είναι συμπαγές υποσύ-
νολο του Y .

Έστω ένα ανοικτό σύνολο A ⊆ Rn και μια συνάρτηση f : A −→ R με āϵA. Η f
θα λέγεται διαφορίσιμη στο āϵA αν υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι της f δηλαδή
∂ f
∂x1

(ā), ∂ f
∂x2

(ā), · · · , ∂ f
∂xn

(ā) και αν η συνάρτηση φ(h̄) = f (ā+ h̄)− f (ā)−
n∑

i=1

∂ f
∂xi

(ā)hi

η οποία ορίζεται ∀h̄ = (h1, h2, · · · , hn) με (ā + h̄)ϵA πληρεί την σχέση lim
h̄→0̄

φ(h̄)
‖h̄‖ = 0.

Έστω ένα ανοικτό σύνολο A ⊆ Rn και μια συνάρτηση f : A −→ R τότε
αν x0ϵA η f θα λέγεται διαφορίσιμη k-τάξεως στο x0 ή ότι είναι Ck στο x0 όταν
υπάρχουν οι παράγωγοι μέχρι k-τάξεως και είναι συνεχείς με το k = 1, 2, · · · .

Αν η συνάρτηση f είναι διαφορίσιμη k-τάξεως σε κάθε σημείο του συνόλου
A τότε θα λέγεται διαφορίσιμη k-τάξεως στο σύνολο A. Στην περίπτωση όπου το
k = ∞ η συνάρτηση f θα λέγεται διαφορίσιμη ή λεία.

Μια συνάρτηση f : Rm −→ Rn θα λέγεται διαφορίσιμη ή λεία όταν οι συναρ-
τήσεις πi ◦ f : Rm −→ R είναι διαφορίσιμες ή λείες όπου η πi : Rn −→ R με τύπο
πi(x1, x2, · · · , xn) = xi και i = 1, 2, · · · , n.

Έστω A, B ανοικτά υποσύνολα του Rm μια συνάρτηση f : A −→ B θα λέγεται
αμφιδιαφόριση αν είναι 1-1, επί, διαφορίσιμη ή λεία και η αντιστροφή της είναι
επίσης διαφορίσιμη ή λεία. Σε αυτή την περίπτωση τα σύνολα A, B θα λέγονται
αμφιδιαφορικά.

Η σύνθεση διαφορίσιμων ή λείων συναρτήσεων είναι διαφορίσιμη ή λεία συ-
νάρτηση. Επίσης ο περιορισμός μιας διαφορίσιμης ή λείας συνάρτησης σε ένα
ανοικτό υποσύνολο του πεδίου ορισμού τους είναι διαφορίσιμη ή λεία συνάρτηση.

Αν P είναι ένα σημείο του πεδίου ορισμού της διαφορίσιμης ή λείας συνάρτη-
σης f : A ⊆ Rm −→ Rn τότε ορίζουμε τον Ιακωβιανό πίνακα της f στο σημείο P
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να είναι ο πίνακας:

JP( f ) =


∂ f1
∂x1
|P ∂ f2

∂x1
|P · · · ∂ fn

∂x1
|P

∂ f1
∂x2
|P ∂ f2

∂x2
|P · · · ∂ fn

∂x2
|P

· · · · · · · · · · · ·
∂ f1
∂xm
|P ∂ f2

∂xm
|P · · · ∂ fn

∂xm
|P


Μια διαφορίσιμη ή λεία απεικόνιση f : A ⊆ Rm −→ Rn λέγεται τοπική αμφι-

διαφόριση αν για κάθε PϵA υπάρχει περιοχή U του P τέτοια ώστε η f |U περιορι-
σμένη στο U να είναι αμφιδιαφόριση επι του f (U).

Έστω A ανοικτό υποσύνολο του Rn μια συνάρτηση f : A −→ Rn θα λέγεται
τοπικά αντιστρέψιμη στο σημείο ξ̄ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)ϵA όταν υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε αν A = {x̄ = (x1, x2, · · · , xn) : ‖x̄ − ξ̄‖ < δ} τότε η f : A −→ Rn να είναι 1-1.

(Θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης στον Rn). Έστω f : A −→ Rn μια δια-
φορίσιμη ή λεια απεικόνιση ορισμένη σε ένα ανοικτό υποσύνολο A του Rn και
έστω PϵA. Τότε η f είναι τοπικά αντιστρέψιμη στο P αν και μόνο αν η Ιακωβιανή
ορίζουσα είναι μη μηδενικη δηλαδή det( ∂ fi

∂x j
) , 0.

(Πρώτο θεώρημα πεπλεγμένων συναρτήσεων). Έστω f : A −→ Rn μια δια-
φορίσιμη ή λεια απεικόνιση ορισμένη σε ένα ανοικτό υποσύνολο A του Rm με
m ≤ n, 0ϵA και f (0) = 0. Αν ο Ιακωβιανος πίνακας της f έχει μέγιστη βαθ-
μίδα στο σημείο 0 (δηλαδή m) τότε υπάρχει αμφιδιαφόριση g γύρω από το 0
έτσι ώστε να ισχύει η σχέση (g ◦ f )(x) = i(x) όπου i : Rm −→ Rn με τύπο
i(x1, x2, · · · , xm) = (x1, x2, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0) (δηλαδή υπάρχουν n −m μηδενικά).

(Δεύτερο θεώρημα πεπλεγμένων συναρτήσεων). Έστω f : A −→ Rn μια δια-
φορίσιμη ή λεια απεικόνιση ορισμένη σε ένα ανοικτό υποσύνολο A τουRm μεm ≤
n, 0ϵA και f (0) = 0. Αν ο Ιακωβιανος πίνακας της f έχει μέγιστη βαθμίδα στο ση-
μείο 0 (δηλαδή n) τότε υπάρχει αμφιδιαφόριση g γύρω από το 0 έτσι ώστε να ισχύει
η σχέση ( f ◦ g)(x) = π(x) όπου π(x1, x2, · · · , xm, xm+1, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xm).

Σώμα είναι ένα σύνολο K εφοδιασμένο με δύο πράξεις την πρόσθεση και τον
πολλαπλασιασμό οι οποίες ικανοποιούν τα αξιώματα σώματος:
1. Αξιώματα της πρόσθεσης:
(α1) Εάν a, bϵK τότε (a + b)ϵK.
(α2) Η πρόσθεση είναι μεταθετική: a + b = b + a,∀a, bϵK.
(α3) Η πρόσθεση είναι προσεταιριστική: (a + b) + c = a + (b + c),∀a, b, cϵK.
(α4) Το K περιέχει ένα στοιχείο το 0, έτσι ώστε 0 + a = a,∀aϵK.
(α5) Σε κάθε στοιχείο aϵK αντιστοιχεί ένα στοιχείο (−a)ϵK έτσι ώστε a+(−a) = 0.
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2. Αξιώματα του πολλαπλασιασμού:
(β1) Εάν a, bϵK τότε (a · b)ϵK.
(β2) Ο πολλαπλασιασμός είναι μεταθετικός: a · b = b · a,∀a, bϵK.
(β3) Ο πολλαπλασιασμός είναι προσεταιριστικός: (a · b) · c = a · (b · c),∀a, b, cϵK.
(β4) Το K περιέχει ένα στοιχείο το 1 με 1 , 0 έτσι ώστε 1 · a = a,∀aϵK.
(β5) Σε κάθε aϵK με a , 0 αντιστοιχίζεται ένα στοιχείο 1

aϵK έτσι ώστε a · 1
a = 1.

3. Επιμεριστικός νόμος:
(γ1) Για οποιαδήποτε a, b, cϵK ισχύει ότι a · (b + c) = a · b + a · c.

Ένα μη κενό σύνολο V πάνω στο σώμα K θα ονομάζεται διανυσματικός ή
γραμμικός χώρος και θα συμβολίζεται με V(K), εάν ικανοποιούνται τα ακόλουθα
αξιώματα:
1. Για οποιαδήποτε δύο στοιχεία x, yϵV μοναδικά καθορίζεται ένα τρίτο στοιχείο
το (x + y)ϵV που ονομάζεται άθροισμα των x, y. Για την διανυσματική πρόσθεση
ισχύουν:
(α) x + y = y + x,∀x, yϵV (μεταθετικότητα).
(β) (x + y) + z = x + (y + z),∀x, y, zϵV (προσεταιριστικότητα).
(γ) Υπάρχει στοιχείο 0ϵV που ονομάγεται μηδενικό στοιχείο και έχει την ιδιότητα
x + 0 = x,∀xϵV .
(δ) Για κάθε στοιχείο του V υπάρχει το στοιχείο (−x), που ονομάζεται αρνητικό ή
αντίθετο του x και έχει την ιδιότητα x + (−x) = 0.
2. Για οποιαδήποτε aϵK, xϵV μοναδικά καθορίζεται το στοιχείο (a · x)ϵV το οποίο
ονομάζεται γινόμενο των a και x. Ο βαθμωτός πολλαπλασιασμος ικανοποιεί τις
σχέσεις:
(α) a · (b · x) = (a · b) · x,∀a, bϵK, xϵV .
(β) 1 · x = x, xϵV .
3. Οι πράξεις του πολλαπλασιασμού και της πρόσθεσης ικανοποιούν τους νόμους:
(a) (a + b) · x = a · x + b · x,∀a, bϵK, xϵV .
(β) a · (x + y) = a · x + a · y,∀aϵK, x, yϵV .

Από τον παραπάνω ορισμό οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η διανυσματική
πρόσθεση και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός είναι απεικονίσεις:

V × V −→ V,K × V −→ V.

Όταν το σώμα K = R ή K = C τότε μλάμε για πραγματικό ή μιγαδικό διανυσμα-
τικό χώρο αντίστοιχα.

Ορίζουμε σαν υπόχωρο ενός δινυσματικού χώρου ένα μη κενό υποσύνολο U
του V για το οποίο (au1 + bu2)ϵU,∀a, bϵK, u1, u2ϵU. Ο U είναι διανυσματικός
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χώρος με αλγεβρικές πράξεις αυτές που επάγονται από τον V .
Έστω V διανυσματικός χώρος και x1, x2, · · · , xkϵV . Ένα διάνυσμα xϵV θα λέ-

γεται γραμμικός συνδιασμός των διανυσμάτων x1, x2, · · · , xk εάν υπάρχουν βαθ-
μωτές ποσότητες a1, a2, · · · , akϵK τέτοιες ώστε:

x = a1x1 + a2x2 + · · · + akxk.

Το σύνολο όλων των γραμμικών συνδιασμών των διανυσμάτων ενός μη κε-
νού υποσυνόλου M ⊆ V ονομάζεται span του M και συμβολίζεται με spanM.
Συμβολικά γράφουμε:

spanM = {a1x1 + a2x2 + · · · + akxk : x1, x2, · · · , xkϵM, a1, a2, · · · , akϵK, kϵN}

Μια πεπερασμένη συλλογή διανυσμάτων {x1, x2, · · · , xk} θα λέγεται γραμμικά
ανεξάρτητη εάν η

a1x1 + a2x2 + · · · + akxk = 0

ισχύει για a1 = a2 = · · · = ak = 0.
Η πεπερασμένη συλλογή διανυσμάτων {x1, x2, · · · , xk} θα λέγεται γραμμικά εξαρ-
τημένη όταν δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητη.

Ένα σύνολο διανυσμάτων B ⊆ V θα ονομάζεται βάση του V εάν το B είναι
γραμμικά ανεξάρτητο και spanB = V .

Εάν υπάρχει μια πεπερασμένη βάση στον V τότε ο V θα ονομάζεται διανυ-
σματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης. Διαφορετικά θα λέμε ότι ο V είναι δια-
νυσματικός χώρος άπειρης διάστασης. Εάν μια βάση έχει n διανύσματα τότε και
οποιαδήποτε άλλη βάση θα έχει ακριβώς n διανύσματα και το n ονομάζεται διά-
σταση του V και θα γράφουμε dimV = n.

Έστω V ένας n-διάστατος διανυσματικός χώρος. Τότε οποιοσδήποτε υπόχω-
ρος U του V έχει διάσταση μικρότερη από n.

Ένας ισομορφισμός T ενός διανυσματικού χώρουV σε ένα διανυσματικό χώρο
Ṽ πάνω στο ίδιο σώμα K είναι μια 1-1 και επί απεικόνιση που διατηρεί τις δύο
αλγεβρικές πράξεις του διανυσματικού χώρου δηλαδή

T (x + y) = T x + Ty,T (ax) = aT x,∀x, yϵV, aϵK.

Ο Ṽ τότε ονομάζεται ισόμορφος του V και οι V και Ṽ ονομάζονται ισόμορφοι
διανυσματικοί χώροι.
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Η απεικόνιση f ενός διανυσματικού χώρου V(K) σε ένα διανυσματικό χώρο
Ṽ(K), f : V −→ Ṽ ονομάζεται γραμμικός μετασχηματισμός (ή γραμμική απεικό-
νιση) αν και μόνο αν

f (ax + by) = a f (x) + b f (y),∀a, bϵK,∀x, yϵV.

Στην περίπτωση που έχουμε μια γραμμική απεικόνιση f : V −→ R τότε την
ονομάζουμε γραμμική μορφή. Έστω V∗ να είναι το σύνολο όλων των γραμικών
μορφών του διανυσματικού χώρου V τότε ορίζουμε
+ : V∗ × V∗ −→ V∗, ( f + g) : V −→ R με ( f + g)(x) = f (x) + g(x),∀xϵV
· : R × V∗ −→ V∗, (λ f ) : V −→ R με (λ f )(x) = λ f (x),∀xϵV
Ο V∗ εφοδιασμένος με τις πράξεις +, · είναι ένας διανυσματικός χώρος ίδιας διά-
στασης με τον V .
Αν (e1, e2, · · · , en) μια βάση του V τότε μια βάση του V∗ είναι η ( f1, f2, · · · , fn) όπου

fi(e j) = δi j =

{
1, αν i = j
0, αν i , j

Ο χώρος V∗ ονομάζεται δυϊκός χώρος του V και η βάση ( f1, f2, · · · , fn) ονομάζεται
δυϊκή βάση της (e1, e2, · · · , en).

Η S n θα λέγεται ομάδα μεταθέσεων n-στοιχείων αν η απεικόνιση σϵS n με
σ : {1, 2, · · · , n} −→ {1, 2, · · · , n} είναι 1-1 και επί.

σ =

(
1 2 3 · · · n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)
Για την τάξη της S n έχουμε:

για την εικόνα του 1 υπάρχουν n-τιμές {1, 2, · · · , n}
για την εικόνα του 2 υπάρχουν n − 1-τιμές {1, 2, · · · , n} − {σ(1)}
για την εικόνα του 3 υπάρχουν n − 2-τιμές {1, 2, · · · , n} − {σ(1), σ(2)}
· · ·
για την εικόνα του n υπάρχει 1-τιμή {1, 2, · · · , n} − {σ(1), σ(2), · · · , σ(n − 1)}
Άρα το πλήθος των διαφορετικών σϵS n είναι n(n − 1) · · · 1 = n!.

Σύνθεση (γινόμενο) μεταθέσεων: Αν έχουμε σ, τϵS με

σ =

(
1 2 3 · · · n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)
και τ =

(
1 2 3 · · · n
τ(1) τ(2) τ(3) · · · τ(n)

)
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τότε η σύνθεση δίνεται από τον τύπο:

σ ◦ τ =
(

1 2 3 · · · n
σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)
◦
(

1 2 3 · · · n
τ(1) τ(2) τ(3) · · · τ(n)

)
Κάνοντας την παραπάνω πράξη με τη σύνθεση καταλήγουμε στον ακόλουθο τύπο:

σ ◦ τ =
(

1 2 3 · · · n
σ ◦ τ(1) σ ◦ τ(2) σ ◦ τ(3) · · · σ ◦ τ(n)

)
Εν γένη γνωρίζουμε ότι σ ◦ τ , τ ◦ σ.

Η τάξη ενός στοιχείου σϵS n είναι ο μικρότερος φυσικός αριθμός nϵN έτσι
ώστε σn = e όπου eϵS n και έχει την μορφή:

e =
(

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n

)
Αν έχουμε μια μετάθεση σϵS n τότε η σ−1ϵS n είναι η αντιστροφή της. Επίσης,

αν σ(i) = i για κάποιο iϵ{1, 2, · · · , n} τότε την τιμή στο i συνήθως την παραλεί-
πουμε.
Δηλαδή αν σϵS 3 με

σ =

(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
2 3
3 2

)
Ένας κύκλος μήκους k είναι μια μετάθεσησϵS n της μορφήςσ(i1) = i2, σ(i2) =

i3, · · · , σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1 και σ(m) = m,∀mϵ{1, 2, · · · , n} − {i1, i2, · · · , ik} και
γράφεται ως σ = (i1i2 · · · ik−1ik).

Ένας κύκλος μήκους 2 ονομάζέται αντιμετάθεση. Δηλαδή μια αντιμετάθεση
στο S n είναι της μορφής:

(i j) =
(

1 2 · · · i · · · j · · · n
1 2 · · · j · · · i · · · n

)
Έστω δύο κύκλοισ, τϵS n θα λέγονται ξένοι μεταξύ τους αν και μόνο αν ισχύει

{m : σ(m) = m} ∩ {m : τ(m) = m} = ∅. Δηλαδή αν έχουμε σ = (a1a2 · · · ak) και
τ = (b1b2 · · · bn) είναι ξένοι κύκλοι όταν {a1a2 · · · ak} ∩ {b1b2 · · · bn} = ∅.

Έστω δύο κύκλοι σ, τϵS n ξένοι μεταξύ τους τότε ισχύει ότι σ ◦ τ = τ ◦ σ
δηλαδή μετατίθενται μεταξύ τους.
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Κάθε κύκλος γράφεται ως γινόμενο αντιμεταθέσεων και επίσης κάθε μετάθεση
σαν γινόμενο ξένων κύκλων οπότε από τις δύο αυτές προτάσεις μπορούμε να συ-
μπέρανουμαι την ακόλουθη πρόταση ότι κάθε μετάθεση γράφεται σαν γινόμενο
αντιμεταθέσεων.

Άρτια είναι μια μετάθεση που γράφεται ως γινόμενο άρτιου πλήθους αντιμε-
ταθέσεων.

Περιττή είναι μια μετάθεση που γράφεται ως γινόμενο περιττού πλήθους αντι-
μεταθέσεων.

Για περισσότερες πληροφορίες γύρω από τα θέματα που αναφέρονται στην ει-
σαγωγή παραπέμπτουμε τον αναγνώστη στις αναφορές ([5], [10], [11], [12], [13],
[14]).



Κεφάλαιο 1

Διαφορίσιμες Πολλαπλότητες

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τις διαφορίσιμες πολλαπλότητες.
Συγκεκριμένα στην παράγραφο 1.1 δίνεται ο ορισμός της διαφορίσιμης πολλα-

πλότητας καθώς και παραδείγματα που αποτελούν διαφορίσιμες πολλαπλότητες.
Στην παράγραφο 1.2 ορίζουμε την έννοια της διαφορισιμότητας μεταξύ πολ-

λαπλοτήτων και δίνουμε τον ορισμό των εφαπτόμενων διανυσμάτων σε μια πολ-
λαπλότητα.

Στην παράγραφο 1.3 ορίζουμε το διαφορικό μιας λείας απεικόνισης μεταξύ
πολλαπλοτήτων.

Στην παράγραφο 1.4 δίνουμε τους ορισμούς εμβάπτισης, εμφύτευσης και υπο-
πολλαπλότητας.

Στην παράγραφο 1.5 δίνουμε τον ορισμό της εφαπτόμενης δέσμης.
Στην παράγραφο 1.6 ορίζουμε τα διανυσματικά πεδία σε πολλαπλότητες.
Στην παράγραφο 1.7 αναφερουμε κάποια βασικά αποτελέσματα για τον δια-

μερισμό της μονάδας.

1.1 Ορισμός και παραδείγματα
Με Rn συμβολίζουμε τον n-διάστατο διανυσματικό χώρο διατεταγμένων

n-άδων πραγματικών αριθμών με τη συνήθη τοπολογία. Κατά συνέπεια θα γρά-
φουμε R1 = R.

14
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Oρισμός 1.1.1 Μια n-διάστατη διαφορίσιμη πολλαπλότητα είναι ένας τοπολογικός
χώρος Hausdorff M με αριθμήσιμη βάση τοπολογίας και ικανοποιεί τις εξής ιδιό-
τητες:
(1) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων {Ua}aϵI του M ώστε⋃

aϵI

Ua = M,

και αντίστοιχα ομοιομορφισμός

φa : Ua −→ φ(Ua) ⊂ Rn.

Το ζεύγος (Ua, φa) ονομάζεται χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων του M.
(2) Για κάθε δυάδα a, bϵI με Ua ∩ Ub , ∅, οι απεικονίσεις

φa ◦ φ−1
b και φb ◦ φ−1

a

είναι C∞-διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους.
(3) Η οικογένεια χαρτών {(Ua, φa)}aϵI είναι μέγιστη δηλαδή αν U είναι ανοικτό υπο-
σύνολο του M και φ : U −→ φ(U) ⊂ Rn ομοιομορφισμός έτσι ώστε οι απεικονίσεις
φa ◦ φ−1 και φ ◦ φ−1

a να είναι C∞-διαφορίσιμες για κάθε aϵI, τότε ο χάρτης (U, φ)
ανήκει στην οικογένεια {Ua}aϵI του M.

Μια διαφορίσιμη πολαπλότητα M διάστασης n έχει λοιπόν τοπικά, και μόνο
τοπικά τις περισσότερες φορές, την τοπολογική δομή του Rn.

Κάθε οικογένεια {(Ua, φa)}aϵI που ικανοποιεί τις συνθήκες (1) και (2) ονομά-
ζεται άτλας του M. Προσαρτώντας σε έναν άτλαντα όλους τους χάρτες (U, φ) της
μορφής που περιγράφεται στην συνθήκη (3), αποκτούμε μια μέγιστη οικογένεια
χαρτών, η οποία ονομάζεται διαφορική δομή του M.

Η απεικόνιση

φa ◦ φ−1
b : φb(Ua ∩ Ub) −→ φa(Ua ∩ Ub)

καθώς και η
φb ◦ φ−1

a : φa(Ua ∩ Ub) −→ φb(Ua ∩ Ub)

ως συνθέσεις ομοιομορφισμών είναι ομοιομορφισμοί μεταξύ των ανοικτών υπο-
συνόλων φa(Ua∩Ub) και φb(Ua∩Ub) τουRn. Αυτές οι απεικονίσεις περιγράφονται
αναλυτικά με εξισώσεις της μορφής

y1 = f1(x1, · · · , xn), · · · , yn = fn(x1, · · · , xn)
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όπου f1, · · · , fn είναι λείες συναρτήσεις δηλαδή C∞-διαφορίσιμες.
Από εδώ και στο εξής όταν λέμε διαφορίσιμη αυτό θα σημαίνειC∞-δαιφορίσιμη

και επίσης θα γράφουμε Mn αντί M όταν χρειάζεται να υποδείξουμε ότι η διά-
σταση του M είναι n. Ακόμη πολλές φορές θα λέμε μια διαφορίσιμη πολλαπλό-
τητα απλώς πολλαπλότητα.

Έστω pϵUa και φa(p) = (x1, · · · , xn) η διατεταγμένη n-άδα x = (x1, · · · , xn)
θα ονομάζονται οι συντεταγμένες του σημείου p στον χάρτη (Ua, φa). Στην περί-
πτωση όπου το πεδίο ορισμού Ua του χάρτη (Ua, φa) δεν έχει σημασία θα μιλάμε
πέρι συστήματος τοπικών συντεταγμένων (x1, · · · , xn) του Mn.

Παράδειγμα 1.1.1

Ο Ευκλείδειος χώρος Rn = {x = (x1, · · · , xn) : xiϵR} με τη συνήθη τοπολογία,
καλύπτεται με έναν μόνο χάρτη U = Rn, φ = IdRn όπου IdRn = ταυτοτική απεικό-
νιση, άρα είναι μία πολλαπλότητα διάστασης n.

Παράδειγμα 1.1.2

Έστω Mn μια πολλαπλότητα με άτλαντα {(Ua, φa) : aϵI} και έστω V ένα ανοι-
κτό υποσύνολο της Mn. Τότε και ο V είναι πολλαπλότητα διάστασης n, αφού μπο-
ρούμε να ορίσουμε στο V έναν άτλαντα με περιορισμό των χαρτών (Ua, φa) στο
V , δηλαδή

{
(Ua ∩ V, φa|Ua∩V)

}
.

Παράδειγμα 1.1.3

Το σύνολο Mm×n(R) όλων των m × n πραγματικών πινάκων (ai j) είναι ένας
διανυσματικός χώρος διάστασης mn. Ταυτίζουμε το Mm×n(R) με τον Rmn μέσω
της αμφιμονοσήμαντης απεικόνισης

(ai j) −→ (a11, · · · , a1n, · · · , am1, · · · , amn).

Με αυτό τον τρόπο το σύνολο Mm×n(R) γίνεται διαφορίσιμη πολλαπλότητα διά-
στασης mn.

Παράδειγμα 1.1.4
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Το σύνολο GLnR = {AϵMn×n(R) : det(A) , 0} = det−1(R − {0}) είναι ανοικτό
υποσύνολο του Mn×n(R) = Mn(R). Πράγματι, η απεικόνιση

det : Mn(R) −→ R, (ai j) −→ det(ai j),

είναι συνεχής και το GLnR είναι η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού υποσυνόλου
R− {0}. Επομένος σύμφωνα με το παράδειγμα 1.1.2 είναι διαφορίσιμη πολλαπλό-
τητα διαστάσεως n2.

Παράδειγμα 1.1.5

Έστω Mm διαφορίσιμη πολλαπλότητα με (U, φ) ένας χάρτης της και Nn δια-
φορίσιμη πολλαπλότητα με (V, ψ) ένας χάρτης της τότε το καρτεσιανό γινόμενο
M×N με χάρτη (U×V, φ×ψ) είναι διαφορίσιμη πολλαπλότητα διαστάσεως m+n.
Ως αποτέλεσμα, ο δακτύλιος S1 × S1 = T2 και ο κύλινδρος S1 × R είναι πολλα-
πλότητες.

Παράδειγμα 1.1.6

Έστω M = R και U=R τότε η απεικόνιση φ : R −→ R με τύπο

φ(t) = t (1.1)

είναι προφανώς ομοιομορμισμός. Συνεπώς το ζεύγος (U, φ) ορίζει ένα χάρτη του
R. Ο χάρτης (U, φ) και όλοι οι χάρτες που είναι συμβιβαστοί με αυτόν ορίζουν ένα
μέγιστο άτλανταA στον R, δηλαδή μια διαφορίσιμη δομή στον R. Άρα ο M = R
εφοδιασμένος με τονA είναι μια 1-διάστατη διαφορίσιμη πολλαπλότητα.
Έστω M = R και V=R τότε η απεικόνιση ψ : R −→ R με τύπο

ψ(t) = t3 (1.2)

είναι ομοιομορφισμός (η αντίστροφη ψ−1 : R −→ R με τύπο ψ−1(t) = t1/3). Συ-
νεπώς το ζεύγος (V, ψ) ορίζει ένα χάρτη του R. Ο χάρτης (V, ψ) και όλοι οι χάρτες
που είναι συμβιβαστοί με αυτόν ορίζουν ένα μέγιστο άτλαντα B στον R, δηλαδή
μια διαφορίσιμη δομή στον R. Άρα ο M = R εφοδιασμένος με τον B είναι μια
1-διάστατη διαφορίσιμη πολλαπλότητα.
Η απεικόνιση φ ◦ ψ−1 : R −→ R με τύπο

(φ ◦ ψ−1)(t) = φ(ψ−1(t)) = φ(t1/3) = t1/3
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δεν είναι διαφορίσιμη.
Η απεικόνιση ψ ◦ φ−1 : R −→ R με τύπο

(ψ ◦ φ−1)(t) = ψ(φ−1(t)) = ψ(t) = t3

είναι διαφορίσιμη.
Άρα οι χάρτες (U, φ) και (V, ψ) δεν είναι συμβιβαστοί.
Κατασκευάσαμε με αυτό τον τρόπο δύο διαφορετικές διαφορίσιμες πολλαπλότη-
τες διάστασης 1 ξεκινώντας από τον ίδιο τοπολογικό χώρο R. Από το παράδειγμα
αυτό συμπεραίνουμε ότι σε ένα τοπολογικό χώρο μπορεί να υπάρχουν περισσότε-
ρες από μια πολλαπλότητες.

Παράδειγμα 1.1.7

Θεωρούμε την 2-διάστατη μοναδιαία σφαίρα στον R3:

S2 = {(x, y, z)ϵR3 : x2 + y2 + z2 = 1} (1.3)

με την επαγώμενη τοπολογία του R3. Κατασκευάζουμε έναν άτλαντα της S2 απο-
τελούμενο από δύο χάρτες ως εξής. Έστω ότι φ, ψ είναι οι στερεογραφικές προβο-
λές από το Βόρειο πόλο B = (0, 0, 1) και το Νότιο πόλο N = (0, 0,−1) αντίστοιχα
της S2 στο επίπεδο z = 0. Τότε οι απεικονίσεις αυτές είναι οι εξής:

φ : U −→ φ(U) ⊆ R2 µε U = S2 − B (1.4)

ψ : V −→ ψ(V) ⊆ R2 µε V = S2 − N (1.5)
Για την απεικόνιση (1.4) έχουμε:
Έστω το σημείο P(x, y, z) που ανήκει πάνω στη σφαίρα και το επίπεδο Oxy. Το −−→BP
κόβει την σφαίρα και συναντάει το επίπεδο z = 0 στο σημείο φ(P) = Q(X,Y, 0).
Επειδή το −−→BP και το −−→BQ είναι παράλληλα τότε υπάρχει λ τέτοιο ώστε
−−→BP = λ−−→BQ οπότε

(x − 0, y − 0, z − 1) = λ(X − 0,Y − 0, 0 − 1)⇒
(x, y, z − 1) = λ(X,Y,−1)⇒
λ = 1 − z

άρα
φ(x, y, z) =

( x
1 − z

,
y

1 − z

)
(1.6)
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Θεωρούμε το σημείο N = φ−1(u, v) = (x, y, z)ϵS2 και T (u, v, 0) το σημείο στο
οποίο η προέκταση της −−→BN τέμνει στο επίπεδο z = 0. Επειδή το −−→BN και το −−→BT
είναι παράλληλα τότε υπάρχει λ τέτοιο ώστε
−−→BN = λ−−→BT οπότε

(x − 0, y − 0, z − 1) = λ(u − 0, v − 0, 0 − 1)⇒
(x, y, z − 1) = λ(u, v,−1)

από την (1.3) έχουμε ότι x2 + y2 + z2 = 1 ⇒ λ2u2 + λ2v2 + (1 − λ)2 = 1, οπότε
λύνοντας ως πρός λ παίρνουμε λ = 2

u2+v2+1 για λ , 0, διότι αν λ = 0 τότε προκύπτει
το σημείο B = (0, 0,−1) που δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της φ
άρα

φ−1(u, v) =
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

)
(1.7)

Για την απεικόνιση (1.5) έχουμε:
Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία όπως παραπάνω παίρνουμε τα εξής αποτελέ-
σματα:

ψ(x, y, z) =
( x
z + 1

,
y

z + 1

)
(1.8)

και
ψ−1(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v
u2 + v2 + 1

,
1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

)
(1.9)

Επομένως η απεικόνιση φ είναι ομοιομορμισμός και το ζεύγος (U, φ) είναι ένας
χάρτης της S2, το ίδιο ισχύει και για την απεικόνιση ψ είναι ομοιομορφισμός και
το ζεύγος (V, ψ) είναι ένας χάρτης της S2. Εξετάζουμε τώρα αν οι απεικονίσεις
φ ◦ ψ−1 και ψ ◦ φ−1 είναι C∞-διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους.
Για την φ ◦ ψ−1 έχουμε απο τις σχέσεις (1.6) και (1.9)

(φ ◦ ψ−1)(u, v) =
( u
u2 + v2 ,

v
u2 + v2

)
(1.10)

όπου φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V) ⊆ R2 − {(0, 0)} −→ φ(U ∩ V) ⊆ R2 − {(0, 0)} είναι C∞

διαφορίσιμη στο πεδίο ορισμού της.
Για την ψ ◦ φ−1 έχουμε απο τις σχέσεις (1.7) και (1.8)

(ψ ◦ φ−1)(u, v) =
( u
u2 + v2 ,

v
u2 + v2

)
(1.11)
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όπου ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V) ⊆ R2 − {(0, 0)} −→ ψ(U ∩ V) ⊆ R2 − {(0, 0)} είναι C∞

διαφορίσιμη στο πεδίο ορισμού της.
Άρα λοιπόν οι χάρτες (U, φ) και (V, ψ) είναι συμβατοί και κατά συνέπεια ανήκουν
στον ίδιο μέγιστο άτλανταA∗. Επομένως η σφαίρα S2 εφοδιασμένη με το μέγιστο
αυτό άτλανταA∗ γίνεται μια 2-διάστατη διαφορίσιμη πολλαπλότητα.

Παράδειγμα 1.1.8

Στο προηγούμενο παράδειγμα (1.1.7) καταστήσαμε τη μοναδιαία σφαίρα S2

διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης 2 και όπως έχει αναφερθεί, χρειαστήκαμε
δύο ζεύγη (U, φ) και (V, ψ) χαρτών για να καλυφθεί. Σε αυτό το παράδειγμα τώρα
η μοναδιαία σφαίρα S2 θα καλυφθεί με έξι ζεύγη χαρτών.
Θεωρούμε την 2-διάστατη μοναδιαία σφαίρα στον R3:

S2 = {(x, y, z)ϵR3 : x2 + y2 + z2 = 1} (1.12)

με την επαγώμενη τοπολογία του R3.
Κατάλληλα ημισφαίρα:
Ορίζουμε τα σύνολα:

U+z = {(x, y, z)ϵS2 : z > 0}
U−z = {(x, y, z)ϵS2 : z < 0}
Dz = {(x, y)ϵR2 : x2 + y2 < 1}

Ορίζουμε τις απεικονίσεις:

φ+z : U+z −→ Dz µε φ+z (x, y, z) = (x, y)
φ−z : U−z −→ Dz µε φ−z (x, y, z) = (x, y)

Τότε τα (U+z , φ
+
z ) και (U−z , φ

−
z ) είναι χάρτες. Ακόμα έχουμε ότι

(φ+z )−1(x, y) = (x, y,
√

1 − x2 − y2)

(φ−z )−1(x, y) = (x, y,−
√

1 − x2 − y2)
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για κάθε (x, y)ϵDz. Άρα φ+z (U+z ) = φ−z (U−z ) = Dz ανοικτό υποσύνολο του R2.
Με όμοιο τρόπο ορίζουμε και τα παρακάτω:

U+x = {(x, y, z)ϵS2 : x > 0}
U−x = {(x, y, z)ϵS2 : x < 0}
Dx = {(y, z)ϵR2 : y2 + z2 < 1}

Ορίζουμε τις απεικονίσεις:

φ+x : U+x −→ Dx µε φ+x (x, y, z) = (y, z)
φ−x : U−x −→ Dx µε φ−x (x, y, z) = (y, z)

Τότε τα (U+x , φ
+
x ) και (U−x , φ

−
x ) είναι χάρτες. Ακόμα έχουμε ότι

(φ+x )−1(y, z) = (
√

1 − y2 − z2, y, z)

(φ−x )−1(y, z) = (−
√

1 − y2 − z2, y, z)

για κάθε (y, z)ϵDx. Άρα φ+x (U+x ) = φ−x (U−x ) = Dx ανοικτό υποσύνολο του R2.

U+y = {(x, y, z)ϵS2 : y > 0}
U−y = {(x, y, z)ϵS2 : y < 0}
Dy = {(x, z)ϵR2 : x2 + z2 < 1}

Ορίζουμε τις απεικονίσεις:

φ+y : U+y −→ Dy µε φ+y (x, y, z) = (x, z)
φ−y : U−y −→ Dy µε φ−y (x, y, z) = (x, z)

Τότε τα (U+y , φ
+
y ) και (U−y , φ

−
y ) είναι χάρτες. Ακόμα έχουμε ότι

(φ+y )−1(x, z) = (
√

1 − x2 − z2, y, z)

(φ−y )−1(x, z) = (−
√

1 − x2 − z2, y, z)
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για κάθε (x, z)ϵDy. Άρα φ+y (U+y ) = φ−y (U−y ) = Dy ανοικτό υποσύνολο του R2.
Άρα ορίσαμε έξι χάρτες (Ua

i , φ
a
i ) με i = x, y, z και a = +,− και τρείς δίσκους Di

με i = x, y, z. Τότε το

B = {(Ua
i , φ

a
i ) : i = x, y, z και a = +,−}

είναι ένας άτλαντας του S2. Τα πεδία ορισμού των χαρτών καλύπτουν το S2, αφού
∀(x, y, z)ϵS2 έχουμε x2 + y2 + z2 = 1 , 0, άρα μια τουλάχιστον συντεταγμένη,
έστω η x είναι μη μηδενική, οπότε ισχύει (x, y, z)ϵU+x ή (x, y, z)ϵU−x . Θα δείξουμε
τη συμβιβαστότητα δύο τυχαίων χαρτών έστω (U+x , φ

+
x ) και (U−y , φ

−
y ). Έχουμε

U+x ∩ U−y = {(x, y, z)ϵS2 : x > 0, y < 0}.

Άρα

U+x ∩ U−y 3 (x, y, z) 7→ φ+x (x, y, z) = (y, z)ϵDx

με y < 0, δηλαδή φ+x (U+x ∩U−y ) = Dx ∩ {(y, z)ϵR2 : y < 0}. Επομένως φ+x (U+x ∩U−y )
είναι το εσωτερικό του μισού δίσκου του Dx και είναι ανοικτό υποσύνολο του R2.
Όμοια φ+y (U+x ∩ U−y ) = Dy ∩ {(x, z)ϵR2 : x > 0} είναι ανοικτό υποσύνολο του R2.
Θα δείξουμε την διαφορισιμότητα των παρακάτω επεικονίσεων:

φ−y ◦ (φ+x )−1(y, z) = φ−y (
√

1 − y2 − z2, y, z) = (
√

1 − y2 − z2, z)

όπου

(y, z)ϵDx ∩ {(y, z)ϵR2 : y < 0}

Άρα φ−y ◦ (φ+x )−1 είναι C∞ στο πεδίο ορισμού της.

φ+x ◦ (φ−y )−1(x, z) = φ+x (x,−
√

1 − x2 − z2, z) = (−
√

1 − x2 − z2, z)

όπου

(x, z)ϵDy ∩ {(x, z)ϵR2 : x > 0}

Άρα φ+x ◦ (φ−y )−1 είναι C∞ στο πεδίο ορισμού της.
Όμοια αποδεικνύεται η συμβιβαστότητα δύο οποιονδήποτε χαρτών. Επομένως το
B είναι άτλας του S2 και (S2,B∗) είναι διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης 2,
όπου B∗ είναι ο μέγιστος άτλας.
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Παράδειγμα 1.1.9

Στο παράδειγμα 1.1.7 καταστήσαμε τη μοναδιαία σφαίρα S2 διαφορίσιμη πολ-
λαπλότητα διάστασης 2 εφοδιασμένη με το μέγιστο άτλαντα A∗ και στο παρά-
δειγμα 1.1.8 καταστήσαμε τη μοναδιαία σφαίρα S2 διαφορίσιμη πολλαπλότητα
διάστασης 2 εφοδιασμένη με το μέγιστο άτλαντα B∗. Θα δείξουμε ότιA∗ = B∗.
Έστω ότι ΦϵA∗ τότε θα πρέπει να δείξουμε ότι οι απεικονίσεις

φa
i ◦ Φ−1 και Φ ◦ (φa

i )−1

είναι C∞-διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους. Οπότε έχουμε

φa
i ◦ Φ−1 = φa

i ◦ Id ◦ Φ−1 = φa
i ◦ φ−1 ◦ φ ◦ Φ−1

Δείχνουμε ότι η φa
i ◦φ−1 είναιC∞-διαφορίσιμη στο πεδίο ορισμού της. Γνωρίζουμε

ότι οι απεικονίσεις φ, ψ, φa
i όπου i = x, y, z και a = +,− είναι ομοιομορφισμοί.

Θα δείξουμε ότι οι χάρτες (U, φ) και (U+x , φ
+
x ) είναι C∞-συμβιβαστοί. Όπου φ :

S2 − B −→ R2 και φ+x : U+x −→ Dx, Dx = {(y, z)ϵR2 : y2 + z2 < 1} με τύπους:

φ(x, y, z) =
( x
1 − z

,
y

1 − z

)
(1.13)

φ+x = (y, z) (1.14)

Θα δείξουμε ότι φ(U∩U+x ) είναι ανοικτό υποσύνολο τουR2. Έχουμε ότι U∩U+x =
U+x . Άρα φ(U ∩U+x ) = φ(U+x ) = (0,∞)×R το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο του
R2. Επίσης θα δείξουμε ότι

φ+x ◦ (φ)−1 : φ(U ∩ U+x ) −→ φ+x (U ∩ U+x ) (1.15)

είναι C∞ απεικόνιση. Έχουμε ότι η σχέση (1.15) γράφεται

φ+x ◦ (φ)−1(u, v) = φ+x ((φ)−1(u, v)) =

φ+x

((
2u

u2 + v2 + 1
,

2v
u2 + v2 + 1

,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

))
=(

2v
u2 + v2 + 1

,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

)
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η οποία είναι προφανώς C∞ απεικόνιση. Επιπλέον και η

φ ◦ (φ+x )−1 : φ+x (U ∩ U+x ) −→ φ(U ∩ U+x ) (1.16)

είναι C∞ απεικόνιση. Έχουμε ότι η σχέση (1.16) γράφεται

φ ◦ (φ+x )−1(y, z) = φ((φ+x )−1(y, z)) =

φ
( √

1 − y2 − z2, y, z
)
= √

1 − y2 − z2

1 − z
,

y
1 − z


η οποία είναι προφανώς C∞ απεικόνιση. Άρα οι χάρτες (U, φ) και (U+x , φ

+
x ) είναι

C∞-συμβιβαστοί. Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι χάρτες (U, φ), (U+z , φ
+
z ) είναι

C∞-συμβιβαστοί. Το φ(U ∩U+z ) είναι ανοικτό υποσύνολο του R2. Έχουμε ότι U ∩
U+z = U+z . Άρα φ(U∩U+z ) = φ(U+z ) = (0,∞)×R το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο
του R2. Επίσης θα δείξουμε ότι

φ+z ◦ (φ)−1 : φ(U ∩ U+z ) −→ φ+z (U ∩ U+z ) (1.17)

είναι C∞ απεικόνιση. Έχουμε ότι η σχέση (1.17) γράφεται

φ+z ◦ (φ)−1(u, v) = φ+z ((φ)−1(u, v)) =

φ+z

((
2u

u2 + v2 + 1
,

2v
u2 + v2 + 1

,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

))
=(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1

)
η οποία είναι προφανώς C∞ απεικόνιση. Επιπλέον και η

φ ◦ (φ+z )−1 : φ+z (U ∩ U+z ) −→ φ(U ∩ U+z ) (1.18)

είναι C∞ απεικόνιση. Έχουμε ότι η σχέση (1.18) γράφεται

φ ◦ (φ+z )−1(x, y) = φ((φ+z )−1(x, y)) =

φ(x, y,
√

1 − x2 − y2) =
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 x

1 −
√

1 − x2 − y2
,

y

1 −
√

1 − x2 − y2


η οποία είναι προφανώς C∞ απεικόνιση. Άρα οι χάρτες (U, φ) και (U+z , φ

+
z ) είναι

C∞-συμβιβαστοί. Όμοια μπορούμε να δείξουμε και για τις υπόλοιπες περιπτώσεις.
Άρα γνωρίζουμε ότι η φa

i ◦ φ−1 και η φ ◦ Φ−1 είναι C∞-διαφορίσιμες στο πεδίο
ορισμού τους. Άρα και η φa

i ◦ Φ−1 είναι C∞-διαφορίσιμη στο πεδίο ορισμού της.
Όμοια και για την

Φ ◦ (φa
i )−1 = Φ ◦ Id ◦ (φa

i )−1 = Φ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ (φa
i )−1

από την οποία γνωρίζουμε ότι η Φ ◦ φ−1 και η φ ◦ (φa
i )−1 είναι C∞-διαφορίσιμες

στο πεδίο ορισμού τους. Άρα και η Φ ◦ (φa
i )−1 είναι C∞-διαφορίσιμη στο πεδίο

ορισμού της.
Όμοια μπορούμε να αποδείξουμε ότι οι απεικονίσεις είναι C∞-διαφορίσιμες στο
πεδίο ορισμού τους αν πάρουμε ΨϵB∗. ΆραA∗ = B∗.

Δουλεύοντας ανάλογα με την προηγούμενη δομή μπορούμε να ορίσουμε κατά
φυσικό τρόπο στην Sn ⊂ Rn, μια διαφορική δομή, η οποία ονομάζεται κανονική
διαφορική δομή. Η ανακάλυψη το 1956 απο τον John Milnor κάποιων λείων πολ-
λαπλοτήτων οι οποίες είναι ομοιομορφικές, αλλά δεν είναι αμφιδιαφορικές με την
σφαίρα S7, εφοδιασμένη με την κανονική διαφορική δομή ήταν ένα από τα ποιό
αναπάντεχα αποτελέσματα της τοπολογίας. Οι σφαίρες αυτές ονομάζονται εξωτι-
κές σφαίρες. Οι Michel Karvaire και JohnMilnor το 1963 απέδειξαν ότι υπάρχουν
για την S7 σφαίρα ακριβώς 28 διαφορετικές δομές, οι οποίες δεν είναι αμφιδιαφο-
ρικές μεταξύ τους. Ακόμη ο Michel Karvaire απέδειξε ότι υπάρχουν τοπολογικές
πολλαπλότητες που δεν επιδέχονται καμμία διαφορική δομή.

Παράδειγμα 1.1.10

Θα εισάγουμε τον 2-διάστατο πραγματικό προβολικό επίπεδο P2(R). Στο σύ-
νολο R3 − {(0, 0, 0)} ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας ∼ με τον ακόλουθο τρόπο:

(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇐⇒ ∃λϵR − {0} : yi = λxi, i = 1, 2, 3 (1.19)

Η ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας (ανακλαστική, συμμετρική, μεταβατική) και συμβο-
λίζουμε με [x] = [(x1, x2, x3)] την κλάση ισοδυναμίας ενός στοιχείου. Το σύνολο
των προηγούμενων κλάσεων, δηλαδή το σύνολο πηλίκο R3 − {(0, 0, 0)}/ ∼ κα-
λούμε πραγματικό προβολικό επίπεδο P2(R). Ο P2(R) είναι τοπολογικός χώρος
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διότι αν θεωρήσουμε την απεικόνιση:

π : R3 − {(0, 0, 0)} −→ P2(R), π(x) = [x] (1.20)

είναι η κλάση ισοδυναμίας που περιέχει τον αντιπρόσωπο του x. Στο P2(R) ορί-
ζεται μια τοπολογία ως εξής το U είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του P2(R) αν και
μόνο αν το π−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του R3 − {(0, 0, 0)} με τη σχετική το-
πολογία από το R3. Με αυτή την τοπολογία ο P2(R) γίνεται τοπολογικός χώρος
Hausdorff με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του επίσης η απεικόνιση π εί-
ναι συνεχής. Στη συνέχεια, θα ορισθεί στο P2(R) μια διαφορίσιμη δομή. Θέτουμε
Ui = {[(x1, x2, x3)]ϵP2(R) : xi , 0}, i = 1, 2, 3 και ορίζουμε τις απεικονίσεις:

φ1 : U1 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7→
(

x2

x1
,

x3

x1

)
φ2 : U2 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7→

(
x1

x2
,

x3

x2

)
φ3 : U3 −→ R2 : [(x1, x2, x3)] 7→

(
x1

x3
,

x2

x3

)
Θα δείξουμε ότι (U1, φ1) είναι χάρτης του P2(R). Η φ1 είναι 1-1 διότι αν

φ1([(x1, x2, x3)]) = φ1([(y1, y2, y3)])⇒
xi

x1
=

yi

y1
, i = 2, 3⇒

yi

xi
=

y1

x1
= λ , 0

Άρα [(x1, x2, x3)] = [(y1, y2, y3)]. Θα δείξουμε ότι φ1(U1) = R2. Έχουμε ότι για
κάθε (a, b)ϵR2, φ1([(1, a, b)]) = (a, b). Συνεπώς η φ1 είναι επί. Άρα φ1(U1) είναι
ανοικτό υποσύνολο του R2 και (U1, φ1) είναι χάρτης. Όμοια και (U2, φ2), (U3, φ3)
είναι χάρτες. Θεωρούμε τον άτλανταA = {(Ui, φi) : i = 1, 2, 3}. Τα Ui καλύπτουν
το P2(R) διότι ∀[(x1, x2, x3)]ϵP2(R) μια τουλάχιστον συντεταγμένη, έστω η x1 είναι
μη μηδενική. Άρα [(x1, x2, x3)]ϵU1.
Δείχνουμε την συμβιβαστότητα των (U1, φ1) και (U2, φ2). Έχουμε

U1 ∩ U2 =
{
[(x1, x2, x3)]ϵP2(R) : x1 , 0, x2 , 0

}
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Αν [(x1, x2, x3)]ϵU1 ∩ U2 τότε

φ1([(x1, x2, x3)]) =
(

x2

x1
,

x3

x1

)
ϵ(R − {0}) × R

ακόμα αν (a, b)ϵ(R − {0}) × R τότε [(1, a, b)]ϵU1 ∩ U2 με φ1([(1, a, b)]) = (a, b)
δηλαδή φ1(U1 ∩U2) = (R− {0})×R που είναι ανοικτό υποσύνολο του R2. Παρα-
τηρούμε ότι

φ2 ◦ (φ1)−1 = φ1 ◦ (φ2)−1 : (R − {0}) × R −→ (R − {0}) × R : (a, b) 7→
(
1
a
,

b
a

)
Άρα είναι C∞ διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους. Όμοια αποδεικνύεται η συμ-
βιβαστότητα δύο οποιονδήποτε χαρτών. Οπότε καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι
(P2(R),A∗) είναι διαφορίσιμη πολλαπλότητα διάστασης 2, όπουA∗ είναι ο αντί-
στοιχος μέγιστος άτλας.

Παράδειγμα 1.1.11

Θα εισάγουμε τον n-διάστατο πραγματικό προβολικό χώρο Pn(R). Στο σύνολο
Rn+1 − {(0, · · · , 0)} ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας ∼ με τον ακόλουθο τρόπο:

(x1, · · · , xn+1) ∼ (y1, · · · , yn+1) ⇐⇒ ∃λϵR−{0} : yi = λxi, i = 1, · · · , n+1 (1.21)

Η ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας (ανακλαστική, συμμετρική, μεταβατική) και συμ-
βολίζουμε με [x] = [(x1, · · · , xn+1)] την κλάση ισοδυναμίας ενός στοιχείου. Το σύ-
νολο των προηγούμενων κλάσεων, δηλαδή το σύνολο πηλίκοRn+1−{(0, · · · , 0)}/ ∼
καλούμε πραγματικό προβολικό χώρο Pn(R). Ο Pn(R) είναι τοπολογικός χώρος
διότι αν θεωρήσουμε την απεικόνιση:

π : Rn+1 − {(0, · · · , 0)} −→ Pn(R), π(x) = [x] (1.22)

είναι η κλάση ισοδυναμίας που περιέχει τον αντιπρόσωπο του x. Στο Pn(R) ορί-
ζεται μια τοπολογία ως εξής το U είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του Pn(R) αν και
μόνο αν το π−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn+1 − {(0, · · · , 0)} με τη σχετική
τοπολογία από το Rn+1. Με αυτή την τοπολογία ο Pn(R) γίνεται τοπολογικός χώ-
ρος Hausdorff με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του επίσης η απεικόνιση
π είναι συνεχής. Στη συνέχεια, θα ορισθεί στο Pn(R) μια διαφορίσιμη δομή. Θέ-
τουμε Ui = {[(x1, · · · , xn+1)]ϵPn(R) : xi , 0}, i = 1, · · · , n + 1 και ορίζουμε τις
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απεικονίσεις:

φ1 : U1 −→ Rn−1 : [(x1, · · · , xn+1)] 7→
(

x2

x1
, · · · , xn+1

x1

)
φ2 : U2 −→ Rn−1 : [(x1, · · · , xn+1)] 7→

(
x1

x2
, · · · , xn+1

x2

)
φi : Ui −→ Rn−1 : [(x1, · · · , xn+1)] 7→

(
x1

xi
, · · · , xn+1

xi

)
, i = 3, 4, · · · , n

φn+1 : Un+1 −→ Rn−1 : [(x1, · · · , xn+1)] 7→
(

x1

xn+1
, · · · , xn

xn+1

)
Θα δείξουμε ότι (Ui, φi) είναι χάρτης του Pn(R). Η φi είναι 1-1 διότι αν

φi([(x1, · · · , xn+1)]) = φi([(y1, · · · , yn+1)])⇒
x j

xi
=

y j

yi
, j, i = 1, · · · , n + 1 µε i , j⇒

yi

xi
=

y j

x j
= λ , 0

Άρα [(x1, · · · , xn+1)] = [(y1, · · · , yn+1)]. Θα δείξουμε ότι φi(Ui) = Rn. Έχουμε ότι
για κάθε (a1, · · · , ai, · · · , an)ϵRn, φi([(a1, · · · , 1, · · · , an)]) = (a1, · · · , an). Συνεπώς η
φi είναι επί. Άρα φi(Ui) είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn και (Ui, φi) είναι χάρτης.
Θεωρούμε τον άτλανταA = {(Ui, φi) : i = 1, · · · , n+1}. ΤαUi καλύπτουν το Pn(R)
διότι ∀[(x1, · · · , xn+1)]ϵPn(R) μια τουλάχιστον συντεταγμένη, έστω η x1 είναι μη
μηδενική. Άρα [(x1, · · · , xn+1)]ϵU1.
Δείχνουμε την συμβιβαστότητα των (Ui, φi) και (U j, φ j) με i, j = 1, · · · , n+1 όπου
i , j. Έχουμε

Ui ∩ U j =
{
[(x1, · · · , xn+1)]ϵPn(R) : xi , 0, x j , 0

}
Αν [(x1, · · · , xn+1)]ϵUi ∩ U j τότε

φi([(x1, · · · , xi, · · · , xn+1)]) =
(

x1

xi
, · · · , xn+1

xi

)
ϵ(R − {0}) × R × · · · × R

ακόμα αν (a1, · · · , an)ϵ(R− {0})×R× · · · ×R τότε [(a1, · · · , 1, · · · , an)]ϵUi ∩U j με
φi([(a1, · · · , 1, · · · , an)]) = (a1, · · · , an) δηλαδή φi(Ui∩U j) = (R−{0})×R× · · ·×R
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που είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn. Παρατηρούμε ότι

φ j ◦ (φi)−1 = φi ◦ (φ j)−1 : (R − {0}) × R × · · · × R −→ (R − {0}) × R × · · · × R

(a1, · · · , ai, · · · , an) 7→
(
a1

ai
, · · · , an

ai

)
Άρα είναι C∞ διαφορίσιμες στο πεδίο ορισμού τους. Όμοια αποδεικνύεται η συμ-
βιβαστότητα δύο οποιονδήποτε χαρτών με i, j = 1, · · · , n + 1 όπου i , j. Οπότε
καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι (Pn(R),A∗) είναι διαφορίσιμη πολλαπλότητα
διάστασης n, όπουA∗ είναι ο αντίστοιχος μέγιστος άτλας.
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1.2 Λείες απεικονίσεις, εφαπτόμενα διανύσματα
Το επόμενο βήμα είναι να ορίσουμε την έννοια της διαφορισιμότητας για

απεικονίσεις μεταξύ πολλαπλοτήτων. Αυτό θα γίνει αναγάγωντας την έννοια της
διαφορισιμότητας μιας απεικόνισης μεταξύ Ευκλείδειων χώρων σε πολλαπλότη-
τες.

Oρισμός 1.2.1 Έστω μια συνάρτηση f : M −→ R, όπου M μια λεία πολλαπλότητα
και pϵM τότε
(1) Η f ονομάζεται λεία ή C∞ στο σημείο p, εάν υπάρχει ένας χάρτης (U, φ) στο p,
έτσι ώστε η συνάρτηση

f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn −→ R

να είναι λεία στο φ(p).
(2) Η f ονομάζεται λεία ή C∞ στο σημείο p, εάν είναι λεία σε κάθε σημείο pϵM.

Παρατήρηση.(1) Ο παραπάνω ορισμός είναι ανεξάρτητος της επιλογής του
χάρτη (U, φ). Πράγματι, εάν πάρουμε έναν άλλο χάρτη (V, ψ) στο σημείο pϵM,
τότε στο σύνολο ψ(U ∩ V) θα ισχύει ότι

f ◦ ψ−1 = ( f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ψ−1)

η οποία είναι λεία στο ψ(p).
(2) Μια f : M −→ R λεία συνάρτηση στο σημείο pϵM είναι και συνεχής στο
σημείο pϵM. Πράγματι, από τον ορισμό (1.2.1) γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση

f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn −→ R

είναι λεία στο φ(p) το οποίο ανήκει σε ένα ανοικτό υποσύνολο του Rn, θα είναι
και συνεχής στο φ(p). Οπότε, η f = ( f ◦ φ−1) ◦ φ θα είναι συνεχής στο σημείο p,
αφού γνωρίζουμε ότι η σύνθεση συνεχών απεικονίσεων είναι συνεχής απεικόνιση.

Oρισμός 1.2.2 Έστω f : Mm −→ Nn μια συνεχής απεικόνιση, όπου Mm και Nn

είναι λείες πολλαπλότητες διάστασης m και n αντίστοιχα και ένα σημείο pϵM τότε
(1) Η f ονομάζεται λεία ή C∞ στο σημείο p, εάν υπάρχουν οι χάρτες (U, φ) στο ση-
μείο p και (V, ψ) στο σημείο f (p) του Mm και Nn αντίστοιχα έτσι ώστε η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ( f −1(V) ∩ U) ⊂ Rm −→ Rn

να είναι λεία στο σημείο φ(p).
(2) Η f ονομάζεται λεία ή C∞ στο σημείο p, εάν είναι λεία σε κάθε σημείο pϵM.
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Παρατήρηση.(1) Ο παραπάνω ορισμός είναι ανεξάρτητος της επιλογής των
χαρτών (U, φ) και (V, ψ). Πράγματι, έστω δύο χάρτες (U, φ) και (V, ψ) με pϵU και
f (p)ϵV τότε σύμφωνα με τον ορισμό (1.2.2) η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1

είναι λεία στο σημείο φ(p). Έστω τώρα δύο άλλοι χάρτες (U′, φ′) και (V ′, ψ′) με
pϵU′ και f (p)ϵV ′ τότε θα δείξουμε ότι και η απεικόνιση

ψ′ ◦ f ◦ (φ′)−1

είναι λεία στο σημείο φ′(p). Η φ ◦ (φ′)−1, είναι λεία, διότι οι χάρτες (U, φ) και
(U′, φ′) είναι συμβιβαστοί. Όμοια η ψ′ ◦ ψ−1, είναι λεία, διότι οι χάρτες (V, ψ) και
(V ′, ψ′) είναι συμβιβαστοί. Άρα ισχύει ότι:

ψ′ ◦ f ◦ (φ′)−1 = (ψ′ ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ (φ′)−1)

Άρα η απεικόνιση ψ′ ◦ f ◦ (φ′)−1 είναι λεία στο σημείο φ′(p).
Αντίστροφα, έστω δύο χάρτες (U′, φ′) και (V ′, ψ′) με pϵU′ και f (p)ϵV ′ τότε συμ-
φωνα με τον ορισμό (1.2.2) η απεικόνιση

ψ′ ◦ f ◦ (φ′)−1

είναι λεία στο σημείο φ′(p). Έστω τώρα δύο άλλοι χάρτες (U, φ) και (V, ψ) με pϵU
και f (p)ϵV τότε θα δείξουμε ότι και η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1

είναι λεία στο σημείο φ(p). Η φ′◦φ−1, είναι λεία, διότι οι χάρτες (U, φ) και (U′, φ′)
είναι συμβιβαστοί. Όμοια η ψ◦ (ψ′)−1, είναι λεία, διότι οι χάρτες (V, ψ) και (V ′, ψ′)
είναι συμβιβαστοί. Άρα ισχύει ότι:

ψ ◦ f ◦ φ−1 = (ψ ◦ (ψ′)−1) ◦ (ψ′ ◦ f ◦ (φ′)−1) ◦ (φ′ ◦ φ−1)

Άρα η απεικόνιση ψ ◦ f ◦ φ−1 είναι λεία στο σημείο φ(p).

Πρόταση 1.2.1 Έστω f : M −→ N και g : N −→ K είναι λείες απεικονίσεις
μεταξύ πολλαπλοτήτων, στα pϵM και f (p)ϵN αντίστοιχα τότε η σύνθεση

g ◦ f : M −→ K

είναι λεία απεικόνιση στο p.
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Aπόδειξη.

Επειδή, γνωρίζουμε ότι η f είναι λεία απεικόνιση στο σημείο pϵM, για κάθε
χάρτη (U, φ) της M από τον ορισμό (1.2.2) η απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1 (1.23)

είναι λεία στο σημείο φ(p). Επιπλέον έχουμε ότι η g είναι λεία απεικόνιση στο
σημείο f (p)ϵN, για κάθε χάρτη (V, ψ) της N και για κάθε χάρτη (W, τ) της K από
τον ορισμό (1.2.2) η απεικόνιση

τ ◦ g ◦ ψ−1 (1.24)

είναι λεία στο σημείο ψ( f (p)). Άρκεί τώρα να αποδείξουμε ότι η απεικόνιση που
δίνεται από

τ ◦ (g ◦ f ) ◦ φ−1

είναι λεια στο σημείο φ(p). Πράγματι, από τις σχέσεις (1.23) και (1.24) έχουμε ότι
η απεικόνιση

τ ◦ (g ◦ f ) ◦ φ−1 = (τ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ φ−1)

είναι λεία στο σημείο φ(p), ως σύνθεση των λείων απεικονίσεων ψ ◦ f ◦ φ−1 και
τ ◦ g ◦ ψ−1 στα σημεία φ(p) και ψ( f (p)), αντίστοιχα. Επομένως, και η σύνθεση
g ◦ f : M −→ K είναι λεία απεικόνιση στο σημείο p. �

Oρισμός 1.2.3 Μια απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ λείων πολλαπλοτήτων λέγε-
ται αμφιδιαφόριση αν είναι λεία, 1-1, επί και η αντιστροφή της f −1 είναι επίσης λεία
απεικόνιση. Στην περίπτωση αυτή οι πολλαπλότητες M και N λέγονται αμφιδιαφο-
ρικές.

Παρατήρηση. Οι πολλαπλότητες M και N του ορισμού (1.2.3) θα πρέπει να
είναι ίδιας διάστασης διότι αν οι πολλαπλότητες M και N είναι διαφορετικής διά-
στασης τότε δεν θα είναι αμφιδιαφορικές. Πιο συγκεκριμένα, αν υπήρχε αμφιδια-
φόριση μεταξύ των Mm και Nn, τότε θα υπήρχε ομοιομορφισμός μεταξύ ανοικτών
του Rm και ανοικτών του Rn, το οποίο δεν ισχύει για m , n.
Πράγματι, έστω δύο πολλαπλότητες Mm και Nn διαφορετικής διάστασης m , n
και οι χάρτες (U, φ) και (V, ψ) των Mm και Nn αντίστοιχα. Έστω η απεικόνιση
f : Mm −→ Nn να είναι αμφιδιαφόριση. Η ψ(V) είναι ομοιομορφισμός με το V
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μέσω του ομοιομορφισμού ψ. Ακόμη, το V είναι ομοιομορφικό με το f −1(V) μέσω
του ομοιομορφισμού f και το f −1(V) είναι ομοιομορφικό με το φ( f −1(V)) μέσω
του ομοιομορφισμού φ. Άρα τα φ( f −1(V)) και ψ(V) είναι ομοιομορφικά. Έτσι,
υποχρεωτικά θα πρέπει να ισχύει ότι m = n.

Πρόταση 1.2.2 Έστω μια πολλαπλότητα Mn και (U, φ) ένας χάρτης της. Τότε η
συνάρτηση συντεταγμένων φ : U −→ φ(U) ⊂ Rn είναι αμφιδιαφόριση.

Aπόδειξη.

Ηαπόδειξη της πρότασης είναι άμεση συνέπεια των παραπάνω ορισμών. �

Πρόταση 1.2.3 Έστω ένα ανοικτό υποσύνολο U μιας πολλαπλότητας Mn. Αν η
απεικόνιση f : U −→ φ(U) ⊂ Rn είναι μια αμφιδιαφόριση και το f (U) είναι
ανοικτό υποσύνολο του Rn τότε το ζεύγος (U, f ) είναι ένας χάρτης που ανήκει στην
διαφορική δομή της M.

Aπόδειξη.

Ηαπόδειξη της πρότασης είναι άμεση συνέπεια των παραπάνω ορισμών. �

Πρόταση 1.2.4 Έστω μια συνεχής απεικόνιση F : M −→ N όπου M και N είναι
πολλαπλότητες. Θα αποδείξουμε ότι η F είναι λεία, αν και μόνο αν η f ◦F : M −→ R
είναι λεία, για κάθε λεία συνάρτηση f : N −→ R.

Aπόδειξη.

(Ευθύ) Έστω ότι η F : M −→ N είναι λεία, τότε και η f ◦ F : M −→ R είναι
λεία, διότι γνωρίζουμε ότι η σύνθεση λείων απεικονίσεων είναι λεία απεικόνιση.
(Αντίστροφο) Έστω ότι η f ◦ F : M −→ R είναι λεία στο σημείο f (p). Θεωρούμε
τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ) των M και N αντίστοιχα με pϵU και F(p)ϵV , επίσης
f = yi = π ◦ y με i = 1, 2, · · · , n. Αν η f ◦ F είναι λεία, τότε η yi ◦ F είναι λεία για
κάθε i. Επομένως, η πi ◦ y ◦ F : M −→ R είναι λεία και απο τον ορισμό της λείας
απεικόνισης (1.2.1) η I ◦ (πi ◦ y ◦ F) ◦ φ−1 είναι λεία, όπου I είναι η ταυτοτική
απεικόνιση. Άρα η πi ◦ (y ◦ F ◦ φ−1) είναι λεία οπότε και η y ◦ F ◦ φ−1 είναι λεία.
Έτσι, η F είναι λεία. �

Παράδειγμα 1.2.1
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Στο παράδειγμα (1.1.6) αποδείχτηκε ότι οι απεικονίσεις φ : R −→ R με τύπο
φ(t) = t και ψ : R −→ R με τύπο ψ(t) = t3 αποτελουν δύο διαφορετικές πολλα-
πλότητες M και M′, ίδιας διάστασης 1με τη βοήθεια των χαρτών (U = R, φ) και
(V = R, ψ) αντίστοιχα, στον ίδιο τοπολογικό χώρο R. Θα αποδείξουμε ότι οι πολ-
λαπλότητες M και M′ είναι αμφιδιαφορικές, δηλαδή ότι υπάρχει αμφιδιαφόριση
f από τη M στη M′. Ορίζουμε την απεικόνιση f : M −→ M′ με τύπο f (t) = t

1
3 ,

οποία είναι 1-1 και επί. Επιπλέον, η f είναι λεία, αφού η

ψ ◦ f ◦ φ−1(t) = ψ( f (t)) = ψ(t
1
3 ) = (t

1
3 )3 = t

είναι λεία και η f −1 είναι λεία, αφού η

φ ◦ f −1 ◦ ψ−1(t) = φ( f −1(t
1
3 )) = φ(t) = t

είναι λεία. Άρα υπάρχει αμφιδιαφόριση f : M −→ M′ όπου M και M′ είναι
αμφιδιαφορικές.

Παράδειγμα 1.2.2

Έστω f : S2 −→ R με τύπο f (x, y, z) = z θα δείξουμε ότι είναι λεία.
Χρησιμοποιούμε τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ) της στερεογραφικής προβολής από
το παράδειγμα (1.1.7) και πρέπει να δείξουμε ότι οι απεικονίσεις f ◦φ−1 και f ◦ψ−1

είναι λείες. Έχουμε από τη σχέση (1.7) ότι

( f ◦ φ−1)(u, v) = f (φ−1(u, v)) =

f
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

)
=

u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

η οποία είναι λεία, f ◦ φ−1 : φ(U) = R2 −→ R. Παρόμοια από τη σχέση (1.9)
έχουμε ότι

( f ◦ ψ−1)(u, v) = f (ψ−1(u, v)) =

f
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

)
=

1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

η οποία είναι λεία, f ◦ ψ−1 : ψ(V) = R2 −→ R.
Συνεπώς, η f είναι λεία.

Παράδειγμα 1.2.3
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Έστω f : S2 −→ S2 με τύπο f (x, y, z) = (−y, x, z) θα δείξουμε ότι είναι λεία.
Χρησιμοποιούμε τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ) της στερεογραφικής προβολής από
το παράδειγμα (1.1.7) και πρέπει να δείξουμε ότι οι απεικονίσεις φ ◦ f ◦ φ−1 και
ψ ◦ f ◦ ψ−1 είναι λείες. Έχουμε από τις σχέσεις (1.6) και (1.7) ότι

(φ ◦ f ◦ φ−1)(u, v) = φ( f (φ−1(u, v))) =

φ

(
f
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

))
=

φ

(
−2v

u2 + v2 + 1
,

2u
u2 + v2 + 1

,
u2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

)
= (−v, u)

η οποία είναι λεία, φ ◦ f ◦ φ−1 : R2 −→ R2. Παρόμοια από τις σχέσεις (1.8) και
(1.9) έχουμε ότι

(ψ ◦ f ◦ ψ−1)(u, v) = ψ( f (ψ−1(u, v))) =

ψ

(
f
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

))
=

ψ

(
−2v

u2 + v2 + 1
,

2u
u2 + v2 + 1

,
1 − u2 − v2

u2 + v2 + 1

)
= (−v, u)

η οποία είναι λεία, ψ ◦ f ◦ ψ−1 : R2 −→ R2.
Συνεπώς, η f είναι λεία.

Έστω f : M −→ R μια λεία απεικόνιση, όπου M λεία πολλαπλότητα και
(U, φ) ένας χάρτης της M και pϵU. Συμβολίζουμε με π1, · · · , πn τις συναρτήσεις
συντεταγμένων του Rn. Οπότε για τη συνάρτηση f ◦ φ−1 : φ(U) −→ R, η οποία
ορίζεται στο ανοικτό σύνολο φ(U) το οποίο περιέχει το σημείο φ(p), θεωρούμε
τις

D1( f ◦ φ−1)
∣∣∣
φ(p)

, · · · , Dn( f ◦ φ−1)
∣∣∣
φ(p)

(1.25)

όπου με Di, i = 1, · · · , n συμβολίζουμε τις μερικές παραγώγους ως πρός την i-
συνιστώσα, υπολογισμένες στο φ(p), τις οποίες θα συμβολίζουμε με

∂ f
∂x1

∣∣∣∣∣
p
, · · · , ∂ f

∂xn

∣∣∣∣∣
p

(1.26)

Οι μερικές παράγωγοι της σχέσεις (1.26) λέγονται μερικές παράγωγοι της f ως
προς xi στο σημείο pϵU, όπου xi = πi ◦φ. Οι συναρτήσεις της σχέσης (1.25) είναι
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λείες στο U, διότι οι συναρτήσεις ∂ f
∂xi
◦ φ−1 όπου i = 1, · · · , n είναι λείες στο φ(U).

Από τις σχέσεις (1.25) και (1.26) καταλήγουμε στην σχέση

∂ f
∂xi

∣∣∣∣∣
p
= Di( f ◦ φ−1)

∣∣∣
φ(p)

, i = 1, · · · , n (1.27)

Πρόταση 1.2.5 Έστω (U, φ = (x1, · · · , xn)) είναι ένας χάρτης της πολλαπλότητας
M και (x1, · · · , xn) είναι οι συντεταγμένες του σημείου pϵM. Τότε ισχύει η σχέση

∂xi

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

= δi j, i, j = 1, · · · , n

όπου γνωρίζουμε ότι δi j =

{
1, αν i = j
0, αν i , j

Aπόδειξη.

Από την σχέση (1.27) έχουμε ότι

∂xi

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

=
∂(xi ◦ φ−1)

∂π j

∣∣∣∣∣∣
φ(p)

=
∂(πi ◦ φ ◦ φ−1)

∂π j

∣∣∣∣∣∣
φ(p)

=
∂πi

∂π j

∣∣∣∣∣∣
φ(p)

= δi j.

�

Oρισμός 1.2.4 Έστω μια λεία απεικόνιση f : Mm −→ Nn μεταξύ πολλαπλο-
τήτων και δύο χάρτες (U, φ = (x1, · · · , xm)) και (V, ψ = (y1, · · · , yn)) των Mm

και Nn αντίστοιχα, έτσι ώστε f (U) ⊂ V . Θα συμβολίζουμε με fi την απεικόνιση
yi ◦ f = πi ◦ y ◦ f : U −→ R, δηλαδή την i συντεταγμένη της f στον χάρτη (V, ψ).
Θα ονομάζουμε Ιακωβιανό πίνακα της f ως προς τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ) τον
ακόλουθο πίνακα

(
∂ fi
∂x j

)
. Στην περίπτωση όπου οι πολλαπλότητες M και N έχουν την

ίδια διάσταση, τότε η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα της f ως προς τους χάρτες
(U, φ) και (V, ψ) θα ονομάζεται Ιακωβιανή ορίζουσα.

Oρισμός 1.2.5 Μια λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ πολλαπλοτήτων θα ονο-
μάζεται τοπικά αντιστρέψιμη ή τοπική αμφιδιαφόριση στο σημείο pϵM, όταν υπάρ-
χει μια περιοχή του σημείου p, για την οποία η απεικόνιση

f |U : U −→ f (U),

να είναι αμφιδιαφόριση.
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Θεώρημα 1.2.1 (Θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης για πολλαπλότητες). Έστω μία
λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ πολλαπλοτήτων και έστω ένα σημείο pϵM.
Υποθέτουμε ότι υπάρχουν δύο χάρτες (U, φ = (x1, · · · , xn)) γύρω από το σημείο p
της M και (V, ψ = (y1, · · · , yn)) γύρω από το σημείο f (p) της N έτσι ώστε να ισχύει
ότι f (U) ⊂ V . Έστω fi = yi ◦ f . Τότε η απεικόνιση f είναι τοπικά αντιστρέψιμη στο
σημείο p αν και μόνο αν ισχύει ότι η Ιακωβιανή ορίζουσα

det
(
∂ fi

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
p

, 0.

Aπόδειξη.

Ο Ιακωβιανός πίνακας της απεικόνισης f ως προς τους χάρτες (U, φ) και (V, ψ)
είναι (

∂ fi

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
p

=

(
∂(πi ◦ ψ ◦ f

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
p

από την σχέση (1.27) η παραπάνω σχέση γράφεται(
∂ fi

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
p

=

(
∂(πi ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
φ(p)

αυτή η σχέση είναι ο Ιακωβιανό πίνακας της απεικόνισης

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn −→ ψ(V) ⊂ Rn

στο σημείο φ(p), μεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του Rn. Οπότε από το θεώρημα
της αντίστροφης απεικόνισης στον Rn θα έχουμε ότι

det
(
∂ fi

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
p

= det
(
∂(πi ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1

∂x j

)∣∣∣∣∣∣
φ(p)

, 0

αν και μόνο αν ψ◦ f ◦φ−1 είναι τοπικά αντιστρέψιμη στο σημείο φ(p). Όμως γνω-
ρίζουμε ότι οι φ και ψ είναι αμφιδιαφορίσεις, τότε η f είναι τοπικά αντιστρέψιμη
στο σημείο p. �

Έστω ένα σημείο p του Ευκλείδειου χώρου, μια ανοικτή περιοχή U γύρω από
το σημείο p, μια λεία απεικόνιση f : U −→ R και ένα μοναδιαίο διάνυσμα στο
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σημείο p το e = (e1, · · · , en). Γνωρίζουμε ότι, η παράγωγος της απεικόνισης f στο
σημείο p και στην διεύθυνση e δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

e( f ) =
n∑

i=1

ei
∂ f
∂xi

∣∣∣∣∣
p

Σύμφωνα με τον παραπάνω τύπο ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες

e( f1 + f2) = e( f1) + e( f2)

e(λ f ) = λe( f ),∀λϵR
e( f g) = e( f )g(p) + f (p)e(g)

Αυτές τις ιδιότητες θα εκμεταλλευτούμε για να ορίσουμε το εφαπτόμενο διάνυσμα
μιας πολλαπλότητας.

Επειδή μας ενδιαφέρει μια μικρή ανοικτή περιοχή του σημείου p της συνάρ-
τησης f όπου θα ορίσουμε ένα διάνυσμα, θα λέμε ότι η f : M −→ R είναι λεία
στο σημείο pϵM αν υπάρχει ανοικτή περιοχή U του p έτσι ώστε ο περιορισμός
της f στο U να είναι λεία συνάρτηση. Στη συνέχεια θα ορίσουμε μια σχέση ισο-
δυναμίας μεταξύ δύο συναρτήσεων f , g που είναι λείες στο σημείο p. Ορίζουμε
ότι f ∼ g αν υπάρχει ανοικτή περιοχή του σημείου p, τέτοια ώστε f = g ταυ-
τοτικά. Διαπυστώνουμε ότι η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας. Αυτή η σχέση
∼ διαμερίζει το σύνολο των λείων συναρτήσεων γύρω από το σημείο p σε κλά-
σεις ισοδυναμίας. Έστω [ f ] η κλάση ισοδυναμίας της συνάρτησης f , την οποία
θα ονομάζουμε ”σπόρο” της f . Θα συμβολίζουμε με C∞p (M) το σύνολο όλων των
”σπόρων” των πραγματικών συναρτήσεων σε μια ανοικτή περιοχή του σημείου
p.

Στο σύνολο C∞p (M) μπορούμε να προσθέσουμε και να πολλαπλασιάσουμε
στοιχεία δηλαδή

[ f + g] = [ f ] + [g],∀ f , gϵC∞p (M)

[λ f ] = λ[ f ],∀ f ϵC∞p (M), λϵR

[ f · g] = [ f ] · [g],∀ f , gϵC∞p (M)

Συνεπώς το σύνολο C∞p (M) εφοδιασμένο με τις παραπάνω πράξεις γίνεται ένας
διανυσματικός χώρος άπειρης διάστασης.

Ένα εφαπτόμενο διάνυσμα v θα δρα για την ακρίβεια πάνω στα στοιχεία των
[ f ] του C∞p (M), στην πράξη θα θεωρούμε την δράση του διανύσματος v πάνω
στους αντιπροσώπους των κλάσεων, και θα γράφουμε v( f ) αντί του v([ f ]).
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Oρισμός 1.2.6 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και ένα σημείο pϵM. Ένα εφαπτό-
μενο διάνυσμα της πολλαπλότητας M στο σημείο p είναι μια απεικόνιση

vp : C∞p (M) −→ R

με τις εξής ιδιότητες

(1) vp(λ f + µg) = λvp( f ) + µvp(g)

(2) vp( f g) = vp( f )g(p) + f (p)vp(g)

για κάθε f , gϵC∞p (M) και λ, µϵR.

Το σύνολο όλων των εφαπτόμενων διανυσμάτων της πολλαπλότητας M στο
σημείο p ονομάζεται εφαπτόμενος χώρος του M στο σημείο p και θα το συμβο-
λίζουμε με TpM. Αν vp,wpϵTpM τότε ορίζουμε τις ακόλουθες πράξεις

vp + wp : C∞p (M) −→ R, (vp + wp)( f ) = vp( f ) + wp( f )

λvp : C∞p (M) −→ R, (λvp)( f ) = λ(vp( f ))

Πρόταση 1.2.6 Τα vp+wp και λvp είναι εφαπτόμενα διανύσματα της πολλαπλότη-
τας M στο σημείο p για κάθε vp,wp εφαπτόμενα διανύσματα της M στο p και κάθε
λϵR.

Aπόδειξη.

Έστω f , gϵC∞p (M) και µ1, µ2ϵR τότε έχουμε για την πρώτη ιδιότητα

(vp + wp)(µ1 f + µ2g) = vp(µ1 f + µ2g) + wp(µ1 f + µ2g) =

vp(µ1 f ) + vp(µ2g) + wp(µ1 f ) + wp(µ2g) =

µ1vp( f ) + µ2vp(g) + µ1wp( f ) + µ2wp(g) =

µ1(vp + wp)( f ) + µ2(vp + wp)(g)

για την δεύτερη ιδιότητα

(vp + wp)( f g) = vp( f g) + wp( f g) =

vp( f )g(p) + f (p)vp(g) + wp( f )g(p) + f (p)wp(g) =

(vp + wp)( f )g(p) + f (p)(vp + wp)(g)

Άρα το vp + wpϵTpM, όμοια μπορούμε να δείξουμε και την άλλη σχέση, οπότε
λvpϵTpM. �
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Πρόταση 1.2.7 Το σύνολο των εφαπτόμενων διανυσμάτων της πολλαπλότητας M
στο σημείο p, TpM είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος.

Έστω μια πολλαπλότητα Mn, pϵM και ένας χάρτης (U, φ). Στον χάρτη αυτό
αντιστοιχούν n εφαπτόμενα διανύσματα ∂

∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p
, τα οποία ορίζουμε ως

εξής
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f ) = Di( f ◦ φ−1)
∣∣∣
φ(p)

(1.28)

όπου f ϵC∞p (M) και Di, i = 1, 2, · · · , n συμβολίζουμε την συνήθη μερική παράγωγο
ως προς την συντεταγμένη xi του Rn.

Πρόταση 1.2.8 Τα ∂
∂xi

∣∣∣∣
p
με i = 1, 2, · · · , n είναι εφαπτόμενα διανύσματα της πολ-

λαπλότητας M στο σημείο p.

Aπόδειξη.

Έστω f , gϵC∞p (M) και λ, µϵR τότε έχουμε για τη πρώτη ιδιότητα

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(λ f + µg) = Di

(
(λ f + µg) ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
=

Di

(
(λ f ) ◦ φ−1 + (µg) ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
=

(
Di

(
(λ f ) ◦ φ−1

)
+ Di

(
(µg) ◦ φ−1

))∣∣∣∣
φ(p)
=

Di

(
(λ f ) ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
+Di

(
(µg) ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
= λ Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
+µ Di

(
g ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
=

λ
∂ f
∂xi

∣∣∣∣∣
p
+ µ

∂g
∂xi

∣∣∣∣∣
p

για την δεύτερη ιδιότητα

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f g) = Di

(
( f g) ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
= Di

(
( f ◦ φ−1)(g ◦ φ−1)

)∣∣∣∣
φ(p)
=

Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)

(
g ◦ φ−1

)
(φ(p)) +

(
f ◦ φ−1

)
(φ(p))Di

(
g ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
=

Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)

g(p) + f (p)Di

(
g ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)
=
∂ f
∂xi

∣∣∣∣∣
p

g(p) + f (p)
∂g
∂xi

∣∣∣∣∣
p
.

�
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Πρόταση 1.2.9 Τα ∂
∂xi

∣∣∣∣
p
με i = 1, 2, · · · , n είναι γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα

του TpM.

Aπόδειξη.

Έστω λ1, · · · , λnϵR τέτοια ώστε
n∑

i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p
= 0p όπου 0p : C∞p (M) −→ R με

τύπο 0p( f ) = 0 τότε ∀ f ϵC∞p (M) έχουμε

n∑
i=1

λi
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f ) = 0p( f )⇒
n∑

i=1

λi Di( f ◦ φ−1)
∣∣∣
φ(p)
= 0⇒

n∑
i=1

λi Di(π j ◦ φ ◦ φ−1)
∣∣∣
φ(p)
= 0⇒

n∑
i=1

λi Di(π j)
∣∣∣
φ(p)
= 0⇒

n∑
i=1

λiδi j = 0⇒ λ j = 0,∀ j = 1, · · · , n

δηλαδή τα διανύσματα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. �

Πρόταση 1.2.10 Έστω μια πολλαπλότητα Mm και (U, φ) ένας χάρτης της γύρω από
το σημείο pϵU τότε τα εφαπτόμενα διανύσματα ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
αποτελούν βάση του TpM.

Κάθε vpϵTpM γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός σύμφωνα με την σχέση

vp =

n∑
i=1

vp(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(1.29)

Aπόδειξη.

Αρχικά θα χρειαστούμε μια κατασκευή της ανάλυσης. Έστω μια μπάλα Bε(0)
με κέντρο το 0 και ακτίνα ε στον Rm και μια λεία συνάρτηση F : Bε(0) −→ R με
F(0) = 0. Τότε ∀x = (x1, · · · , xm)ϵBε(0) και από τον κανόνα σύνθετης παραγώγι-
σης έχουμε

F(x) = F(x) − F(0) = F(tx)|t=1
t=0 =

∫ 1

0

d
dt

[F(tx)] dt =
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∫ 1

0

m∑
i=1

∂F
∂xi

∣∣∣∣∣
tx

xi dt =
m∑

i=1

xi

∫ 1

0

∂F
∂xi

∣∣∣∣∣
tx

dt

Οι συναρτήσεις ψi : Bε(0) −→ R με i = 1, · · · ,m που δίνονται από την σχέση

ψi(x) =
∫ 1

0

∂F
∂xi

∣∣∣∣∣
tx

dt

είναι λείες απεικονίσεις. Άρα η F γράφεται στην ακόλουθη μορφή

F(x) =
m∑

i=1

xiψi(x)

Οπότε έχουμε (
D jF

)
(x) = ψ j(x) +

m∑
i=1

xi

(
D jψi

)
(x)

και στην περίπτωση όπου x = 0,
(
D jF

)
(0) = ψ j(0).

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι φ(p) = 0, δηλαδή xi(p) = 0,∀i =
1, · · · ,m. Έστω f ϵC∞p (M) όπου f (p) = 0. Η συνάρτηση f ◦ φ−1 που ορίζεται
σε μια μικρή μπάλα Bε(0) με κέντρο το 0 και ακτίνα ε στον Rm είναι λεία και
σύμφωνα με τα παραπάνω, υπάρχουν διαφορίσιμες συνατήσεις ψi : Bε(0) −→ R
με i = 1, · · · ,m έτσι ώστε

(
f ◦ φ−1

)
(x) =

m∑
i=1

xiψi(x) και ψi(0) = Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)=0

Άρα ∀qϵφ−1 (Bε(0)), όπου x = φ(q), έχουμε την παρακάτω σχέση

f (q) =
m∑

i=1

xiψi (φ(q))⇒ f =
m∑

i=1

xi (ψi ◦ φ)

σε μια ανοικτή περιοχή φ−1 (Bε(0)) του p. Εάν f (p) , 0 τότε μπορούμε να θέσουμε
f ∗ = f − f (p) ⇒ f ∗(p) = 0. Άρα υπάρχουν συναρτήσεις ψi έτσι ώστε να ισχύει
ότι

f = f (p) +
m∑

i=1

xi (ψi ◦ φ)
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Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες (1) και (2) του ορισμού (1.2.6) έχουμε ότι

vp( f ) = vp ( f (p))+vp

 m∑
i=1

xi (ψi ◦ φ)

 = m∑
i=1

(
vp(xi)(ψi ◦ φ)(p) + xi(p)vp(ψi ◦ φ)

)
=

m∑
i=1

vp(xi)ψi(0) =
m∑

i=1

vp(xi)Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
0
=

m∑
i=1

vp(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f )

άρα

vp =

m∑
i=1

vp(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

Επιπλέον από την πρόταση (1.2.9) έχουμε ότι τα ∂
∂xi

∣∣∣∣
p
είναι γραμμικά ανεξάρτητα

διανύσματα του TpM, άρα τα ∂
∂xi

∣∣∣∣
p
αποτελούν βάση του TpM. �

Παράδειγμα 1.2.4

Σε αυτό το παράδειγμα θα δούμε πως αλλάζει η βάση
{

∂
∂xi

∣∣∣∣
p

}m

i=1
του TpMm όταν

αλλάξουμε το χάρτη γύρω από το σημείο p. Έστω δύο χάρτες (U, φ) και (V, ψ) της
πολλαπλότητας Mm γύρω από το σημείο p με βάσεις

{
∂
∂xi

∣∣∣∣
p

}m

i=1
και

{
∂
∂yi

∣∣∣∣
p

}m

i=1
αντί-

στοιχα. Τότε υπάρχει μοναδικός αντιστρέψιμος τετραγωνικός πίνακας (ai j) έτσι
ώστε

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p
=

m∑
j=1

ai j
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

µε i = 1, · · · ,m

Εφαρμόζουμε το διάνυσμα ∂
∂xi

∣∣∣∣
p
πάνω στη συνάρτηση συντεταγμένων xk, για να

υπολογισουμε τους αριθμούς (ai j)

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

(xk) =
m∑

j=1

ai j
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(xk) =
m∑

j=1

ai jδ jk = aik

Άρα καταλήγουμε στην εξής σχέση

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p
=

m∑
j=1

∂x j

∂yi

∣∣∣∣∣∣
p

∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p
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Ο παραπάνω τύπος είναι ο γνωστός κανόνας λείων σύνθετων συναρτήσεων. Επί-
σης έχουμε ότι

∂x j

∂yi

∣∣∣∣∣∣
p

= Di

(
π j ◦ φ ◦ ψ−1

)∣∣∣∣
ψ(p)

δηλαδή ο πίνακας
(
∂x j

∂yi

∣∣∣∣
p

)
είναι ο Ιακωβιανός πίνακας της λείας απεικόνισης φ◦ψ−1

ένος ανοικτού συνόλου του Rm στον Rm.
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1.3 Το διαφορικό μιας απεικόνισης
Έχοντας ορίσει τον εφαπτόμενο χώρο μιας λέιας απεικόνισης το επόμενο

βήμα είναι να ορίσουμε το διαφορικό μιας λείας απεικόνισης μεταξύ πολλαπλο-
τήτων.

Έστω μια λεία απεικόνιση f : Mm −→ Nn μεταξύ πολλαπλοτήτων και ένα
σημείο pϵMm. Οι εφαπτόμενοι χώροι TpMm του Mm στο σημείο p και T f (p)Nn

του Nn στο σημείο f (p) είναι R-γραμμικοί χώροι διαστάσεως m και n αντίστοιχα.
Επειδή το διαφορικό d fp μιας απεικόνισης θα οριστεί από τον TpMm στον T f (p)Nn,
η εικόνα d fp(vp) ενός διανύσματος vp στο σημείο p είναι ένα διάνυσμα στο f (p),
δηλαδή ένα γραμμικό συναρτησιακό με πεδίο ορισμού το C∞f (p)(N).

Oρισμός 1.3.1 Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ λείων πολλαπλο-
τήτων και ένα σημείο pϵM. Το διαφορικό της f στο σημείο p είναι μια γραμμική
απεικόνιση

d fp : TpM −→ T f (p)N

που ορίζεται από την σχέση

d fp(vp)(g) = vp(g ◦ f ) (1.30)

για κάθε vpϵTpM και gϵC∞f (p)(N).

Ο παραπάνω ορισμός περιέχει δύο ισχυρισμούς που πρέπει να ελεγχθούν.
Πρώτον, το d fp είναι ένα εφαπτόμενο διάνυσμα της πολλαπλότητας N στο σημείο
f (p).
Πράγματι, έστω g, hϵC∞f (p)(N), λ, µϵR και vpϵTpM τότε, για τη πρώτη ιδιότητα

d fp(vp)(λg + µh) = vp ((λg + µh) ◦ f ) =

vp (λg ◦ f + µh ◦ f ) = vp(λg ◦ f ) + vp(µh ◦ f ) =

λvp(g ◦ f ) + µvp(h ◦ f ) = λd fp(vp)(g) + µd fp(vp)(h)

για την δεύτερη ιδιότητα

d fp(vp)(gh) = vp ((gh) ◦ f ) =

vp ((g ◦ f )(h ◦ f )) = vp(g ◦ f ) (h ◦ f ) (p) + (g ◦ f ) (p)vp(h ◦ f ) =

d fp(vp)(g)h( f (p)) + g( f (p))d fp(vp)(h).
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Άρα, d fp(vp)ϵT f (p)N και έτσι το d fp είναι καλά ορισμένο.
Δεύτερον, το διαφορικό d fp είναι γραμμική απεικόνιση.
Πράγματι, έστω vp,wpϵTpM, λ, µϵR και gϵC∞f (p)(N) τότε έχουμε

d fp(λvp + µwp)(g) = (λvp + µwp)(g ◦ f ) =

(λvp)(g ◦ f ) + (µwp)(g ◦ f ) = λvp(g ◦ f ) + µwp(g ◦ f ) =

λd fp(vp)(g) + µd fp(wp)(g).

Παράδειγμα 1.3.1

Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ λείων πολλαπλοτήτων, όπου
M = Rn και N = Rm με συντεταγμένες x1, · · · , xn και y1, · · · , ym αντίστοιχα και ένα
σημείο pϵRn.
Επίσης τα σύνολα

{
∂
∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}
και

{
∂
∂y1

∣∣∣∣
f (p)

, · · · , ∂
∂ym

∣∣∣∣
f (p)

}
αποτελούν μια βάση

του TpR
n και του T f (p)R

m αντίστοιχα. Η γραμμική απεικόνιση

d fp : TpR
n −→ T f (p)R

m

καθορίζεται από τον πίνακα (ai j) που δίνεται από την σχέση

d fp

 ∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

 =∑
k

ak j
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)

όπου ak jϵR. Έστω ότι fi = yi ◦ f η i-συνιστώσα της f με i = 1, · · · ,m. Εφαρμόζο-
ντας και στα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης τις συναρτήσεις yi έχουμε

d fp

 ∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

 (yi) =

∑
k

ak j
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)

 (yi)⇒

∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

(yi ◦ f ) =
∑

k

ak jδik ⇒

∂ fi

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

= ai j

Άρα ο πίνακας του διαφορικού d fp ως προς τις παραπάνω βάσεις είναι ο Ιακωβια-
νός πίνακας  ∂ fi

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

 .
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Πρόταση 1.3.1 (Κανόνας της αλυσίδας) Έστω οι λείες συναρτήσεις μεταξύ πολλα-
πλοτήτων, f : M −→ N και g : N −→ K και ένα σημείο pϵM τότε ισχύει ότι

d(g ◦ f )p = dg f (p) ◦ d fp. (1.31)

Aπόδειξη.

Έστω vpϵTpM και hϵC∞f (p)(N) τότε έχουμε

d(g ◦ f )p(vp)(h) = vp(h ◦ (g ◦ f )) = vp(h ◦ g ◦ f ), (∗)

και (
dg f (p) ◦ d fp

)
(vp)(h) = dg f (p)

(
d fp((vp)(h))

)
=

d fp

(
vp(h ◦ g)

)
= vp(h ◦ g ◦ f ), (∗∗)

Άρα, από τις (∗) και (∗∗) έπεται το ζητούμενο. �

Πρόταση 1.3.2 Το διαφορικό της ταυτοτικής απεικόνισης Id : M −→ M σε κάθε
σημείο pϵM είναι η ταυτοτική απεικόνιση Id : TpM −→ TpM, δηλαδή ισχύει ότι

d(Id)p(vp) = vp,∀vpϵTpM. (1.32)

Aπόδειξη.

Έστω vpϵTpM και f ϵC∞p (M) τότε έχουμε

d(Id)p(vp)( f ) = vp( f ◦ Id) = vp( f )

επίσης, (vp)( f ) = vp( f ). Άρα, έπεται το γητούμενο. �

Πρόταση 1.3.3 Έστω η f : M −→ N μια αμφιδιαφόριση μεταξύ πολλαπλοτήτων
και ένα σημείο pϵM. Τότε το διαφορικό d fp : TpM −→ T f (p)N είναι ισομορφισμός
διανυσματικών χώρων.

Aπόδειξη.

Επηδεί η f : M −→ N είναι αμφιδιαφόριση, αρκεί να δείξουμε ότι η f έχει
μια λεία αντίστροφη f −1 : N −→ M τέτοια ώστε

IdM = f −1 ◦ f : M −→ M



Το διαφορικό μιας απεικόνισης 48

και
IdN = f ◦ f −1 : N −→ N.

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας της σχέσης (1.31) έχουμε

IdTp M = d( f −1 ◦ f )p =
(
d f −1

f (p)

)
◦
(
d fp

)
και

IdT f (p)N = d( f ◦ f −1) f (p) =
(
d f f −1( f (p))

)
◦
(
d f −1

f (p)

)
=

(
d fp

)
◦
(
d f −1

f (p)

)
Άρα, το d fp έχει αντίστροφη την d f −1

f (p). Άρα, το d fp είναι ισομορφισμός. �

Πρόταση 1.3.4 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και ένας χάρτης της (U, φ = (x1, · · · , xn))
γύρω από το σημείο pϵM. Τότε έχουμε

dφp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂πi

∣∣∣∣∣
φ(p)

όπου xi = πi ◦ φ με i = 1, · · · , n.

Aπόδειξη.

Από τον ορισμό (1.3.1) και την σχέση (1.27) έχουμε, έστω f ϵC∞φ(p)(M) τότε

dφp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
( f ) =

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f ◦ φp) =

∂

∂πi

∣∣∣∣∣
φ(p)

( f ◦ φp ◦ φ−1
p ) =

∂

∂πi

∣∣∣∣∣
φ(p)

( f )

Από το οποίο έπεται η ζητούμενη σχέση. �

Πρόταση 1.3.5 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και ένας χάρτης της (U, φ = (x1, · · · , xn))
γύρω από το σημείο pϵM. Τότε έχουμε ότι το σύνολο

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p

αποταλεί μια βάση του εφαπτόμενου χώρου TpM.
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Aπόδειξη.

Γνωρίζουμε ότι ένας ισομορφισμός διανυσματικών χώρων απεικονίζει βάσεις
σε βάσεις. Άρα σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση (1.3.4) έχουμε ότι ο ισο-
μορφισμός

dφp : TpM −→ Tφ(p)M

στέλνει τη βάση ∂
∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p
στο σύνολο ∂

∂x1

∣∣∣∣
φ(p)

, · · · , ∂
∂xn

∣∣∣∣
φ(p)

το οποίο είναι
βάση του Tφ(p)M, από το οποίο προκύπτει το ζητούμενο. �

Πρόταση 1.3.6 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και δύο χάρτες γύρω από το ση-
μείο p, έστω (U, φ = (x1, · · · , xn)), (V, ψ = (y1, · · · , yn)). Τότε στην τομή U∩V ισχύει
ότι

∂

∂x j
=

∑
i

∂yi

∂x j

∂

∂y j
, j = 1, · · · , n.

Aπόδειξη.

Έχουμε ότι ∀pϵU ∩ V τα σύνολα
{

∂
∂x j

∣∣∣∣
p

}
και

{
∂
∂y j

∣∣∣∣
p

}
αποτελούν και τα δύο

βάσεις του εφαπτόμενου χώρου TpM, οπότε υπάρχει πίνακας (ai j(p))ϵR ώστε να
ισχύει ότι

∂

∂x j
=

∑
k

ak j
∂

∂yk

Εφαρμόζοντας και στα δύο μέλη τη συνάρτηση συντεταγμένων yi έχουμε ότι

∂

∂x j
(yi) =

∑
k

ak j
∂

∂yk
(yi)⇒

∂yi

∂x j
=

∑
k

ak jδik = ai j

Άρα, καταλήγουμε στην ζητούμενη σχέση. �

Πρόταση 1.3.7 Έστω μια λεία απεικόνιση μεταξύ πολλαπλοτήτων f : Mm −→ Nn,
ένα σημείο pϵM και δύο χάρτες (U, φ = (x1, · · · , xm)) γύρω από το σημείο p της Mm

και (V, ψ = (y1, · · · , yn)) γύρω από το σημείο f (p) της Nn. Τότε το διαφορικό

d fp : TpMm −→ T f (p)Nn
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έχει πίνακα ως πρός τις βάσεις
{

∂
∂xi

∣∣∣∣
p

}
και

{
∂
∂y j

∣∣∣∣
f (p)

}
τον(

∂ fi

∂x j

)
(p),

όπου fi = yi ◦ f .

Aπόδειξη.

Γνωρίζουμε ότι το d fp καθορίζεται πλήρως από τους αριθμούς ai jϵR, δηλαδή

d fp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
=

n∑
k=1

ak j
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)

, j = 1, · · · ,m

Εφαρμόζοντας και στα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης την συνάρτηση συντεταγ-
μένων yi, έχουμε ότι

d fp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
(yi) =

n∑
k=1

ak j
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)

(yi)⇒

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(yi ◦ f ) =
n∑

k=1

ak jδki ⇒
∂ fi

∂xi
(p) = ai j

Από το οποίο προκύπτει το ζητούμενο. �

Μια άλλη συμαντική κατηγορία λείων απεικονίσεων είναι οι καμπύλες. Θα
δούμε μια χρήσιμη μέθοδο υπολογισμού του διαφορικού χρησιμοποιώντας κα-
μπύλες σε πολλαπλότητες.

Oρισμός 1.3.2 Έστω (a, b) ένα ανοικτό διάστημα του R. Μια λεία απεικόνιση

γ : (a, b) −→ M

ονομάζεται (λεία) καμπύλη στη πολλαπλότητα M, όπου το (a, b) υποθέτουμε ότι
περιέχει το μηδέν. Μια καμπύλη γ έχει αρχή το p, εάν το γ(0) = p. Για t0ϵ(a, b), το
διάνυσμα dγt0

(
d
dt

∣∣∣
t0

)
ϵTγ(t0)M, ονομάζεται διάνυσμα ταχύτητας της γ στο γ(t0). Θα

γράφουμε ότι

dγt0

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t0

)
=

dγ
dt

(t0) = γ′(t0). (1.33)
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Παρατήρηση. Στην περίπτωση που έχουμε μια καμπύλη γ : (a, b) −→ R, ο συμ-
βολισμός γ′(t) μπορεί να επιφέρει κάποια σύγχυση. Συμβιλίζουμε με t τη συντε-
ταγμένη στο πεδίο ορισμού (a, b) και με x την αντίστοιχη στο πεδίο τιμών του
R. Άρα σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό (1.3.2), το γ′(t) είναι ένα εφαπτόμενο
διάνυσμα στο σημείο γ(t)ϵR, συνεπώς προκύπτει ότι γ′(t) = λ d

dx

∣∣∣
γ(t)

με λϵR. Στον
απειροστικό λογισμό με γ′(t) συμβολίζουμε την παράγωγο μιας πραγματικής συ-
νάρτησης, η οποία είναι αριθμός. Οι παραπάνω έννοιες είναι διαφορετικές, συνε-
πώς ας συμβολίσουμε με γ̇(t) την παράγωγο αυτή.

Πρόταση 1.3.8 Έστω μια λεία καμπύλη γ : (a, b) −→ R και (U, φ = (x1, · · · , xn))
ένας χάρτης στο σημείο γ(t). Τότε το εφαπτόμενο διάνυσμα γ′(t) δίνεται από την
σχέση

γ′(t) =
n∑

i=1

γ̇i(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
γ(t)

όπου γi = xi◦γ. Συνεπώς, η ταχύτητα γ′(t), παριστάνεται από το διάνυσμα (γ̇1(t), · · · , γ̇n(t))

ως προς την βάση
{

∂
∂xi

∣∣∣∣
p

}
του εφαπτόμενου χώρου Tγ(t)M.

Aπόδειξη.

Γνωρίζουμε ότι γ′(t) =
n∑

i=1

ai
∂

∂xi
. Οπότε αρκεί να υπολογίσουμε τους συντε-

λεστές ai. Εφαρμόζοντας και στα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης την συνάρτηση
συντεταγμένων x j έχουμε

γ′(t)x j =

 n∑
i=1

ai
∂

∂xi

 x j ⇒

dγγ(t)

(
d
dt

)
x j =

n∑
i=1

aiδi j ⇒

d
dt

(x j ◦ γ) = a j ⇒
d
dt

(γ j) = γ̇ j(t) = a j

από την οποία προκύπτει το ζητούμενο. �

Πρόταση 1.3.9 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M, ένα σημείο pϵM και ένα εφα-
πτόμενο διάνυσμα vpϵTpM. Τότε υπάρχει ε > 0 και γ : (−ε, ε) −→ M μια λεία
καμπύλη, έτσι ώστε να ισχύει ότι γ(0) = p και γ′(0) = vp.
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Aπόδειξη.

Έστω ένας χάρτης (U, φ = (x1, · · · , xn)) γύρω από το σημείο pϵM με την ιδιό-
τητα φ(p) = 0ϵR. Τα ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
με i = 1, · · · , n αποτελούν βάση του TpM. Άρα υπάρ-

χουν αριθμοί aiϵR έτσι ώστε

vp =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

και έστω π1, · · · , πn οι κανονικές συντεταγμένες του Rn με xi = πi ◦ φ. Θεωρούμε
την καμπύλη a : (−ε, ε) −→ Rn με τύπο

a(t) = φ(p) + t(a1, · · · , an)

με ε κατάλληλα μικρό έτσι ώστε a(t)ϵφ(U). Ορίζουμε την γ : (−ε, ε) −→ M με
τύπο

γ(t) = (φ−1 ◦ a)(t)

τότε έχουμε
γ(0) = (φ−1 ◦ a)(0) = φ−1(φ(p)) = p

και από τις προτάσεις (1.3.4) και (1.3.9) έπεται

γ′(0) = (dφ−1)0(da)0

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
= dφ−1

 n∑
i=1

ai
∂

∂πi

∣∣∣∣∣
0

 = n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p
= vp

Άρα, ισχύει ότι γ(0) = p και γ′(0) = vp. �

Πρόταση 1.3.10 Έστω ένα εφαπτόμενο διάνυσμα vp μιας πολλαπλότητας M στο
σημείο pϵM και f ϵC∞p (M). Τότε αν μια λεία καμπύλη γ : (−ε, ε) −→ M διέρχεται
από το σημείο p και είναι τέτοια ώστε γ′(0) = vp, έχουμε

vp f =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

( f ◦ γ)

Aπόδειξη.

Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (1.3.1) και (1.3.2) έχουμε ότι

vp f = γ′(0) f = dγγ(t)

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
f =

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

( f ◦ γ)

�
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Πρόταση 1.3.11 Έστω μια λεία συνάρτηση μεταξύ πολλαπλοτήτων f : M −→ N,
ένα σημείο pϵM και ένα διάνυσμα vpϵTpM. Αν γ είναι μια λεία καμπύλη με αρχή
το σημείο γ(0) = p και διάνυσμα ταχύτητας γ′(0) = vp, τότε ισχύει ότι

d fp(vp) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

( f ◦ γ)(t).

Aπόδειξη.

Από τα δεδομένα έχουμε ότι γ(0) = p και γ′(0) = vp. Χρησιμοποιώντας τους
ορισμούς (1.3.1) και (1.3.2) καθώς και την πρόταση (1.3.1) που αναφέρεται στον
κανόνα της αλυσίδας έχουμε

d fp(vp) = d fp(γ′(0)) = (d fp ◦ dγ0)
(

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
=

d( f ◦ γ)0

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
=

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

( f ◦ γ)(t).

�

Με την βοήθεια του διαφορικού, μπορούμε να διατυπώσουμε την εκδοχή για
πολλαπλότητες ενός πολύ σημαντικού θεωρήματος της Ανάλυσης, το θεώρημα
της αντίστροφης συνάρτησης.

Oρισμός 1.3.3 Έστω f : Mm −→ Nn μια λεία απεικόνιση και ένα σημείο pϵMm.
Βαθμίδα ή τάξη της f στο σημείο p ονομάζεται η διάσταση του υποχώρου d fp(TpMm)
του διανυσματικού χώρου T f (p)Nn. Συμβολίζουμε την βαθμίδα με rank.

Θεώρημα 1.3.1 Έστω f : Mn −→ Nn μια λεία απεικόνιση και ένα σημείο pϵMn

όπου το διαφορικό της f έχει βαθμίδα n. Τότε υπάρχει ανοικτή περιοχή U του ση-
μείου p έτσι ώστε η f |U να είναι αμφιδιαφόριση του U σε μια περιοχή του f (p).

Aπόδειξη.

Η απόδειξη είναι μια απλή αναγωγή στο θεώρημα της αντίστροφης συνάρτη-
σης στον Rn, αυτό θα γίνει με τη βοήθεια χαρτών γύρω από τα σημεία p και f (p).
Έστω (U, φ) ένας χάρτης του Mn γύρω από το σημείο p με φ(p) = 0 και (V, ψ)
ένας χάρτης του Nn γύρω από το σημείο f (p). Θεωρούμε την λεία απεικόνιση

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f −1(V)) −→ Rn,U ∩ f −1(V) , ∅
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Οι απεικονίσεις φ και ψ είναι αμφιδιαφορίσιμες, οπότε

rank(dφp) = rank(dψ f (p)) = n

και
rank(d(ψ ◦ f ◦ φ−1))0 = rank(dψ f (p) ◦ d fp ◦ dφ−1

0 ) = n

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα της αντίστροφης συνάρτησης, ο περιορισμός της
ψ◦ f ◦φ−1 σε μια μικρή ανοικτή περιοχή K του 0ϵRn είναι αμφιδιαφόριση. Επίσης,
επειδή οι ψ και φ−1 είναι αμφιδιαφορίσιμες, ο περιορισμός της συνάρτησης f στο
ανοικτό φ−1(K) είναι και αυτός αμφιδιαφόριση. �

Παράδειγμα 1.3.2

Έστω η f : R2 −→ R3 με f (x1, x2) = (x1x2, x2
1x2, x1 + x2). Αν ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
είναι τα

βασικά εφαπτόμενα διανύσματα ως προς τον ταυτοτικό χάρτη τότε θα υπολογί-
σουμε d fp

(
∂
∂x1

∣∣∣∣
p

)
και d fp

(
∂
∂x2

∣∣∣∣
p

)
στο σημείο p = (1, 2).

Έχουμε ότι f (p) = f (1, 2) = (2, 2, 3) και

d fp

(
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

)
=

3∑
k=1

(
d fp

(
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

)
(yk)

)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)
=

3∑
k=1

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

(yk ◦ f )
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)
=

3∑
k=1

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

(πk ◦ IdR3 ◦ f )
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)
=

3∑
k=1

D1

(
πk ◦ IdR3 ◦ f ◦ Id−1

R2

)∣∣∣∣
IdR2

(p)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)
=

3∑
k=1

D1 (πk ◦ f )|p
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
f (p)
=

2
∂

∂y1

∣∣∣∣∣
f (p)
+ 4

∂

∂y2

∣∣∣∣∣
f (p)
+

∂

∂y3

∣∣∣∣∣
f (p)
= 2

∂

∂y1

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

+ 4
∂

∂y2

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

+
∂

∂y3

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο υπολογίζουμε και το d fp

(
∂
∂x2

∣∣∣∣
p

)
στο σημείο p = (1, 2).

d fp

(
∂

∂x2

∣∣∣∣∣
p

)
= · · · = ∂

∂y1

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

+
∂

∂y2

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

+
∂

∂y3

∣∣∣∣∣
(2,2,3)

Παράδειγμα 1.3.3
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Για την διαφορίσιμη απεικόνιση της προβολής π : Rm −→ Rn (m ≥ n) με
τύπο π(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xn) θα βρούμε το dπp σε κάθε pϵRm ως προς τον
ταυτοτικό χάρτη. Έχουμε,

dπp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
=

n∑
k=1

(
dπp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
(yk)

)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

n∑
k=1

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(yk ◦ π)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

n∑
k=1

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(πk ◦ IdRn ◦ π)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

n∑
k=1

Di

(
πk ◦ IdRn ◦ π ◦ Id−1

Rm

)∣∣∣∣
IdRm

(p)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

n∑
k=1

Di (πk ◦ π)|p
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

n∑
k=1

δik
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
π(p)
=

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
π(p)

Η βαθμίδα της γραμμικής απεικόνισης dπp είναι n, διότι

dπp

(
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂y1

∣∣∣∣∣
π(p)

, · · · , dπp

(
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂yn

∣∣∣∣∣
π(p)

, dπp

(
∂

∂xn+1

∣∣∣∣∣
p

)
= 0, · · · , dπp

(
∂

∂xm

∣∣∣∣∣
p

)
= 0

Παράδειγμα 1.3.4

Έστω η απεικόνιση της ένθεσης i : Rm −→ Rn (m ≤ n) με τύπο i(x1, · · · , xm) =
(x1, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0) (υπάρχουν n−m μηδενικά) θα βρούμε το dip σε κάθε pϵRm

ως προς τον ταυτοτικό χάρτη. Έχουμε,

dip

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

) n∑
k=1

(
dip

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

)
(yk)

)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

n∑
k=1

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(yk ◦ i)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

n∑
k=1

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(πk ◦ IdRm ◦ i)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

n∑
k=1

Di

(
πk ◦ IdRn ◦ i ◦ Id−1

Rm

)∣∣∣∣
IdRm

(p)
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

n∑
k=1

Di (πk ◦ i)|p
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

n∑
k=1

δik
∂

∂yk

∣∣∣∣∣
i(p)
=

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
i(p)

Η βαθμίδα της γραμμικής απεικόνισης dip είναι m.
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1.4 Εμβαπτίσεις, εμφυτεύσεις και υποπολλαπλότη-
τες
Πολλά παραδείγματα πολλαπλοτήτων, όπως η μοναδιαία σφαίρα Sn στον

Rn+1, επιφάνειες και καμπύλες στην στοιχειώδη Διαφορική Γεωμετρία, δεν εμφα-
νίζονται αφηρημένα, αλλά ως υποσύνολα άλλων πολλαπλοτήτων.

Oρισμός 1.4.1 Έστω μια λεία απεικόνιση f : Mm −→ Nn και ένα σημείο pϵMm

τότε
(1) Η f ονομάζεται εμβάπτιση στο σημείο p, εάν το διαφορικό

d fp : TpMm −→ T f (p)Nn

είναι 1-1 (m ≤ n). Επίσης η f ονομάζεται εμβάπτιση, εάν είναι εμβάπτιση, σε κάθε
σημείο pϵMm.
(2) Η f ονομάζεται υπεμβάπτιση στο σημείο p, εάν το διαφορικό

d fp : TpMm −→ T f (p)Nn

είναι επί (m ≥ n). Επίσης η f ονομάζεται υπεμβάπτιση, εάν είναι υπεμβάπτιση, σε
κάθε σημείο pϵMm.
(3) Η f ονομάζεται εμφύτευση, εάν είναι εμβάπτιση και η f : Mm −→ f (Mm) είναι
ομοιομορφισμός, όταν η εικόνα f (Mm) είναι εφοδιασμένη με την σχετική τοπολογία
της πολλαπλότητας Nn.

Παρατήρηση. Γνωρίζουμε ότι στην γενική τοπολογία, εάν ο τοπολογικός χώρος
X είναι συμπαγής και ο τοπολογικός χώρος Y είναι Hausdorff, τότε μια συνεχής,
1-1 και επί απεικόνιση f : X −→ Y είναι ομοιομορφισμός. Εφαρμόζοντας το
παραπάνω για X = M και Y = f (M), συμπεραίνουμε ότι εάν η πολλαπλότητα M
είναι συμπαγής, μια εμβάπτιση f : M −→ N που είναι 1-1, είναι εμφύτευση. Θα
αποδείξουμε σε παράδειγμα πως αυτό δεν ισχύει γενικά για μη-συμπαγή M.

Παράδειγμα 1.4.1

Για m < n η απεικόνιση της ένθεσης i : Rm −→ Nn, με τύπο

i(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xm, 0, 0, · · · , 0)
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είναι μια εμβάπτιση.
Για m > n η απεικόνιση της προβολής π : Rm −→ Nn, με τύπο

π(x1, · · · , xn, xn+1, · · · , xm) = (x1, · · · , xn)

είναι μια υπεμβάπτιση.

Παράδειγμα 1.4.2

Έστω μια λεία απεικόνιση f : R −→ R2, με τύπο

f (t) = (t, t2)

είναι εμφύτευση. Διότι, f ′(0) = 1 άρα d fp : TpR −→ T f (p)R
2 είναι 1-1, δηλαδή

εμβάπτιση. Επιπλέον το R είναι ομοιομορφικό με το f (R), αφού η f : R −→ f (R)
είναι 1-1, επί, συνεχής και αντίστροφη συνεχής.
Στην περίπτωση που είχαμε την λεία απεικόνιση f : R −→ R2, με τύπο

f (t) = (t2, t3)

δεν είναι εμφύτευση. Διότι f ′(0) = 0 άρα d fp : TpR −→ T f (p)R
2 δεν είναι 1-1,

δηλαδή δεν είναι εμβάπτιση.

Παράδειγμα 1.4.3

Θεωρούμε την κλειστή καμπύλη γ : R −→ R2, με τύπο

γ(t) =
(
sin(t),

sin(2t)
2

)
Αφού γ′(t) = (cos(t), cos(2t)) , 0 για κάθε tϵR άρα το dγp : TpR −→ Tγ(p)R

2

είναι 1-1 δηλαδή η γ είναι εμβάπτιση. Δεν είναι όμως εμφύτευση.
Ο περιορισμός γ|(0,2π) είναι εμβάπτιση του ανοικτού διαστήματος (0, 2π) ⊂ R στον
R2, αλλά δεν είναι εμφύτευση, μολονότη είναι 1-1, διότι η εικόνα γ(0, 2π) με την
σχετική τοπολογία από τον R2 δεν είναι ομοιομορφική με το (0, 2π) οι περιοχές
του σημείου γ(π) = (0, 0) της εικόνας με τη σχετική τοπολογία του R2 δεν είναι
διάστημα, ενώ οι συνεκτικές περιοχές του σημείου t = π στον R είναι διάστημα.
Τέλος ο περιορισμός γ|(0,π) είναι εμφύτευση του (0, π) στον R2.
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Oρισμός 1.4.2 (1) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N ένα σημείο pϵM θα
ονομάζεται κρίσιμο σημείο της f όταν το d fp : TpM −→ T f (p)N δεν είναι επί.
(2) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N ένα σημείο QϵN είναι μια κρίσιμη τιμή
της f αν και μόνο αν υπάρχει ένα σημείο στην αντιστροφη εικόνα f −1(Q) το οποίο
είναι κρίσιμο σημείο.
(3) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N ένα σημείο pϵM θα ονομάζεται κανο-
νικό σημείο της f όταν δεν είναι κρίσιμο σημείο, δηλαδή το d fp : TpM −→ T f (p)N
είναι επί.
(4) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N ένα σημείο QϵN είναι μια κανονική
τιμή της f αν και μόνο αν κάθε σημείο στην αντιστροφη εικόνα f −1(Q) είναι ένα
κανονικό σημείο.

Πρόταση 1.4.1 Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ R. Ένα σημείο pϵM είναι
κρίσιμο σημείο της f αν και μόνο αν ως προς κάποιον χάρτη (U, φ = (x1, · · · , xn))
που περιέχει το σημείο pϵM, ισχύει ότι

∂ f
∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

= 0, j = 1, · · · , n

Aπόδειξη.

Από την πρόταση (1.3.7) το διαφορικό d fp : TpM −→ T f (p)R παριστάνεται
από τον πίνακα ∂ f

∂x j

∣∣∣∣
p
με j = 1, · · · , n. Η εικόνα του διαφορικού d fp είναι ένας

υπόχωρος του R, άρα θα έχει διάσταση είτε 0 είτε 1, συνεπώς η απεικόνιση d fp

είναι είτε η μηδενική είτε είναι επί. Οπότε συμπεραίνουμε ότι το διαφορικό d fp

δεν είναι επί αν και μόνο αν ∂ f
∂x j

∣∣∣∣
p
= 0, j = 1, · · · , n. �

Θεώρημα 1.4.1 Έστω μια απεικόνιση f : Mm −→ Nn μεταξύ πολλαπλοτήτων που
είναι εμβάπτιση και ένα σημείο pϵMm (m ≤ n). Τότε υπάρχει ανοικτή περιοχή U
του σημείου p και χάρτης (V, ψ) του Nn γύρω από το σημείο f (p) με συντεταγμένες
y1, · · · , yn τέτοια ώστε
(1) ym+1(q) = · · · = yn(q) = 0 για κάθε qϵV ∩ f (U)
(2) Ο περιοπισμός f |U είναι εμφύτευση.

Oρισμός 1.4.3 Μια m-διάστατη πολλαπλότητα M ονομάζεται υποπολλαπλότητα
της n-διάστατης πολλαπλότητας N (m ≤ n) όταν
(i) M ⊆ N
(ii) η απεικόνιση της ένθεσης i : M −→ N με i(p) = p είναι εμφύτευση.
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Παρατήρηση. (1) Αν σε ένα ανοικτό σύνολο A μιας πολλαπλότητας N θεωρή-
σουμε την σχετική τοπολογία που επάγεται από την N τότε γνωρίζουμε ότι το
σύνολο A γίνεται κατά φυσικό τρόπο πολλαπλότητα. Η πολλαπλότητα αυτή είναι
υποπολλαπλότητα της N ίδιας διάστασης.
(2) Συνέπεια του προηγούμενου ορισμού είναι ότι η τοπολογία της υποπολλαπλό-
τητας M είναι η σχετική τοπολογία που επάγει η πολλαπλότητα M στο N.

Oρισμός 1.4.4 (1) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ δύο πολλαπλο-
τήτων. Αν cϵN τότε το σύνολο

f −1({c}) = {pϵM : f (p) = c}

ονομάζεται σύνολο στάθμης και θα το συμβολίζουμε με f −1(c). Το cϵN ονομάζεται
στάθμη του συνόλου f −1(c). Αν f : M −→ Rm, τότε το σύνολο Z( f ) = f −1(0)
ονομάζεται σύνολο μηδενισμού της απεικόνισης f .
(2) Έστω μια λεία απεικόνιση f : M −→ N μεταξύ δύο πολλαπλοτήτων ένα στοιχείο
cϵN είναι μια κανονοκή τιμή της f αν και μόνο αν είτε το c δεν ανήκει στην εικόνα
της f , είτε για κάθε σημείο pϵ f −1(c) το διαφορικό d fp : TpM −→ T f (p)N είναι επί.
Η αντίστροφη εικόνα του συνόλου f −1(c) μιας κανονοκής τιμής cϵN ονομάζεται
κανονικό σύνολο στάθμης. Αν f : M −→ Rm και το σύνολο μηδενισμού f −1(0)
αυτής της απεικόνισης είναι ένα κανονικό σύνολο στάθμης τότε αυτό ονομάζεται
κανονικό σύνολο μηδενισμού.

Λήμμα 1.4.1 Έστω μια λεία απεικόνιση g : M −→ R. Τότε το κανονικό σύνολο
στάθμης g−1(c) με στάθμη c, είναι ίσο με το κανονικό σύνολο μηδενισμού f −1(0)
της συνάρτησης f = g − c.

Aπόδειξη.

Έχουμε ότι ∀pϵM,

g(p) = c ⇐⇒ f (p) = g(p) − c = 0

Συνεπώς g−1(c) = f −1(0) ≡ S . Άρα ∀pϵM ισχύει ότι d fp = dgp, οπότε οι συναρ-
τήσεις f και g έχουν τα ίδια κρίσιμα σημεία. Επειδή η g δεν έχει κανένα κρίσιμο
σημείο στο σύνολο S , ακριβώς το ίδιο θα ισχύει και για την f . �

Θεώρημα 1.4.2 Έστω μια λεία απεικόνιση g : Mm −→ R όπου Mm μια πολλαπλό-
τητα. Τότε ένα κανονικό σύνολο στάθμης g−1(c) , ∅ είναι μια κανονική υποπολλα-
πλότητα της Mm διάστασης m − 1.
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Aπόδειξη.

Θεωρούμε την συνάρτηση f = g − c, από το λήμμα (1.4.1) έχουμε ότι το
f −1(0) ≡ S είναι ένα κανονικό σύνολο στάθμης για την συνάρτηση f . Θεωρούμε
τυχαίο σημείο pϵS , τότε επειδή το p είναι ένα κανoνικό σημείο της f θα υπάρχει
χάρτης (U, φ = (x1, · · · , xm)) γύρω από το σημείο p έτσι ώστε για κάποια i να
ισχύει ότι ∂ f

∂xi

∣∣∣∣
p
, 0. Υποθέτουμε ότι ∂ f

∂x1

∣∣∣∣
p
, 0. Ο Ιακωβιανός πίνακας της λείας

συνάρτησης f είναι

Jp( f ) =



∂ f
∂x1

∣∣∣∣
p

∂ f
∂x1

∣∣∣∣
p
· · · ∂ f

∂x1

∣∣∣∣
p

∂ f
∂x2

∣∣∣∣
p

∂ f
∂x2

∣∣∣∣
p
· · · ∂ f

∂x2

∣∣∣∣
p

· · · · · · · · · · · ·
∂ f
∂xm

∣∣∣∣
p

∂ f
∂xm

∣∣∣∣
p
· · · ∂ f

∂xm

∣∣∣∣
p


=


∂ f
∂x1

∣∣∣∣
p

∂ f
∂x1

∣∣∣∣
p
· · · ∂ f

∂x1

∣∣∣∣
p

0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1


του οποίου η Ιακωβιανή ορίζουσα στο σημείο p είναι ∂ f

∂x1

∣∣∣∣
p
, 0. Άρα από το

θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης υπάρχει μια περιοχή Up του σημείου p στην
οποία οι συναρτήσεις f , x2, · · · , xm αποτελουν ένα τοπικό συστημα συνυεταγμέ-
νων. Θεωρούμε την πρώτη συντεταγμένη του χάρτη (U, φ = ( f , x2, · · · , xm)) να
είναι ίση με το μηδεν, τότε ορίζεται το σύνολο στάθμης S ∩ Up, άρα ο χάρτης
(U, φ = ( f , x2, · · · , xm)) είναι ένας προσαρτημένος χάρτης ως προς S . Επειδή θεω-
ρήσαμε τυχαίο σημείο pϵS , το σύνολο S αποτελεί μια κανονική υποπολλαπλότητα
της πολλαπλότητας M διάστασης m − 1. �

Παράδειγμα 1.4.4

Θεωρούμε τη μοναδιαία σφαίρα

S2 =
{
(x, y, z)ϵR3 : x2 + y2 + z2 = 1

}
η οποία είναι μια πολλαπλότητα διάστασης 2 και μια λεία συνάρτηση f : R3 −→ R
με τύπο

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1

Τότε S2 = f −1(0). Επίσης έχουμε

∂ f
∂x
= 2x,

∂ f
∂y
= 2y,

∂ f
∂z
= 2z
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Το σημείο (0, 0, 0) είναι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της συνάρτησης f το οποίο
δεν ανήκει στη μοναδιαία σφαίρα S2. Άρα όλα τα σημεία της μοναδιαίας σφαί-
ρας είναι κανονικά σημεία της f και το σημείο 0 αποτελεί μια κανονική τιμή της
συνάρτησης f . Οπότε η μοναδιαία σφαίρα S2 αποτελεί μια κανονική υποπολλα-
πλότητα του R3 διάστασης 3 − 1 = 2.

Θεώρημα 1.4.3 (Θεώρημα κανονικού συνόλου στάθμης) Έστω μια λεία απεικό-
νιση μεταξύ πολλαπλοτήτων f : Mm −→ Nn τότε ένα κανονικό σύνολο στάθμης
f −1(c) , ∅ όπου cϵNn είναι μια κανονική υποπολλαπλότητα της πολλαπλότητας
Mm διάστασης m − n.

Παράδειγμα 1.4.5

Έστω S ένα υποσύνολο του R3 που αποτελείται από όλα εκείνα τα σημεία
(x, y, z) που ικανοποιούν το παρακάτω σύστημα εξισώσεων

x3 + y3 + z3 = 2, x + y + z = 0

θα ελέγξουμε αν το S είναι μια κανονική υποπολλαπλότητα του R3. Θεωρούμε τη
συνάρτηση f : R3 −→ R2 με τύπο

f (x, y, z) = (x3 + y3 + z3, x + y + z) = (u, v)

τότε το σύνολο S είναι το σύνολο στάθμης f −1(2, 0). Ο Ιακωβιανός πίνακας της
f είναι

J( f ) =
(

ux uy uz

vx vy vz

)
=

(
3x2 3y2 3z2

1 1 1

)
Τα κρίσιμα σημεία της f είναι τα σημεία (x, y, z) για τα οποία η τάξη του πίνακα
J( f ) είναι μικρότερη του 2. Αυτό ικανοποιείται όταν όλες οι 2 × 2 ελάσσονες
ορίζουσες του πίνακα J( f ) είναι μηδέν δηλαδή έχουμε

det
(

3x2 3y2

1 1

)
= 0 και det

(
3x2 3z2

1 1

)
= 0

(Η τρίτη συνθήκη προκύπτει απο τις άλλες δύο det
(

3y2 3z2

1 1

)
= 0). Λύνοντας

το παραπάνω σύστημα έχουμε τις παρακάτω λύσεις

y = ±x, z = ±y
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Επειδή για την S ισχύει η σχέση x + y + z = 0 παίρνουμε (x, y, z) = (0, 0, 0) το
οποίο δεν ικανοποιεί την εξίσωση x3 + y3 + z3 = 2. Άρα δεν υπάρχουν κρίσιμα
σημεία της συνάρτησης f στο σύνολο S . Άρα το σύνολο S δεν είναι κανονικό
σύνολο στάθμης. Άρα το σύνολο S είναι μια κανονική υποπολλαπλότητα του R3

διάστασης 3 − 2 = 1.
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1.5 Εφαπτόμενη δέσμη
Θα πρέπει να ορίσουμε την εφαπτόμενη δέσμη σε μια πολλαπλότητα

M. Η εφαπτόμενη δέσμη είναι μια συλλογή από εφαπτόμενους χώρους, η οποία
μεταβάλλεται κατά λείο τρόπο και παραμετρικοποιείται μέσω των σημείων της
πολλαπλότητας M. Η εφαπτόμενη δέσμη αποτελεί παράδειγμα μιας διανυσματι-
κής δέσμης σε μια πολλαπλότητα M, η οποία είναι μια συλλογή από διανυσμα-
τικούς χώρους που μεταβάλλεται κατά λείο τρόπο και παραμετρικοποιείται μέσω
των σημείων της πολλαπλότητας M.
Oρισμός 1.5.1 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M. Ηεφαπτόμενη δέσμη της πολλα-
πλότητας M είναι η ένωση όλων των εφαπτόμενων χώρων TpM της πολλαπλότητας
M

T M =
⋃
pϵM

TpM =
{
(p, vp) : pϵM, vpϵTpM

}
.

Παρατήρηση. Η ένωση του παραπάνω ορισμού είναι διακεκριμμένη, διότι για
δύο διαφορετικά σημεία p , q στην πολλαπλότητα M οι εφαπτόμενοι χώροι TpM
και TqM είναι διαφορετικοί.

Η τοπολογία της εφαπτόμενης δέσμης. Έστω μια λεία πολλαπλότητα Mm και
ένας χάρτης της (U, φ = (x1, · · · , xm)) γύρω από το σημείο pϵM. Θεωρούμε το
σύνολο

TU =
⋃
pϵU

TpU =
⋃
pϵU

TpM

και έστω ένα διάνυσμα vpϵTpM. Τότε γνωρίζουμε ότι το διάνυσμα vp γράφεται
σαν γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της βάσης ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
με i = 1, · · · ,m του

εφαπτόμενου χώρου TpM, δηλαδή έχουμε

vp =

m∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

οπού οι συντελεστές ai με i = 1, · · · ,m εξαρτώνται από το διάνυσμα vp. Ορίζουμε
την απεικόνιση φ̄ : TU ⊂ T M −→ φ(U) × Rm με τύπο

φ̄(p, vp) =
(
x1(p), · · · , xm(p), a1(vp), · · · , am(vp)

)
Η απεικόνιση (φ̄)−1 έχει ως αντίστροφη την απεικόνιση

(φ(p), a1, · · · , am) 7→
p,

m∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p
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η οποία είναι 1-1 και επί. Το διαφορικό της φ στο p, dφp : TpU −→ Tφ(p)R
m είναι

dφp(vp) =
m∑

i=1

ai
∂

∂πi

∣∣∣∣∣
φ(p)

δηλαδή μπορούμε να ταυτίσουμε το διαφορικό dφp(vp) με το διάνυσμα στήλη
(a1, · · · , am)ϵRm. Τέλος θα χρησιμοποιούμε την απεικόνιση

φ̄ : TU ⊂ T M −→ φ(U) × Rm

για να μεταφέρουμε την τοπολογία του φ(U)×Rm στο σύνολο TU. Αυτό συμβαίνει
όταν ένα σύνολο A στο TU είναι ανοικτό αν και μόνο αν το σύνολο φ̄(A) είναι
ανοικτό στο φ(U) × Rm. Το σύνολο φ(U) × Rm έχει την κανονική τοπολογία ως
ανοικτό υποσύνολο του R2m. Το σύνολο TU είναι ομοιομορφικό με το σύνολο
φ(U) × Rm με τον τρόπο που ορίσαμε την τοπολογία. Οπότε σύμφωνα με την
τοπολογία που ορίσαμε μπορούμε να δείξουμε ότι η εφαπτόμενη δέσμη T M είναι
ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff με αριθμήσιμη βάση τοπολογίας.

Για την διαφορίσιμη δομή. Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και ένας λείος
άτλαντας {(Ua, φa)}. Θα δείξουμε ότι ο άτλαντας {(TUa, φ̄a)} αποτελεί έναν λείο
άτλαντα για την εφαπτόμενη δέσμη T M. Ισχύει ότι

T M =
⋃

a

TUa

Θα δείξουμε τη συμβατότητα των χαρτών (TUa, φ̄a) και (TUb, φ̄b) στην τομή των
χαρτών TUa∩TUb. Έστω οι δύο βάσεις

{
∂
∂x j

∣∣∣∣
p

}m

j=1
και

{
∂
∂yi

∣∣∣∣
p

}m

i=1
του εφαπτόμενου

χώρου TpM, τότε γνωρίζουμε ότι κάθε δάνυσμα vpϵTpM μπορεί να γραφεί με την
παρακάτω μορφή

vp =

m∑
j=1

a j
∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

=

m∑
i=1

bi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

(1.34)

Εφαρμόζουμε και στα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης τη συνάρτηση yk και έχουμε
m∑

j=1

a j
∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

(yk) =
m∑

i=1

bi
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
p

(yk)⇒

m∑
j=1

a j
∂yk

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

=

m∑
i=1

biδik ⇒
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bk =

m∑
j=1

a j
∂yk

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

(1.35)

όπου k = 1, · · · ,m. Για τον άτλαντα {(Ua, φa)} έστω ότι φa = (x1, · · · , xm) και
φb = (y1, · · · , ym) τότε χρησιμοποιώντας την σχέση (1.34) έχουμε η απεικόνιση

φ̄a ◦ φ̄b : φa(Ua ∩ Ub) × Rm −→ φa(Ua ∩ Ub) × Rm

έχει την ακόλουθη μορφή

(φa(p), a1, · · · , am) 7→
p,

m∑
j=1

a j
∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

 7→ (
φb ◦ φ−1

a (φa(p)), b1, · · · , bm

)
Ακόμη από την σχέση (1.35) έχουμε

bk =

m∑
j=1

a j
∂yk

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

=

m∑
j=1

a j
∂(φb ◦ φ−1

a )k

∂π j

∣∣∣∣∣∣
φa(p)

Η απεικόνιση φb ◦φ−1
a είναι λεία, οπότε και η απεικόνιση φ̄b ◦ (φ̄a)−1 θα είναι λεία.

Άρα η εφαπτόμενη δέσμη T M είναι λεία πολλαπλότητα διάστασης 2m με άτλαντα
τον {(TUa, φ̄a)}.
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1.6 Διανυσματικά πεδία
Η ιδέα του διανυσματικού πεδίου προέρχεται από την Φυσική, όπου

ερευνώνται διάφορα πεδία δυνάμεων.

Oρισμός 1.6.1 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M, ένα λείο διανυσματικό πεδίο X
είναι μια απεικόνιση X : M −→ T M η οποία σε κάθε σημείο pϵM αντιστοιχεί
ένα εφαπτόμενο διάνυσμα XpϵTpM, με X(p) = XpϵTpM έτσι ώστε για κάθε λεία
συνάρτηση f : M −→ R η συνάρτηση X f : M −→ R με (X f )(p) = Xp f να είναι
λεία. Θα συμβολίζουμε με X(M) το σύνολο όλων των λείων διανυσματικών πεδίων
της πολλαπλότητας M.

Παρατήρηση. (1) Στα επόμενα, όταν αναφέρουμε τον όρο διανυσματικό πεδίο,
θα εννοούμε λείο διανυσματικό πεδίο.
(2) Θα συμβολίζουμε με D(M) το σύνολο των διαφορίσιμων συναρτήσεων.

Σύμφωνα με τον ορισμό (1.6.1) το διανυσματικό πεδίο X είναι μια απεικόνιση

D(M) 7→ D(M), f 7→ X f .

Από τις ιδιότητες που έχουμε ορίσει στον ορισμό (1.2.6) για ένα εφαπτόμενο διά-
νυσμα, προκύπτει ότι η απεικόνιση X f : M −→ R με (X f )(p) = Xp f είναι R-
γραμμική:

X( f + g)(p) = Xp f + Xpg,∀ f , gϵD(M)

X(λ f )(p) = λXp f ,∀ f ϵD(M), λϵR

X( f g)(p) = Xp f g(p) + f (p)Xpg,∀ f , gϵD(M)

Το σύνολοX(M) έχει κατά φυσικό τρόπο την αλγεβρική δομή ενόςD(M)-γραμμικού
χώρου, δηλαδή για X,YϵX(M) το άθροισμα X + Y ορίζει ένα διανυσματικό πεδίο

(X + Y)p = Xp + Yp

και για f ϵD(M) το διανυσματικό πεδίο f X ορίζεται ως εξής

( f X)p = f (p)Xp.

Έστω μια λεία πολλαπλότητα Mm και ένας χάρτης (U, φ = (x1, · · · , xm)) γύρω
από το σημείο pϵMm. Σε αυτόν τον χάρτη αντιστοιχούν τα τοπικά διανυσματικά
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πεδία ∂
∂xi
ϵX(U) (i = 1, · · · ,m) με τιμές στο σημείο pϵU. Τα διανυσματικά πεδία ∂

∂xi

ονομάζονται βασικά διανυσματικά πεδία συντεταγμένων. Για μια f ϵD(M) ισχύει
ότι

∂

∂xi
(p)( f ) =

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

( f ) = Di

(
f ◦ φ−1

)∣∣∣∣
φ(p)

συνεπώς τα ∂
∂xi

είναι πράγματι λεία διανυσματικά πεδία. Από την πρόταση (1.2.10)
συμπεραίνουμε ότι ένα XϵX(Mm) έχει την μορφή

X =
m∑

i=1

ai
∂

∂xi

όπου ai = X(xi) με i = 1, · · · ,m. Άρα το διανυσματικό πεδίο X είναι λείο εάν οι
συνιστώσες του ai, στο τυχαίο σύστημα συντεταγμένων xi, είναι λείες συναρτή-
σεις.

Θεωρούμε δύο χάρτες (U, φ) και (V, ψ) της πολλαπλότητας Mm με

U ∩ V , ∅.

Τότε τα βασικά πεδία
{
∂
∂xi

}
και

{
∂
∂y j

}
αντίστοιχα είναι ορισμένα αμφότερα στο ανοι-

κτό σύνολο U ∩ V . Για μια συνάρτηση f ϵD(M) έχουμε

∂

∂y j

(
∂ f
∂xi

)
,
∂

∂xi

(
∂ f
∂y j

)
ϵD(U ∩ V)

αλλά γενικά ισχύει ότι
∂

∂y j

(
∂ f
∂xi

)
,

∂

∂xi

(
∂ f
∂y j

)
Θα αποδείξουμε όμως ότι ισχύει η παρακάτω σχέση

∂

∂x j

(
∂ f
∂xi

)
=

∂

∂xi

(
∂ f
∂x j

)
(1.36)

Πράγματι, από τον ορισμό έχουμε ότι
∂ f
∂xi
= Di( f ◦ φ−1) ◦ φ

γνωρίζουμε στον Rn ότι DiD j = D jDi οπότε

∂

∂x j

(
∂ f
∂xi

)
= D j

(
Di( f ◦ φ−1) ◦ φ ◦ φ−1

)
◦ φ =



Διανυσματικά πεδία 68

D jDi( f ◦ φ−1) ◦ φ = DiD j( f ◦ φ−1) ◦ φ = ∂

∂xi

(
∂ f
∂x j

)
.

Όταν μας δοθούν δύο διανυσματικά πεδία X και Y μιας πολλαπλότητας M,
μπορούμε να ορίσουμε τον τελεστή XpY : C∞p (M) −→ R στο σημείο pϵM από
την σχέση (

XpY
)

( f ) = Xp (Y f ) (1.37)

Δείχνουμε ότι η σχέση (1.37) δεν είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της πολλαπλότητας
M στο σημείο p. Θα δείξουμε δηλαδή ότι κάποια από της ιδιότητες του ορισμού
(1.2.6) δεν ικανοποιείται:
για την πρώτη ιδιότητα έχουμε(

XpY
)

(λ f + µg) = Xp (Y(λ f + µg)) =

Xp (λY f + µYg) = λXp (Y f ) + µXp (Yg)

για την δεύτερη ιδιότητα έχουμε(
XpY

)
( f g) = Xp (Y( f g)) = Xp ((Y f )g + f (Yg)) =

Xp (Y f ) g(p) + (Y f ) (p)Xp(g) + Xp( f ) (Yg) (p) + f (p)Xp (Yg) =

Xp (Y f ) g(p) + f (p)YpXp(g) + Xp( f )Ypg(p) + f (p)Xp (Yg) =(
Xp(Y f ) + Xp( f )Yp

)
g(p) + f (p)

(
YpXp(g) + Xp(Yg)

)
,(

(XY)p ( f )
)

g(p) + f (p)
(
(XY)p (g)

)
Οπότε δεν ικανοποιείται η ιδίοτητα (2) του ορισμού (1.2.6), συνεπώς δεν είναι
εφαπτόμενο διάνυσμα της πολλαπλότητας M στο σημείο p.

Όταν μας δοθούν δύο διανυσματικά πεδία X και Y μιας πολλαπλότητας M,
μπορούμε να ορίσουμε τον τελεστή XpY,YpX : C∞p (M) −→ R στο σημείο pϵM
από την σχέση (

XpY − YpX
)

( f ) = Xp (Y f ) − Yp (X f ) (1.38)

Δείχνουμε ότι η σχέση (1.38) είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της πολλαπλότητας M
στο σημείο p. Θα δείξουμε δηλαδή ότι οι ιδιότητες του ορισμού (1.2.6) ικανο-
ποιούνται:
για την πρώτη ιδιότητα έχουμε(

XpY − YpX
)

(λ f + µg) = Xp (Y(λ f + µg)) − Yp (X(λ f + µg)) =
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Xp (λY f + µYg) − Yp (λX f + µXg) =

λXp (Y f ) + µXp (Yg) − λYp (X f ) − µYp (Xg) =

λ
(
Xp (Y f ) − Yp (X f )

)
+ µ

(
Xp (Yg) − Yp (Xg)

)
=

λ
(
XpY − YpX

)
( f ) + µ

(
XpY − YpX

)
(g)

για την δεύτερη ιδιότητα έχουμε(
XpY − YpX

)
( f g) = Xp (Y( f g)) − Yp (X( f g)) =

Xp ((Y f )g + f (Yg)) − Yp ((X f )g + f (Xg))

Xp(Y f )g(p)+(Y f )(p)Xp(g)+Xp( f )(Yg)(p)+ f (p)Xp(Yg)−Yp(X f )g(p)−(X f )(p)Yp(g)−
−Yp(Xg)(p) − f (p)Yp(Xg) =

Xp(Y f )g(p) + f (p)Xp(Yg) − Yp(X f )g(p) − f (p)Yp(Xg) =(
Xp(Y f ) − Yp(X f )

)
g(p) + f (p)

(
Xp(Yg) − Yp(Xg)

)
=(

XpY − YpX
)

( f )g(p) + f (p)
(
XpY − YpX

)
(g).

Oρισμός 1.6.2 Έστω δύο λεία διάνυσματικά πεδία X και Y ορισμένα σε ένα ανοι-
κτό υποσύνολο U μιας πολλαπλότητας M και ένα σημείο pϵM. Το γινόμενο Lie των
διανυσματικών πεδίων X και Y είναι το διανυσματικό πεδίο [Χ,Υ] το οποίο είναι
τέτοιο ώστε για κάθε f ϵC∞p (M) να ισχύει

[X,Y]p( f ) = Xp (Y f ) − Yp (X f ) . (1.39)

Πρόταση 1.6.1 Το γινόμενο Lie είναι ένας τελεστής

[., .] : X(M) × X(M) −→ X(M)

στον διανυσματικό χώρο των λείων διανυσματικών πεδίων. Με τις παρακάτω ιδιό-
τητες:

(1) [X,Y] = −[Y, X]
(2) [λX1 + µX2,Y] = λ[X1,Y] + µ[X2,Y], λ, µϵR
(3) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y]] = 0
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Aπόδειξη.

Έστω ένα σημείο pϵM και f ϵC∞p (M) έχουμε
(1)

[X,Y]p( f ) = Xp(Y f ) − Yp(X f ) =

−
(
Yp(X f ) − Xp(Y f )

)
= −[Y, X]p( f )

(2)
[λX1 + µX2,Y]p( f ) = (λX1 + µX2)p (Y f ) − Yp ((λX1 + µX2) f ) =

λX1p(Y f ) + µX2p(Y f ) − Yp (λX1 f + µX2 f ) =

λX1p(Y f ) + µX2p(Y f ) − λYp(X1 f ) − µYp(X2 f ) =

λ
(
X1p(Y f ) − Yp(X1 f )

)
+ µ

(
X2p(Y f ) − Yp(X2 f )

)
=

λ[X1,Y]p( f ) + µ[X2,Y]p( f )

(3)
([X, [Y,Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y]])p ( f ) = 0

Για ευκολία πράξεων θα αντιμετωπίσουμε κάθε όρο της παραπάνω σχέσης χωρι-
στά

• ([X, [Y,Z]]) ( f ) = X ([Y,Z] f ) − [Y,Z](X f ) =

X (Y(Z f ) − Z(Y f )) − (Y(ZX f ) − Z(YX f )) =

XYZ f − XZY f − YZX f + ZYX f (∗)
• ([Y, [Z, X]]) ( f ) = Y ([Z, X] f ) − [Z, X](Y f ) =

Y (Z(X f ) − X(Z f )) − (Z(XY f ) − X(ZY f )) =

YZX f − YXZ f − ZXY f + XZY f (∗∗)
• ([Z, [X,Y]]) ( f ) = Z ([X,Y] f ) − [X,Y](Z f ) =

Z (X(Y f ) − Y(X f )) − (X(YZ f ) − Y(XZ f )) =

ZXY f − ZYX f − XYZ f + YXZ f (∗ ∗ ∗)
Προσθέτοντας τις σχέσεις (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) προκύπτει το ζητούμενο. �

Πρόταση 1.6.2 Έστω μια λεία πολλαπλότητα M και δύο διανυσματικά πεδία X,YϵX(M).
Τότε ∀ f , gϵC∞p (M) ισχύει η ταυτότητα[

f X, gY
]
= f g [X,Y] + f (Xg)Y − g(Y f )X. (1.40)
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Aπόδειξη.

Έστω hϵC∞p (M) τότε έχουμε[
f X, gY

]
(h) = ( f X) ((gY)h) − (gY) (( f X)h) =

f (X) (g(Yh)) − g(Y) ( f (Xh)) =

f ((Xg)(Yh) + g(X(Yh))) − g ((Y f )(Xh) + f (Y(Xh))) =

f (Xg)(Yh) + f g(X(Yh)) − g(Y f )(Xh) − f g(Y(Xh)) =

f g (X(Yh) − Y(Xh)) + f (Xg)(Yh) − g(Y f )(Xh) =

f g[X,Y]h + f (Xg)Y(h) − g(Y f )X(h)

Άρα
[
f X, gY

]
= f g [X,Y] + f (Xg)Y − g(Y f )X. �

Έστω ένας χάρτης (U, φ) μιας πολλαπλότητας Mm με συντεταγμένες xi τότε
γνωρίζουμε από την σχέση (1.36) ότι[

∂

∂xi
,
∂

∂x j

]
= 0

με 1 ≤ i, j ≤ n.
Πράγματι, ∀pϵU,∀ f ϵC∞p (M) έχουμε[

∂

∂xi
,
∂

∂x j

]
p

( f ) =
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(
∂

∂x j
f
)
− ∂

∂x j

∣∣∣∣∣∣
p

(
∂

∂xi
f
)
=

Di

((
∂

∂x j
f
)
◦ φ−1

)∣∣∣∣∣∣
φ(p)

− D j

((
∂

∂xi
f
)
◦ φ−1

)∣∣∣∣∣∣
φ(p)

=

Di

(
D j

(
f ◦ φ−1

))∣∣∣∣
φ(p)
− D j

(
Di

(
f ◦ φ−1

))∣∣∣∣
φ(p)
= 0.

Επειδή DiD j = D jDi.
Έστω δύο διανυσματικά πεδία X,YϵX(Mm) με παραστάσεις στοU τότε έχουμε

X =
m∑

i=1

ai
∂

∂xi
,Y =

m∑
j=1

b j
∂

∂x j
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όπου ai, b jϵD(U). Από την ιδιότητα (2) της πρότασης (1.6.1) και την πρόταση
(1.6.2) υπολογίζουμε

[X,Y] =

 m∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

m∑
j=1

b j
∂

∂x j

 =∑
i, j

[
ai
∂

∂xi
, b j

∂

∂x j

]
=

∑
i, j

(
aib j

[
∂

∂xi
,
∂

∂x j

]
+ ai

∂b j

∂xi

∂

∂x j
− b j

∂ai

∂x j

∂

∂xi

)
=

∑
i, j

(
ai
∂b j

∂xi

∂

∂x j
− b j

∂ai

∂x j

∂

∂xi

)
=

m∑
i=1

 m∑
j=1

(
ai
∂b j

∂xi
− b j

∂ai

∂x j

) ∂

∂xi
.

Oρισμός 1.6.3 Έστω μία πολλαπλότητα M, ένα λείο διανυσματικό πεδίο X της πολ-
λαπλότητας M και ένα σημείο pϵM. Μια ολοκληροτική καμπύλη του διανυσματικού
πεδίου X είναι μια λεία καμπύλη γ : (a, b) −→ M τέτοια ώστε να ισχύει

γ′(t) = Xγ(t),∀tϵ(a, b). (1.41)

Το ανοικτό διάστημα (a, b) περιέχει το σημείο 0. Αν γ(0) = p τότε θα λέμε ότι η
ολοκληρωτική καμπύλη έχει αρχή το σημείο p.

Παράδειγμα 1.6.1

Έστω το διανυσματικό πεδίο X = −y ∂
∂x + x ∂

∂yϵR
2. Θα βρούμε μια ολοκληρω-

τική καμπύλη γ του X με αρχή το σημείο p = (x(0), y(0)) = (x0, y0).
Έστω γ(t) = (x(t), y(t)) μια ολοκληρωτική καμπύλη και από την σχέση (1.33)
έχουμε

γ′(t) = dγt

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t

)
=(

dγt

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t

))
(x)

∂

∂x

∣∣∣∣∣
γ(t)
+

(
dγt

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t

))
(y)

∂

∂y

∣∣∣∣∣
γ(t)
=

d
dt

∣∣∣∣∣
t
(x ◦ γ)

∂

∂x

∣∣∣∣∣
γ(t)
+

d
dt

∣∣∣∣∣
t
(y ◦ γ)

∂

∂y

∣∣∣∣∣
γ(t)
=

x′(t)
∂

∂x

∣∣∣∣∣
γ(t)
+ y′(t)

∂

∂y

∣∣∣∣∣
γ(t)
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Από την σχέση (1.41) έχουμε

γ′(t) = Xγ(t) ⇒

x′(t)
∂

∂x

∣∣∣∣∣
γ(t)
+ y′(t)

∂

∂y

∣∣∣∣∣
γ(t)
= −y(t)

∂

∂x

∣∣∣∣∣
γ(t)
+ x(t)

∂

∂y

∣∣∣∣∣
γ(t)

Από το παραπάνω προκύπτουν οι εξισώσεις

x′(t) = −y(t) και y′(t) = x(t)

με αρχικές τιμές x(0) = x0 και y(0) = y0.
Αντικαθιστώντας την y′(t) = x(t)⇒ y′′(t) = x′(t) στην x′(t) = −y(t) προκύπτει

y′′(t) + y(t) = 0

Η λύση της οποίας είναι

y(t) = A cos(t) + B sin(t).

Από την αρχική συνθήκη y(0) = y0 ⇒ A = y0. Επιστρέφοντας στην εξίσωση

y′(t) = x(t)

έχουμε
x(t) = −y0 sin(t) + B cos(t).

Από την αρχική συνθήκη x(0) = x0 ⇒ B = x0.
Άρα, οι λύσεις είναι

x(t) = −y0 sin(t) + x0 cos(t)
y(t) = y0 cos(t) + x0 sin(t)
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1.7 Διαμερισμός της μονάδας
Στην παράγραφο αυτή θα περιγράφουμε μια τοπολογική ιδιότητα των

λείων πολλαπλοτήτων με πολλές εφαρμογές στην Ανάλυση και στην Γεωμετρία.
Είναι ο λεγόμενος διαμερισμός της μονάδας. Ο διαμερισμός της μονάδας είναι
μια κατασκευή πάνω σε πολλαπλότητες που μας επιτρέπει να κάνουμε συναρμο-
λόγηση απεικονίσεων, που ορίζονται τοπικά, με λείο τρόπο.

Oρισμός 1.7.1 Μια συλλογή υποσυνόλων {Ua}aϵA ενός τοπολογικού χώρου M ονο-
μάζεται τοπικά πεπερασμένη, αν για κάθε σημείο pϵM, υπάρχει μια περιοχή Vp του
σημείου p τέτοια ώστε Vp ∩ Ua , ∅ για πεπερασμένο αριθμό δεικτών aϵA, δηλαδή
πεπερασμένος αριθμός συνόλων Ua τέμνει την περιοχή Vp του σημείου p.

Oρισμός 1.7.2 Θεωρούμε δύο καλύψεις {Ua}aϵA και {Vi}iϵI του τοπολογικού χώρου
M, δηλαδή

⋃
aϵA Ua = M και

⋃
iϵI Vi = M. Τότε αν για κάθε δείκτη aϵA υπάρχει δεί-

κτης iϵI τέτοιος ώστε Vi ⊂ Ua, η κάλυψη {Vi}iϵI ονομάζεται εκλέπτυνση της κάλυψης
{Ua}aϵA.

Oρισμός 1.7.3 Ένας τοπολογικός χώρος M ονομάζεται παρασυμπαγής αν
(α) είναι Hausdorff και
(β) για κάθε ανοικτή κάλυψη {Ua}aϵA του τοπολογικού χώρου M, υπάρχει μια άλλη
τοπικά πεπερασμένη ανοικτή κάλυψη {Vi}iϵI του τοπολογικού χώρου M, η οποία
είναι εκλέπτυνση της {Ua}aϵA.

Θεώρημα 1.7.1 Κάθε τοπολογικός χώροςHausdorff, τοπικά συμπαγής και με αριθ-
μήση βάση είναι παρασυμπαγής.

Oρισμός 1.7.4 Μια πολλαπλότητα ονομάζεται παρασυμπαγής όταν ως τοπολογι-
κός χώρος είναι παρασυμπαγής.

Θεώρημα 1.7.2 Κάθε πολλαπλότητα M είναι παρασυμπαγής χώρος.

Aπόδειξη.

Γνωρίζουμε ότι κάθε Ευκλείδειος χώρος Rm με m = 1, 2, · · · είναι τοπικά συ-
μπαγής τότε έχουμε ότι η πολλαπλότητα M είναι τοπικά συμπαγής. Επίσης από
τον ορισμό της πολλαπλότητας (1.1.1) προκύπτει ότι η πολλαπλότητα M είναι
Hausdorff και έχει αριθμήση βάση. Άρα σύμφωνα με το θεώρημα (1.7.1) η πολ-
λαπλότητα M είναι παρασυμπαγής χώρος. �
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Θεώρημα 1.7.3 Έστω μια ανοικτή κάλυψη {Ua}aϵA της πολλαπλότητας M τότε υπάρ-
χει ανοικτή κάλυψη {Va}aϵA της πολλαπλότητας M, από το ίδιο σύνολο δεικτών, τέ-
τοια ώστε V̄a ⊂ Ua,∀aϵA.

Aπόδειξη.

Εκλέγουμε μια περιοχή Vp του σημείου pϵM τέτοια ώστε: πρώτον η περιοχή
Vp να είναι πεδίο ορισμού κάποιου χάρτη και V̄p συμπαγές (διότι η πολλαπλότητα
M είναι τοπικά συμπαγής) και δεύτερον το V̄p να περιέχεται σε κάποιο σύνολοUa.
Η {Vp}pϵM είναι μια ανοικτή κάλυψη. Επειδή η πολλαπλότητα M είναι παρασυμπα-
γής υπάρχει μια τοπικά πεπερασμένη εκλέπτυνση {V ′i }iϵI της {Vp}pϵM. Θέτουμε ∀a

Ia =
{
iϵI : V̄ ′i ⊂ Ua

}
,Va =

⋃
iϵIa

V ′i

Άρα η συλλογή {Va}aϵA είναι μια ανοικτή κάλυψη της πολλαπλότητας M. Θα προ-
σπαθήσουμε να δείξουμε ότι

V̄a =
⋃
iϵIa

V̄ ′i (∗)

δηλαδή, επειδή κάθε V̄ ′i περιέχεται στο Ua, θα ισχύει V̄a ⊂ Ua και συνεπώς η
συλλογή {Va}aϵA είναι η ανοικτή κάλυψη της πολλαπλότητας M που επιθυμούμε.
Θα αποδείξουμε την σχέση (∗). Είναι προφανές ότι⋃

iϵIa

V̄ ′i ⊂ V̄a

Από την άλλη έχουμε, αν το σημείο p είναι τυχαίο του V̄a, επειδή η {V ′i }iϵI είναι
πεπερασμένη μπορούμε να πάρουμε μια αρκετά μικρή περιοχή W του σημείου p
έτσι ώστε ο αριθμός iϵIa για τα οποία W ∩ V ′i , ∅, να είναι πεπερασμένος. Έστω
οι πεπερασμένοι δείκτες i1, · · · , ik του iϵIa. Θα αποδείξουμε ότι

pϵ
k⋃

a=1

V̄ia .

Υποθέτουμε ότι

p <
k⋃

a=1

V̄ia .
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Άρα υπάρχει περιοχή W ′ του σημείου p που περιέχεται στο W τέτοια ώστε

W ′ ∩
k⋃

a=1

V̄ia = ∅.

Αν i είναι ένα στοιχείο του Ia διαφορετικό των ia με a = 1, · · · , k τότε, επειδή
W∩V ′i = ∅ έχουμε ότι ισχύει W ′∩V ′i = ∅. Άρα για τυχαίο iϵIa, ισχύει W ′∩V ′i = ∅,
άρα W ∩ Va = ∅ το οποίο είναι άτοπο διότι pϵV̄a. Συνεπώς pϵ

⋃k
a=1 V̄ia , δηλαδή

ισχύει η σχέση (∗). �

Θεώρημα 1.7.4 Έστω μια περιοχή U μιας πολλαπλότητας M σε ένα σημείο pϵM.
Τότε μπορούμε να διαλέξουμε μια αρκετά μικρή περιοχή W του σημείου p και μια
λεία συνάρτηση f : M → R ορισμένη σε ολόκληρη τη πολλαπλότητα M τέτοια ώστε
(α) W̄ ⊂ U
(β) 0 ≤ f ≤ 1, f = 1 στο W̄ και f = 0 στο συμπλήρωμα του U, δηλαδή στο M −U.

Aπόδειξη.

Έστω μια πολλαπλότητα Mm και (U, φ) ένας χάρτης της γύρω από το σημείο
pϵMm με φ(p) = 0. Αν xi = πi ◦ φ, i = 1, · · · ,m είναι οι συντεταγμένες του χάρτη
τότε ισχύει ότι xi(p) = 0. Αν α, β > 0 αρκετά μικροί αριθμοί με β < α τότε θέτουμε

Vp = {qϵU : |xi(q)| < α, i = 1, · · · ,m}

Wp = {qϵU : |xi(q)| < β, i = 1, · · · ,m}
Τα Vp και Wp είναι περιοχές του σημείου p και μάλιστα ισχύει ότι W̄p ⊂ Vp. Έστω
μια λεία συνάρτηση g : R→ R η οποία είναι τέτοια ώστε

g(t) = 1, αν |t| ≤ β
0 < g(t) < 1, αν β < |t| < α
g(t) = 0, αν |t| ≥ α

(παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης θα δώσουμε στην συνέχεια). Ορίζουμε μια δια-
φορίσιμη συνάρτηση fp : M → R ως εξής

fp(q) =
{

g(x1(q)) · g(x2(q)) · · · g(xm(q)), αν qϵVp

0, αν q < Vp
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Για την fp έχουμε ότι

fp(q) =


1, αν qϵW̄p

0 < fp(q) < 1, αν qϵ(Vp − W̄p)
0, αν q < Vp

�

Παράδειγμα 1.7.1

Για να είναι απόλυτα ολοκληρωμένη η απόδειξη του θεωρήματος (1.7.4) πρέ-
πει να δείξουμε την ύπαρξη μιας λείας συνάρτησης g : R → R με α > β > 0 η
οποία είναι τέτοια ώστε 

g(t) = 1, αν |t| ≤ β
0 < g(t) < 1, αν β < |t| < α
g(t) = 0, αν |t| ≥ α

Θεωρούμε την λεία συνάρτηση

f (t) =
{

e
−1
t2 , αν t > 0

0, αν t ≤ 0

Έστω h(t) = f (t)
f (t)+ f (1−t) , η οποία είναι και αυτή λεία συνάρτηση με

h(t) = 0, αν t ≤ 0
0 < h(t) < 1, αν 0 < t < 1
h(t) = 1, αν t ≥ 1

Θεωρούμε τώρα την συνάρτηση

g(t) = h
(

t + α
α − β

)
h
(
−t + α
α − β

)
Για την συνάρτηση g(t) έχουμε 0 ≤ g(t) ≤ 1. Ακόμη g(t) = 0 αν |t| ≥ α και g(t) = 1
αν |t| ≤ β. Άρα η ύπαρξη της λείας συνάρτησης g(t) ολοκληρώνει την απόδειξη
του θεωρήματος (1.7.4).

Θεώρημα 1.7.5 Έστω μια πολλαπλότητα M, K ένα συμπαγές υποσύνολο της M
και U ένα ανοικτό υποσύνολο της M το οποίο περιέχει το K. Τότε υπάρχει μια λεία
συνάρτηση f : M → R έτσι ώστε 0 ≤ f ≤ 1, f > 0 στο K και f = 0 στο M − U.
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Aπόδειξη.

Από το θεώρημα (1.7.4) γνωρίζουμε ότι για κάθε σημείο pϵK υπάρχει περιοχή
Vp του σημείου p (V̄p ⊂ U) και μια λεία συνάρτηση fp : M → R έτσι ώστε
0 ≤ fp ≤ 1, fp = 1 στο Vp και fp = 0 στο M − U. Επειδή το υποσύνολο K
είναι συμπαγές, επιλέγουμε ένα πεπερασμένο αριθμό σημείων p1, · · · , pn του K
έτσι ώστε

K ⊂
n⋃

i=1

Vpi .

Η συνάρτηση
f =

1
n

(
fp1 + · · · + fpn

)
είναι η επιθυμητή. �

Oρισμός 1.7.5 Έστω μια συνάρτηση f : M → R ορισμένη σε μια πολλαπλότητα
M. Το κάλυμμα του συνόλου

{pϵM : f (p) , 0}

λέγεται στήριγμα της συνάρτησης f και το συμβολίζουμε με σ( f ).

Oρισμός 1.7.6 Ένας διαμερισμός της μονάδας σε μια πολλαπλότητα M είναι μια
συλλογή λείων συναρτήσεων { fa}aϵA, όπου fa : M → R με τις εξής ιδιότητες:
(1) 0 ≤ fa(p) ≤ 1 για κάθε aϵA και για κάθε pϵM
(2) Η συλλογή των στηριγμάτων {σ( fa)}aϵA περιέχεται σε μια τοπικά πεπερασμένη
ανοικτή κάλυψη {Ua}aϵA της πολλαπλότητας M
(3)

∑
aϵA

fa(p) = 1 για κάθε pϵM.

Παρατήρηση. Το παραπάνω άθροισμα έχει νόημα επειδή μόνο ένα πεπερασμένο
πλήθος όρων του αθροίσματος είναι μη μηδενικοί.

Θεώρημα 1.7.6 Έστω μια πολλαπλότητα M και μια τοπικά πεπερασμένη ανοικτή
κάλυψη {Ua}aϵA της M. Αν ∀aϵA το Ūa είναι συμπαγές, τότε υπάρχει διαμερισμός
της μονάδας ως προς την κάλυψη {Ua}aϵA.
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Aπόδειξη.

Γνωρίζουμε από το θεώρημα (1.7.3) ότι μπορούμε να επιλέξουμε ανοικτές κα-
λύψεις {Va}aϵA και {Wa}aϵA της πολλαπλότητας M έτσι ώστε W̄a ⊂ Ua και V̄a ⊂ Wa

∀aϵA. Ακόμη από το θεώρημα (1.7.5) γνωρίζουμε ότι ∀a υπάρχει λεία συνάρτηση
ga : M → R για την οποία ισχύει ότι 0 ≤ ga ≤ 1, ga > 0 στο Ua και ga = 0
στο M −Wa. Το στήριγμα της ga περιέχεται στο W̄a και συνεπώς και στο Ua, διότι
W̄a ⊂ Ua. Τώρα επειδή η {Ua}aϵA είναι τοπικά πεπερασμένη, ∀pϵM μπορούμε να
διαλέξουμε μια περιοχή U του σημείου p αρκετά μικρή ώστε ο αριθμός των Ua

που τέμνουν την U να είναι πεπερασμένος. Άρα οι συναρτήσεις ga είναι 0 στο U,
εκτός από ένα πεπερασμένο αριθμό aϵA. Θέτουμε ∀pϵM

g(p) =
∑
aϵA

ga(p).

Η συνάρτηση g : M → R είναι λεία στην πολλαπλότητα M. Επειδή η {Va}aϵA είναι
ανοικτή κάλυψη της M με ga ≥ 0 και ga > 0 στο Va, έχουμε ότι g > 0. Θέτουμε

fa =
ga

g
,∀aϵA

τότε η συλλογή { fa}aϵA είναι ένας διαμερισμός της μονάδας ως προς την κάλυψη
{Ua}aϵA. �

Πόρισμα 1.7.1 Έστω U ανοικτό, V κλειστό υποσύνολο μιας πολλαπλότητας M με
V ⊂ U και μια λεία συνάρτηση f : U → R. Τότε υπάρχει F : M → R λεία
συνάρτηση με F|V = f και σ(F) ⊂ U.

Aπόδειξη.

Θεωρούμε την ανοικτή κάλυψη {U,M − V} της πολλαπλότητας M και ένα δια-
μερισμό της μονάδας { f1, f2} με σ( f1) ⊂ U και σ( f2) ⊂ M − V . Επεκτείνουμε την
f σε μια απεικόνιση f̄ : M → R με αυθαίρετο τρόπο και ορίζουμε την F από την
σχέση

F(p) = f1(p) f̄ (p).

Τότε έχουμε FϵC∞p (M) διότι F(p) = 0 αν pϵM − σ( f1) ⊃ M − U και η f̄ είναι
λεία στο U. Επίσης, σ(F) ⊂ σ( f1) ⊂ U. Τέλος, επειδή f2(p) = 0, για pϵV , ισχύει
f1(p) = 1, για pϵV . Άρα F(p) = f (p), για pϵV . �

Για περισσότερες πληροφορίες γύρω από τα θέματα που αναφέρονται στο κε-
φάλαιο 1 παραπέμπτουμε τον αναγνώστη στις αναφορές ([1], [2], [4], [6], [7], [8],
[9]).



Κεφάλαιο 2

Διαφορικές μορφές

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τις διαφορικές μορφές ξεκινώντας
από τον Rn και στη συνέχεια σε πολλαπλότητες.

Συγκεκριμένα στην παράγραφο 2.1 μελετάμε τις διαφορικές μορφές στον Rn.
Δίνουμε τον ορισμό μιας k-μορφής και του εξωτερικού γινομένου, καθώς και ιδιό-
τητες και θεωρήματα που εξάγονται από αυτούς τους ορισμόυς.

Tέλος, στην παράγραφο 2.2 μελετάμε τις διαφορικές μορφές σε πολλαπλότη-
τες. Δίνουμε τους ορισμούς k-συναλλίωτος τανυστής, τανυστικό γινόμενο, αντι-
συμμετρικός τανυστής, εξωτερικό γινόμενο και k-μορφής και τελικά αποδεικνύ-
ουμε το σημαντικό θεώρημα το οποίο μετατρέπει διαφορικές k-μορφές σε διαφο-
ρικές k + 1-μορφές.

2.1 Διαφορικές μορφές στον Rn

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε την εξωτερική άλγεβρα για την
περίπτωση που ο διανυσματικός χώρος V είναι ο εφαπτόμενος χώρος TpR

n. Οι
διαφορικές μορφές είναι k-γραμμικές συναρτήσεις που ορίζονται σς ένα ανοικτό
υποσύνολο U του Rn το οποίο περιέχει το σημείο p. Άρα, όπως θα δούμε στην
συνέχεια είναι δυνατόν να οριστεί η έννοια παραγώγισης των διαφορικών μορφών
κατά μοναδικό τρόπο, γνωστή ως εξωτερική παράγωγος. Το πιο σπουδαίο είναι ότι
αυτές οι έννοιες μπορούν να γενικευτούν και σε πολλαπλότητες.

80
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Oρισμός 2.1.1 Έστω U ⊂ Rn ανοικτό. Μια διαφορίσιμη 1-μορφή είναι μια απει-
κόνιση ω η οποία αντιστοιχίζει σε κάθε pϵU ένα διάνυσμα ωpϵT ∗pR

n, δηλαδή

ω : U →
⋃
pϵU

T ∗pR
n, p 7→ ωpϵT ∗pR

n.

Μια τέτοια απεικόνιση ω μπορεί να γραφεί ως

ωp = a1(p)(dx1)p + · · · + an(p)(dxn)p

ή εν συντομία ως

ωp =

n∑
i=1

ai(p)(dxi)p

όπου οι ai : Rn → R είναι πραγματικές συναρτήσεις. Εάν οι συναρτήσεις αυτές
είναι διαφορίσιμες τότε η ω καλείται διαφορική μορφή βαθμού 1.

Παρατήρηση. (1) Η ένωση
⋃

pϵU T ∗pR
n αποτελείται από ξένα μεταξύ τους υποσύ-

νολα.
(2) Θα ονομάζουμε μία διαφορίσιμη 1-μορφή απλώς 1-μορφή.
(3) Οι 1-μορφές είναι αντικείμενα δυϊκά των διανυσματικών πεδίων X στο U, δε-
δομένου ότι ένα διανυσματικό πεδίο X στο U μπορεί να θεωρηθεί μια απεικόνιση

X : U → TpM, p 7→ XpϵTpM.

Oρισμός 2.1.2 Έστω μια λεία απεικόνιση f : U ⊂ Rn → R. Το διαφορικό της f
είναι η 1-μορφή d f για την οποία έχουμε ότι, έστω pϵU, XpϵTpU τότε

(d f )p(Xp) = Xp f .

Παράδειγμα 2.1.1

Αν x1, · · · , xn είναι οι συντεταγμένες του Rn, τότε οι dx1, · · · , dxn είναι οι 1-
μορφές στον Rn και κάθε 1-μορφή ω στον Rn γράφεται ως

ω = a1(x1, · · · , xn)dx1 + · · · + an(x1, · · · , xn)dxn.
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Oρισμός 2.1.3 Έστω U ⊂ Rn ανοικτό. Μια διαφορίσιμη μορφή βαθμου k ή απλώς
k-μορφή είναι μια απεικόνιση ω η οποία αντιστοιχεί σε κάθε pϵU μια ενναλάσ-
σουσα k-γραμμική συνάρτηση του T ∗pR

n, δηλαδή ωpϵΛ
k(TpR

n), όπου με Λk(TpR
n)

συμβολίζουμε το σύνολο των απεικονίσεων οι οποίες είναι διγραμμικές και εννα-
λάσσουσες.
Γνωρίζουμε ότι το σύνολο{

(dxI)p = (dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)p : 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n
}

αποτελεί μια βάση του διανυσματικού χώρου Λk(TpR
n), συνεπώς για κάθε pϵU η

μορφή ωp γράφεται ως

ωp =
∑

aI(p)(dxI)p, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n, aI(p)ϵR

ή διαφορετικά
ωp =

∑
i1<···<ik

ai1,···,ik(p)(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)p.

Ορίζουμε τώρα κάποιες θεμελιώδεις πράξεις στο σύνολο των k-μορφών ως
εξής: Αν ω και φ είναι δυο k-μορφές στον Rn

ω =
∑

aIdxI , φ =
∑

bIdxI

τότε έχουμε την δυνατότητα ορισμού του αθροίσματος

ω + φ =
∑

(aI + bI)dxI .

Oρισμός 2.1.4 Έστωω μια k-μορφή και φ μια s-μορφή τότε ορίζουμε το εξωτερικό
γινόμενο ω ∧ φ, το οποίο αποτελεί μια (k + s)-μορφή ως εξής: αν

ω =
∑

aIdxI , I = (i1, · · · , ik), i1 < · · · < ik

και
φ =

∑
bJdxJ, J = ( j1, · · · , js), j1 < · · · < js

τότε έχουμε
ω ∧ φ =

∑
IJ

aIbJdxIdxJ.
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Πρόταση 2.1.1 Υποθέτουμε ότι η ω είναι μια k-μορφή, η φ είναι μια s-μορφή και
η θ είναι μια r-μορφή, τότε το εξωτερικό γινόμενο στον Rn έχει τις ακόλουθες ιδιό-
τητες:
(1) (ω ∧ φ) ∧ θ = ω ∧ (φ ∧ θ)
(2) (ω ∧ φ) = (−1)ks(φ ∧ ω)
(3) Εάν r = s, τότε ω ∧ (φ + θ) = ω ∧ φ + ω ∧ θ.

Aπόδειξη.

Έστω ότι έχουμε

ω =
∑

I

aIdxI , I = (i1, · · · , ik), i1 < · · · < ik,

φ =
∑

J

bJdxJ, J = ( j1, · · · , js), j1 < · · · < js

και
θ =

∑
K

cKdxK ,K = (k1, · · · , kr), k1 < · · · < kr

τότε από τον ορισμό του εξωτερικού γινιμένου (2.1.4)
(1)

(ω ∧ φ) ∧ θ =
∑

IJ

aIbJdxIdxJ

 ∧∑
K

cKdxK =∑
IJK

aIbJcK(dxI ∧ dxJ) ∧ dxK =
∑
IJK

aIbJcKdxI ∧ (dxJ ∧ dxK) =

∑
I

aIdxI ∧
∑

JK

bJcK(dxJ ∧ dxK)

 = ω ∧ (φ ∧ θ)

(2)
ω ∧ φ =

∑
IJ

aIbJdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dx j1 ∧ · · · ∧ dx js =∑
IJ

bJaI(−1)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik−1 ∧ dx j1 ∧ dxik ∧ · · · ∧ dx js =∑
IJ

bJaI(−1)kdx j1 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dx j2 ∧ · · · ∧ dx js
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Επειδή το J αποτελείται από s στοιχεία επαναλαμβάνουμε την παραπάνω διαδι-
κασία και έχουμε τελικά ότι

ω ∧ φ =
∑

IJ

bJaI(−1)ksdx j1 ∧ · · · ∧ dx js ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = (−1)ks(φ ∧ ω).

(3) Αφού ισχύει ότι r = s, έχουμε

ω ∧ (φ + θ) =
∑

I

aIdxI ∧
∑

J

(bJ + cJ)dxJ

 =
∑

IJ

aIbJdxI ∧ dxJ +
∑

IJ

aIcJdxI ∧ dxJ = ω ∧ φ + ω ∧ θ.

�

Παρατήρηση. Παρότι dxi ∧ dxi = 0, δεν ισχύει γενικά ότι ω ∧ ω = 0 για
οποιαδήποτε μορφή ω. Για παράδειγμα, εάν

ω = x1dx1 ∧ dx2 + x2dx3 ∧ dx4

τότε
ω ∧ ω = 2x1x2dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.

Έστω ω μια διαφορική k-μορφή σε ένα ανοικτό υποσύνολο U ⊂ Rn. Θα ορί-
σουμε μια διαφορική (k+1)-μορφή dω στοU την οποία θα ονομάζουμε εξωτερική
παράγωγο της ω. Γνωρίζουμε ότι το διαφορικό μιας συνάρτησης f : Rn → R δί-
νεται από τον τύπο

d f =
n∑

i=1

∂ f
∂xi

dxi.

Oρισμός 2.1.5 Έστω ω =
∑

I

aIdxI μια k-μορφή στον Rn με k ≥ 1. Η εξωτερική

παράγωγος dω της ω είναι η (k + 1)-μορφή

dω =
∑

I

daI ∧ dxI =
∑

I

∑
J

∂aI

∂x j
dx j

 ∧ dxI

Παράδειγμα 2.1.2
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Έστω ότι έχουμε ω = xyzdx + yzdy + (x + z)dz θα υπολογίσουμε το dω:

dω = d(xyz) ∧ dx + d(yz) ∧ dy + d(x + y) ∧ dz =

(yzdx + xzdy + xydz) ∧ dx + (zdy + ydz) ∧ dy + (dx + dz) ∧ dz =

−xzdx ∧ dy + (1 − xy)dx ∧ dz − ydy ∧ dz.

Θεώρημα 2.1.1 (α) Για κάθε Cl-διαφορικές k-μορφές ω1, ω2, όπου l ≥ 2 έχουμε

d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

(β) Εάν η ω είναι τυχαία Cl-διαφορική k-μορφή και η f : Rn → Rm μια Cl-
διαφορίσιμη απεικόνιση, όπου l ≥ 2 έχουμε

d( fω) = f (dω).

(γ) Για κάθε k-μορφή ω και για κάθε s-μορφή φ έχουμε

d(ω ∧ φ) = (dω) ∧ φ + (−1)kω ∧ (dφ).

(δ) Για κάθε Cl-διαφορική k-μορφή ω, όπου l ≥ 2 έχουμε

d(dω) = d2ω = 0.

Παρατήρηση. Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα γίνει στην επόμενη πα-
ράγραφο (2.2), όπου θα διατυπώσουμε ξανά το ίδιο θεώτημα αλλά σε πολλαπλό-
τητες, όχι στον Rn.
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2.2 Διαφορικές μορφές σε πολλαπλότητες
Οι διανυσματικοί χώροι που θα χρησιμοποιήσουμε στην παράγραφο αυτή

θα είναι πραγματικοί και πεπερασμένης διάστασης. Έστω ο διανυσματικός χώρος
V με διάσταση n. Με V∗ συμβολίζουμε τον δυϊκό του, δηλαδή το σύνολο των
γραμμικών απεικονίσεων f : V → R με πρόσθεση και πολλαπλασιασμό ορισμένα
κατά φυσικό τρόπο.

Oρισμός 2.2.1 Μια συνάρτηση τ : V × V × · · · × V︸              ︷︷              ︸
k−ϕoρέs

→ R λέγεται πολυγραμμική

εάν είναι γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή, δηλαδή ισχύει
(1) τ(v1, · · · , vi−1, vi + v′i , vi+1, · · · , vk) = τ(v1, · · · , vi, · · · , vk) + τ(v1, · · · , v′i , · · · , vk)
(2) τ(v1, · · · , λvi, · · · , vk) = λτ(v1, · · · , vi, · · · , vk)
για κάθε i τέτοιο ώστε 1 ≤ i ≤ k και λϵR.

Oρισμός 2.2.2 Μια πολυγραμμική απεικόνιση τ : V × V × · · · × V︸              ︷︷              ︸
k−ϕoρέs

→ R λέγεται

k-συναλλοίωτος τανυστής πάνω στο V ή συναλλοίωτος τανυστής βαθμού k.

Στην περίπτωση όπου k = 1, ένας 1-συναλλοίωτος τανυστής είναι απλώς μια
γραμμική μορφή στον V . Το συνήθες εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων του
Rn είναι παράδειγμα ενός 2-συναλλοίωτου τανυστή στον Rn.

Έστω τώρα δύο k-συναλλοίωτοι τανυστές τ, σ : V × V × · · · × V︸              ︷︷              ︸
k−ϕoρέs

→ R πάνω

στο V και λϵR τότε μπορούμε να ορίσουμε:
το άθροισμα των k-συναλλοίωτων τανυστών

(τ + σ) : V × V × · · · × V︸              ︷︷              ︸
k−ϕoρέs

→ R

με
(τ + σ)(v1, · · · , vk) = τ(v1, · · · , vk) + σ(v1, · · · , vk)

και το γινόμενο του k-συναλλοίωτου τανυστή τ και του λϵR,

(λτ) : V × V × · · · × V︸              ︷︷              ︸
k−ϕoρέs

→ R

με
(λτ)(v1, · · · , vk) = λτ(v1, · · · , vk).
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Είναι προφανές ότι οι (τ+σ) και (λτ) είναι k-συναλλοίωτοι τανυστές πάνω στο
V και ότι το σύνολο των k-συναλλοίωτων τανυστών με τις παραπάνω πράξεις που
ορίσαμε γίνεται ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος. Για k = 1, αποκτούμε
τον λεγόμενο δυϊκό χώρο V∗ του V .

Έστω {e1, · · · , en} είναι η βάση του V , τότε η δυϊκή βάση {e∗1, · · · , e∗n} του V∗

ορίζεται από την
e∗i (e j) = δi j.

Oρισμός 2.2.3 Έστω τ ένας k-συναλλοίωτος τανυστής και σ ένας s-συναλλοίωτος
τανυστής τότε μπορούμε να ορίσουμε το τανυστικό γινόμενο τ ⊗ σ να είναι ένας
k + s-συναλλοίωτος τανυστής, που ικανοποιεί την σχέση

τ ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) = τ(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s)

Πρόταση 2.2.1 Για συναλλοίωτους τανυστές ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
(1) (τ1 + τ2) ⊗ σ = τ1 ⊗ σ + τ2 ⊗ σ
(2) τ(σ1 + σ2) = τ ⊗ σ1 + τ ⊗ σ2

(3) (λτ) ⊗ σ = λ(τ ⊗ σ) = τ ⊗ (λσ), λϵR
(4) (τ ⊗ σ) ⊗ ω = τ ⊗ (σ ⊗ ω)
(5) Γενικά ισχύει τ ⊗ σ , σ ⊗ τ.

Aπόδειξη.

(1) Έστω ότι οι τ1, τ2 είναι k-συναλλοίωτοι τανυστές και ησ είναι s-συναλλοίωτος
τανυστής τότε έχουμε

(τ1 + τ2) ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =

(τ1 + τ2)(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s) =

(τ1(v1, · · · , vk) + τ2(v1, · · · , vk))σ(vk+1, · · · , vk+s) =

τ1(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s) + τ2(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s) =

τ1 ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) + τ ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s)

Άρα, (τ1 + τ2) ⊗ σ = τ1 ⊗ σ + τ2 ⊗ σ.
(2) Έστω ότι οισ1, σ2 είναι s-συναλλοίωτοι τανυστές και η τ είναι k-συναλλοίωτος
τανυστής τότε έχουμε

τ(σ1 + σ2)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =
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τ(v1, · · · , vk)(σ1 + σ2)(vk+1, · · · , vk+s) =

τ(v1, · · · , vk) (σ1(vk+1, · · · , vk+s) + σ2(vk+1, · · · , vk+s)) =

τ(v1, · · · , vk)σ1(vk+1, · · · , vk+s) + τ(v1, · · · , vk)σ2(vk+1, · · · , vk+s) =

τ ⊗ σ1(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) + τ ⊗ σ2(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s)

Άρα, τ(σ1 + σ2) = τ ⊗ σ1 + τ ⊗ σ2.
(3) Έστω ότι τ είναι k-συναλλοίωτος τανυστής και σ είναι s-συναλλοίωτος τανυ-
στής τότε έχουμε

(λτ) ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =

(λτ)(v1, · · · , vk)σ(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

λτ(v1, · · · , vk)σ(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

λ (τ(v1, · · · , vk)σ(vk, vk+1, · · · , vk+s)) =

λ (τ ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s))

Άρα, (λτ) ⊗ σ = λ(τ ⊗ σ). Από την άλλη έχουμε

(λτ) ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =

(λτ)(v1, · · · , vk)σ(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

λτ(v1, · · · , vk)σ(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

τ(v1, · · · , vk)λσ(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

τ(v1, · · · , vk)(λσ)(vk, vk+1, · · · , vk+s) =

τ ⊗ (λσ)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s)

Άρα, (λτ) ⊗ σ = τ ⊗ (λσ).
(4) Έστω ότι τ είναι k-συναλλοίωτος τανυστής, σ είναι s-συναλλοίωτος τανυστής
και ω είναι r-συναλλοίωτος τανυστής τότε έχουμε

(τ ⊗ σ) ⊗ ω(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s, vk+s+1, · · · , vk+s+r) =

(τ ⊗ σ)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s)ω(vk+s+1, · · · , vk+s+r) =

τ(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s)ω(vk+s+1, · · · , vk+s+r) =

τ(v1, · · · , vk)(σ ⊗ ω)(vk+1, · · · , vk+s, vk+s+1, · · · , vk+s+r) =
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τ ⊗ (σ ⊗ ω)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s, vk+s+1, · · · , vk+s+r)

Άρα, (τ ⊗ σ) ⊗ ω = τ ⊗ (σ ⊗ ω).
(5) Έστω ότι τ είναι k-συναλλοίωτος τανυστής και σ είναι s-συναλλοίωτος τανυ-
στής τότε έχουμε

τ ⊗ σ(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =

τ(v1, · · · , vk)σ(vk+1, · · · , vk+s)

Από την άλλη έχουμε

σ ⊗ τ(v1, · · · , vs, vs+1, · · · , vs+k) =

σ(v1, · · · , vs)τ(vs+1, · · · , vs+k)

τα οποία είναι διαφορετικά, άρα τ ⊗ σ , σ ⊗ τ. �

Θα συμβολίζουμε με S k την ομάδα μεταθέσεων των αριθμών 1, · · · , k. Αν
έχουμε πϵS k τότε θα γράφουμε

(−1)π = 1

όταν η μετάθεση π είναι άρτια και θα γράφουμε

(−1)π = −1

όταν η μετάθεση π είναι περιττή.

Oρισμός 2.2.4 Ένας k-συναλλοίωτος τανυστής τ θα λέγεται αντισυμμετρικός εάν
για κάθε μετάθεση π(1, · · · , k) = (π(1), · · · , π(k)) ισχύει ότι

τ(vπ(1), · · · , vπ(k)) = (−1)πτ(v1, · · · , vk). (2.1)

Ισοδύναμα, ένας k-συναλλοίωτος τανυστής τ θα λέγεται αντισυμμετρικός εάν ισχύει
ότι

τ(v1, · · · , vi, · · · , v j, · · · , vk) = −τ(v1, · · · , v j, · · · , vi, · · · , vk) (2.2)

δηλαδή εάν αλλάξουμε την θέση δύο τυχαίων μεταβλητών αλλάζει το πρόσημο του
τ.
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Για κάθε αντισυμμετρικό k-συναλλοίωτο τανυστή τ ισχύει ότι

τ(v1, · · · , vi, · · · , vi, · · · , vk) = 0

δηλαδή αν δύο τυχαίες μεταβλητές γίνουν ίδιες τότε η τιμή είναι μήδεν.
Είναι προφανές ότι το άθροισμα αντισυμμετρικών k-συναλλοίωτων τανυστών

είναι αντισυμμετρικός k-συναλλοίωτος τανυστής επίσης και το γινόμενο ενός αντι-
συμμετρικού k-συναλλοίωτου τανυστή με έναν πραγματικό αριθμό λ είναι και
αυτό αντισυμμετρικός k-συναλλοίωτος τανυστής. Άρα το σύνολο των αντισυμμε-
τρικών k-συναλλοίωτων τανυστών εφοδιασμένο με τις παραπάνω πράξεις γίνεται
ένας γραμμικός υπόχωρος του συνόλου των k-συναλλοίωτων τανυστών. Θα συμ-
βολίζουμε μεΛk(V∗) το σύνολο των αντισυμμετρικών k-συναλλοίωτων τανυστών.
Είναι φανερό ότι Λ1(V∗) = V∗ και επισης θέτουμε Λ0(V∗) = D(M).

Το τανυστικό γινόμενο τ⊗σ δύο αντισυμμετρικών συναλλοίωτων τανυστών τ
καισ δεν είναι αντισυμμετρικός συναλλοίωτος τανυστής. Δηλαδή αν τϵΛk(V∗) και
σϵΛs(V∗) τότε το τ ⊗ σ δεν είναι στοιχείο του Λk+s(V∗). Αυτό θα το αποδείξουμε
με το παρακάτω παράδειγμά.

Παράδειγμα 2.2.1

Θεωρούμε μια βάση {e1, e2} του V = R2 και ας είναι vi = (ai1, ai2) ως προς
αυτή την βάση με i = 1, 2. Ορίζουμε τ : V × V → R με

τ(vi, v j) = det
(

ai1 ai2

a j1 a j2

)
Είναι φανερό ότι η τ είναι αντισυμμετρικός συναλλοίωτος τανυστής βαθμού 2.
Από τον ορισμό έχουμε

τ(e1, e1) = τ(e2, e2) = 0 και τ(e1, e2) = −τ(e2, e1) = 1

Υπολογίζουμε τα εξής

τ ⊗ τ(e1, e2, e1, e2) = τ(e1, e2)τ(e1, e2) = 1

τ ⊗ τ(e1, e1, e2, e2) = τ(e1, e1)τ(e2, e2) = 0

Άρα, τ ⊗ τ(e1, e2, e1, e2) , −τ ⊗ τ(e1, e1, e2, e2). Οπότε το τ ⊗ τ δεν είναι αντισυμ-
μετρικός συναλλοίωτος τανυστής.
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Θα προσπαθήσουμε τώρα να ορίσουμε ένα καινούργιο γινόμενο έτσι ώστε το
γινόμενο δύο αντισυμμετρικών συναλλοίωτων τανυστών να είναι αντισυμμετρι-
κός συναλλοίωτος τανυστής. Για το σκοπό αυτό θα δούμε πως απο ένα τυχαίο k-
συναλλοίωτο τανυστή τ μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα k-συναλλοίωτο τανυ-
στή τον οποίο θα συμβολίζουμε με alt(τ) και θα τον ονομάζουμε αντισυμμετρικό
k-συναλλοίωτο τανυστή του τ. Ορίζουμε

alt(τ)(v1, · · · , vk) =
1
k!

∑
πϵS k

(−1)πτ(vπ(1), · · · , vπ(k)) (2.3)

Πρόταση 2.2.2 Εάν ο τ είναι ένας k-συναλλοίωτος τανυστής τότε και ο alt(τ) είναι
ένας αντισυμμετρικός k-συναλλοίωτος τανυστής, δηλαδή alt(τ)ϵΛk(V∗). Επίσης αν
ο τ είναι ένας αντισυμμετρικός k-συναλλοίωτος τανυστής, δηλαδή τϵΛk(V∗) τότε
alt(τ) = τ. Άρα ισχύει ότι alt(alt(τ)) = alt(τ).

Aπόδειξη.

Συμβολίζουμε με (i, j) τη μετάθεση που αλλάζει την θέση των αριθμών στις
θέσεις i και j και διατηρεί τους υπόλοιπους αριθμούς. Τότε για πϵS k θέτουμε

π′ = π ◦ (i, j).

Ακόμη είναι φανερό ότι όταν το π διατρέχει το S k, τότε το π′ διατρέχει το S k.
Οπότε από την σχέση (2.3) έχουμε

alt(τ)(v1, · · · , vi, · · · , v j, · · · , vk) =
1
k!

∑
πϵS k

(−1)πτ(vπ(1), · · · , vπ(i), · · · , vπ( j), · · · , vπ(k)) =

1
k!

∑
πϵS k

(−1)π
′
τ(vπ′(1), · · · , vπ′(i), · · · , vπ′( j), · · · , vπ′(k)) =

1
k!

∑
πϵS k

(−1)(−1)π
′
τ(vπ′(1), · · · , vπ′( j), · · · , vπ′(i), · · · , vπ′(k)) =

− 1
k!

∑
πϵS k

(−1)π
′
τ(vπ′(1), · · · , vπ′( j), · · · , vπ′(i), · · · , vπ′(k)) =

alt(τ)(v1, · · · , v j, · · · , vi, · · · , vk)
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Άρα, alt(τ)ϵΛk(V∗).
Από τον ορισμό (2.2.4) και την σχέση (2.3) έχουμε ότι

alt(τ)(v1, · · · , vk) =
1
k!

∑
πϵS k

(−1)πτ(vπ(1), · · · , vπ(k)) =

1
k!

∑
πϵS k

τ(v1, · · · , vk) = τ(v1, · · · , vk)
1
k!

∑
πϵS k

1 =

τ(v1, · · · , vk)

Άρα, alt(τ) = τ. �

Όπως είδαμε παραπάνω το τανυστικό γινόμενο αντισυμμετρικών συναλλοί-
ωτων τανυστών δεν είναι εν γένει αντισυμμετρικός συναλλοίωτος τανυστής. Θα
ορίσουμε ένα νέο γινόμενο που αυτό να μην συμβαίνει.

Oρισμός 2.2.5 Έστω τϵΛk(V∗) καισϵΛs(V∗) τότε ονομάζουμε εξωτερικό γινόμενο
ή και σφήνα γινόμενο των τ και σ και το συμβολίζουμε με τ∧σ τον αντισυμμετρικό
συναλλοίωτο τανυστή, που ορίζεται από την σχέση

τ ∧ σ = alt(τ ⊗ σ) (2.4)

Έτσι αν τϵΛk(V∗) και σϵΛs(V∗) τότε

τ ∧ σϵΛk+s(V∗).

Θα υπολογίσουμε τώρα την αναλυτική έκφραση του εξωτερικού γινομένου, οπότε
από τις σχέσεις (2.3) και (2.4) έχουμε

alt(τ ⊗ σ)(v1, · · · , vk, vk+1, · · · , vk+s) =

1
(k + s)!

∑
πϵS k+s

(−1)π(τ ⊗ σ)(vπ(1), · · · , vπ(k), vπ(k+1), · · · , vπ(k+s)) =

1
(k + s)!

∑
πϵS k+s

(−1)πτ(vπ(1), · · · , vπ(k))σ(vπ(k+1), · · · , vπ(k+s))

Άρα,

τ ∧ σ = 1
(k + s)!

∑
πϵS k+s

(−1)πτ(vπ(1), · · · , vπ(k))σ(vπ(k+1), · · · , vπ(k+s)) (2.5)
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Πρόταση 2.2.3 Για το εξωτερικό γινόμενο ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες
(1) Αν τϵΛk(V∗) και σϵΛs(V∗) τότε

τ ∧ σ = (−1)ksσ ∧ τ.

(2) Αν τ1, τ2ϵΛ
k(V∗), σ1, σ2ϵΛ

s(V∗) και λ, µϵR τότε

(λτ1 + µτ2) ∧ σ1 = λτ1 ∧ σ1 + µτ2 ∧ σ1

τ1(λσ1 + µσ2) = λτ1 ∧ σ1 + µτ1 ∧ σ2.

(3) Αν τϵΛk(V∗), σϵΛs(V∗) και λϵR τότε

λ(τ ∧ σ) = (λτ) ∧ σ = τ ∧ (λσ).

(4) Αν τϵΛk(V∗), σϵΛs(V∗) και ρϵΛr(V∗) τότε

(τ ∧ σ) ∧ ρ = τ ∧ (σ ∧ ρ).

(5) Αν τϵΛk(V∗), σϵΛs(V∗) και ρϵΛr(V∗) τότε

(τ ∧ σ) ∧ ρ = τ ∧ (σ ∧ ρ) = alt (τ ⊗ σ ⊗ ρ) .

Παρατήρηση. Η ιδιότητα (5) μπορεί να γραφεί γενικά

τ1 ∧ · · · ∧ τm = alt (τ1 · · · τm)

όπου τiϵΛ
ρi(V∗) με i = 1, · · · ,m.

Θεωρούμε τώρα μια βάση {e1, · · · , en} του V και ας είναι φ1, · · · , φn η δυϊκη
της βάση. Τότε το σύνολο των αντισυμμετρικών k-συναλλοίωτων τανυστών{

φi1 ∧ · · · ∧ φik : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n
}

(2.6)

αποτελεί βάση του Λk(V∗).
Το σύνολο των αντισυμμετρικών k-συναλλοίωτων τανυστών που ορίζεται από

την παραπάνω σχέση έχει
(

n
k

)
στοιχεία, δηλαδή έχουμε

dimΛk(V∗) =
(

n
k

)
=

n!
k!(n − k)!

, 1 ≤ k ≤ n.
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Στην περίπτωση όπου n = k έχουμε ότι

dimΛn(V∗) = 1

που σημαίνει ότι, στον V με dimV = n η ορίζουσα και τα αριθμητικάτης πολλα-
πλάσια είναι οι μόνοι αντισυμμετρικοί n-συναλλοίωτοι τανυστές.

Από την σχέση (2.5) προκύπτει ο ακόλουθος υπολογιστικός τύπος

φi1 ∧ · · · ∧ φik(v1, · · · , vk) =
∑
πϵS k

(−1)πφi1(vπ(1)) · · ·φik(vπ(k)).

Πρόταση 2.2.4 Οι γραμμικές μορφές τ1, · · · , τk είναι γραμμικά εξαρτημένες αν και
μόνο αν

τ1 ∧ · · · ∧ τk = 0.

Aπόδειξη.

Πράγματι, αν οι τi με i = 1, · · · , k είναι γραμμικά εξαρτημένες τότε θα ισχύει
ότι

τk =

k−1∑
j=1

λ jτ j

άρα

τ1 ∧ · · · ∧ τk =

k−1∑
j=1

λ jτ1 ∧ · · · ∧ τk−1 ∧ τ j = 0

διότι σε κάθε όρο του αθροίσματος εμφανίζεται δύο φορές η ίδια γραμμική μορφή.
Εάν τώρα οι τi είναι γραμμικά ανεξάρτητες τότε υπάρχουν τk+1, · · · , τn ώστε το
σύνολο

{τ1, · · · , τk, τk+1, · · · , τn}
να είναι βάση του V∗. Τότε όμως ο n-συναλλοίωτος τανυστής

τ1 ∧ · · · ∧ τn

είναι βάση του Λn(V∗). Άρα θα ισχύει ότι

τ1 ∧ · · · ∧ τn , 0

οπότε και
τ1 ∧ · · · ∧ τk , 0.
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�

Θεωρούμε μια διαφορίσιμη πολλαπλότητα M διάστασηςm. Γνωρίζουμε ότι σε
κάθε σημείο pϵM έχουμε έναν διανυσματικό χώρο διάστασης m, τον οποίο συμ-
βολίζουμε με TpM και ονομάζεται εφαπτόμενος χώρος της πολλαπλότητας M στο
σημείο p. Επίσης σε κάθε σημείο p υπάρχει ο δυϊκός χώρος του TpM, τον οποίο
συμβολίζουμε με T ∗pM και ονομάζεται συνεφαπτόμενος χώρος της πολλαπλότη-
τας M στο σημείο p. Έτσι λοιπόν σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας M μπορούμε
να μιλάμε για συναλλοίωτους τανυστές και για μορφές. Θέλουμε να κατασκευά-
σουμε πάνω στην πολλαπλότητα M ”αντικείμενα” τα οποία σε κάθε σημείο της
M να είναι τανυστές και μορφές. Αυτά όμως τα ”αντικείμενα” να αλλάζουν από
σημείο σε σημείο, ομαλά.

Oρισμός 2.2.6 Έστω μια διαφορίσιμη πολλαπλότητα M διάστασης m και ο δυϊκός
χώρος T ∗pM της πολλαπλότητας M στο σημείο p. Μια διαφορική μορφή τ βαθμού
k, ή απλώς μια k-μορφή στην M είναι μια απεικόνιση

pϵM 7→ τpϵΛ
k(T ∗pM),

η οποία είναι λεία με την εξής έννοια: εάν X1, · · · , Xk είναι λεία διανυσματικά πεδία
της M τότε η συνάρτηση

τ (X1, · · · , Xk) : M → R µε τ (X1, · · · , Xk) (p) = τp

(
X1p, · · · , Xkp

)
είναι λεία. Θα γράφουμε Λk(T ∗pM) = Λk

p και θα συμβολίζουμε με Λk(M) το σύνολο
των k-μορφών της M.

Αν τ, φ είναι διαφορικές μορφές k βαθμού και f : M → R μια λεία συνάρτηση
τότε μπορούμε να ορίσουμε την πρόσθεση διαφορικών μορφών και τον πολλα-
πλασιασμό διαφορικής μορφής με λεία συνάρτηση, εκτελώντας τις πράξεις αυτές
σημειακά:

τ, φϵΛk(M)⇒ τ + φϵΛk(M)

τϵΛk(M), f ϵD(M)⇒ f τϵΛk(M).

Επίσης αν τ είναι διαφορική μορφή k βαθμού και φ είναι διαφορική μορφή s βαθ-
μού τότε μπορούμε να ορίσουμε το εξωτερικό τους γινόμενο:

τϵΛk(M), φϵΛs(M)⇒ τ ∧ φϵΛk+s(M).
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Μια διαφορική μορφή 0-βαθμού είναι προφανώς μια συνάρτηση f : M → R
λεία, δηλαδή

Λ0(M) = D(M)

και αν τϵΛk(M) τότε
f ∧ τ = f τ.

Έστω μια διαφορίσιμη πολλαπλότητα M και ας είναι {Ua, φa}aϵA μια διαφο-
ρίσιμη δομή, δηλαδή ένας άτλας της πολλαπλότητας M. Θεωρούμε έναν χάρτη
(U, φ) της M με συντεταγμένες x1, · · · , xm. Ορίζουμε τώρα τα βασικά διανυσμα-
τικά πεδία ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm
στο U. Αν X είναι ένα λείο διανυσματικό πεδίο της M, τότε

στο U έχουμε μια τοπική έκφραση του X που δίνεται από την σχέση:

X =
m∑

i=1

Xxi
∂

∂xi
.

Θέλουμε να ορίσουμε κάτι ανάλογο και για τις διαφορικές μορφές. Δηλαδή,
αν έχουμε μια διαφορική μορφή k-βαθμού να βρούμε μια τοπική της έκφραση.

Έστω ένας χάρτης (U, φ) της πολλαπλότητας M με συντεταγμένες x1, · · · , xm.
Οι διαφορικές 1-μορφές dx1, · · · , dxm ορίζονται στο U είναι δηλαδή dxiϵΛ

1(U)
με i = 1, · · · ,m. Σε κάθε σημείο pϵU η δυϊκή βάση της ∂

∂x1

∣∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm

∣∣∣∣
p
είναι η

dx1|p , · · · , dxm|p. Διότι ισχύει παντού στο U η ακόλουθη σχέση dxi

(
∂
∂x j

)
= δi j.

Γνωρίζουμε ότι η σχέση (2.6) αποτελεί μια βάση του Λk(V∗) οπότε οι k-μορφές
dxi1

∣∣∣
p
∧ · · · ∧ dxik

∣∣∣
p
= dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

∣∣∣
p
με 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n αποτελεί μια

βάση του Λk
p για κάθε σημείο pϵU. Άρα αν τϵΛk(U) θα έχουμε

τ(p) =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ai1···ik(p) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

∣∣∣
p
.

Έστι έχουμε στο U:

τ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik (2.7)

όπου ai1···ik είναι συναρτήσεις ορισμένες στο U.
Για τις συναρτήσεις ai1···ik παρατηρούμε από την ιδιότητα (5) της πρότασης

(2.2.3)

dx1 ∧ · · · ∧ dxk

(
∂

∂x j1
, · · · , ∂

∂x jk

)
=
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k!alt
(
dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik

) ( ∂

∂x j1
, · · · , ∂

∂x jk

)
=

k!
1
k!

∑
πϵS k

(−1)πdxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik

 ∂

∂xπ j1

, · · · , ∂

∂xπ jk

 =
∑
πϵS k

(−1)πδi1π j1
· · · δi1π j1

=

{
1, αν i1 = j1, · · · , ik = jk

0, διαφoρετικά

Από την σχέση (2.7) έχουμε

τ

(
∂

∂x j1
, · · · , ∂

∂x jk

)
=

∑
1≤i1<···<ik≤m

ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

(
∂

∂x j1
, · · · , ∂

∂x jk

)
= a j1··· jk

Έτσι καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση

τ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

τ

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂

∂xik

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (2.8)

Η σχέση (2.8) μας δίνει μια έκφραση της τϵΛk(U), όπου (U, φ) είναι ο χάρτης της
πολλαπλότητας M με συντεταγμένες x1, · · · , xm.

Στην περίπτωση όπου f : U → R είναι μια λεία συνάρτηση γνωρίζουμε ότι
το d f ϵΛ1(U) οπότε από την σχέση (2.8) έχουμε

d f = d f
(
∂

∂x1

)
dx1 + · · · + d f

(
∂

∂xm

)
dxm

όμως από τον ορισμό του διαφορικού έχουμε την σχέση

d f
(
∂

∂xi

)
=
∂ f
∂xi

οπότε προκύπτει
d f =

∂ f
∂x1

dx1 + · · · +
∂ f
∂xm

dxm.

Έστω (U, φ) ένας χάρτης της πολλαπλότητας M και τϵΛk(M) τότε ο περιο-
ρισμός τ|U της τ στο U είναι μια διαφορική μορφή στο Λk(U). Οπότε από τα
παραπάνω έχουμε

τ|U =
∑

1≤i1<···<ik≤m

τ|U
(
∂

∂xi1
, · · · , ∂

∂xik

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
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ή απλούστερα
τ|U =

∑
1≤i1<···<ik≤m

ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

όπου ai1···ik είναι λείες συναρτήσεις στο U.
Γνωρίζουμε ότι το διαφορικό μιας λείας συνάρτησης f : M → R είναι μια

διαφορική μορφή βαθμού 1. Με άλλα λόγια το σύμβολο d μετατρέπει διαφορικές
0-μορφές (λείες συναρτήσεις) σε διαφορικές 1-μορφές. Θέλουμε τώρα να γενικεύ-
σουμε κατά κάποιο τρόπο αυτή την διαδικασία. Δηλαδή να βρούμε ένα σύμβολο
(τελεστή) d που θα μετατρέπει διαφορικές k-μορφές σε διαφορικές k + 1-μορφές
και το οποίο θα συμπίπτει με το διαφορικό που ξέρουμε όταν περιοριστούμε στις
διαφορικές 0-μορφές. Έχουμε το ακόλουθο σημαντικό θεώρημα.
Θεώρημα 2.2.1 Έστω μια διαφορίσιμη πολλαπλότητα M τότε υπάρχει ένας και
μόνος τελεστής d στην M ώστε για κάθε ακέραιο k ≥ 0 να έχουμε

d : Λk(M)→ Λk+1(M)

με τις παρακάτω ιδιότητες:
(1) Ο d είναι R-γραμμικός.
(2) Εάν f ϵD(M) τότε

d( f ) = d f .

(3) Εάν τϵΛk(M) και ωϵΛs(M) τότε

d(τ ∧ ω) = dτ ∧ ω + (−1)kτ ∧ dω.

(4) d2 = d ◦ d = 0. Δηλαδή, για κάθε διαφορική μορφή

d(dτ) = 0.

Για την απόδειξη του θεωρήματος χρειαζόμαστε το ακόλουθο σημαντικά χρήσιμο
λήμμα το οποίο διαβεβαιώνει ότι κάθε τελεστής d εξαρτάται μόνο από την συμπε-
ριφορά του τ σε μια μικρή γειτονιά της M.
Λήμμα 2.2.1 Ας είναι d : Λk(M)→ Λk+1(M) ένας γραμμικός τελεστής που ικανο-
ποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος (2.2.1). Υποθέτουμε ότι τϵΛk(M) η οποία είναι
τέτοια ώστε τ|W = 0, όπου W είναι ανοικτό υποσύνολο της M, τότε

(dτ)|W = 0.

Επίσης, αν τ, ωϵΛk(M) και είναι τέτοια ώστε τ|W = ω|W τότε

(dτ)|W = (dω)|W .
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Aπόδειξη.

Παίρνουμε ένα σημείο x0ϵW τότε γνωρίζουμε από το θεώρημα (1.7.4) ότι
υπάρχει μια συνάρτηση f : M → R τέτοια ώστε f (x0) = 1 και f (x) = 0 για
όλα τα xϵM −W. Η διαφορική μορφή f τ είναι ταυτοτικά μηδέν στη M. Λόγω της
γραμμικότητας του d θα έχουμε

d( f τ) = 0.

Εφαρμόζοντας την ιδιότητα (3) του θεωρήματος (2.2.1) θα έχουμε

0 = d( f τ) = (d f ) ∧ τ + f dτ

παίρνοντας τώρα την τιμή στο x0 θα έχουμε

0 = (d f )|x0 ∧ τx0 + f (x0)dτ|x0

από την υπόθεση έχουμε ότι τ|W = 0 και f (x0) = 1, οπότε

dτ|x0 = 0.

Άρα, dτ(x0) = 0 για κάθε x0ϵW. Άρα,

dτ|W = 0.

Αν τώρα έχουμε
τ|W = ω|W ⇒ (τ − ω)|W = 0

έτσι ώστε
0 = (d(τ − ω)) |W = (dτ − dω) |W ⇒

dτ|W = dω|W .
�

Τώρα είμαστε σε θέση να αποδείξουμε το σημαντικό θεώρημα (2.2.1)
Aπόδειξη.

Για την μοναδικότητα του d. Υποθέτουμε ότι υπάρχει

d : Λk(M)→ Λk+1(M)



Διαφορικές μορφές σε πολλαπλότητες 100

που ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος και δείχνουμε ότι είναι μοναδικός.
Έστω (U, φ) ένας χάρτης της πολλαπλότητας M με συντεταγμένες x1, · · · , xm και
τϵΛk(M) τότε ο περιορισμός του τ στο U μπορεί να εκφραστεί ως

τ|U =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ai1···ikdxi1 ∧ · · · dxik

όπου ai1···ik είναι λείες συναρτήσεις στοU. Η τ|U δεν είναι διαφορική μορφή στη M
αλλά είναι στο U οπότε δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το d σε αυτή. Θεωρούμε
ένα ανοικτό υποσύνολο U1 με Ū1 ⊂ U. Γνωρίζουμε από το θεώρημα (1.7.4) ότι
υπάρχει μια λεία συνάρτηση f : M → R για την οποία ισχύει ότι{

f (x) = 1, αν xϵŪ1

f (x) = 0, αν xϵM − U

τότε ορίζουμε τ̄ϵΛk(M) με

τ̄ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

(
f ai1···ik

)
d
(
f xi1

) ∧ · · · ∧ d
(
f xik

)
δηλαδή είναι διαφορική k-μορφή στη M με τ̄|U1 = τ|U1 .
Εδώ με f h για hϵΛk(M) εννοούμε την ομαλή συνάρτηση στη M που ορίζεται από
την σχέση

( f h)(x) =
{

f (x)h(x), αν xϵU
0, αν x < U

Από το λήμμα (2.2.1) έχουμε ότι ισχύει

dτ̄|U1 = dτ|U1 .

Παίρνουμε το dτ̄ και εφαρμόζουμε τις ιδιότητες του θεωρήματος, οπότε έχουμε

dτ̄ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

d
((

f ai1···ik
)

d
(
f xi1

) ∧ · · · ∧ d
(
f xik

))
=

∑
1≤i1<···<ik≤m

d
(
f ai1···ik

)∧d
(
f xi1

)∧· · ·∧d
(
f xik

)
+

∑
1≤i1<···<ik≤m

(
f ai1···ik

)
d
(
d
(
f xi1

) ∧ · · · ∧ d
(
f xik

))
=

∑
1≤i1<···<ik≤m

d
(
f ai1···ik

) ∧ d
(
f xi1

) ∧ · · · ∧ d
(
f xik

)
.
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Εφόσον κάθε όρος του δεύτερου αθροίσματος είναι μηδέν απότις ιδιότητες (3) και
(4) του θεωρήματος. Επειδή f (x) = 1 αν xϵU1 και dτ̄|U1 = dτ|U1 έχουμε

dτ|U1 =
∑

1≤i1<···<ik≤m

m∑
j=1

∂

∂x j

(
ai1···ik

)
dx j ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Η σχέση αυτή μας δείχνει την μοναδικότητα, αλλά επιπλέον δίνει και μια τοπική
έκφραση για την dτ.
Για την ύπαρξη του d. Θεωρούμε πάλι ένα χάρτη (U, φ) της πολλαπλότητας M με
συντεταγμένες x1, · · · , xm και τϵΛk(U) τότε

τ =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Ορίζουμε την απεικόνιση

dU : Λk(U)→ Λk+1(U)

που δίνεται από την σχέση

dU(τ) =
∑

1≤i1<···<ik≤m

m∑
j=1

∂

∂x j

(
ai1···ik

)
dx j ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (∗)

Η σχέση (∗) ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες του θεωρήματος αν περιοριστούμε σε
μορφές τουU. Οι ιδιότητες (1) και (2) του θεωρήματος ικανοποιούνται προφανώς.
Για να επαληθεύσουμε την ιδιότητα (3) και (4) του θεωρήματος, σημειώνουμε
αρχικά ότι κάθε μορφή του Λk(U) είναι ένα άθροισμα των μορφών με τύπο

ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (∗∗)

Από την γραμμικότητα του d και την επιμεριστικότητα του εξωτερικού πολλα-
πλασιασμού (∧) ως προς την πρόσθεση αρκεί να ελεγχθούν οι ιδιότητες (3) και
(4) του θεωρήματος σε μορφές του τύπου (∗∗).
Για την ιδιότητα (3). Υποθέτουμε ότι

τ = ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

και
ω = b j1··· jldx j1 ∧ · · · ∧ dx jl .
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Τότε

d(τ ∧ ω) = d
(
ai1···ikb j1··· jldxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dx j1 ∧ · · · ∧ dx jl

)
=

m∑
r=1

(
∂

∂xr
(ai1···ik)b j1··· jl + ai1···ik

∂

∂xr
(b j1··· jl)

)
dxr ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dx jl = m∑

r=1

∂

∂xr
(ai1···ik)dxr ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

 ∧ (
b j1··· jldx j1 ∧ · · · ∧ dx jl

)
+

+(−1)k (ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik
) ∧  m∑

r=1

∂

∂xr
(b j1··· jl)dxr ∧ dx j1 ∧ · · · ∧ dx jl

 =
(dτ) ∧ ω + (−1)kτ ∧ dω.

Για την ιδιότητα (4). Υποθέτουμε ότι

τ = ai1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

τότε

d2τ = d

 m∑
r=1

∂

∂xr
(ai1···ik)dxr ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

 =
m∑

s=1

m∑
r=1

∂

∂xs

(
∂

∂xr
(ai1···ik)

)
dxs ∧ dxr ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Αλλά βέβαια οι όροι σε αυτή την έκφραση με r = s είναι μηδέν εφόσον

dxr ∧ dxr = 0.

Επιπλέον για r , s από την ισότητα

∂

∂xs

∂

∂xr
(ai1···ik) =

∂

∂xr

∂

∂xs
(ai1···ik)

έχουμε ότι

∂

∂xs

∂

∂xr
(ai1···ik)dxs ∧ dxr = −

∂

∂xr

∂

∂xs
(ai1···ik)dxr ∧ dxs.
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Με αυτό τον τρόπο οι υπολειπόμενοι όροι μηδενίζονται καθώς είναι αντίθετοι με-
ταξύ τους. Έτσι ο dU έχει όλες τις ιδιότητες του θεωρήμας από (1) έως (4).
Με την μοναδικότητα, κάθε γραμμικός τελεστής στοΛk(U) έχοντας αυτές τις ιδιό-
τητες μπορεί να δοθεί από το τύπο (∗). Συγκεκριμένα αν το U1 είναι οποιοδήποτε
ανοικτό υποσύνολο του U τότε θα έχουμε

dU1

(
τ|U1

)
= (dU (τ|U)) |U1 .

Από όπου μπορούμε να ορίσουμε το d : Λk(M) → Λk+1(M) από την παρακάτω
σχέση

(dτ) |U = dU (τ|U)

για όλα τα τϵΛk(M) και οποιαδήποτε ανοικτή περιοχή του U. Αυτό το d ορίζεται
καλά, επειδή αν το U και V είναι μη ξένες ανοικτές περιοχές

(dU (τ|U)) |U∩V = dU∩V (τ|U∩V) = (dV (τ|V)) |U∩V .

Άρα το d έχει τις απαιτούμενες ιδιότητες εφόσον το dU τις έχει για κάθε U. �

Oρισμός 2.2.7 Η μοναδική γραμμική απεικόνιση d : Λk(M) → Λk+1(M) που εξα-
σφαλίζεται από το θεώρημα (2.2.1) λέγεται εξωτερική παράγωγος. Η διαφορική
μορφή dτ λέγεται εξωτερική παράγωγος της τ.

Για περισσότερες πληροφορίες γύρω από τα θέματα που αναφέρονται στο κεφά-
λαιο 2 παραπέμπτουμε τον αναγνώστη στις αναφορές ([1], [2], [3], [4], [6], [7],
[8]).

óλα είναι δρóµoς

αρκεί κάθε φoρά να είσαι σε θέση

να επιλέξεις τo σωστó
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