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Κεφάλαιο 1

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ

Η παρούσα διπλωµατική εργασία είναι το αποτέλεσµα µιας σειράς αλληλεπι-
δράσεων µε διάφορα άτοµα, καθένα από τα οποία έπαιξε ένα σηµαντικό ϱόλο
στην εξέλιξή της. Αξίζει, λοιπόν, να αφιερώσω την παρούσα σελίδα για να
ευχαριστήσω ειλικρινά τα άτοµα αυτά για τη ϐοήθειά που µου προσέφεραν.
Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή µου κ. Χρήστο Νικολόπουλο, που
µου εµπιστεύτηκε την παρούσα διπλωµατική εργασία και µου προσέφερε ϐο-
ήθεια όποτε τη χρειαζόµουν. ΄Ενα µεγάλο «ευχαριστώ» στα αγαπηµένα µου
πρόσωπα, στους γονείς µου και στα αδέρφια µου Νίκο και Κωνσταντίνα, που
αποδέχθηκαν όλες τις επιλογές µου και µου παρείχαν στήριξη όλο αυτό το
διάστηµα, χωρίς την οποία τίποτα από όσα έχω καταφέρει µέχρι σήµερα δε
ϑα ήταν πραγµατικότητα.





Κεφάλαιο 2

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στην εργασία αυτή, ασχολούµαστε µε το µοντέλο ανταγωνισµού δύο ειδών
και µε την ϑεωριτική ανάλυση του. Συγκεκριµένα εκτός άλλων παρουσιάζου-
µε τα αποτελέσµατα της εργασίας paper Travelling wave solutions ofafree
boundary problemfor a two − species competitive model (ϐλ. [3]). Αρχικά
µελετάµε την εξίσωση Fisher − Kolmogorov και την εξίσωση του Stefan
διότι παρατηρούµε στην παραγωγή του µοντέλου οτι υπάρχουν κοινά στοι-
χεία µε τις δύο αυτές εξισώσεις. Μέσα απο την εξίσωση Fisher µελετάµε και
ϐλέπουµε την εξίσωση διάχυσης και εφαρµόζοντας στοιχεία απο την ϑεωρία
των δυναµικών συστηµάτων διερευνούµε κάποια ποιοτικά χαρακτιρηστικά.
Στο πρόβληµα Stefan ϐλέπουµε στοιχεία για το µοντέλο µίας ϕάσης και το
µοντέλο δύο ϕάσεων και εισάγουµε την έννοια του κινούµενου ορίου. Το
κινούµενο σύνορο προσδιορίζεται ως συνάρτηση του χρόνου και του χώρου.
΄Επειτα στο κύριο κοµµάτι της εργασίας παρουσιάζουµε ένα σηµαντικό απο-
τέλεσµα που αφορά την ύπαρξη λύσεων οδεύοντος κύµατος κάτω απο συγ-
κεκριµένες συνθήκες του προβλήµατος. Το µοντέλο µίας ή δύο ϕάσεων το
λύνουµε αριθµητικά. Για τον σκοπό αυτό, δεδοµένου οτι έχουµε πρόβλη-
µα µε κινούµενο σύνορο εφαρµόζουµε κατάλληλο µετασχηµατισµό για να
ϕέρουµε το πρόβληµα σε σταθερό χωρίο.





Κεφάλαιο 3

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ

3.1 Fisher −Kolmogorov

Υπάρχει ένα πολύ µεγάλος αριθµός ϕαινόµενων στην ϐιολογία που στην δια-
δικασία ανάπτυξης τους πρωταρχικό ϱόλο έχει η εµφάνιση του οδεύοντος
κύµατος, όπως στις χηµικές συγκεντρώσεις και στις µηχανικές παραµορφώ-
σεις. Εξετάζοντας µερικά ϕιλµ από την ανάπτυξη ενός εµβρύου παρατηρείται
η εµφάνιση ενός µεγάλου αριθµού από οδεύοντα κύµατα, δηλαδή απο µοτί-
ϐα που επαναλαµβάνονται στο χρόνο. Υπάρχουν για παράδειγµα χηµικά και
µηχανικά κύµατα τα οποία αναπαράγονται πάνω στην επιφάνεια των αυγών
των σπονδυλωτών. Πιο συγκεκριµένα στην περίπτωση των αυγών των ψα-
ϱιών Medaka το ασβεστιακό κύµα διατρέχει πάνω στην επιφάνεια το οποίο
απορρέει από το σηµείο διάχυσης των αυγών.

Επίσης από την ανάλυση της διασποράς των εντόµων αναµένουµε την
ύπαρξη οδεύοντος κύµατος. ΄Αλλο παράδειγµα είναι το παραγόµενο κύµα σε
µια επιδηµία. Η κίνηση των µικροοργανισµών γίνεται µέσω των τροφίµων µε
χηµειοταξική κατεύθυνση.

Τι είναι όµως ένα οδεύον κύµα ;
Είναι ένα κύµα που ταξιδεύει χωρίς να αλλάζει σχήµα. ΄Ετσι εάν u(x, t)

είναι µία λύση η οποία αναπαριστά ένα οδεύον κύµα η µορφή της λύσης
ϑα είναι η ίδια για όλο το χρονικό διάστηµα και η ταχύτητα διάδοσης του
κύµατος είναι σταθερή και παριστάνεται µε το c. Εάν εξετάσουµε το κύµα σε
µία κίνηση του µε ταχύτητα c ϑα εµφανίζεται µε σταθερή µορφή.

Μαθηµατικά εκφράζεται ως εξής :
u(x, t) = u(x− ct) = u(z), z = x− ct, c ∈ R
Εάν ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες τότε η u(x, t) είναι ένα οδεύον κύµα.

Εάν το οδεύον κύµα ταξιδεύει κατά την αρνητική κατεύθυνση του x τότε έχει
την µορφή u(x + ct). Η µεταβλητή z ονοµάζεται µεταβλητή κύµατος. Μια
περίπτωση στην οποία εµφανίζονται λύσεις αυτής της µορφής είναι η εξίσωση
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Fisher.

Σχήµα 3.1: Γραφική παράσταση των ευθειών x+ ct= σταθερά

Η κλασική και πιο απλή περίπτωση µη γραµµικής εξίσωσης αντίδρασης
διάχυσης στη µαθηµατική Βιολογία είναι η εξίσωση Fisher. Προτάθηκε από
τον Fisher το 1937 ως µία ντετερµινιστική εκδοχή σε ένα στοχαστικό µοντέλο
για την χωρική διάδοση ενός αναπτυσσόµενου πληθυσµού που διασκορπίζε-
ται µε µία γραµµική διάχυση. Για την επίλυση της εξίσωσης έχουν αναπτυ-
χθεί πολλές τεχνικές όπως επίσης και για την ανάλυση αυτού του µοντέλου
που περιγράφει την εξέλιξη ενός είδους µε διάχυση.

Εάν στην εξίσωση αντίδρασης διάχυσης αντικαταστήσουµε την συνάρτηση
αντίδρασης µε το λογιστικό µοντέλο ανάπτυξης και κάνουµε αδιαστατοκοποί-
ηση προκύπτει η εξίσωση Fisher. Συγκεκριµένα έχουµε :

∂u

∂t
= ku(1− u) +D

∂2u

∂x2

Θέτουµε όπου t∗ = kt και x∗ = x( k
D
)1/2 και προκύπτει η εξίσωση σε

κανονικοποιηµένη µορφή:

∂u

∂t
= u(1− u) + ∂2u

∂x2

όπου εδώ παραλείπουµε το t∗ και x∗ και γράφουµε t και x αντίστοιχα.
Σε χωρική οµοιογενή κατάσταση οι στάσιµες καταστάσεις είναι οι u = 0

και u = 1, οι οποίες είναι αντίστοιχα ασταθείς και ευσταθείς καταστάσεις.
Αυτό µας οδηγεί στο να αναζητούµε λύσεις οδεύοντος κύµατος για τις οποίες
ισχύει 0 ≤ u ≤ 1. Με άλλα λόγια περιµένουµε οτι αν ξεκινήσουµε µε αρχικά
δεδοµένα κοντά στο µηδέν το σύστηµα ϑα εξελιχθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε η
λύση να τείνει κοντά στην u = 1.

Θεωρούµε λύσεις της µορφής

u(x, t) = U(z), z = x− ct
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όπου η σταθερά c είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος
Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση U(z) είναι ϕραγµένη και δύο ϕορές παρα-

γωγίσιµη στο R τέτοια ώστε U(z) > 0 για κάθε z ∈ R αφού είναι η λύση της
εξίσωσης και παριστάνει πληθυσµό καθώς και οτι

lim
z→∞

U(z) = 0, lim
z→−∞

U(z) = 1 (3.1)

ή το αντίστροφο. Εφόσον οι U = 0 και U = 1 είναι δύο σταθερές κατα-
στάσεις.

Η U(z) ικανοποιεί την εξίσωση : U ′′ + cU ′ + U(1 − U) = 0 ή ισοδύναµα
το σύστηµα {

U ′ = V
V ′ = −cV − U(1− U) (3.2)

΄Ολη η ανάλυση της ευστάθειας στην (3.2) γίνεται για να δούµε αν υπάρ-
χει λύση του (3.1) και (3.2) δηλαδή αν υπάρχει οδεύον κύµα στην εξίσωση
Fisher.Μια εισαγωγική µελέτη του συστήµατος µπορεί να γίνει µε την ϑεωρία
των δυναµικών συστηµάτων. Πριν συνεχίσουµε µε τη µελέτη του συγκεκριµέ-
νου συστήµατος ϑα πρέπει να αναφέρουµε τα ϐασικά σηµεία- εργαλεία που
χρειαζόµαστε απο τη Θεωρία δυναµικών συστηµάτων.

Βασικά στοιχεία από τη Θεωρία ∆υναµικών συστηµάτων
Βασικά ϐήµατα µελέτης ενός γραµµικού συστήµατος
Αρχικά ϑα παρουσιάσουµε τα ϐασικά ϐήµατα για τη µελέτη της ευστά-

ϑειας ενός γραµµικού συστήµατος του επιπέδου.
΄Εστω

(Γ)
{
ẋ = ax+ by
ẏ = cx+ dy

ẋ = Ax µε x =

(
x
y

)
.

Η ϐαθµωτή εξίσωση ẋ = αx, α ∈ R, έχει γενική λύση x(t) = ceat. Με
ϐάση το κίνητρο της ϐαθµωτής εξίσωσης, ϑα αναζητήσουµε τη λύση του (Γ)
στη µορφή x(t) = ξeλt όπου ξ = αυθαίρετο διάνυσµα που παίζει το ϱόλο
της c στη ϐαθµωτή εξίσωση και η παράµετρος λ παίζει το ϱόλο της α.
Το διάνυσµα ξ και η παράµετρος λ ϑα προσδιοριστούν αφού εισάγουµε την
λύση στο (Γ). Παρατηρούµε οτι : ẋ(t) = d

dt
[ξeλt] = λξeλt Αφού x(t) = ξeλt

είναι λύσεις της (Γ).
ẋ(t) = λξeλt = Aξeλt

λξeλt = Aξeλt

λξ = Aξ
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Προκύπτει οτι :
(A− λI)ξ = 0

Αναζητούµε λύσεις που δεν είναι τετριµµένες, δηλαδή ξ 6= 0. Σε αυτή

τη περίπτωση ϑα πρέπει det(A − λI) = 0 ⇐⇒
∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒

(a− λ)(d− λ)− cb = 0 ή µετά από πράξεις λ2 − λ(a+ d) + ad− cb = 0.
Υποθέτουµε επίσης για το σύστηµα (Γ) οτι detA 6= 0. Τα σηµεία ισορροπίας

του (Γ) είναι οι λύσεις του συστήµατος :{
ax+ by = 0,
cx+ dy = 0,

µε detA 6= 0. ΄Αρα το µοναδικό σηµείο ισορροπίας για το (Γ) είναι η αρχή
των αξόνων x∗ = (0, 0).

Πρέπει να διακρίνουµε περιπτώσεις :

(i) ∆ιακεκριµένες οµόσηµες, αρνητικές λ1 < λ2 < 0 ή ϑετικές ιδιοτιµές
λ1 > λ2 > 0,

(ii) ∆ιακεκριµένες ετερόσηµες ιδιοτιµές λ1 < 0 < λ2,

(iii) ∆ιπλή ιδιοτιµή λ1 = λ2 ≶ 0,

(iv) Μιγαδικές ιδιοτιµές λ = α± iβ, α, β ∈ R.

Θα αναλύσουµε την περίπτωση των διακεκριµένων ϱιζών λ1, λ2 του ϕ(λ)
µε λ1 < λ2 < 0, όµοια προκύπτουν και τα υπόλοιπα. Απο τη ϑεωρία
της γραµµικής άλγεβρας ξέρουµε οτι καθώς οι ιδιοτιµές είναι διακεκριµέ-
νες προκύπτουν δύο γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα ξ και η. Με αυ-

τό τον τρόπο προκύπτει το Ϲεύγος λύσεων x1(t) = ξeλ1t =

(
ξ1
ξ2

)
eλ1t και

x2(t) = ηeλ2t =

(
η1
η2

)
eλ2t. Η γενική λύση του (Γ) δίνεται απο τη σχέση

x(t) = c1x1(t)+c2x2(t) =

(
ξ1
ξ2

)
eλ1t+

(
η1
η2

)
eλ2t =

(
c1ξ1e

λ1t + c2η1e
λ2t

c1ξ2e
λ1t + c2η2e

λ2t

)
.

Η γενική λύση ορίζει κατα µοναδικό τρόπο την λύση του προβλήµατος αρχι-

κών τιµών για το (Γ) µε αρχικές συνθήκες x(0) =
(
x0
y0

)
για x0, y0 ∈ R.

Για t −→ +∞ όλες οι τροχιές προσεγγίζουν την αρχή των αξόνων x∗ =
(0, 0) το οποίο είναι το µοναδικό σηµείο ισορροπίας. Αν πάρουµε τις παρα-
γώγους έχουµε

ẋ(t) =
dx

dt
= λ1c1ξ1e

λ1t + λ2c2η1e
λ2t,
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ẏ(t) =
dy

dt
= λ1c1ξ2e

λ1t + λ2c2η2e
λ2t,

και
dy

dx
=
λ1c1ξ2e

λ1t + λ2c2η2e
λ2t

λ1c1ξ1eλ1t + λ2c2η1eλ2t
.

Καθώς έχουµε υποθέσει οτι (λ1 < λ2 < 0)παρατηρούµε για την µεταβολή
της dy

dx
τα ακόλουθα : καθώς λ1 − λ2 < 0

dy

dx
=
λ1c1ξ2e

(λ1−λ2)t + λ2c2η2
λ1c1ξ1e(λ1−λ2)t + λ2c2η1

και limt→+∞
dy
dx
(t) = λ2c2η2

λ2c2η1
= η2

η1
Με όµοιο τρόπο, καθώς λ2 − λ1 > 0

dy

dx
=
λ1c1ξ2 + λ2c2η2e

(λ2−λ1)t

λ1c1ξ1
+ λ2c2η1e

(λ2−λ1)t

Παρατηρούµε οτι για t −→ −∞ τότε limt→−∞
dy
dx
(t) = λ1c1ξ2

λ1c1ξ1
= ξ2

ξ1
.

Αν επιλέξουµε x0, y0 τέτοιες ώστε c1(x0, y0) = 0 τότε(
x(t)
y(t)

)
= c2

(
η1
η2

)
eλ2t = c2ηe

λ2t,

µε
λ2 < 0.

Σε αυτή τη περίπτωση η (x(t), y(t)) είναι τροχιά διάνυσµα συγγραµικό του
η που το µέτρο του µειώνεται εκθετικά µε ϱυθµό eλ2t. Αν επιλέξουµε x0, y0
τέτοια ώστε c2(x0, y0) = 0 έχουµε, εαν ισχύουν οι κατάλληλες προϋποθέ-

σεις,
(
x(t)
y(t)

)
= c1

(
ξ1
ξ2

)
eλ1t = c1ξe

λ1t, λ1 < 0. Σε αυτή τη περίπτωση η

(x(t), y(t)) είναι τροχιά διάνυσµα συγγραµικό του ξ που το µέτρο του µειώνε-
ται εκθετικά µε ϱυθµό eλ1t. Εποµένως µε αυτό τον τρόπο προσδιορίζουµε µε
ποιό τρόπο οι τροχιές προσεγγίζουν την αρχή. Η ανάλυση είναι παρόµοια και
στις άλλες περιπτώσεις (ϐλ. Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις Γ.Παντελίδη,[6].)

Θεώρηµα Γραµµικοποίησης
Στη συνέχεια για την περίπτωση που έχουµε ένα µη γραµµικό σύστηµα

το Θεώρηµα γραµµικοποίησης µας λέει οτι κοντά σε ένα στάσιµο σηµείο το
διάγραµµα ϕάσης του µοιάζει µε το γραµµικοποιηµένο.

Θεωρούµε το σύστηµα :

(Σ)
{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

µε f, g συναρτήσεις ικανοποιητικά οµαλές και x∗ = (x∗, y∗) σηµείο ισορ-
ϱοπίας.
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• Αν ο ιακωβιανός πίνακας A = DF (x∗, y∗) έχει ιδιοτιµές µε αρνητικό
πραγµατικό µέρος, τότε το x∗ είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.

• Αν οι ιδιοτιµές του A = DF (x∗, y∗) έχουν ϑετικό πραγµατικό µέρος,
τότε το x∗ είναι ασταθές.

• Αν ο A = DF (x∗, y∗) έχει ιδιοτιµή λ = 0 ή οι ιδιοτιµές είναι καθα-
ϱά ϕανταστικές (µηδενικό πραγµατικό µέρος) το ϑεώρηµα δεν δίνει
συµπέρασµα.

Στην περίπτωση που το Θεώρηµα γραµµικοποίησης δεν δίνει συµπέρασµα
εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Lyapunov, εαν αυτό είναι δυνατό.

Θεώρηµα ευστάθειας Lyapunov :
Μια συνάρτηση ονόµάζεται συνάρτηση Lyapunov µε z = V (x, y) εφόσον

ισχύουν οι παρακάτω προϋποθέσεις :

• V (x, y) να είναι συνεχής και µε συνεχείς µερικές παραγώγους σε µια
ανοικτή γειτονιά u του x∗ = (x∗, y∗).

• V (x∗) = V (x∗, y∗) = 0 και V (x, y) > 0 για κάθε x = (x, y) ∈ u.

• V̇ (x(t), y(t)) ≤ 0 για κάθε t ≥ 0 όπου (x(t), y(t)) σηµεία της τροχιάς
του (Σ).

Εφόσον ισχύουν οι παραπάνω υποθέσεις και υπάρχει συνάρτηση Lyapunov
τότε το x∗ είναι :

• ευσταθές αν V̇ (x(t), y(t)) ≤ 0.

• ασυµπτωτικά ευσταθές αν V̇ (x(t), y(t)) < 0.

Σύµφωνα µε την ϑεωρία των δυναµικών συστηµάτων, σε ένα µη γραµµικό
σύστηµα, καθώς οι λύσεις του (Σ) είναι συνεχείς και οι παραγώγοι τους εί-
ναι συνεχείς µας επιτρέπεται να ϑεωρήσουµε οτι οι Es και Eu είναι τµηµατα
ευρύτερων τροχιών-καµπυλών που ονοµάζονται ευσταθή και ασταθή πολλα-
πλότητα. ΄Οπου Eu και Es καλούνται ασταθής (u = unstable) και ευσταθής
(s = stable) υπόχωρος του στάσιµου σηµείου αντίστοιχα και είναι γραµµικοί
υπόχωροι οι οποίοι ορίζονται παρακάτω:

Es = {x ∈ R2 : x = λξs}

όπου ξs ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε ιδιοτιµή λs < 0

Eu = {x ∈ R2 : x = λξu}
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όπου ξu ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε ιδιοτιµή λu > 0.
Κατα αναλογία σε ένα µη γραµµικό σύστηµα ορίζουµε την ευσταθή και

ασταθή πολλαπλότητα ως εξής :

• Ws(x∗) = {A ⊂ R2 µε την ιδιότητα : Αν x0 ∈ A x(t, x0)→ x∗ καθώς
t→ +∞}

• Wu(x∗) = {B ⊂ R2 µε την ιδιότητα : Αν x0 ∈ B x(t, x0)→ x∗ καθώς
t→ −∞}

Επίσης α-οριακό σύνολο καλούµε το σύνολο α(x0) = limt→−∞ ϕ(t, x0), αν η
γ−(x0) έχει αρνητική ϕορά µε γ−(x0) = ϕ(t, x0), t ≤ 0. ΄Οµοια ω-οριακό
σύνολο καλούµε ω(x0) = limt→ω−x0 ϕ(t, x0), αν η γ+(x0) έχει ϑετική ϕορά µε
γ+(x0) = ϕ(t, x0), t ≥ 0.

Ανάλυση του δυναµικού συστήµατος που προκύπτει απο την εξίσω-
ση Fisher

Συνεχίζουµε την επίλυση του συστήµατος. Τα στάσιµα σηµεία του συστή-
µατος είναι

(U1, V1) = (0, 0) και (U1, V1) = (1, 0)

Θέτουµε
P := (0, 0) και Q := (1, 0)

Ο Ιακωβιανός πίνακας του γραµµικοποιηµένου συστήµατος στην περιοχή
ενός στάσιµου σηµείου (U1, V1) είναι

DF (U1, V1) =

(
0 1
2U1 − 1 −c

)
.

Ιδιοτιµές για το στάσιµο σηµείο Q(1, 0)
Ο πίνακας γραµµικοποίησης στο σηµείο αυτό είναι

DF (1, 0) =

(
0 1
1 −c

)
,

µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο

λ2 + cλ− 1 = 0,

όπου έχουµε δύο πραγµατικές και ετερόσηµες ιδιοτιµές

λ1 =
−c−

√
c2 + 4

2
< 0, λ2 =

−c+
√
c2 + 4

2
> 0.

Συνεπώς το σηµείο Q(1, 0) είναι σαγµατικό σηµείο. Με αντίστοιχα ιδιοδιανύ-
σµατα
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~ξ1 =

(
1
λ1

)
και ~ξ2 =

(
1
λ2

)
.

΄Αρα ο ευσταθής υπόχωρος του γραµµικοποιηµένου συστήµατος είναι :

Es = span{
(

1
λ1

)
} = {(χ, ψ) ∈ R2 : ψ = λ1χ},

και ο ασταθής υπόχωρος του γραµµικοποιηµένου συστήµατος είναι :

Eu = span{
(

1
λ2

)
} = {(χ, ψ) ∈ R2 : ψ = λ2χ}

Ιδιοτιµές για το στάσιµο σηµείο P (0, 0)

Ο πίνακας γραµµικοποίησης στο σηµείο αυτό είναι ο

DF (0, 0) =

(
0 1
−1 −c

)
,

µε χαρακτηριστικό πολυώνυµο

λ2 + cλ+ 1 = 0,

όπου έχουµε τις ιδιοτιµές :

λ′1,2=
−c±

√
c2 + 4

2

Στη συνέχεια διερευνούµε την ευστάθεια του στάσιµου σηµείου P για τις
διάφορες τιµές του c.

(i) Αν c2 > 4 τότε λ′1,2 ∈ R.

Επιπλέον

• Εαν c < −2 τότε λ′1,2> 0 και το σηµείο Ρ είναι ασταθής κόµβος.
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Σχήµα 3.2: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συ-
στήµατος µε c < −2
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• Εαν c > 2 τότε λ′1,2< 0 και το σηµείο Ρ είναι ευσταθής κόµβος.

Σχήµα 3.3: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συ-
στήµατος µε c > 2
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(ii) Εαν c = 2 τότε λ′1 = λ′2 < 0 και το σηµείο P είναι ευσταθές αστεροει-
δές κόµβος.

Σχήµα 3.4: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συστή-
µατος µε c = 2
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(iii) Εαν c = −2 τότε λ′1 = λ′2 > 0 και το σηµείο P είναι ασταθές αστεροει-
δές κόµβος.

Σχήµα 3.5: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συστή-
µατος µε c = −2
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(iv) Εαν c2 < 4 τότε Im{λ′1,2 } 6= 0. Επιπλέον

• Εαν c > 0 τότε Re{λ′1,2 } < 0 και το P είναι ευσταθής σπείρα.

Σχήµα 3.6: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συ-
στήµατος µε c > 0
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• Εαν c < 0 τότε Re{λ′1,2 } > 0 και το P είναι ασταθής σπείρα.

Σχήµα 3.7: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συ-
στήµατος µε c < 0
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(v) Εαν c = 0 τότε Re{λ′1,2 } = 0 τότε το P είναι κέντρο.

Σχήµα 3.8: Πορτραίτο ϕάσεων του γραµµικοπιηµένου συστή-
µατος µε c = 0

Συνοψίζοντας ϐλέπουµε οτι έχουµε περιπτώσεις για c < −2, c = −2, c <
0 όπου µπορούµε να έχουµε µια ϑετική (εφόσον µιλάµε για πλυθησµό η
µεταβλητή µας πρέπει να είναι ϑετική) τροχιά όπου ξεκινάει απο το σηµείο
P και καταλήγει στο Q εξασφαλίζοντας ύπαρξη οδεύοντος κύµατος για την
εξίσωση Fisher.
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3.2 ΠΡΟΒΛΗΜΑ Stefan

Στην συνέχεια για την περιγραφή του µοντέλου που ϑα µελετήσουµε χρεια-
Ϲόµστε να εστιάσουµε σε προβλήµατα στα οποία η λύση µιας διαφορικής
εξίσωσης ϑα πρέπει να ικανοποιεί µερικές επιπλέον συνθήκες σχετικά µε το
σύνορο του χωρίου στο οποίο ορίζεται. Σε πολλές σηµαντικές περιπτώσεις,
ωστόσο, ο ίδιος ο προσδιορισµός του συνόρου του χωρίου αποτελεί µέρος
του προβλήµατος. Ο όρος ῾῾ ελεύθερο συνοριακό πρόβληµα ᾿᾿ χρησιµοποιείται
συνήθως όταν το πρόβληµα είναι στάσιµο και περιγράφει µια κατάσταση α-
νεξάρτητη του χρόνου. Κινούµενα σύνορα, από την άλλη πλευρά, συνδέονται
µε την εξάρτηση από το χρόνο και την ϑέση του συνόρου που πρέπει να προσ-
διορίζεται ως συνάρτηση του χρόνου και του χώρου. Σε όλες τις περιπτώσεις
οι δύο συνθήκες είναι απαραίτητες για το ελεύθερο ή το κινούµενο σύνορο,
το ένα για να καθορίσει το ίδιο το σύνορο και το άλλο για να ολοκληρώσει
την καλή τοποθέτηση της λύσης της διαφορικής εξίσωσης. Το πρόβληµα του
ελεύθερου συνόρου απαιτεί την λύση µιας ελλειπτικής διαφορικής εξίσωσης.
Για το πρόβληµα του κινούµενου ορίου η εξίσωση συνήθως είναι παραβολι-
κού τύπου. Οι πρακτικές εφαρµογές είναι κυρίως, αλλά οχι αποκλειστικά,
σχετικές µε την ϱοή του υγρού σε πορώδη µέσα και µε διάχυση και ϱοή
ϑερµότητας που ενσωµατώνουν µετασχηµατισµούς ϕάσης αλλά και χηµικών
αντιδράσεων. Τα προβλήµατα του κινούµενου ορίου καλούνται συχνά προ-
ϐλήµατα Stefan, µε αναφορά στο πρώιµο έργο του J.Stefan ο οποίος γύρω
στο 1890, ασχολήθηκε µε το λιώσιµο των πολικών πάγων.

3.2α΄ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΙΑΣ ΦΑΣΗΣ

Η απλή περίπτωση του προβλήµατος Stefan είναι η τήξη ενός ηµιάπειρου
ϕύλλου πάγου το οποίο ϐρίσκεται αρχικά στην ϑερµοκρασία τήξης η οποία,
ϑεωρείται οτι είναι µηδέν. Η ϑερµοκρασία της επιφάνειας αυξάνεται στο
χρόνο T > 0 σε ϑερµοκρασία πάνω απο το µηδέν. Μια οριακή επιφάνενια ή
διεπιφάνεια µετακινείται µέσα στο υλικό και χωρίζει µια περιοχή νερού από
µια περιοχή πάγου σε ϑερµοκρασία µηδέν όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.1 (a).
Η διαδροµή της διεπαφής τήξης, S(T ), στο X − T επίπεδο παρουσιάζεται
στο σχήµα 1.1 (b), όπου S(T ) υποδηλώνει το πάχος της υδατικής ϕάσης κατα
το χρόνο T και το X είναι η συντεταγµένη του χώρου που µετριέται από την
εξωτερική επιφάνεια του ϕύλλου, X = 0.
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Σχήµα 3.9: Μοντέλο Stefan
Εάν U(X,T ) υποδηλώνει την κατανοµή της ϑερµοκρασίας στο νερό σε

χρόνο T , το πρόβληµα είναι να ϐρεθεί το Ϲεύγος των αγνώστων U(X,T ) και
S(T ) λύνοντας την εξίσωση ϑερµότητας

cρ
∂U

∂T
= k

∂2U

∂X2
, 0 < X < S(T ), T > 0, (3.3)

µε συνοριακή συνθήκη

U = U0, X = 0, T > 0, (3.4)

οπου U0 είναι η σταθερή ϑερµοκρασία επιφάνειας και αρχικές συνθήκες

U = 0, X > 0, T = 0, (3.5)

S(0) = 0. (3.6)

Στην εξίσωση (3.3) η σταθερά c είναι η ειδική ϑερµότητα, ρ η πυκνότητα
και k η ϑερµική αγωγιµότητα οι οποίες υποθέτουµε οτι είναι οι σταθερές
σε αυτό το απλό παράδειγµα. Οι άλλες προϋποθέσεις που απαιτούνται για
το προσδιορισµό της κίνησης του κινούµενου ορίου είναι δύο, η πρώτη για
την παροχή της δεύτερης αναγκαίας οριακής συνθήκης για την επίλυση της
εξίσωσης δεύτερης τάξης (3.3) και η δεύτερη για να καθορίσει τη ϑέση της
ίδιας της διεπαφής. Σε αυτό το πρόβληµα συγκεκριµένα είναι οι εξής :{

U = 0
−k ∂U

∂X
= Lρ dS

dT

(3.7)

στο X = S(T ), T > 0, όπου L είναι η λανθάνουσα ϑερµότητα που
απαιτείται για τη τήξη του πάγου, όπου µετριέται σε joule και είναι µια το
ποσό ενέργειας που µεταφέρεται από τη µια ϕάση στην άλλη. Η 2η εξίσωση
από την (3.7) είναι γνωστή ως ῾῾συνθήκη του Stefan᾿᾿ και εκφράζει την ϑερµική
ισορροπία στην διεπαφή.
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3.2β΄ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ∆ΥΟ ΦΑΣΕΩΝ

Αν ο πάγος είναι αρχικά σε ϑερµοκρασία κάτω απο την ϑερµοκρασία τήξης,
όχι απαραίτητα οµοιόµορφη, η ϱοή ϑερµότητας λαµβάνει χώρα τόσο στις
ϕάσεις στου νερού τόσο και στου πάγου. Σε αυτό το πρόβληµα δύο ϕάσεων
ϑέλουµε να ϐρούµε το {U1(X,T ), U2(X,T ), S(T )}, οπου U1 και U2 δηλώνει
τη ϑερµοκρασία στο νερό και στο πάγο αντίστοιχα. ΄Ενα τυπικό παράδειγµα
είναι η περίπτωση ενός πεπερασµένου ϕύλλου πάγου που εµφανίζεται στο
χώρο 0 ≤ S(T ) ≤ X ≤ l οπου

ciρi
∂Ui
∂t

= ki
∂2Ui
∂X2

, i = 1, 2. (3.8)

Αν κοιτάξουµε το σχήµα 1.1 (b) έχουµε οτι, το ΑΒ (το αριστερό όριο του
νερού) είναι πάνω στην X = 0, το EF (το δεξιό όριο του πάγου) είναι πάνω
στην X = L, το CD (η κινούµενη διεπιφάνεια) είναι πάνω στην X = S(T )
και ο δείκτης i = 1 παραπέµπει στη ϕάση του νερού 0 < X < S(T ) ενώ ο
δείκτης i = 2 στη ϕάση του πάγου S(T ) < X < l. Υποτίθεται οτι οι ϕάσεις
του νέρου και του πάγου µαζί καταλαµβάνουν πάντονε το χώρο 0 ≤ X ≤ l.
Οι συνθήκες Stefan είναι :

U1 = U2 = 0 (3.9)

k2
∂U2

∂X
− k1

∂U1

∂X
= Lρ

dS

dT
. (3.10)

Επιπλέον υποθέτουµε οτι οι αλλαγές του όγκου κατα την εξέλιξη του ϕαι-
νοµένου ϑεωρούνται αµελητέες δηλαδή πάγος και νερό εχούν ίδια πυκνότητα
ρ, έτσι ώστε ρ1 = ρ2 = ρ.

3.3 ΣΥΝΘΗΚΗ Stefan

Η συνθήκη του Stefan (3.10) είναι εύκολο να προκύψει από την αναφορά
στο σχήµα (1.2) το οποίο δείχνει το κινούµενο όριο στην απόσταση δXστο
χρόνο δT . Προκειµένου να λιώσει ο πάγος που περιέχεται ανα µονάδα επι-
ϕάνειας κάθετα του X στην σκιασµένη περιοχή, µια ποσότητα ϑερµότητας
LρδQ είναι απαιτούµενη. ΄Οµοια µια ποσότητα ϑερµότητας −k1δT ∂U1

∂X
ει-

σέρχεται στο σκιασµένο χωρίο απο τη ϕάση του νερού και αντίστοιχα µια
ποσότητα ϑερµότητας −k2δT ∂U2

∂X
δραπετεύει µέσα στον πάγο. Υποθέτοντας

οτι δεν υπάρχουν πηγές ϑερµότητας στο περιβάλλον (ή διεπαφή) η ϑερµική
ισορροπία του σκιασµένου χωρίου, δX απαιτεί οτι

−k1
∂U1

∂X
+ k2

∂U2

∂X
= Lρ

dS

dT
(3.11)
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το οποίο είναι η (3.10).

Σχήµα 3.10: Σχηµατική περιγραφή της συνθήκης Stefan

3.4 ΛΥΣΗ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ

Το πρόβληµα Stefan είναι µη γραµµικό πρόβληµα και γενικά δεν έχει α-
ναλυτική λύση. Σε συγκεκριµένες περιπτώσεις για κατάλληλες συνοριακές
συνθήκες µπορεί να επιδέχεται λύση οµοιότητας.

Λύση οµοιότητας επιδέχονται πολλά προβλήµατα στα οποία δεν µπορεί να
προσδιοριστεί συγκεκριµένη χωρική κλίµακα προκειµένου να κατανοήσου-
µε καλύτερα το ϑέµα αυτό στη συνέχεια πριν πάµε στο πρόβληµα Stefan ϑα
παρουσιάσουµε για παράδειγµα ένα απλό πρόβληµα διάχυσης (σε ένα σταθε-
ϱό χωρίο [0,+∞)) που επιδέχεται λύση οµοιότητας. Αναζητούµε λοιπόν µια
λύση οµοιότητας σε ένα πρόβληµα το οποίο αναπαριστά διάχυση µιας χηµι-
κής ουσίας συγκέντρωσης C σε ένα µονοδιάστατο µέσο µε ηµιάπειρο µήκος.
Επιπλέον v είναι ο συντελεστής διάχυσης και C0 η αρχική συγκέντρωση. Για
το ακόλουθο πρόβληµα:

Ct(x, t) = vCxx(x, t),

C(0, t) = 0, lim
x→∞

C(x, t) = 0,

C(x, 0) = C0.

΄Οπως προαναφέραµε µια τέτοια λύση είναι συχνά χρήσιµη γιατί µας δίνει
µια έκφραση της άγνωστης συνάρτησης σε κλειστή µορφή όταν δεν προσδιορί-
Ϲονται από το πρόβληµα συγκεκριµένες χωρικές ή χρονικές κλίµακες. Αυτές
ϑα µπορούσαν να µας δώσουν εν δυνάµει κάποια µικρή παράµετρο έτσι ώστε
να πάρουµε κάποιο ανάπτυγµα διαταραχής. Επίσης µία τέτοια λύση µπορεί
να χρησιµοποιηθεί για δοκιµή σε αριθµητικές µεθόδους επειδή συχνά µπο-
ϱούν να δώσει τη τοπική συµπεριφορά µίας λύσης όπως για παράδειγµα για
µικρούς χρόνους και αποστάσεις σε σχέση µε τα µεγέθη του προβλήµατος.
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Θεωρούµε ότι η λύση έχει τη µορφή C = tbf(x) όπου ξ = x
ta

είναι η
µεταβλητή οµοιότητας. Η εξίσωση διάχυσης γίνεται

btb−1f(ξ) + tb(−axt−a−1)f ′(ξ) = tb−1(bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vtb−2af ′′(ξ),

ή
t2a−1(bf(ξ)− aξf ′(ξ)) = vf ′′(ξ).

Για να απαλείψουµε τον χρόνο χρειαζόµαστε a = 1
2
. Εποµένως C = tbf( a√

t
)

και η εξίσωση παίρνει τη µορφή

vf ′′(ξ) +
1

2
xf ′(ξ)− bf(ξ) = 0.

Ο προσδιορισµός του b µπορεί να γίνει από την αρχική συνθήκη. Αυτή
υποδεικνύει ότι για t → 0 πρέπει να έχουµε C → C0 ή εναλλακτικά ότι η
συνάρτηση f(ξ) πρέπει να έχει τη µορφή κάποιας δύναµης του ξ καθώς t→ 0
για να αποφύγουµε την εξάρτηση από τα x και t. Εποµένως ϑεωρούµε ότι
f(ξ) ∼ cξγγια κάποια σταθερά c. Τότε

C = tbcxγt
γ
2 = cxγtb−2γ.

Εποµένως για να αποφύγουµε τα όρια C → 0 και C → ∞ για t → 0 πρέπει
να έχουµε b = γ

2
. ΄Αρα C(x, 0) = C0 = cxγ και αυτή η σχέση ισχύει µόνο για

γ = 0 άρα τελικά και b = 0. Η εξίσωση τώρα έχει τη µορφή

vf ′′(ξ) +
1

2
ξf ′(ξ) = 0.

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε

f ′(ξ) = Ae−
ξ2

4v
,

και

f(ξ) = A

∫ x√
t

0

e−
s2

4v ds+B.

Χρησιµοποιούµε τη συνοριακή συνθήκη στο x = 0 για να προσδιορίσουµε το
Β και έχουµε ότι για x = 0 πρέπει C(0, t) = 0 = B. Εποµένως

C = 2
√
vA

∫ x
2
√
vt

0

e−η
2

dη =
√
vπAerf(

x

2
√
vt
).

Η συνάρτηση erf, (errorfunction) ορίζεται απο τη σχέση

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−η
2

dη,
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και έχει τις ιδιότητες erf(0) = 0 και limz→∞ erf(z) = 1. Από την αρχική
συνθήκη C(x, 0) = C0 =

√
vπA παίρνουµε A = C0√

vπ
, εποµένως η µορφή της

λύσης γίνεται
C(x, t) = C0erf(

x

2
√
vπ

).

Για x√
vt
� 1 έχουµε C ' C0 ενώ Cx � 1. ∆ηλαδή για µικρό χρονικό διάστη-

µα δεν ϐλέπουµε την επίδραση της συνοριακής συνθήκη για x � 1 και το
µοντέλο δίνει µια επαρκή προσέγγιση για t� L2

v
όπου L µια αρκετά µεγάλη

απόσταση απο το σηµείο x = 0.
Στη συνέχεια επανερχλοµαστε στο πρόβληµα Stefan και παρουσιάζουµε

την λύση οµοιότητας που επιδέχεται το πρόβληµα για κατάλληλες συνοριακές
συνθήκες. Το πρόβληµα διατυπώνεται στη µορφή του συστήµατος :

∂u1
∂t

= k1
∂2u1
∂x2

, 0 < x < s(t), (3.12)

∂u2
∂t

= k2
∂2u2
∂x2

, x > s(t), (3.13)

−K1
∂u1
∂x

+K2
∂2u2
∂x

= Lp
ds

dt
, x = s(t), (3.14)

u1 = U1, x = 0, t > 0, (3.15)

u2 = U2, x −→∞, t > 0, (3.16)

u1 = u2 = 0, x = s(t), t > 0, (3.17)

όπου ki = Ki/pci, i = 1, 2.
Οι εξισώσεις (3.12) και (3.15) ικανοποιούνται απο

u1 = U1 + Aerf
x

2(k1t)
1
2

(3.18)

u2 = U2 +Berf
x

2(k2t)
1
2

(3.19)

όπου Α και Β είναι καθορισµένες σταθερές.
Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε τις λεπτοµέρειες για το πως προκύπτουν

οι εκφράσεις για τις u1, u2, (3.18kai(3.19). ΄Εχουµε την εξίσωση (3.12):

u1t = k1u1xx , 0 < x < s
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u1 = tβf(
x√
k1t

).

u1t = βtβ−1f(η) + tβf ′(η)(−1

2

x

t3/2
√
k1

)

u1x = tβf ′(η)
1√
k1t

u1xx = tβf ′′(η)
1√
k1t

και αντικαθιστώντας στην (3.12) έχουµε

βtβ−1f(η) + tβf ′(η)(−1

2

x

t3/2
√
k1

) = k1t
βf ′′(η)

1√
k1t

f ′′(η) +
1

2
ηf ′(η)− βf(η) = 0

Για x = 0 και η η = 0 άρα u(t, x)|η=0 = tβf(0) = U1. ΄Αρα πρέπει β = 0
και f(0) = U1. Για x −→ ∞ τότε και η −→ ∞ και f(η) −→ U2 Εποµένως
έχουµε

f ′′(η) +
Ki

2
ηf ′(η) = 0

Για k = K1 f(0) = U1 και για k = K2 f(η) −→ U2

f ′′(η) +
η

2
f ′(η) = 0,

f ′(η) = Ae− η2

4
,

ή τελικά

f(η) = A

∫ η

0

e−
s2

4 ds+ CA

Επιπλέον για
f(0) = U1 ⇒ CA = U1.

απο την οποία προκύπτει η (3.18). ΄Οµοια και για την (3.19) έχουµε για

η −→∞ B

∫ ∞
0

e−
s2

4 ds+ CB = −U2.

CB = −U2 −B
∫ ∞
0

e−
s2

4 ds.
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Η προυπόθεση (3.17) απαιτεί

Aerf
x

2(k1t)
1
2

= −U1, Berf
x

2(k2t)
1
2

= U2, (3.20)

Οι δύο σχέσεις της (3.20) µπορούν να ικανοποιούνται για όλα τα t εαν

s = αt
1
2 (3.21)

όπου α είναι σταθερά. Με την διαφοροποίηση των (3.18) και (3.19) και
χρησιµοποιώντας την (3.14) και (3.20) η σταθερά α δίνεται απο την ϱίζα

U1k1e
−α

2
4k1

(πk1)
1
2 erf(α/2k

1
2
1 )
− U2k2e

−α
2

4k2

(πk2)
1
2 erf(α/2k

1
2
2 )

=
Lpα

2
, (3.22)

όπου p είναι η πυκνότητα του πάγου και του νερού υπονοώντας οτι δεν ϑα
υπάρξει µεταβολή του όγκου κατα την τήξη. Η (3.19) δίνει την τιµή λ =

α/(2k
1
2
1 ). Εφόσον το α έχει ϐρεθεί από την (3.22), η u1 και u2 µπορούν να

υπολογιστούν απο τις εξισώσεις (3.18), (3.19) και (3.20). Αυτές είναι

u1 = U1 −
U1

erf(α/2k
1
2
1 )
erf

x

2(k
1
2
1 )
, (3.23)

u2 = U2 −
U2

erf(α/2k
1
2
2 )
erf

x

2(k
1
2
2 )
. (3.24)

Για t = 0 η (3.21) και η (3.24) µας δίνουν s = 0 και u2 = −U2 δηλαδή
όλη η περιοχή x > 0 είναι στερεή σε οµοιόµορφη ϑερµοκρασία−U2. Η ειδική
περίπτωση στην οποία το στερεό είναι αρχικά στη ϑερµοκρασία τήξης του, έτσι
ώστε U2 = 0, είναι το πρόβληµα µιας ϕάσης και η (3.22) µετατρέπεται στην
σχέση

λeλ
2

erfλ = U1c1/(Lπ
1
2 ), (3.25)

όπου λ = α/(2k
1
2
1 ).

3.5 ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΑΝΤΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΕΙ∆ΩΝ

Συνδιάζοντας την εξίσωση Fisher − Kolmogorov και το πρόβληµα Stefan
µπορούµε να καταλήξουµε σε ένα µοντέλο που περιγράφει την εξέλιξη ενός ή
δύο ανταγωνιστικών πληθυσµών στο χρόνο (ϐλ. εξίσωση Fisher) σε ένα χωρίο
του οποίου το όριο µεταβάλλεται (ϐλ. πρόβληµα Stefan). Στην οικολογία
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είναι σηµαντικό να κατανοήσουµε πως εξαπλώνονται τα χωροκατακτητικά εί-
δη. Σε ένα µονοδιάστατο χωρίο κινείται ένα είδος µε πληθυσµιακή πυκνότητα
U σε χρόνο t > 0 και ϑεωρούµε οτι καταλαµβάνει χώρο 0 < x < h(t). Το
h(t) είναι το κινούµενο σύνορο το οποίο έχει ταχύτητα h′(t) = −µUx(t, h(t))
και αρχική συνθήκη h(0) = h0. Το ακόλουθο πρόβληµα ελεύθερου συνόρου
χρησιµοποιήθηκε για να µοντελοποιηθεί αυτό το ϕαινόµενο της ϐιολογίας
(Du&Lin, [3]):

Ut − dUxx = U(a− bU), t > 0, 0 < x < h(t)
Ux(t, 0) = 0, U(t, h(t)) = 0, t > 0

h′(t) = −µUx(t, h(t)), t > 0
h(0) = h0, U(x, 0) = U0(x), 0 ≤ x ≤ h0

(3.26)

Θεωρούµε στο x = 0 οτι το χωρίο είναι µονωµένο και παρατηρούµε οτι ο
πρώτος κλάδος της εξίσωσης είναι ουσιαστικά η εξίσωση Fisher - Kolmogorov
ενώ για x = h(t) έχουµε κινούµενο σύνορο το οποίο περιγράφει την εξέλιξη
του χωρου που καταλαµβάνει το είδος. ΄Ετσι έχουµε ουσιαστικά την εξίσωση
Fisher − Kolmogorov σε µεταβαλόµενο χωρίο Η h(t) καθορίζεται απο το
h0, µ, d, a και b τα οποία είναι ϑετικές σταθερές (ϐλ.Du and Lin, [3]). Το
U0(x)είναι αρχική συνθήκη που ικανοποιεί το εξής :

U0 ∈ C2([0, h0]), U
′
0(0) = U0(h0) = 0 και U0 > 0 στο [0, h0).

΄Εστω οτι d=a=b=1 τότε έχουµε οτι η (3.26) έχει µια αξιοσηµείωτη συµπε-
ϱιφορά κατα την οποία είτε η λύση επεκτείνεται (spreading) είτε ϕθίνει στο
µηδέν (vanishing). Τα κριτήρια σύµφωνα µε τα οποία συµβαίνει αυτό είναι
τα εξής :

• Εαν h0 ≥ π/2 η διάδοση πάντα συµβαίνει ανεξάρτητα από το αρχικό
µέγεθος του πληθυσµού.

• Εαν h0 < π/2 τότε κατα πόσο συµβαίνει διάδοση ή εξαφάνιση προσδιο-
ϱίζεται απο το αρχικό µέγεθος του πληθυσµού U0 και ο συντελεστής µ
στην συνοριακή συνθήκη του Stefan.

Επιπλέον αποδεικνύεται οτι όταν η διάδοση εµφανίζεται (Du and Lin, [3]),
το h(t) κινείται ασυµπτωτικά µε σταθερή ταχύτητα δηλαδή:

h(t) = (c+ o(1))t+O(1) καθώς το t→∞ (3.27)

Η ταχύτητα c ονοµάζεται ασυµπτωτική ταχύτητα εξάπλωσης. Εαν ϑέσου-
µε U(x, t) = u(z), όπου z = x − ct η ταχύτητα ορίζεται από το ακόλουθο
πρόβληµα :



3.5 ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΑΝΤΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΕΙ∆ΩΝ · 29


u′′ + cu′ + u(1− u) = 0, z ∈ (−∞, 0)

u(−∞) = 1, u(0) = 0
u′(0) = −c/µ

(3.28)

Παρατηρούµε οτι η λύση της (3.27) µπορεί να ϑεωρηθεί σαν λύση του
οδεύοντος κύµατος της (3.11) µε ταχύτητα c και µε ελεύθερο όριο στο x = ct
δηλαδή z = 0. Για δοσµένο µ > 0 υπάρχει µοναδική σταθερά c = cµ τέτοιο
ωστε η (3.27) να έχει µοναδική κλασσική λύση uc(z) (Du & Lin, [3]). Το
ϕαινόµενο στη περίπτωση που εξετάζουµε είναι διαφορετικό απο τη κλασσική
περίπτωση του οδεύοντος κύµατος σε όλο το R. Στο οδεύον κύµα στο R η
ταχύτητα c δεν είναι µοναδική και υπάρχει ελάχιστη ταχύτητα c για την οποία
έχουµε οδεύον κύµα. Ωστόσο στο συγκεκριµένο πρόβληµα (3.27) η ταχύτητα
cµ είναι µοναδικά καθορισµένη για κάθε µ > 0. Επίσης έχει αποδειχθεί οτι
και σε περισσότερες διαστάσεις στο χώρο ισχύουν παρόµοια αποτελέσµατα.

Το οικολογικό σύστηµα συχνά αποτελείται από περισσότερα από ένα είδη.
Ως εκτούτου είναι σηµαντικό να µελετήσουµε τον τρόπο εξάπλωσης σε δύο
διαφορετικά είδη. Μια απλή υπόθεση είναι να ϑεωρήσουµε το πρόβληµα
σε µια διάσταση. ΄Εστω οτι οι συναρτήσεις P (x, t) και Q(x, t) δηλώνουν τις
πυκνότητες των δύο ειδών, όπου καταλαµβάνουν τις περιοχές [0, s(t)] και
[s(t), l] αντίστοιχα σε ένα διάστηµα [0, l], όπου το s(t) δηλώνει τον συνοριακό
διαχωρισµό των δύο ειδών. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε το ακόλουθο µοντέλο
(Mimura, Y amada, Y otsutani, [3]):



Pt − d1Pxx = P (a1 − b1P ), t > 0, 0 < x < s(t),
Qt − d2Qxx = Q(a2 − b2Q), t > 0, s(t) < x < l,

P = Q = 0, s′(t) = −α1∂xP − α2∂xQ, x = s(t),
P (0, t) =M1, Q(l, t) =M2, t > 0,

s(0) = s0, (0 < s0 < l),
P (x, 0) = P0(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ s0,
Q(x, 0) = Q0(x) ≥ 0, s0 ≤ x ≤ l,

(3.29)

όπου di, ai, bi, αi,Mi (i = 1, 2) είναι ϑετικές σταθερές. Σε αυτή τη περί-
πτωση αποδυκνείεται οτι το ω-όριο από την (3.28) είναι κενό για τα δοσµένα
αρχικά δεδοµένα (P0(x), Q0(x), s0) και το ελέυθεριο όριο s(t) συγκλίνει σε
µια σταθερά sα καθώς το t τείνει στο άπειρο. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε την
περίπτωση όπου ένα είδος είναι ένα αρπακτικό το οποίο καταλαµβάνει την
περιοχή [0, s(t)] και το άλλο είδος είναι ϑύραµα το οποίο καταλαβάνει όλο
τον τοµέα [0, l] [1]. Γενικεύσεις αυτού του µοντέλου µπορούµε να έχουµε
ϑεωρώντας ένα περισσότερο γενικό µοντέλο ανταγωνισµού από την (3.28) µε
οριακή συνθήκη στο x = s(t) µαζί µε το άπειρο διάστηµα (−∞, s(t)) και
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(−∞,∞) από το P (x, t) και Q(x, t) αντίστοιχα (Ling, [3]). ΄Ενα κρίσιµο ε-
ϱώτηµα στη µελέτη προβληµάτων τέτοιου τύπου είναι το εξής : ΄Εαν η (3.28)
ϑεωρείται σε ολόκληρο το R, ασυµπτωτικά η s(t) τείνει να κινείται µε σταθερή
ταχύτητα, η οποία είναι :

s(t) = (c+ o(1))t+O(1) καθώς το t→∞? (3.30)

Τα όρια των περιοχών που Ϲούν πολλά είδη εξαπλώνονται σχεδόν σαν
µια γραµµική συνάρτηση χρόνου. Ως εκ τούτου, ϕαίνεται πολύ λογικό να
ϑεωρήσουµε τις συνθήκες (3.27) ή (3.30). ∆εδοµένου οτι στο πρόβληµα η
ταχύτητα c του προβλήµατος (3.27) για µοντέλο ενός είδους καθορίζεται από
τη λύση του οδεύοντος κύµατος του προβλήµατος (3.28), είναι κατ΄ αναλογία
σηµαντικό να µελετήσουµε για το πρόβληµα (3.29) το αντίστοιχο πρόβληµα
οδεύοντος κύµατος. Θέτουµε s(t) = ct, P (t, x) = u(z), Q(t, x) = v(z) µε
z = x− ct και ϑεωρούµε το ακόλουθο πρόβληµα στο R :


u′′ + cu′ + u(1− u) = 0, z ∈ (−∞, 0)

dvv
′′ + cv′ + v(a− v) = 0, z ∈ (0,∞)

u(0) = 0, v(0) = 0, u(−∞) = 1, v(∞) = a
c = −α1u

′(0)− α2v
′(0)

(3.31)

Πιστεύουµε οτι η γνώση της λύσης του (3.31) (ϐλέπε σχήµα 1) είναι πολύ
σηµαντική για να καταλάβουµε την ασυµπτωτική συµπεριφορά του συστή-
µατος (3.29) σε µεγάλες περιοχές.

Σχήµα 3.11: Μια σχηµατική αναπαράσταση της λύσης υο συστήµα-
τος (3.29)
Σε αυτή την εργασία ϑα ασχοληθούµε µε την λύση της (3.28) για το πρό-

ϐληµα µίας ϕάσης αλλά και µε τη λύση της (3.31) για το αντίστοιχο πρόβληµα
δύο ϕάσεων. Θα δούµε οτι αυτή η εξίσωση (3.31) είναι στενά συνδεδεµένη µε
τις λύσεις των οδεύοντων κυµάτων στο u και στο v στο R. ΄Εστω οτι το cmin,u
υποδηλώνει την ελάχιστη ταχύτητα στη λύση του οδεύον κύµατος της :

u′′ + cu′ + u(1− u) = 0, z ∈ (−∞,∞), u(−∞) = 1, u(∞) = 0,
και cmin,v υποδηλώνει την ελάχιστη ταχύτητα στη λύση του οδεύον κύµα-

τος της εξίσωσης :
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dvv
′′ + cv′ + v(a− v) = 0, z ∈ (−∞,∞), v(−∞) = 0, v(∞) = a.

Η cmin,v ικανοποιεί την παρακάτω σχέση : | cmin,v |= min | c | για όλες τις
δυνατές τιµές για την ταχύτητα c του οδεύον κύµατος της παραπάνω εξίσωσης
του v. Τέλος έχουµε cmin,u = 2 > 0, cmin,v = −2

√
adv < 0 (ϐλ.[3]).





Κεφάλαιο 4

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΟΥ
ΜΟΝΤΕΛΟΥ

Θα παρουσιάσουµε αρχικά τη ϑεωριτική µελέτη για το µοντέλο µίας ϕάσης :

(3.26)


Ut − dUxx = U(a− bU), t > 0, 0 < x < h(t)

Ux(t, 0) = 0, U(t, h(t)) = 0, t > 0
h′(t) = −µUx(t, h(t)), t > 0

h(0) = h0, U(x, 0) = U0(x), 0 ≤ x ≤ h0
Υπενθυµίζουµε την ύπαρξη της λύσης του προβλήµατος για ένα είδος µε

ϐάση την εξίσωση (3.28):

Θεώρηµα 4.0.1. Για κάθε µ > 0 υπάρχει µοναδικό cµ > 0 τέτοιο ώστε η (3.28)
να έχει µοναδική λύση για c = cµ ∈ (0, cmin,u ).

Το µ > 0 είναι σταθερό και ϑετικό και γράφουµε την (3.28) ως εξής :{
u′ = p, p′ = −cp− u(1− u), z ∈ (−∞, 0) ,
(u, p) (−∞) = (1, 0) , (u, p) (0) =

(
0,− c

µ

) (4.1)

Εάν ϑέσουµε στην (3.28) u′ = p προκύπτει p′ = −cp− u(1− u). Την (4.1)
µπορούµε να την γράψουµε σαν :

(Pc)

{
dp
du

= −c− u(1−u)
p

,

p (u = 1) = 0
(4.2)

τότε η λύση του προβλήµατος είναι ισοδύναµη µε το να ϐρούµε το c έτσι ώστε
να υπάρχει µια λύση του προβλήµατος (Pc) που πηγαίνει στο −c

µ
στο u = 0.

Θέτουµε (Γc) = {u, p : −c − u(1−u)
p
} να είναι ο µηδενικός κλάδος της

εξίσωσης (Pc) έτσι ώστε dp
du

= 0 για κάθε c 6= 0. Η (Γc) είναι παραβολή δηλαδή
p = 1

c
(u2 − u) µε κορυφή την (u, p) = (1

2
, −1
4c
). Η λύση της (3.1) ικανοποιεί το

(u, p)(−∞) = (1, 0). Αυτό σηµαίνει οτι ανήκει στην ασταθή πολλαπλότητα του
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(1,0) (συµβολίζεται W u((1, 0))). Ως εκ τουτου για την επίλυση της (4.1) είναι
αναγκαίο να ϐρεθεί το c τέτοιιο ωστε το W u((1, 0)) να ϕθάνει στο (0,− c

µ
) για

z = 0.

Λήµµα 4.0.2. Θέτουµε την (u, pc(u)) να είναι µια τροχιά ξεκινώντας απο το
(1,0) οπου pc(u) ικανοποιεί την (4.2). Υποθέτουµε οτι το πεδίο ορισµού της pc(u)
περιέχεται στο σύνολο {u|0 < u < 1}. ΄Εχουµε την ακόλουθες προυποθέσεις :

(i) pc(u) < 0 για 0 < u < 1 και c ∈ R. Επιπλέον για c > 0, η (u, pc(u))
συναντάει την (Γc) ακριβώς µια ϕορά σε κάποιο u = u∗ ∈ (0, 1

2
], dpc

du
> 0

για u∗ < u < 1 και dpc
du

< 0 για 0 < u < u∗.

(ii) pc(0) είναι αύξουσα στο c για c ∈ R.

(iii) Υπάρχει c0 > 0 καθώς − c0
µ
− pc0(0) < 0.

(iv) Για c = 0,

p0(u) = −(1− u)
√

1 + 2u

3
< 0 για 0 < u < 1. (4.3)

Απόδειξη :

Θα αποδείξουµε πρώτα την (1). Απο τη γραµµικοποίηση της (4.1) γύρω
απο το σηµείο ισορροπίας (1,0), εξασφαλίσαµε οτι η κλίση της W u((1, 0)) στο
z = −∞ ισούται µε

mc :=
2

c+
√
4 + c2

(4.4)

Υποθέτουµε οτι c > 0. Η κλίση της (Γc) στο (1,0) είναι 1
c
. ΄Ετσι η pc(u) ϐρίσκεται

ανάµεσα στην (Γc) και στον άξονα της που ξεκινάει απο το (1,0). Στην γειτονία
του (1,0), ηW u((1, 0)) έχει δύο κλάδους : ο ένας ορίζεται για u > 1 και ο άλλος
για u < 1. Θεωρούµε τον κλάδο έπου ξεκινάει απο την περιοχή u > 1 πρώτα.
Απο τον ορισµό της Γc, η pc(u) δεν µπορεί να συναντήσει την Γc. Αντίθετα στο
σηµείο τοµής ισχύει :

0 =
dpc
du
≥ κλίση της Γc > 0,

το οποίο είναι αντίφαση. ΄Ετσι η pc πάντα ϐρίσκεται κάτω απο την Γc,
dpc
du

> 0
και η pc ορίζεται µόνο για u ≥ 1. Ως εκ τουτου σε αυτό το κλάδο δεν µπορούµε
να ορίσουµε το pc(0). Αύτο υποδηλώνει οτι για την επίλυση του προβλήµατος
µε pc(0) = − c

µ
, ϑα πρέπει να εξετάσουµε µόνο τον κλάδο που ξεκινάει απο την
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περιοχή u ≤ 1 κοντά στο (1,0). Για αυτό τον κλάδο, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε
dpc
du

> 0, pc(u) < 0 και η pc(u) παραµένει πάνω απο τη Γc για u ∈ (1− ε, 1).
Υποθέτουµε για αυτό το κλάδο, οτι η pc(u) δεν µπορεί να παραµείνει πάνω

από την Γc για u ∈ (0, 1). ΄Επειτα p′c(u) > 0 για u ∈ (0, 1), pc(0) < 0 και η
pc(u) δεν µπορεί να ϐρίσκεται πάνω από τη Γc πράγµα το οποίο είναι αντίφαση.
Ως εκ τουτου πρέπει να υπάρχει u∗ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε η pc(u) να συναντάει
την Γc στο u∗. Συγκεκριµένα έχουµε

p′c(u
∗) = 0, p′c(u) > 0 ή u ∈ (u∗, 1) απο (8) (4.5)

και
pc(u) < 0 ή u ∈ [u∗, 1). (4.6)

Επιπλέον,

0 = p′c(u
∗) ≥ κλίση της Γc στο u∗ =

2u∗ − 1

c
και

u∗ ≤ 1

2
. (4.7)

Θέτουµε pΓ(u) =
u(u−1)

c
. Συγκεκριµένα, το σύνολο (u, pΓ(u)) καθορίζει τα

σηµεία της Γc. Θα δείξουµε οτι pc(u) ≤ pΓ(u) για 0 < u < u∗. Υποθέτουµε οτι
υπάρχει u1 τέτοιο ώστε 0 < u1 < u∗ και pc(u1) > pΓ(u1). Τότε υπάρχει u2 τέτοιο
ώστε u1 < u2 ≤ u∗, pc(u2) = pΓ(u2) και pc(u) ≥ pΓ(u) για u1 ≤ u ≤ u2. Απο
το Θεώρηµα Μέσης τιµής για κάποιο u ∈ (u1, u2) έχουµε,

p′c(u) =
pc(u2)− pc(u1)

u2 − u1
< 0.

Απο την άλλη πλευρά, αφού pc(u) ≥ pΓ(u), έχουµε απο την (4.2) οτι p′c(u) ≥
0, το οποίο είναι αντίφαση. Ως εκ τουτου pc(u) ≤ pΓ(u) για 0 < u < u∗.
Υποθέτουµε οτι υπάρχει κάποιο u3 ∈ (0, u∗) τέτοιο ωστε η pc(u) να συναντάει
την Γc ξανά στο u = u3. ΄Ετσι

0 = p′c(u3) ≤ κλίση της Γc στο u3 =
2u3 − 1

c

πρέπει να ισχύει οτι 1
2
≤ u3 < u∗. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την (4.7). ΄Αρα

η pc(u) δεν ϑα ξανασυναντήσει στην Γc για u ∈ (0, u∗). ΄Αρα απο την (4.2)

p′c(u) < 0 για u ∈ (0, u∗) (4.8)
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και η pc ϐρίσκεται κάτω απο την Γc, το οποίο συνεπάγεται οτι pc < 0 για
0 < u < u∗. Αυτά µαζί µε την (4.6) µας οδηγούν στο συµπέρασµα οτι

pc(u) < 0 για u ∈ (0, 1).

΄Εχουµε αποδείξει τον πρώτο ισχυρισµό για τη περίπτωση που c > 0 (ϐλέπε
σχήµα 2 (α) ).

Θα ϑέλαµε να επισηµάνουµε οτι αν u∗ < 1
2

τότε η παραπάνω απόδειξη
γίνεται ευκολότερη. Πράγµατι στην περίπτωση αυτή η κλίση της Γc στο u∗

είναι µικρότερη απο την p′c(u∗) = 0. Ως εκ τουτου pc(u) < pΓ(u) όταν η u
είναι κοντά στο u∗ και u < u∗. Εαν η pc ξανασυναντήσει την Γc µπορούµε να
ϑεωρήσουµε οτι u3 = sup{u ∈ (0, u∗) | pc(u) = pΓ(u)} για να συµπληρώσουµε
την απόδειξη.

Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε οτι η pc(u) < 0 για c ≤ 0. Σηµειώνουµε
οτι η Γc δεν ορίζεται για c = 0. Χρησιµοποιούµε όµοια επιχειρήµατα όπως
παραπάνω. Η πολλαπλότητα W u((1, 0)) έχει πάλι δύο κλάδους. Στον κλάδο
που έχει αφετηρία απο την περιοχή u > 1 κοντά στο (1,0) µε dpc

du
> 0 πάντα

ισχύει η σχέση pc(u) < 0 για c ≤ 0. ∆εν µπορεί να είναι αυτή η λύση που
ψάχνουµε. Ως εκ τουτου ϑεωρούµε τον κλάδο µε αφετηρία την περιοχή u < 1,
µε dpc

du
> 0 για 0 < u < 1. Αυτό συνεπάγεται οτι pc < 0 για 0 < u < 1. Η

απόδειξη για την περίπτωση c = 0 ολοκληρώθηκε.
΄Οταν c = 0, η P0 γίνεται

dp

du
= −u(1− u)

p
, p(u = 1) = 0,∫

pdp = −
∫
u(1− u)du,

p2

2
= −

∫
(u− u2)du,

p2

2
= −u

2

2
+
u3

3
+ c,

p2 = −u2 + 2

3
u3 + 2c,

Εφαρµόζουµε την αρχική συνθήκη για u = 1 στο p = 0 και έχουµε

0 = −1 + 2

3
+ 2c,

1− 2

3
= 2c,

1

3
= 2c =⇒ c =

1

6
,
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και άρα

p2 = −u2 + 2

3
u3 +

1

3
,

p2 =
(1− u)2(1 + 2u)

3
. (4.9)

Εποµένως

p = ±(1− u)
√

1 + 2u

3
. (4.10)

Απο τον πρώτο ισχυρισµό έχουµε

p0(u) ≤ 0.

΄Αρα λαµβάνουµε το αρνητικό πρόσηµο στην παραπάνω ταυτότητα (4.10) και
παίρνουµε

p0(u) = −(1− u)
√

1 + 2u

3
< 0 για 0 < u < 1.

Σχήµα 4.1: Σχηµατική αναπαράσταση των τροχιών
Η απόδειξη για το τέταρτο ισχυρισµό ολοκληρώθηκε.
Θα αποδείξουµε τώρα τον δεύτερο ισχυρισµό. Αυτό προκύπτει απο το γε-

γονός οτι pc2(0) ≥ pc1(0) για c2 ≥ c1. Απο την (4.4) έχουµε οτι mc1 > mc2.
΄Ετσι η pc2(u) ϐρίσκεται πάνω στην pc1(u) όταν οι αντίστοιχες τροχιές τείνουν
στο (u, p) = (1, 0). ΄Εστω pc2(0) < pc1(0). Τότε υπάρχει ένα σηµείο (u4, p4) µε
p4 6= 0 και u4 = inf{u ∈ (0, 1) | pc2(w) ≥ pc1(w) για u ≤ w < 1} τέτοιο ώστε
pc2(u4) = pc1(u4) = p4 και

dpc2
du
|u=u4≥

dpc1
du
|u=u4 ,

(ϐλέπε σχήµα 2β), αυτό όµως έρχεται σε αντίθεση µε το γεγονός οτι

dpc2
du
|u=u4= −c2 −

u4(1− u4)
p4

< −c1 −
u4(1− u4)

p4
=
dpc1
du
|u=u4 .

΄Ετσι πρέπει να ισχύει η σχέση pc2(0) ≥ pc1(0). Επιπλέον το παραπάνω επιχεί-
ϱηµα συνεπάγεται οτι pc2(0) > pc1(0) εαν c1 < cmin, u.



38 · ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ

Τέλος αποδεικνύουµε τον τρίτο ισχυρισµό. Απο τον πρώτο ισχυρισµό για
c > 0, η W u((1, 0)) συναντάει σηµείο (u∗, p∗) στην Γc µε p∗ ≥ − 1

4c
(το p είναι

συντεταγµένη της κορυφής της Γ) και u∗ ≤ 1
2
. Επιπλέονν µετά τη συνάντηση της

µε τη Γc, η W u((1, 0)) πρέπει να πάει προς τα πάνω και η pc µειώνεται ως προς
την u. Προκύπτει οτι pc(0) > − 1

4c
για όλα τα c > 0. Με την επιλογή του c0 τέτοιο

ώστε − c0
µ
≤ − 1

4c0
, (π.χ c0 ≥

√
µ

2
) παίρνουµε τα επιθυµητά αποτελέσµατα.�

Παρατήρηση 4.0.3. Στην πραγµατικότητα, δεδοµένου οτι− cmin, u

µ
−pcmin, u

(0) =

− cmin, u

µ
< 0, µπορούµε να διαλέξουµε το c0 να είναι τέτοιο ώστε c0 = cmin, u.

Σχήµα 4.2: Σχηµατική αναπαράσταση των τροχιών
Απόδειξη Πρότασης 4.0.1 :

Θεωρούµε την εξίσωση

f(c) := −
cmin, u

µ
− pc(0)

τότε αρκεί να δείξουµε οτι υπάρχει µοναδικό cµ τέτοιο ώστε f(cµ) = 0. Απο
τη συνεχή εξάρτηση των παραµέτρων των λύσεων της (Pc), εµείς έχουµε f ∈
C([0,∞)). Απο την (4.3) προκύπτει οτι

f(0) = 0− p0(0) = 0− (− 1√
3
) > 0. (4.11)

Επιπλέον από τον τρίτο ισχυρισµό του λήµµατος (3.31), έχουµε

f(c0) = −
c0
µ
− pc0(0) < 0. (4.12)

Από (4.11) και (4.12) λάβαµε την ύπαρξη της cµ ∈ (0, c0) τέτοιο ώστε
f(cµ) = 0. Απο δεύτερο ισχυρισµό του λήµµατος (4.0.2) η f είναι γνησίως
ϕθίνουσα στο c έτσι η µοναδικότητα της cµ ισχύει (ϐλέπε σχήµα 3). Η συνθήκη
cµ < cmin, u µπορεί να ληφθεί απο την επιλογή c0 = cmin, u. �

Τα παραπάνω ισχύουν για το πρόβληµα µίας ϕάσης (3.26) και συγκεκρι-
µένα διευκρινίζουν τι συµβαίνει όσον αφορά τις λύσεις οδεύοντος κύµατος του
προβλήµατος (3.28). Στην συνέχεια ϑα διευρενήσουµε το ανάλογο αποτέλεσµα
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για το πρόβληµα δύο ϕάσεων (3.29) δηλαδή την ύπαρξη λύσεων οδεύοντος κύ-
µατος της αντίστοιχης εξίσωσης (3.31). Αυτό εκφράζεται απο το Θεώρηµα(4.0.4)
που διατυπώνεται παρακάτω. Θα παρουσιάσουµε τη ϑεωρητική µελέτη για το
µοντέλο δύο ϕάσεων :

(3.29)



Pt − d1Pxx = P (a1 − b1P ), t > 0, 0 < x < s(t),
Qt − d2Qxx = Q(a2 − b2Q), t > 0, s(t) < x < l,

P = Q = 0, s′(t) = −α1∂xP − α2∂xQ, x = s(t),
P (0, t) =M1, Q(l, t) =M2, t > 0,

s(0) = s0, (0 < s0 < l),
P (x, 0) = P0(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ s0,
Q(x, 0) = Q0(x) ≥ 0, s0 ≤ x ≤ l,

Για το παραπάνω πρόβληµα ϑα παρουσιάσουµε το ακόλουθο κύριο αποτέ-
λεσµα.

Θεώρηµα 4.0.4. Για α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α > 0 και dv > 0 που ικανοποιούν τη
σχέση α1 + α2 > 0,υπάρχει µοναδικό c∗ εξαρτόµενο απο τα α1, α2, α και dv
έτσι ωστε το πρόβληµα (3.31) έχει µοναδική λύση για c = c∗. Επιπλέον ισχύουν

οι εκτιµήσεις, min{2, 1
2

√
dvα1

dv+αα2
} > c∗ > 0 αν α1 > α2

√
α3

dv
,c∗ = 0 αν α1 =

α2

√
α3

dv
και max{−2

√
dvα,

−α
2

√
α2

1+α1
} < c∗ < 0 αν α1 < α2

√
α3

dv
.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις µεθόδους πάνω και κάτω λύσεων και
την αρχή του µεγίστου για να χαρακτηρίσουµε την ταχύτητα c στην εξίσωση
(3.28). Αυτή η µέθοδος ακολουθήθηκε στην εργασία (Du&Lin, [3]). Στην προ-
κειµένη περίπτωση όµως ϑα χρησιµοποιηθεί ανάλυση επιπέδου ϕάσεων για να
αποδειχθεί το Θεώρηµα. Πιο συγκεκριµένα στην επόµενη ενότητα ϑα εργαστού-
µε µε την ανάλυση του επιπέδου ϕάσεων για να µελετήσουµε τις ιδιότητες της
ταχύτητας c και να δώσουµε µια άλλη απόδειξη για το αποτέλσµα που αφορούν
αυτές τις ιδιότητες. ΄Ετσι ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα 4.0.4.

Απόδειξη Θεωρήµατος (4.0.4) :

΄Εστω α1, α2, α και dv είναι δοσµένα. Μπορούµε να γράψουµε την (3.31)
χρησιµοποιώντας την συνθήκη

c = −α1u
′(0)− α2v

′(0) (4.13)

και τις ακόλουθες δυο διαφορικές εξισώσεις για c ∈ R,{
u′ = p, p′ = −cp− u(1− u), z ∈ (−∞, 0),

(u, p)(−∞) = (1, 0), u(0) = 0,
(4.14)

{
v′ = q, q′ = − 1

dv
(cq + v(α− v)), z ∈ (0,∞, )

(v, q)(+∞) = (α, 0), v(0) = 0.
(4.15)
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Για να δείξουµε την εξάρτηση απο το c, ϑα συµβολίζουµε της u′(0) και v′(0)
ως u′(0) = u′c(0) και v′(0) = v′c(0). Σε αυτό το σηµείο χρησιµοποιούµε ένα
αποτέλεσµα που παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. Αποδυκνείεται ([3]) οτι :

u′c(0) −→ 0 καθώς c −→ c−min,u, u
′
c(0) < 0 για c < cmin,u

v′c(0) −→ 0 καθώς c −→ c+min,v, v
′
c(0) > 0 για c > cmin,v

Ορίζουµε

g(c) := −α1u
′
c(0)− α2v

′
c(0) (4.16)

∆εδοµένου οτι οι λύσεις (4.14) και (4.15) εξαρτώνται οµαλά απο το c η
συνάρτηση g ∈ C(R). Το να λύσουµε την (3.31) είναι ισοδύναµο µε το να
ϐρούµε το c τέτοιο ώστε c = g(c). Χρειαζόµαστε οµως στην (3.28) να έχουµε
u′(0) = − c

µ
και οι τιµές του c οι οποίες ικανοποιούν την c = g(c) δεν είναι

απαραίτητα ϑετικές.
Ξαναγράφουµε την (4.14) και την (4.15) στη µορφή:

(Pc)
dp

du
= −c− u(1− u)

p
, p(u = 1) = 0,

(Qc)
dq

dv
= − c

dv
− v(α− v)

qdv
, q(v = α) = 0.

΄Εστω pc(u) και qc(v) οι λύσεις της (Pc) και (Qc) αντίστοιχα για c ∈ R. Τότε
το pc(u) ικανοποιεί όλες τις προυποθέσεις τους λήµµατος (4.2). Με όµοιο τρόπο
µπορούµε να δείξουµε οτι η qc(v) ικανοποιεί το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.0.5. Η κλίσης της qc(v) είναι µικρότερη απο − c
dv

για 0 < v < α.
Επιπλέον η qc(v) > 0 για 0 < v < α και c ∈ R, και qc(0) = v′c(0) άρα η qc(v)
είναι αύξουσα στο c.

Απόδειξη :

Στην (4.15), η σταθερή πολλαπλότητα (α, 0) έχει 2 κλάδους. Για να είναι η
qc(0) καλά ορισµένη, χρειάζεται να ϑεωρήσουµε τον κλάδο τον οποίο διέρχεται
απο την περιοχή v < α κοντά στο σηµείο (α, 0). Απο την απόδειξη του λήµµατος
(4.2) έχουµε οτι µπορούµε να δείξουµε οτι qc(v) > 0 για 0 < v < α. Απο την
εξίσωση (Qc) έχουµε

dq

dv
= − c

dv
− v(α− v)

qdv
≤ c

dv
.

Οι προηγούµενοι ισχυρισµοί µπορούν να δειχθούν όµοια µε τα επιχειρήµατα
της απόδειξης του λήµµατος (4.0.2) και µπορούµε να παραλείψουµε τις λεπτο-
µέρειες. Στην πραγµατικότητα µπορούµε να αντικαταστήσουµε το c και το z µε
−c και −z αντίστοιχα στην (4.15). ΄Ετσι αποδεικνύεται µε όµοιο τρόπο οτι οι
ιδιότητες του λήµµατος (4.0.2) ισχύουν επίσης για την qc. �
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Λήµµα 4.0.6. ΄Εστω g(c) η οποία ορίζεται απο τη σχέση (4.16) για c ∈ R, α1, α2

όπως στο Θεώρηµα (4.0.4). Τότε

g(c) < α1
1

4c
− α2

ca

dv
για c > 0 (4.17)

g(c) > −α1c+ α2
a2

4c
για c < 0 (4.18)

Επιπλέον έχουµε :

(i) α1 > 0, α2 = 0 : g(c) > 0 για c ∈ Rg(c) −→ ∞ καθώς c −→
−∞, g(c) −→ 0 καθώς c −→∞.

(ii) α1 = 0, α2 > 0 : g(c) < 0 για c ∈ Rg(c) −→ 0 καθώς c −→
−∞, g(c) −→ −∞ καθώς c −→∞ .

(iii) α1 > 0, α2 > 0 : g(c) −→ ∞ καθώς c −→ −∞, g(c) −→ −∞ καθώς
c −→∞ .

Απόδειξη :

Οι ασυµπτωτικές συµπεριφορές καθώς η σταθερά c −→ ±∞ λαµβάνονται
απο την (4.17) και (4.18) οπότε χρειάζεται να αποδείξουµε µόνο τις δύο ανισό-
τητες. Για c > 0, αφού dqc

dv
< − c

dv
απο λήµµα 4.0.4 και qc(a) = 0, έχουµε

qc(0) >
ca
dv

. ΄Ετσι απο απόδειξη λήµµατος 4.0.3 ϑα δείξουµε οτι pc(0) > − 1
4c
.

Τότε

g(c) = −α1pc(0)− α2qc(0) < α1
1

4c
− α2

ca

dv
.

Για c < 0, δεδοµένου οτι dpc
du

> −c απο το λήµµα 4.0.3 και pc(1) = 0, έχουµε οτι

pc(0) < c. Απο την άλλη πλευρά, ϑεωρώντας το µηδενικό κλάδο q = v(v−a)
c

και
επιχειρηµατολογώντας όµοια όπως στην απόδειξη του λήµµατος 4.0.3 έχουµε
οτι qc(0) < −a2

4c
. Ως εκ τουτου έχουµε την (4.17). �

Συνεχίζουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος (4.0.4). Απο την ιδιότητα του
οτι είναι αύξουσες συναρτήσεις οι u′c(0) και v′c(0) στο c, έχουµε οτι η g(c) είναι
ϕθίνουσα στο c. ΄Ετσι απο το λήµµα 4.0.6 lim

c−→−∞
g(c) ≥ 0 και lim

c−→+∞
g(c) ≤ 0.

Ως εκ τουτου η εξίσωση c − g(c) = 0 έχει µοναδική ϱίζα την c∗. Επιπλέον
c∗ ≥ 0 εαν g(0) ≥ 0 και c∗ < 0 εαν g(0) < 0 (ϐλέπε σχήµα 3). Για c = 0 όµοια
όπως για τον υπολογισµό της p, στην απόδειξη του λήµµατος 4.0.3, έχουµε
p0(0) = − 1√

3
, και :

q0(0) =

√
a3

3dv
.
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Εποµένως

g(0) =
1√
3
(α1 − α2

√
a3

dv
).

΄Ετσι εαν α1 > α2

√
a3

dv
, έχουµε g(0) > 0, το οποίο συνεπάγεται οτι c∗ > 0.

Εάν α1 = α2

√
a3

dv
, έχουµε g(0) = 0 και c∗ = 0 και εαν επιπλέον α1 < α2

√
a3

dv

έχουµε g(0) < 0 και c∗ < 0. Από τα προαναφερέντα αυτό συνεπάγεται οτι η
(3.31) έχει λύση µε ταχύτητα c = c∗.

Χρησιµοποιώντας τις εκτιµήσεις (4.17) και (4.18) έχουµε οτι εαν α1 >

α2

√
a3

dv
,

c∗ = g(c∗) = −α1pc∗(0)− α2qc∗(0) < α1
1

4c∗
− α2

c∗a

dv
.

Ως εκ τουτου

(1 +
aα2

dv
)c∗ <

α1

4c∗

και

c∗ <
1

2

√
dvα1

dv + aα2

.

Απο την άλλη πλευρά, για c ≥ cmin,upc(0) = 0 και c− g(c) = c+ α2qc(0) > 0.
Αυτό συνεπάγεται οτι η c∗ ικανοποιεί τη σχέση c∗ < cmin,u.

Για την περίπτωση α1 < α2

√
a3

dv
,

c∗ = g(c∗) > −α1c
∗ + α2

a2

4c∗
.

΄Ετσι (1 + α1)c
∗ > α2a2

4c∗
και

−a
2

√
α2

1 + α1

< c∗.

Για c ≤ cmin,v, qc(0) = 0 και c − g(c) = c + α1pc(0) < 0. Αυτό συνεπάγεται
οτι η c∗ ικανοποιεί τη σχέση c∗ > cmin,v. ΄Αρα τελικά έχουµε τις εκτιµήσεις που
χρειαζόµαστε για το c∗. Η απόδειξη του Θεωρήµατος ολοκληρώθηκε. �



Κεφάλαιο 5

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ -
ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΙΣ

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο πεπερασµένων διαφορών ϑα επιλύσουµε αριθµιτι-
κά τις εξισώσεις (3.26) και (3.29).

5.1 ΜΟΝΤΕΛΟ ΜΙΑΣ ΦΑΣΗΣ

Για την (3.26) έχουµε :
Ut − dUxx = U(a− bU), t > 0, 0 < x < h(t),

Ux(t, 0) = 0, U(t, h(t)) = 0, t > 0,
h′(t) = −µUx(t, h(t)), t > 0,

h(0) = h0, U(x, 0) = U0(x), 0 ≤ x ≤ h0,
Το πρόβληµα µίας ϕάσης (3.26) µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα πρόβλη-

µα σε σταθερό χωρίο. Εφόσον πάρουµε την εξίσωση ϑερµότητας ut = uxx και
ϑέσουµε y = x

s(t)
ϑα έχουµε

∂u

∂x
(x, t) =

∂u

∂y
(y, t)

∂y

∂x
=

1

s(t)

∂u

∂y
.

΄Αρα

ux =
1

s(t)
uy

και

uxx =
1

s2(t)
uyy.

Για την παράγωγο ως προς t παίρνουµε

∂u

∂t
|x =

∂u

∂y

∂y

∂t
+ (

∂u

∂t
)ξ = −

x

s2(t)

ds

dt

∂u

∂y
+ (

∂u

∂t
)ξ.
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Αντικαθιστούµε στην εξίσωση διάχυσης ut = uxx και προκύπτει

1

s2(t)
uyy = −

x

s2(t)

ds

dt
uy +

∂u

∂t

uyy = −sy
ds

dt
uy + s2

∂u

∂t

Για τη συνθήκη Stefan έχουµε

ṡ(t) = −ux|s

ή
ds

dt
= −1

s

∂u

∂y

΄Αρα έχουµε 
s2(t)ut = uyy + ysṡuy
uy(0) = u1, u(1) = 0

sṡ = −uy(1; t)
s(0) = sa, u(x, 0) = U0(x)

∆ιαιρούµε το x−t επίπεδο χρησιµοποιώντας ορθογώνιο πλέγµα µε διαµέριση
πλάτους 1 στον άξονα x και πλάτους 1 στον άξονα t. Το χωρίο µας είναι
[0, 1]× [0, T ] όπου ισχύει :

• Για xm+1 = xm + dx

• Για tm+1 = tm + dt

΄Εχουµε u(xm, tn) ' unm
Χρησιµοποιώντας την απλή µέθοδο πεπερασµένων διαφορών παίρνουµε :

• Για τη παράγωγο του s

ṡ(tn) '
sn+1 − sn

dt

• Για τις παραγώγους του u(x, t)

ut(xm, tn) '
un+1
m − unm
dt

ux(xm, tn) '
unm+1 − unm

2dx

uxx(xm, tn) '
unm+1 − 2unm + unm+1

(dx)2
.
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Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στις εξισώσεις έχουµε για τη συνθήκη
Stefan

sn+1 − sn

dt
= − 1

sn
(
unm+1 − unm

dx
).

΄Αρα η εξίσωση για το s παίρνει τη µορφή :

sn+1 = sn − dt

sn
(
unm+1 − unm

dx
).

Επίσης για την εξίσωση της διάχυσης έχουµε :

ut =
1

s2
uyy + y

ṡ

s
uy,

απο την οποία προκύπτει :

un+1
m − unm
dt

=
1

(sn)2
unm+1 − 2unm + unm+1

(dx)2
+ ym

sn − sn+1

sn
dt(

unm+1 − unm
dx

).

΄Αρα τελικά

un+1
m = unm+

dt

(sn)2(dx)2
(unm+1−2unm+unm+1)+

dt

2
(m−1)(s

n − sn−1)
sn

dt(unm+1−unm−1).

Η συνοριακή συνθήκη είναι οµογενή Neumann στο σηµείο y = 0. ΄Αρα :

un1 − un0
dx

= 0

un1 = un0

και για m = 1 έχουµε

un+1
1 = un1 +

dt

(sn)2dx2
(2un2 − 2un1 )

Ενώ στο άλλο άκρο η συνθήκη είναι οµογενής Dirichlet µε

unM = 0.

Η αρχική συνθήκη είναι
u1m = c,m = 1....M.

Εαν για παράδειγµα ϑεωρήσουµε u(x, 0) = c για c σταθερά. Υλοποιώντας αυτή
τη µεθόδο στο προγραµµατιστικό πακέτο matlab µπορούµε να προσοµοιόσουµε
το µοντέλο για διάφορες περιπτώσεις. Παίρνουµε το x να είναι τέτοιο ώστε
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0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.01 και το 0 < t < T µε ϐήµα dt = r∗((s(1))2)∗(dx2)
όπου r = 0.01 και s(1) = 1

2
. ΄Ετσι προκύπτουν τα αποτελέσµατα που ϕαίνονται

στα σχήµατα (5.1) και (5.2) :
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Σχήµα 5.1: Μοντέλο µιας ϕάσης
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Σχήµα 5.2: Μοντέλο µιας ϕάσης
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Απο τα σχήµατα παρατηρούµε οτι το ένα είδος του προβλήµατος κινείται
καθώς αυξάνεται ο χρόνος. Παρατηρούµε οτι το σύνορο αυξάνεται συνεχώς
γραµµικά.

5.2 ΜΟΝΤΕΛΟ ∆ΥΟ ΦΑΣΕΩΝ

Το πρόβληµα (3.29):



Pt − d1Pxx = P (a1 − b1P ), t > 0, 0 < x < s(t),
Qt − d2Qxx = Q(a2 − b2Q), t > 0, s(t) < x < l,

P = Q = 0, s′(t) = −α1∂xP − α2∂xQ, x = s(t),
P (0, t) =M1, Q(l, t) =M2, t > 0,

s(0) = s0, (0 < s0 < l),
P (x, 0) = P0(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ s0,
Q(x, 0) = Q0(x) ≥ 0, s0 ≤ x ≤ l,

΄Οµοια µε πριν µπορούµε να µετασχηµατήσουµε το πρόβληµα δύο ϕάσεων σε
ένα πρόβληµα σταθερού χωρίου. Συγκεκριµένα έχουµε ένα πρόβληµα της
µορφής :

ut − d1uxx = u(α1 − b1P ), u(0) = u1,
vt − d2vxx = v(α2 − b2Q), v(0) = 0,

ṡ = −(ux − vx)|s .
.

Θέτουµε y = 1−x
1−s(t) , προκύπτει οτι ∂v

∂x
(x, t) = ∂v

∂y
∂y
∂x

= − 1
1−s

∂y
∂x
. ΄Οµοια

vxx =
1

(1−s)2vyy. Η παράγωγος ως προς t γίνεται :

∂v

∂t

∣∣∣∣
x

=
∂v

∂y

∂y

∂t
+ (

∂v

∂t
)

∣∣∣∣
ξ

= −(1− x)ṡ
(1− s)2

vy + (
∂v

∂t
)

∣∣∣∣
ξ

,

1

(1− s)2
vyy = −

(1− x)
(1− s)2

ds

dt
vy +

∂v

∂t
,

1

(1− s)2
vyy =

y

(1− s)
ds

dt
vy +

∂v

∂t
.

΄Οµοια για το u έχουµε :

ut =
1

s2
uyy +

y

s
ṡuy

΄Αρα ϑα είναι 
s2ut = uyy +

y
s
ṡuy

u(1) = 0, u(0) =M1

ṡ = −[1
s
uy +

1
1−svy]

∣∣
y=s

Για την εξίσωση (3.29) παρατηρούµε οτι όµοια µε πρίν ϑα εφαρµόσουµε
την ίδια διαδικασία. ∆ιαιρούµε το x − t επίπεδο χρησιµοποιώντας ορθογώνιο
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πλέγµα µε διαµέριση πλάτους dx στον άξονα x και πλάτους dt στον άξονα t.
Το χωρίο µας είναι [0, 1]× [0, T ] όπου ισχύει :

• Για xm+1 = xm + dx

• Για tm+1 = tm + dt

΄Εχουµε u(xm, tn) = unm και v(xm, tn) = vnm
Χρησιµοποιώντας την απλή µέθοδο πεπερασµένων διαφορών όπως πρίν :

• Για s(t)

ṡ(tn) =
sn+1 − sn

dt

• Για u(x, t)

ut(xm, tn) =
un+1
m − unm
dt

,

ux(xm, tn) =
unm+1 − unm

2dx
,

uxx(xm, tn) =
unm+1 − 2unm + unm+1

(dx)2
,

vt(xm, tn) =
vn+1
m − vnm
dt

,

vx(xm, tn) =
vnm+1 − vnm

2dx
,

vxx(xm, tn) =
vnm+1 − 2vnm + vnm+1

(dx)2
.

Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στις εξισώσεις έχουµε :

sn+1 − sn

dt
= −( 1

sn
(
unm+1 − unm

dx
)− 1

1− sn
(
vnm+1 − vnm

dx
)).

΄Αρα η εξίσωση για το s γίνεται της µορφής :

sn+1 = sn − dt( 1
sn

(
unm+1 − unm

dx
)− 1

1− sn
(
vnm+1 − vnm

dx
)).

Επίσης αντικαθιστόυµε στην :

ut =
1

s2
uyy + y

ṡ

s
uy
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απο την οπία προκύπτει :

un+1
m − unm
dt

=
1

(sn)2
unm+1 − 2unm + unm+1

(dx)2
+ ym

sn − sn+1

sn
(
unm+1 − unm

dx
).

΄Αρα

un+1
m = unm+

dt

(sn)2(dx)2
(unm+1−2unm+unm+1)+

dt

2
(m−1)(s

n − sn−1)
sn

(unm+1−unm).

΄Οµοια αντικαθιστούµε στην εξίσωση πεδίου για s < y < 1

1

(1− s)2
vyy =

y

(1− s)
ds

dt
vy +

∂v

∂t

από την οποία προκύπτει :

vn+1
m = vnm+

1

(1− (sn))2
r(vnm+1−2vnm+vnm+1)−dt(m−1)

(sn − sn−1)
(1− sn−1)

)(vnm+1−vnm−1)/(2)

Η συνοριακή συνθήκη για x = 1 στο v−χωρίο είναι Dirichlet. ΄Αρα :

vn1 =M2

Ενώ στο άλλο άκρο έχουµε

vnM = 0.

΄Οµοια για το u έχουµε

un1 =M1

και

unM = 0.

Η αρχική συνθήκη είναι

u1m = P0(xm)

και

v1m = Q0(xm).

Παίρνουµε το x να είναι από 0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.01 και το 0 < t < T
µε ϐήµα dt = r ∗ ((s(1))2) ∗ (dx2) όπου r = 0.05 και s(1) = 1

2
. ΄Ετσι έχουµε τα

αποτελέσµατα που περιγράφονται στα σχήµατα (5.3), (5.4) και (5.5) :
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Σχήµα 5.3: Μοντέλο δύο ϕάσεων µε το κινούµενο σύνορο τείνει στη
στάσιµη λύση

Σχήµα 5.4: Μοντέλο δύο ϕάσεων
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Σχήµα 5.5: Μοντέλο δύο ϕάσεων

Από τα σχήµατα παρατηρούµε οτι το µοντέλο δύο ϕάσεων - ειδών κινείται
ενώ αυξάνεται ο χρόνος. Παρατηρούµε οτι το u αυξάνεται και πάει στην στά-
σιµη λύση, όµοια το v αυξάνεται και αυτό και καταλήγει στην στάσιµη λύση.
Βλέπουµε οτι το σύνορο αυξάνεται συνεχώς και µετά το χρόνο t = 0.68 τείνει
να σταθεροποιηθεί σε µια στάσιµη κατάσταση.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε κάποιες επιπλέον προσοµοιώσεις για τα
προβλήµατα µίας και δύο ϕάσεων. Στην εξίσωση (3.26) ϐάζουµε µια πολύ
µικρή τιµη στο b = 0.001 και διατηρούµε το a = 1 Παίρνουµε το x να είναι από
0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.01 και το 0 < t < T µε ϐήµα dt = r∗((s(1))2)∗(dx2)
όπου r = 0.01 και s(1) = 1

2
. ΄Ετσι έχουµε τα αποτελέσµατα που περιγράφονται

στα σχήµατα (5.6), (5.7).
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Σχήµα 5.6: Μοντέλο µίας ϕάσης για b = 0.001 το κινούµενο σύνορο
κινείται γραµµικά
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Σχήµα 5.7: Μοντέλο µίας ϕάσης για b = 0.001

Απο τα σχήµατα παρατηρούµε οτι όµοια µε πριν το ένα είδος του προβλή-
µατος για b = 0.001κινείται καθώς αυξάνεται ο χρόνος. Παρατηρούµε οτι το
σύνορο αυξάνεται συνεχώς µε το χρόνο και συγκεκριµένα αυξάνεται γραµµικά.
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Για το πρόβληµα (3.26) έχουµε ως συνοριακή συνθήκη Neumann για το
σηµείο x = 0. Παίρνουµε το x να είναι από 0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.01 και
το 0 < t < T µε ϐήµα dt = r ∗ ((s(1))2) ∗ (dx2) όπου r = 0.01 και s(1) = 1

2
.

΄Ετσι έχουµε τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στα σχήµατα (5.8), (5.9).
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Σχήµα 5.8: Μοντέλο µίας ϕάσης για συνθήκη Neumann
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Σχήµα 5.9: Μοντέλο µίας ϕάσης για συνθήκη Neumann

Απο τα σχήµατα παρατηρούµε οτι όµοια µε πριν το ένα είδος του προβλή-
µατος µε τη συνθήκη Neumann κινείται καθώς αυξάνεται ο χρόνος. Παρατη-
ϱούµε οτι το σύνορο αυξάνεται συνεχώς µε το χρόνο, περίπου ανάλογα µε το√
t πράγµα που είναι χαρακτηριστικό για προβλήµατα τέτοιου τύπου.

Για το πρόβληµα δύο ϕάσεων (3.29) εφαρµόζουµε την συνθήκη vx = 0 για
x = 1 και επιπλέον ϑέτουµε u = M1 για x = 0. Παίρνουµε το x να είναι από
0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.1 και το 0 < t < T µε ϐήµα dt = r ∗ ((s(1))2)∗ (dx2)
όπου r = 0.05 και s(1) = 1

2
. ΄Ετσι έχουµε τα αποτελέσµατα που περιγράφονται

στα σχήµατα (5.10), (5.11) και (5.12) :
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Σχήµα 5.10: Μοντέλο δύο ϕάσεων για συνθήκη Neumann
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Σχήµα 5.11: Μοντέλο δύο ϕάσεων για συνθήκη Neumann
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Σχήµα 5.12: Μοντέλο δύο ϕάσεων για συνθήκη Neumann

Από τα σχήµατα παρατηρούµε οτι το κινούµενο σύνορο στο µοντέλο δύο ϕά-
σεων - ειδών συµπεριφέρεται, για ένα αρχικό χρονικό στάδιο,γραµµικά καθώς
αυξάνεται ο χρόνος. Παρατηρούµε οτι το u αυξάνεται και πάει στην στάσιµη
λύση, όµοια το v αυξάνεται και αυτό και καταλήγει στην στάσιµη λύση.

Για το πρόβληµα (3.29) τροποποιούµε τις σταθερές a1 = 1, a2 = 0.001, d1 =
0.4, d2 = 0.6 Παίρνουµε το x να είναι από 0 < x < 1 µε ϐήµα dx = 0.1 και
το 0 < t < T µε ϐήµα dt = r ∗ ((s(1))2) ∗ (dx2) όπου r = 0.05 και s(1) = 1

2
.

΄Ετσι έχουµε τα αποτελέσµατα που περιγράφονται στα σχήµατα (5.13), (5.14)
και (5.15) :
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Σχήµα 5.13: Μοντέλο δύο ϕάσεων τροποποιηµένες σταθερες

Σχήµα 5.14: Μοντέλο δύο ϕάσεων τροποποιηµένες σταθερες
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Σχήµα 5.15: Μοντέλο δύο ϕάσεων τροποποιηµένες σταθερες

Από τα σχήµατα παρατηρούµε οτι το µοντέλο δύο ϕάσεων - ειδών κινείται
ενώ αυξάνεται ο χρόνος. Το u και το v αυξάνεται στο εσωτερικό του πεδίου
ορισµού τους ενώ το s περίπου µετά απο χρόνο t = 1 σταθεροποιείται σε µια
στάσιµη κατάσταση.
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