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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες

Σε αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο ϑα αναφέρουµε συνοπτικά κάποιες γενικές έν-
νοιες και ϑεωρήµατα από την συναρτησιακή ανάλυση τα οποία ϑα µας χρειαστούν
στα επόµενα.

1.1 Τοπολογικοί Χώροι

1.1αʹ Ορισµός

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος είναι ένα σύνολο X στο οποίο έχει καθοριστεί
µια οικογένεια T από υποσύνολα του X, τα οποία ονοµάζονται ανοιχτά
υποσύνολα του X ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(Α1) Η ένωση ανοιχτών συνόλων είναι ανοιχτό σύνολο.

(Α2) Η πεπερασµένη τοµή ανοιχτών συνόλων είναι ανοιχτό σύνολο.

(Α3) Το ∅ είναι ανοιχτό σύνολο.

(Α4) Το X είναι ανοιχτό σύνολο.

• Το σύνολο T όλων των ανοιχτών συνόλων λέγεται η τοπολογία του X.

• ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου λέγεται κλειστό αν το συµπλή-
ϱωµά του είναι ανοιχτό σύνολο. Οι ιδιότητες των κλειστών συνόλων είναι
συµπληρωµατικές των ανοιχτών συνόλων.

(Κ1) Η τοµή κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.

(Κ2) Η πεπερασµένη ένωση κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.

(Κ3) Ο X είναι κλειστό σύνολο.

(Κ4) Το ∅ είναι κλειστό σύνολο.

1.1βʹ ∆ίκτυα

• ΄Ενα άνω διευθυνόµενο σύνολο είναι ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο
(I,≤) το οποίο έχει την ιδιότητα για οποιαδήποτε δύο στοιχεία του να υπάρ-
χει ένα τρίτο µεγαλύτερο από αυτά δηλαδή αν i1, i2 ∈ I υπάρχει ένα i3 ∈ I
µε i1 ≤ i3 και i2 ≤ i3.



2 · Βασικές ΄Εννοιες

• ΄Ενα δίκτυο σε ένα τοπολογικό χώρο X είναι µια απεικόνιση φ : I → X
όπου I είναι ένα άνω διευθυνόµενο σύνολο. Αν το I = N τότε το δίκτυο
λέγεται ακολουθία. ΄Ενα δίκτυο συµβολίζεται και µε (xi)i∈I .

• Θα λέµε ότι ένα δίκτυο (xi)i∈I συγκλίνει σε ένα σηµείο x ∈ X αν για κάθε
περιοχή U του x υπάρχει ένα i0 ∈ I τέτοιο ώστε xi ∈ U για κάθε i ≥ i0.
Γράφουµε και

x = lim
i→+∞

xi

• ΄Ενα υποσύνολο K ενός τοπολογικού χώρου X είναι κλειστό αν και µόνο αν
για κάθε δίκτυο (xi)i∈I από στοιχεία του K το οποίο συγκλίνει σε κάποιο x
ισχύει ότι x ∈ K. Ο χαρακτηρισµός αυτός των κλειστών συνόλων δεν ισχύει
αν αντικαταστήσουµε την έννοια του δικτύου µε αυτήν της ακολουθίας. Ι-
σχύει ωστόσο στην ειδική περίπτωση που η τοπολογία του X προκύπτει από
µια µετρική ή από µια νόρµα.

• Αν (I,≤) και (J,≤) είναι δύο άνω διευθυνόµενα σύνολα µια απεικόνιση
x : I×J → X λέγεται ένα διπλό δίκτυο. και συµβολίζεται µε (xij)(i,j)∈I×J .
΄Ενα διπλό δίκτυο (xij)(i,j)∈I×J ϑα λέµε ότι συγκλίνει σε ένα στοιχείο x ∈ X
αν για κάθε περιοχή U του x υπάρχουν i0 ∈ I και j0 ∈ J τέτοια ώστε
xij ∈ U για κάθε i ≥ i0 και κάθε j ≥ j0. Στην περίπτωση που το διπλό
δίκτυο (xij)(i,j)∈I×J συγκλίνει σε ένα στοιχείο x ∈ X γράφουµε και

x = lim
i,j→+∞

xij

• Ειδικά αν (xmn)∞m.n=1 είναι µια διπλή ακολουθία τότε η (xmn)∞m.n=1 συγ-
κλίνει σε ένα στοιχείο x ∈ X αν για κάθε περιοχή U του x αν υπάρχει
n0 ∈ N ώστε για κάθε m,n ≥ n0 να ισχύει xmn ∈ U .

1.1γʹ Κλειστή Θήκη ενός συνόλου. ∆ιαχωρίσιµοι Χώροι

• Αν Y είναι ένα υποσύνολο του X ορίζουµε την κλειστή ϑήκη του Y να
είναι η τοµή όλων των κλειστών υποσυνόλων του X που περιέχουν το Y . Η
κλειστή ϑήκη του Y συµβολίζεται µε Y . Οι ϐασικές ιδιότητες της κλειστής
ϑήκης:

(i) Y ⊆ Y .

(ii) Y = Y .

(iii)
n⋃
i=1

Yi =
n⋃
i=1

Yi.

• ΄Ενα υποσύνολο D ενός τοπολογικού χώρου λέγεται πυκνό στον X αν D =
X. ΄Ενας τοπολογικός χώρος που έχει ένα πυκνό υποσύνολο ϑα λέγεται
διαχωρίσιµος.
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1.1δʹ Υπόχωροι

• ΄Ενα υποσύνολο ενός τοπολογικού χώρου (X, T ) ϑα ϑεωρείται σαν τοπολο-
γικός χώρος ως προς την σχετική τοπολογία

TY = {A ∩ Y : A ∈ T }

µε άλλα λόγια τα ανοιχτά υποσύνολα του Y είναι οι τοµές των ανοιχτών
υποσυνόλων του X µε το Y . Το σύνολο Y εφοδιασµένο µε την σχετική
τοπολογία ϑα λέγεται υπόχωρος του X.

• Τα κλειστά υποσύνολα του Y ως προς τη τοπολογία του υπόχωρου είναι οι
τοµές των κλειστών υποσυνόλων του X µε το Y ,

• Η κλειστή ϑήκη ενός υποσυνόλου Z του Y ως προς την σχετική τοπολογία
είναι ίση µε την τοµή της κλειστής ϑήκης του Z µε το Y .

1.1εʹ Βάσεις Περιοχών

• Γειτονιά ενός σηµείου x ενός τοπολογικού χώρου (X, T ) καλείται ένα
σύνολο X για το οποίο υπάρχει U ∈ T µε U ⊆ V µε x ∈ U . Αν µια γειτονιά
ενός σηµείου x είναι ανοιχτό σύνολο ϑα ονοµάζεται µια ανοιχτή γειτονιά
του x.

• Μια ϐάση περιοχών ενός σηµείου x ενός τοπολογικού χώρου (X, T ) είναι
ένα σύνολο U από υποσύνολα του X τέτοιο ώστε

(Β1) Κάθε U ∈ U είναι γειτονιά του x.

(Β2) Αν U1, U2 ∈ U , τότε υπάρχει U3 ∈ U µε U3 ⊆ U1 ∩ U2.

(Β3) Αν X ανοιχτό που περιέχει το x τότε υπάρχει U ∈ U µε U ⊆ V .

• ΄Ενας γενικός τρόπος κατασκευής τοπολογικών χώρων σε ένα σύνολοX είναι
σε κάθε στοιχείο x ∈ X να δοθεί µια οικογένεια Ux από υποσύνολα τουX τα
οποία να ικανοποιούν τα (Β1) και (Β2). Σε αυτή την περίπτωση ορίζουµε σα
ανοιχτό σύνολο να είναι ένα υποσύνολο A του X το οποίο έχει την ιδιότητα
για κάθε x ∈ A να υπάρχει κάποιο Ux ∈ Ux µε U ⊆ A. Με άλλα λόγια τα
ανοιχτά σύνολα είναι ενώσεις περιοχών των στοιχείων του.

• Η µέθοδος αυτή ϑα χρησιµοποιηθεί στην κατασκευή των τοπολογικών δια-
νυσµατικών χώρων ορίζοντας µια ϐάση περιοχών σε ένα µόνο στοιχείο, το 0.
Χοντρικά, αν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος και ϑεωρήσουµε µια ϐάση
περιοχών U0 του 0 που να έχει την επιπλέον ιδιότητα για κάθε U ∈ U0 να
υπάρχει V ∈ U0 µε V + V ⊆ U τότε σε κάθε στοιχείο x ∈ E ϑεωρούµε την
οικογένεια

Ux = x+ U0 = {x+ U : U ∈ U0}

σαν ϐάση περιοχών του x.
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1.1ϛʹ Συνεχείς Απεικονίσεις - οµοιοµορφισµοί

• Αν X, Y είναι τοπολογικοί χώροι (µε τοπολογίες TX και TY αντίστοιχα) ϑα
ονοµάζουµε µια συνάρτηση f : X → Y συνεχή σε ένα σηµείο x του X αν
για κάθε περιοχήX του f(x) υπάρχει µια περιοχή U του του x µε f(U) ⊆ V
ή ισοδύναµα αν το f−1(V ) είναι περιοχή του x. Με άλλα λόγια οι συνεχείς
απεικονίσεις στο x αντιστρέφουν τις περιοχές του f(x) σε περιοχές του x.

• Μια απεικόνιση f : X → Y ονοµάζεται συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε
σηµείο x ∈ X. Οι συνεχείς απεικονίσεις χαρακτηρίζονται από την ιδιότητα
ότι αντιστρέφουν τα ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά σύνολα ( ή ισοδύναµα αν
αντιστρέφουν τα κλειστά σύνολα σε κλειστά σύνολα).

• Μια απεικόνιση f : X → Y είναι συνεχής σε ένα σηµείο x ∈ X αν και µόνο
αν για κάθε δίκτυο (xi)i∈I το οποίο συγκλίνει στο x το δίκτυο (f(xi))i∈I
συγκλίνει στο f(x). Ο χαρακτηρισµός αυτός της συνέχειας (που αναφέρεται
και σαν αρχή της µεταφοράς) δεν ισχύει αν αντικαταστήσουµε τα δίκτυα µε
ακολουθίες. Ισχύει στην περίπτωση που οι χώροι είναι µετρικοί χώροι.

• Μια απεικόνιση f : X → Y λέγεται ένας οµοιοµορφισµός αν είναι 1-1,
επί, συνεχής και η f−1 : Y → X είναι επίσης συνεχής.

• Αν X, Y είναι τοπολογικοί χώροι και υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός f :
X → Y ϑα λέµε ότι ο X είναι οµοιοµορφικός µε τον Y και ϑα γράφουµε
X ' Y . Φανερά

– X ' X.

– Αν X ' Y τότε Y ' X.

– Αν X ' Y και Y ' Z τότε X ' Z.

1.1ζʹ Συµπάγεια - Τοπική συµπάγεια

• Μια οικογένεια από σύνολα λέγεται µια κάλυψη ενός συνόλου αν τοX είναι
υποσύνολο της ένωσης των στοιχείων της οικογένειας.

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος X λέγεται συµπαγής αν για κάθε οικογένεια α-
πό ανοιχτά σύνολα που καλύπτουν το X αρκεί πεπερασµένο πλήθος από
στοιχεία της οικογένειας για να καλύψουν τον X.

• ΄Ενα υποσύνολο K ενός τοπολογικού χώρου λέγεται συµπαγές αν αν για
κάθε οικογένεια από ανοιχτά σύνολα που καλύπτουν το K αρκεί πεπερα-
σµένο πλήθος από στοιχεία της οικογένειας για να καλύψουν τον K. Είναι
εύκολο να δούµε ότι το K είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι συµπαγής
χώρος σαν υπόχωρος του X.

• Αν X, Y είναι τοπολογικοί χώροι και f : X → Y συνεχής τότε για κάθε
συµπαγές υποσύνολοK του X ισχύει ότι το f(K) είναι συµπαγές. Με άλλα
λόγια οι συνεχείς απεικονίσεις µεταφέρουν τα συµπαγή σε συµπαγή ενώ δεν
µεταφέρουν γενικά τα κλειστά σε κλειστά.
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• ΄Ενας τοπολογικός χώρος λέγεται τοπικά συµπαγής αν κάθε σηµείο του έχει
µια περιοχή που είναι συµπαγές σύνολο. Φανερά κάθε συµπαγής χώρος
είναι τοπικά συµπαγής. Οι χώροι Rn είναι όλοι τοπικά συµπαγείς αλλά όχι
συµπαγείς.

• ΄Ενα υποσύνολο του Rn (και γενικά ενός χώρου Banach πεπερασµένης διά-
στασης) είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι κλειστό και ϕραγµένο.

• Σε ένα χώρο Banach η κλειστή µοναδιαία µπάλα του (και γενικά κάθε µπά-
λα του) είναι συµπαγές σύνολο αν και µόνο αν ο χώρος έχει πεπερασµένη
διάσταση.

Συνεπώς, ένας χώρος Banach είναι τοπικά συµπαγής αν και µόνο αν έ-
χει πεπερασµένη διάσταση. Συνεπώς τα κλειστά και ϕραγµένα υποσύνολα
απειροδιάστατων χώρων Banach δεν είναι απαραίτητα συµπαγή.

• Η σηµασία των τοπικά συµπαγών χώρων έγκειται στο ότι είναι η γενικότερη
κατηγορία τοπολογικών χώρων στην οποία µπορούµε να έχουµε µια ϑεωρία
µέτρου και ολοκλήρωσης ανάλογη µε την ϑεωρία του Lebesgue στο R.

1.1ηʹ Τοπολογία Γινόµενο

• Αν δοθούν δύο τοπολογικοί χώροι X1 και X2 είναι χρήσιµο ϑα ορίσουµε
µια τοπολογία στο καρτεσιανό γινόµενο X1×X2. ΄Εστω (x1, x2) ∈ X1×X2.
΄Ενα υποσύνολο U τουX1×X2 ϑα ονοµάζεται περιοχή (x1, x2) αν υπάρχουν
περιοχές U1 του x1 και U2 του x2 µε U1×U2 ⊆ U . Με άλλα λόγια ορίζουµε
µια ϐάση περιοχών του (x1, x2) ως εξής : Επιλέγουµε µια ϐάση περιοχών U1
του x1 και µια ϐάση περιοχών U2 του x2 και ϑεωρούµε σαν ϐάση περιοχών
του (x1, x2) να είναι η οικογένεια

U = {U1 × U2 : U1 ∈ U1, U2 ∈ U2}

• ΄Ενας ισοδύναµος ορισµός της τοπολογίας αυτής είναι να ορίσουµε ότι ένα
υποσύνολοA του είναι ανοιχτό αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο (x1, x2) ∈ A
υπάρχει ένα ανοιχτό σύνολοA1 στονX1 µε x1 ∈ A1 και υπάρχει ένα ανοιχτό
σύνολο A2 στον X2 µε x2 ∈ A2 ώστε A1 ×A2 ⊆ A.

• Η τοπολογία αυτή που ορίζουµε στο καρτεσιανό γινόµενο X1 × X2 µέσω
των αντίστοιχων τοπολογιών των X1, X2 λέγεται τοπολογία γινόµενο του
X1×X2. Ο ορισµός αυτός επεκτείνεται µε προφανή τρόπο και σε καρτεσιανό
γινόµενο πεπερασµένου πλήθους τοπολογικών χώρων.

• Αν (Xi)i∈I είναι µια άπειρη οικογένεια από σύνολα είναι το σύνολο

∏
i∈I

Xi =

{
f : I →

⋃
i∈I

Xi : f(i) ∈ Xi

}

Αν (Xi)i∈I είναι µια άπειρη οικογένεια από τοπολογικούς χώρους το καρ-
τεσιανό γινόµενο

∏
i∈I

Xi γίνεται τοπολογικός χώρος ως εξής : Για κάθε πεπε-
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ϱασµένο σύνολο J ⊆ I και κάθε f ∈
∏
i∈I

Xi ϑεωρούµε το

U(f, J) =

{
g ∈

∏
i∈I

Xi : g(i) = f(i) αν i ∈ J

}

Θεωρούµε τα σύνολα U(f, J) σαν ϐάση περιοχών της f . Τότε παράγεται µια
τοπολογία στο

∏
i∈I

Xi η οποία λέγεται η τοπολογία γινόµενο στο
∏
i∈I

Xi. Τα

ανοιχτά σύνολα της τοπολογίας είναι ενώσεις από σύνολα της µορφής

∏
i∈I

Ai =

{
f : I →

⋃
i∈I

Xi : f(i) ∈ Ai

}

µε το Ai ανοιχτό υποσύνολο του χώρου Xi και Ai 6= Xi ισχύει µόνο για
πεπερασµένο πλήθος δεικτών.

• Το παρακάτω Θεώρηµα είναι ιδιαίτερα σηµαντικό για την συναρτησιακή
ανάλυση:

Θεώρηµα 1.1.1 (Θεώρηµα του Tychonoff ). Το γινόµενο συµπαγών χώρων
είναι συµπαγής χώρος.

1.1θʹ ∆ιαχωριστικά Αξιώµατα

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα λέγεται ένας T1-τοπολογικός χώρος αν τα µο-
νοσύνολα είναι κλειστά σύνολα.

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα λέγεται ένας T2-τοπολογικός χώρος ή ένας
Hausdorff χώρος αν για δύο οποιαδήποτε x, y ∈ X µε x 6= y υπάρχουν
ανοιχτά σύνολα U, V του X µε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅.

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα λέγεται ένας T3-τοπολογικός χώρος αν για δύο
οποιαδήποτε x ∈ X και K κλειστό υποσύνολο του X µε x 6∈ K υπάρχουν
ανοιχτά σύνολα U, V του X µε x ∈ U , K ⊆ V και U ∩ V = ∅.

• ΄Ενας τοπολογικός χώρος ϑα λέγεται ένας T4-τοπολογικός χώρος (ή nor-
mal)αν για δύο οποιαδήποτε µη κενά κλειστά υποσύνολα K,L του X µε
K ∩ L = ∅ υπάρχουν ανοιχτά σύνολα U, V του X µε K ⊆ U , L ⊆ V και
U ∩ V = ∅.

1.1ιʹ Ασθενείς Τοπολογίες

• Σε ένα σύνολο X µπορούν να οριστούν πολλές τοπολογίες. ∆ύο είναι οι
ακραίες (και χωρίς ενδιαφέρον ) περιπτώσεις :

– Η χονδροειδής τοπολογία, στην οποία τα ανοιχτά είναι µόνο το X και
το ∅.

– Η διακριτή τοπολογία, στην οποία τα ανοιχτά είναι όλα τα υποσύνολα
του X.

Επίσης παρατηρείστε ότι η τοµή τοπολογιών είναι επίσης τοπολογία.
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• ΄Ενας τρόπος να ορίζουµε τοπολογίες σε ένα σύνολο X είναι να ϑεωρήσουµε
µια οικογένεια (fi)i∈I από συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού τον X και τιµές
σε ένα τοπολογικό χώρο Y (συνήθως Y = R ή Y = C). Υπάρχει τουλάχιστον
µια τοπολογία στο X ως προς την οποία όλες οι fi γίνονται συνεχείς συναρ-
τήσεις. Αυτή είναι η διακριτή τοπολογία τd = ℘(X). Η διακριτή τοπολογία
δεν είναι πρακτική, έχει πάρα πολλά ανοιχτά σύνολα (τα έχει όλα ανοιχτά).
Ενδιαφερόµαστε για την ασθενέστερη.

1.2 Τοπολογικοί Γραµµικοί χώροι

΄Ενας γραµµικός χώρος X ϑα ϑεωρείται πάνω στο σώµα K όπου K = C ή K = R.
Σε κάθε περίπτωση το σώµα ϑα ϑεωρείται εφοδιασµένο µε την συνήθη τοπολογική
δοµή του.

΄Ενα σύνολο X ϑα λέγεται ένας τοπολογικός γραµµικός χώρος αν

(i) Το X είναι ένας γραµµικός χώρος πάνω στο σώµα K.

(ii) Το X είναι ένας Hausdorff τοπολογικός χώρος ως προς µια τοπολογία T .

(iii) Α απεικόνιση (x, y) 7→ x+ y είναι συνεχής σαν απεικόνιση από τον X ×X
στον X, όπου ο X ×X ϑεωρείται εφοδιασµένος µε την τοπολογία γινόµενο.

(iv) Η απεικόνιση (λ, x) 7→ λx είναι συνεχής σαν απεικόνιση από τον K × X
στον X, όπου ο X ϑεωρείται εφοδιασµένος µε την τοπολογία του T και ο
K×X µε την τοπολογία γινόµενο.

Ορισµός 1.2.1. Αν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος, λ ∈ K και a ∈ E οι
απεικονίσεις Dλ : E → E και Ta : E → E που ορίζονται από

Dλ(x) = λx, Da(x) = x+ a

ονοµάζονται η διαστολή (dilation) κατά λ και η µεταφορά (translation) κατά a
αντίστοιχα.

Οι απεικονίσεις Dλ, Ta είναι γραµµικές 1-1 και επί απεικονίσεις µε αντίστρο-
ϕες απεικονίσεις τις D 1

λ
και T−a αντίστοιχα.

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω X να είναι ένας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος. Οι
διαστολές και οι µεταφορές στον X είναι οµοιοµορφισµοί του X.

Η τοπολογική δοµή ενός τοπολογικού διανυσµατικού χώρου χαρακτηρίζεται
πλήρως από την δοµή των περιοχών του 0. Αυτό σηµαίνει ότι αν γνωρίζουµε µια
ϐάση περιοχών του 0 τότε γνωρίζουµε όλα τα ανοιχτά σύνολα του χώρου. Πιο
συγκεκριµένα

Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω X να είναι ένας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος. Αν U
είναι µια περιοχή του 0 τότε για κάθε x ∈ X το σύνολο x + U είναι περιοχή του x.
Επιπλέον αν U(0) είναι µια ϐάση περιοχών του 0 τότε το

U(x) = {x+ U : U ∈ U(0)}
είναι µια ϐάση περιοχών του x.

Πρόταση 1.2.4. ΄Εστω X να είναι ένας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος κσι
U(0) είναι µια ϐάση περιοχών του 0. ΄Ενα υποσύνολο A τουX είναι ανοιχτό αν και
µόνο αν για κάθε x ∈ A υπάρχει U ∈ U µε x+ U ⊆ A.



8 · Βασικές ΄Εννοιες

1.2αʹ Γεωµετρικές ΄Εννοιες

• Σε ένα διανυσµατικό χώρο πάνω στο R ή το C µπορούµε να ορίσουµε την
έννοια του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα δύο σηµεία x, y σαν το
σύνολο

xy = {λx+ (1− λy) : λ ∈ [0, 1]}

΄Ενα υποσύνολο M ενός διανυσµατικού χώρου X καλείται κυρτό, αν για
κάθε x, y ∈M το ευθύγραµµο τµήµα xy περιέχεται στοM δηλαδή λx+µy ∈
M , όπου λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ+ µ = 1.

• Οι τοµές κυρτών συνόλων είναι κυρτά σύνολο. Συνεπώς αν δοθεί µια οικογέ-
νεια F από υποσύνολα του διανυσµατικού χώρου X υπάρχει ένα ελάχιστο
κυρτό σύνολο που περιέχει όλα τα στοιχεία της οικογένειας F ο οποίος
συµβολίζεται είτε co[F ]΄ Συγκεκριµένα

co[F ] =
⋂¶

K : Kκυρτό σύνολο και
⋃
F ⊆ Y

©
Είναι εύκολο να δούµε ότι span[F ] αποτελείται από όλους τους κυρτούς
συνδυασµούς από διανύσµατα που ανήκουν σε κάποιο στοιχείο της F δη-
λαδή

co[F ] =

{
n∑
i=1

λixi : n ∈ N, λi ∈ [0, 1],
n∑
i=1

λi = 1, xi ∈
⋃
F

}

• ΄Ενα υποσύνολο M ενός διανυσµατικού χώρου X καλείται ισορροπηµένο,
αν 0 ∈ M και για λ ∈ K, µε |λ| ≤ 1, x ∈ M ισχύει ότι λx ∈ M. Αν ο
διανυσµατικός χώρος είναι επί του R τότε τα ισορροπηµένα σώµατα είναι
αυτά που είναι συµµετρικά και για κάθε x ∈ M το ευθύγραµµο τµήµα µε
άκρα x,−x περιέχεται και αυτό στο M .

• Τα συµµετρικά και τα ισορροπηµένα σύνολα δεν είναι απαραίτητα κυρτά.

• ΄Ενα υποσύνολο M ενός διανυσµατικού χώρου X καλείται απόλυτα κυρτό
αν είναι κυρτό και ισορροπηµένο, δηλαδή για κάθε x, y ∈M το λx+µy ∈M
, όπου |λ|+ |µ| ≤ 1.

• ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος επί του K και A, B υποσύνολα του X.
Θα λέµε ότι το A απορροφά το B αν υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε B ⊆ λA
για κάθε λ ∈ K µε |λ| ≥ δ. ΄Ενα υποσύνολο M ενός διανυσµατικού χώρου
X καλείται απορροφούν αν απορροφά κάθε σηµείο x ∈ E, δηλαδή αν για
κάθε x υπάρχει δ > 0 ώστε x ∈ λM για κάθε λ ∈ K µε |λ| ≥ δ.

1.2βʹ Τοπικά κυρτοί χώροι

• ΄Ενας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος καλείται τοπικά κυρτός αν υπάρ-
χει µία ϐάση περιοχών του 0 που αποτελείται από κυρτά σύνολα.

• Κάθε κυρτός χώρος X έχει µία ϐάση U γειτονιών του 0 µε τις εξής ιδιότητες :

(C1) Αν V1, V2 ∈ U , τότε υπάρχει V3 ∈ U µε V3 ⊆ V1 ∩ V2.
(C2) Αν V ∈ U και λ 6= 0, τότε λV ∈ U .
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(C3) Κάθε V ∈ U είναι απόλυτα κυρτό και απορροφούν.

Αντίστροφα: Αν X διανυσµατικός χώρος και U µια οικογένεια υποσυνόλων
του X που ικανοποιούν τις τρεις παραπάνω ιδιότητες, τότε υπάρχει µία
τοπολογία T στον X ώστε ο X να γίνεται κυρτός και το U να είναι ϐάση
περιοχών του 0.

1.2γʹ Ηµινόρµες

• Μια ηµινόρµα σε ένα γραµµικό χώρο X είναι µια απεικόνιση x 7→ p(x)
από τον X στο R η οποία ικανοποιεί τα παρακάτω:

(i) Για κάθε x ∈ X, p(x) ≥ 0.

(ii) Για κάθε λ ∈ K και κάθε x ∈ X ισχύει λx‖ = |λ| p(x)

(iii) Για κάθε x ∈ X και κάθε y ∈ X ισχύει p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

1.3 Χώροι µε νόρµα

Μια νόρµα σε ένα γραµµικό χώρο X είναι µια απεικόνιση x 7→ ‖x‖ από τον X
στο R η οποία ικανοποιεί τα παρακάτω:

(i) Για κάθε x ∈ X, ‖x‖ ≥ 0.

(ii) ‖x‖ = 0 αν και µόνο αν x = 0.

(iii) Για κάθε λ ∈ K και κάθε x ∈ X ισχύει λx‖ = |λ| ‖x‖

(iv) Για κάθε x ∈ X και κάθε y ∈ X ισχύει‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Για κάθε ακολουθία (xn)∞n=1 στοιχείων του X η ακολουθία (‖xn−xm‖)∞m,n=1

είναι µια διπλή ακολουθία. Η ακολουθία (xn)∞n=1 ϑα λέγεται Cauchy αν

lim
m,n→∞

‖xn − xm‖ = 0

Κάθε χώρος µε νόρµα στον οποίο οι ακολουθίες Cauchy συγκλίνουν λέγεται πλή-
ϱης.

Ορισµός 1.3.1. ΄Ενα χώρος Banach είναι ένας χώρος µε νόρµα που είναι πλήρης
ως προς την µετρική που ορίζει η νόρµα του. Με άλλα λόγια ένας χώρος µε νόρµα
(X, ‖ · ‖) είναι πλήρης αν κάθε ακολουθία (xn)∞n=1 στοιχείων του X που έχει την
ιδιότητα lim

m,n→+∞
‖xn − xm‖ → 0 συγκλίνει.

1.3αʹ Σειρές, απόλυτη σύγκλιση και πληρότητα

• Αν δοθεί µια ακολουθία (xn)∞n=1 στοιχείων του X ϑεωρούµε την ακολουθία

(Sn)∞n=1 µε Sn =
n∑
i=1

xn η οποία ονοµάζεται και σειρά και συµβολίζεται µε

+∞∑
n=1

xn.
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• Αν x = limn→∞ Sn ϑα λέµε ότι η σειρά συγκλίνει και ϑα γράφουµε x =
+∞∑
n=1

xn.

• Λέµε ότι µια σειρά
+∞∑
n=1

xn συγκλίνει απόλυτα αν
+∞∑
n=1

‖xn‖ < +∞.

• Το ακόλουθο κριτήριο πληρότητας ενός χώρου µε νόρµα παρά την απλή
απόδειξή του είναι σηµαντικό σε πολλές περιπτώσεις :

Πρόταση 1.3.2. ΄Ενας χώρος µε νόρµα είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε
απόλυτα συγκλίνουσα σειρά είναι συγκλίνουσα.

1.3βʹ Τελεστές µεταξύ χώρων µε νόρµα

• Η παρακάτω πρόταση χαρακτηρίζει τις συνεχείς και γραµµικές απεικονίσεις
µεταξύ χώρων µε νόρµα.

Πρόταση 1.3.3. ΄Εστω X, Y δύο χώροι µε νόρµα. Αν T : X → Y είναι µια
γραµµική απεικόνιση τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) Η T είναι συνεχής στο 0.

(ii) Η T είναι συνεχής.

(iii) Η T είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(iv) Η T είναι ϕραγµένη µε την έννοια ότι η εικόνα της µοναδιαίας µπάλας
του B (και κατά συνέπεια κάθε ϕραγµένου υποσυνόλου του H ) είναι
ϕραγµένο σύνολο.

• Αν X, Y είναι δύο χώροι µε νόρµα µε B(X,Y ) συµβολίζουµε το σύνολο
όλων των γραµµικών απεικονίσεων T : X → Y . Αν T ∈ B(X,Y ) ϑέτουµε

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}

Η ‖ · ‖ είναι νόρµα που λέγεται νόρµα τελεστών (operator norm).

• Ο γραµµικός χώρος B(X,Y ) είναι χώρος µε νόρµα ως προς την νόρµα ‖ · ‖
και για να είναι πλήρης (χώρος Banach) αρκεί ο Y να είναι χώρος Banach.

• Αν X = Y ϑα γράφουµε B(X) αντί του B(X,X). Από τα προηγούµενα ο
B(X) είναι χώρος µε νόρµα και είναι χώρος Banach αν ο X είναι χώρος
Banach. Στον χώρο B(X) ορίζεται και µια επιπλέον πράξη (S, T ) 7→ ST
που είναι η σύνθεση απεικονίσεων

ST (x) = S(Tx)

Αν S, T,R ∈ B(X) ισχύουν τα εξής

(i) S(T +R) = ST + SR

(ii) (T +R)S = TS +RS

(iii) S(TR) = (ST )R

(iv) ‖ST‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖.



Κεφάλαιο 2

Φασµατική ϑεωρία και
άλγεβρες Banach

2.1 ΄Αλγεβρες τελεστών σε χώρους Hilbert και άλγεβρες Ba-
nach

Στην παράγραφο αυτή, ϑα ϑεωρήσουµε κάποιες ϐασικές έννοιες που σχετίζονται
µε την άλγεβρα των τελεστών ενός χώρου Hilbert. Θα συµβολίζουµε µε H ένα
µιγαδικό διαχωρίσιµο χώρο Hilbert και µε 〈·, ·〉 το εσωτερικό του γινόµενο.

΄Ενας γραµµικός τελεστής στον H είναι µια απεικόνιση T : X → H που
είναι ορισµένη σε ένα γραµµικό υπόχωρο X του H και έχει την ιδιότητα

T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y)

για οποιαδήποτε x, y ∈ H και λ, µ ∈ C. Ο υπόχωρος X ονοµάζεται το πεδίο
(domain) του T και συµβολίζεται µε Dom(T ). Το σύνολο τιµών του T ονοµάζεται
η έκταση (range) του T και συµβολίζεται Ran(T ).

Λήµµα 2.1.1. ΄Εστω T : H → H ένας γραµµικός τελεστής. Τα παρακάτω είναι
ισοδύναµα.

(i) T = 0

(ii) Για κάθε x, y ∈ H , 〈Tx, y〉 = 0.

(iii) Για κάθε x ∈ H , 〈Tx, x〉 = 0.

Απόδειξη. Φανερά το (1) συνεπάγεται το (2) και το (2) το (3).
Το ότι το (2) συνεπάγεται το (1) προκύπτει ως εξής : αν για κάθε x, y ∈ H, 〈Tx, y〉 =
0 τότε για κάθε x, ‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 0 και συνεπώς Tx = 0. Παρατηρείστε ότι
δεν χρειάστηκε εδή η υπόθεση ότι ο T είναι γραµµικός.
Αρκεί συνεπώς να δείξουµε ότι το (3) συνεπάγεται το (2). Υποθέτουµε ότι για κάθε
x ∈ H, 〈Tx, x〉 = 0. Τότε

0 = 〈T (x+ y), x+ y〉 = 〈T (x), x〉+ 〈T (x), y〉+ 〈T (y), x〉+ 〈T (y), y〉
= 〈T (x), y〉+ 〈T (y), x〉



12 · Φασµατική ϑεωρία και άλγεβρες Banach

Ορισµός 2.1.2. Με τον όρο (µιγαδική) άλγεβρα εννοούµε µια τριάδα (A,+, ·),
όπου το (A,+) είναι µιγαδικός γραµµικός χώρος και (·) µια επιπλέον πράξη
(x, y) ∈ A×A 7→ xy ∈ A που ικανοποιεί τα παρακάτω:

(i) (∆ιγραµµικότητα): Για λ, µ ∈ C και x, y, z ∈ A ισχύουν :

• (λx+ µy)z = λ(xz) + µ(yz)

• x(λy + µz) = λ(xy) + µ(xz)

(ii) (Προσεταιριστικότητα): x(yz) = (xy)z.

Σηµειώνουµε ότι στο B(H) η αντίστοιχη πράξη, είναι η σύνθεση γραµµικών
τελεστών, όπως ορίστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

Ορισµός 2.1.3.

• ΄Ενα στοιχείο 1 ∈ A λέγεται µονάδα αν για κάθε a ∈ A ισχύει ότι a · 1 =
1 · a = a.

• Εάν µια άλγεβρα (A,+, ·) έχει µονάδα 1 τότε αυτή είναι µοναδικά ορισµένη
και η άλγεβρα ονοµάζεται άλγεβρα µε µονάδα.

• Μια µεταθετική άλγεβρα είναι µια άλγεβρα στην οποία η πράξη (·) είναι
µεταθετική δηλαδή για κάθε x, y ∈ A ισχύει xy = yx.

Ορισµός 2.1.4. Μια άλγεβρα µε νόρµα είναι ένα Ϲεύγος (A, ‖·‖), όπουA άλγεβρα
και ‖ · ‖ : A → [0,+∞) η νόρµα που σχετίζεται µε την πράξη του πολλαπλασιασµού
ως εξής :

‖xy‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖,

για κάθε x, y ∈ A.

Η παραπάνω ιδιότητα συνεπάγεται το γεγονός ότι η πράξη

(x, y) 7→ xy

είναι συνεχής σαν απεικόνιση από το B(H)×B(H) στον B(H).

Ορισµός 2.1.5. Αν ο χώρος A είναι χώρος Banach και άλγεβρα µε νόρµα τοτε
ονοµάζεται άλγεβρα Banach .

Παρατήρηση 2.1.6. ΄Ενας γραµµικός χώρος µε νόρµαX είναι χώρος Banach αν
και µόνο αν για κάθε ακολουθία στοιχείων xn ∈ E που ικανοποιεί∑
n∈N ‖xn‖ < +∞, υπάρχει στοιχείο y ∈ E τέτοιο ώστε

lim
n→∞

‖y − (x1 + ...+ xn)‖ = 0.
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Παράδειγµα 2.1.7. ΄Εστω X χώρος Banach και A η άλγεβρα B(E). ΄Εστω x · y
το γινόµενο ορισµένο στην A. Η A είναι µοναδιαία άλγεβρα για την οποία ισχύει
‖1‖ = 1 και είναι πλήρης χώρος γιατί ο X είναι πλήρης. ΄Αρα, η A είναι άλγεβρα
Banach .

Παράδειγµα 2.1.8. ΄Εστω X συµπαγής χώρος Hausdorff και έστω C(X) η µονα-
διαία άλγεβρα όλων των συνεχών συναρτήσεων επί του C ορισµένων στον X µε τις
πραξεις :

(fg)(x) = f(x)g(x)

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

Με τη νόρµα ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ X} η C(X) γίνεται µεταθετική µοναδιαία
άλγεβρα Banach , αφού

‖fg‖ = sup{|fg| : x ∈ X}
≤ sup{|f(x)| : x ∈ X} · sup{|g(x)| : x ∈ X}
= ‖f‖ · ‖g‖ για f, g ∈ C(X).

Παράδειγµα 2.1.9. ΄Εστω το σύνολο D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} ο κλειστός µοναδιαίος
δίσκος και έστω A ≤ C(D) µε

A = {f ∈ C : f ∈ int(D), fαναλυτική }

δηλαδή το σύνολο των συναρτήσεων που είναι συνεχείς σε όλο το D και παραγωγί-
σιµες στο εσωτερικό του.
Η A είναι µοναδιαία υπάλγεβρα του C(D), (‖1‖ = 1). Θα δείξουµε ότι είναι και
κλειστό σύνολο.
Αν {fn}n∈N ακολουθία συναρτήσεων της A µε fn −→ f , τότε

f |int(D) = lim
n→∞

fn|int(D).

Συνεπώς, η f παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του D άρα και αναλυτική. Τελικά, η A
είναι µεταθετική άλγεβρα Banach .

Παράδειγµα 2.1.10. ΄Εστω ο χώρος Banach

l1(Z) = {x = (xn)n∈(−∞,+∞) ∈ C :
∞∑

n=−∞
|xn| = ‖x‖}.

Αν ο l1(Z) ορισθεί ως άλγεβρα A µε την πράξη του πολλαπλασιασµού να είναι η
συνέλιξη

(x ∗ y)n =
∞∑

k=−∞

xkyn−k, x, y ∈ A
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τότε αυτή η άλγεβρα είναι µεταθετική µοναδιαία άλγεβρα Banach . Πράγµατι, είναι
µεταθετική διότι,

∞∑
k=−∞

xkyn−k = (xn) ∗ (yn)

= (yn) ∗ (xn)

=
∞∑

k=−∞

ykxn−k

Επίσης, η A είναι µοναδιαία αφού αν ορίσουµε ως µονάδα την ακολουθία

(en)n∈(−∞,+∞) = (0, 0, ..., 1, 0, 0, ...)

µε en = 1 για n = 0, αλλιώς en = 0, τότε

xn =
∞∑

k=−∞

xken−k

Θα δείξουµε ότι η A είναι άλγεβρα Banach :

‖(x ∗ y)n‖ =
∑
n

|(x ∗ y)n|

<
∑
n

∑
m

|xm| · |yn−m|

=
∑
m

|xm| ·
∑
n

|yn−m|

=
∑
m

|xm| · ‖y‖

= ‖x‖ · ‖y‖

Συνεπώς, (x ∗ y)n ∈ l1(Z), άρα η A είναι άλγεβρα Banach .

Παράδειγµα 2.1.11. ΄Εστω ο χώρος Banach L1(R). Ως µετρική ορίζεται να είναι
η

d(f, g) =

∫ ∞
−∞
|f(x)− g(x)|dx.

Εδώ, η πράξη του πολλαπλασιασµού ορίζεται ως η συνέλιξη

f ∗ g =

∫ ∞
−∞

f(t)g(x− t)dt, f, g ∈ L1(R).

Από το Θεώρηµα του Fubini έχουµε ότι :

‖f ∗ g‖ ≤
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(t)||g(x− t)|dt dx

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(t)||g(x− t)|dx dt

= ‖f‖ · ‖g‖.
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΄Αρα, ο L1(R) είναι άλγεβρα Banach .
Θα δείξουµε ότι είναι µεταθετική άλγεβρα Banach :

f ∗ g =

∫ ∞
−∞

f(t)g(x− t)dt

=

∫ ∞
−∞

f(x− t)g(t)dt

= g ∗ f.

Παρατηρούµε ότι ο L1(R) δεν έχει µονάδα αλλά υπάρχει µια κατά προσέγγιση
κανονικοποιηµένη µονάδα υπό την έννοια ότι υπάρχει ακολουθία συναρτήσεων
en ∈ L1(R) που ικανοποιούν ‖en‖ = 1 για κάθε n µε την ιδιότητα

lim
n→∞

‖en ∗ f − f‖ = lim
n→∞

‖f ∗ en − f‖ = 0

Μια τέτοια ακολουθία µπορεί να είναι κάθε µη αρνητική ακολουθία του [−1n ,
1
n ] µε

ολοκλήρωµα ίσο µε 1.

Παράδειγµα 2.1.12. ΄Εστω Mn = Mn(C) η άλγεβρα όλων των τετραγωνικών
πινάκων επί του C. Η άλγεβρα αυτή έχει ως µονάδα τον µοναδιαίο πίνακα και
µπορεί να γίνει πεπερασµένη άλγεβρα Banach µε τη νόρµα

‖(aij)‖ =
n∑

i,j=1

|aij |.

Τότε το ταυτοτικό στοιχείο έχει νόρµα n.
Επίσης, η Mn µπορεί να γίνει άλγεβρα Banach εάν τη ϑεωρήσουµε ως B(E),

όπου X n-διάστατος χώρος Banach . Τότε, το ταυτοτικό στοιχείο έχει νόρµα 1.

Ορισµός 2.1.13. ΄Εστω B η σ-άλγεβρα που δηµιουργείται µε την τοπολογία µιας
τοπικά συµπαγούς οµάδας G. Μέτρο Borel ονοµάζεται το µ : B → [0,∞].

Ορισµός 2.1.14. Μέτρο Radon είναι ένα µέτρο Borel που ικανοποιεί τις :

• Για κάθε K συµπαγές, το µ(K) <∞

• Για κάθε E ∈ B, µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E,Kσυµπαγές}

Θεώρηµα 2.1.15. Για κάθε τοπικά συµπαγή οµάδαG υπάρχει µη- µηδενικό µέτρο
Radon στην G που παραµένει αναλλοίωτο κατά τις αριστερές µεταφορές, δηλαδή

µ(x · E) = µ(E)

για κάθε E Borel σύνολο, για κάθε x ∈ G. Το µέτρο αυτό ονοµάζεται µέτρο Haar.
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Παράδειγµα 2.1.16. ΄ΕστωG τοπολογικός χώρος µε την τοπικά συµπαγή τοπολογία
Hausdorff. Τότε οι απεικονίσεις (x, y) ∈ G × G 7→ xy ∈ G και x 7→ x−1 είναι
συνεχείς. ΄Εστω µ το αριστερό µέτρο Haar σε µια τοπικά συµπαγή οµάδα G. Η
γραµµική οµάδα της G είναι ο χώρος L1(G) των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων
f : G→ C µε τη νόρµα

‖f‖ =

∫
G

|f(x)|dµ(x)

και την πράξη του πολλαπλασιασµού ως τη συνέλιξη

f ∗ g =

∫
G

f(t)g(t−1x)dt, x ∈ G

Τότε, f ∗ g ∈ L1(G) και ‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖ · ‖g‖, για κάθε f, g ∈ L1(G), άρα είναι
άλγεβρα Banach . Επίσης, είναι µεταθετική αν και µόνο αν η G είναι µεταθετική
οµάδα και έχει µονάδα αν και µόνο αν η G είναι διακριτή οµάδα. ∆ιακριτή οµάδα
ονοµάζεται µια οµάδα µε τη διακριτή τοπολογία, δηλαδή µια τοπολογία στην οποία
κάθε υποσύνολό της είναι ανοικτό.

΄Ενα παράδειγµα µη µεταθετικής group άλγεβρας είναι η ax + b οµάδα που
δηµιουργείται από διαστολές και µεταφορές στους πραγµατικούς αριθµούς. Μια
διαστολή είναι µια απεικόνιση x 7→ ax, για a ∈ R− {0} και µια µεταφορά είναι
µια απεικόνιση x 7→ b + x, για b ∈ R. Το σύνολο των διαστολών το ονοµάζουµε
Da και το σύνολο των µεταφορών Tb. Τα δύο αυτά σύνολα παράγουν την ax + b
οµάδα, έστω G, µε απεικόνιση T, x 7→ ax+ b ορισµένη στο R και a, b στοιχεία της
οµάδας. Η οµάδα G είναι άλγεβρα µε πράξη τη σύνθεση πινάκων, δηλαδή εάν
T1(x) = a1x+ b1 και T2(x) = a2x+ b2 τότε

T1T2(x) = a1(a2x+ b2) + b1 = (a1a2)x+ (a1b2 + b1).

Σηµειώνουµε ότι µονάδα της άλγεβρας είναι ο T0 = x + 0 = x, δηλαδή ο µονα-
διαίος πίνακας.

Θα δείξουµε ότι η G είναι ισοµορφική µε την οµάδα των 2 × 2 τετραγωνικών
πινάκων της µορφής Ö

a b

0
1

a

è
όπου a, b ∈ R, a > 0 µε τη σχετική τοπολογία.
Αν ϑεωρήσουµε απεικόνισηÅ

a b
0 1

a

ã
−→
Å
a2 ab
0 1

ã
ο ισοµορφισµός προκύπτει εφαρµόζοντας a2x + b = a(ax + b

a ) στη σύνθεση
των

T1 =

Å
a1 b1
0 1

a1

ã
T2 =

Å
a2 b2
0 1

a2

ã
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΄Εχουµε ότι,

(a21x+ b1) ◦ (a22x+ b2) = a21(a22x+ b2) + b1

= (a21a
2
2)x+ a21b2 + b1

και

a1(a1x+
b1
a1

) ◦ a2(a2x+
b2
a2

) = a1a2(a1x+
b1
a1a2

) ◦ (a2x+
b2
a2

)

= a1a2(a1a2x+
a21b2 + b1
a1a2

)

= (a21a
2
2)x+ a21b2 + b1

Παρατηρούµε ότι T1T2 6= T2T1 δηλαδή η άλγεβρα δεν είναι µεταθετική.

2.2 Κανονική Αναπαράσταση

΄Εστω A άλγεβρα Banach . Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η πράξη του πολλα-
πλασιασµού είναι από κοινού συνεχής συνάρτηση, δηλαδή

lim
(x,y)→(x0,y0)

‖xy − x0y0‖ = 0,

για κάθε x0, y0 ∈ A το οποίο προκύπτει ως εξής :

‖xy − x0y0‖ = ‖xy − x0y + x0y − x0y0‖ ≤ ‖x− x0‖‖y‖+ ‖x0‖‖y − y0‖ −→ 0.

΄Εστω τώρα A άλγεβρα επί του C που είναι ταυτόχρονα χώρος Banach µε
κάποια νόρµα ώστε ο πολλαπλασιασµός να είναι χωριστά συνεχής συνάρτηση,
δηλαδή αν για κάθε x ∈ A οι xx0 και x0x είναι συνεχείς. Γράφουµε

‖xx0‖ ≤M · ‖x‖ και ‖x0x‖ ≤M · ‖x‖,

για κάποια σταθερά M που εξαρτάται από το x0.

Θεώρηµα 2.2.1. Θεώρηµα Banach- Steinhaus
΄ΕστωX χώρος Banach , Y χώρος µε νόρµα και (Tn)n∈N ακολουθία ϕραγµένων

γραµµικών τελεστών από τον X στον Y ώστε να υπάρχει το όριο της ακολουθίας
(Tn(x))n∈N, για κάθε x ∈ X. Αν ϑέσουµε T : X → Y µε

T (x) = lim
n
Tn(x),

τότε ο T είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής.

Λήµµα 2.2.2. Υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε

‖xy‖ ≤ c‖x‖‖y‖, x, y ∈ A

µε τον πολλαπλασιασµό να είναι χωριστά συνεχής συνάρτηση σε µια άλγεβρα A
επί του C.
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Απόδειξη. Ορίζουµε γραµµικό µετασχηµατισµό Lx : A → A για κάθε x ∈ A
ως Lx(z) = xz. Επειδή ο πολλαπλασιασµός είναι χωριστά συνεχής συνάρτηση,
πρέπει να υπάρχει σταθερά τέτοια ώστε η νόρµα ‖Lx‖ να είναι ϕραγµένη. ΄Εστω
η οικογένεια τελεστών {Lx : ‖x‖ ≤ 1}. Η οικογένεια αυτή είναι ένα σύνολο ϕραγ-
µένων τελεστών στην A και λόγω της σχέσης
‖xx0‖ ≤M · ‖x‖, M σταθερά , x0 ∈ A, είναι τοπικά ϕραγµένη. Τότε,

sup
‖x‖≤1

‖Lx‖ <∞,

για κάθε z ∈ A. Από το Θεώρηµα Banach- Steinhaus, προκύπτει ότι το σύνολο
{Lx : ‖x‖ ≤ 1} είναι ϕραγµένο οµοιόµορφα και έτσι, η Ϲητούµενη σταθερά c > 0
υπάρχει.

Ορισµός 2.2.3. ΄Ενας οµοµορφισµός µεταξύ δύο αλγεβρών A και B είναι µια
απεικόνιση f : A → B τέτοια ώστε για κάθε k ∈ K, για κάθε x, y ∈ A, όπου K
διανυσµατικός χώρος, να ισχύουν τα εξής :

• f(kx) = kf(x).

• f(x+ y) = f(x) + f(y)΄

• f(xy) = f(x)f(y).

Θεώρηµα 2.2.4. ΄Εστω A άλγεβρα επί του C µε µονάδα e, η οποία είναι επίσης
χώρος Banach , τέτοια ώστε ο πολλαπλασιασµός να είναι χωριστά συνεχής. Τότε
η απεικόνιση x ∈ A 7→ Lx ∈ B(A) ορίζει ισοµορφισµό από την A σε µια κλειστή
υπάλγεβρα του B(A) έτσι ώστε :

(i) Le = 1

(ii) Για κάθε x ∈ A, ‖e‖−1‖x‖ ≤ ‖Lx‖ ≤ c‖e‖‖x‖, c > 0.

Ειδικότερα, η νόρµα ‖x‖1 = ‖Lx‖ ορίζει µια ισοδύναµη νόρµα στην άλγεβραA που
γίνεται άλγεβρα Banach µε ‖e‖1 = 1.

Απόδειξη. Η απεικόνιση x ∈ A 7→ Lx είναι οµοµορφισµός αλγεβρών µε
Le = 1. Από το προηγούµενο Λήµµα έχουµε ότι,

‖Lxy‖ = ‖xy‖ ≤ c‖e‖‖x‖,

c > 0 και άρα, ‖Lx‖ ≤ c‖x‖. Επίσης,

‖Lx‖ ≥ ‖Lx(
e

‖e‖
)‖ =

‖x‖
‖e‖

.

Οπότε,
‖e‖−1‖x‖ ≤ ‖Lx‖.

Αφού από υπόθεση η νόρµα ‖x‖1 = ‖Lx‖ ορίζει µια ισοδύναµη νόρµα στην
άλγεβρα A και επειδή ο χώρος A είναι Banach , το σύνολο {Lx : x ∈ A} είναι
πλήρες, άρα και κλειστή υπάλγεβρα του B(A). Συνεπώς, ο οµοµορφισµός είναι
επί του B(A), δηλαδή είναι ισοµορφισµός από την A σε µια κλειστή υπάλγεβρα
του B(A).
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Ορισµός 2.2.5. Η απεικόνιση x ∈ A 7→ Lx ονοµάζεται κανονική αναπαράσταση
της A.

2.3 Η γενική γραµµική οµάδα της άλγεβρας

΄ΕστωA άλγεβρα Banach µε µονάδα 1 που ικανοποιεί ‖1‖ = 1 µε την κατάλληλη
νόρµα.

Ορισµός 2.3.1. ΄Ενα στοιχείο x ∈ A λέγεται αντιστρέψιµο αν υπάρχει στοιχείο y
τέτοιο ώστε xy = yx = 1.

Παρατήρηση 2.3.2. Αν στοιχείο x ∈ A είναι αριστερά και δεξιά αντιστρέψιµο, δη-
λαδή υπάρχουν στοιχεία y1, y2 ∈ A µε xy1 = y2x = 1, τότε το x είναι αντιστρέψιµο.
Πράγµατι παρατηρούµε ότι,

y2 = y2 · 1 = y2xy1 = 1 · y1 = y1.

Ορισµός 2.3.3. Το σύνολο όλων των αντιστρέψιµων στοιχείων της άλγεβρας A
ορίζεται να είναι το A−1. Μπορεί να γραφεί και GL(A).

Σηµειώνουµε ότι το A−1 έιναι οµάδα και ανοικτό σύνολο, όπως ϑα δείξουµε
παρακάτω.

Θεώρηµα 2.3.4. Εάν x στοιχείο τηςA µε ‖x‖ < 1, τότε το 1−x είναι αντιστρέψιµο
και ο αντίστροφος του δίνεται από την απόλυτα συγκλίνουσα σειρά Neumann

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + · · ·

Επίσης, ισχύουν τα εξής :

• ‖(1− x)−1‖ ≤ 1
1−‖x‖

• ‖1− (1− x)−1‖ ≤ ‖x‖
1−‖x‖

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ‖xn‖ ≤ ‖x‖n για κάθε n ∈ N. Μπορούµε να ορίσουµε
στοιχείο της A έστω z ως τη σειρά z =

∑∞
n=0 x

n, η οποία συγκλίνει απόλυτα.
΄Εχουµε ότι,

z(1− x) = (1− x)z = lim
N→∞

(1− x)
N∑
k=1

xk = lim
N→∞

(1− xN+1) = 1

Οπότε, το στοιχείο 1− x είναι αντιστρέψιµο και ο αντίστροφός του είναι το z.
Οι ανισότητες προκύπτουν ως εξής :

‖z‖ ≤
∞∑
n=0

‖xn‖ ≤
∞∑
n=0

‖x‖n =
1

1− ‖x‖
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άρα,

‖(1− x)−1‖ ≤ 1

1− ‖x‖

Αφού

1− z = 1−
∞∑
n=0

xn = −
∞∑
n=1

xn = −xz,

ισχύει

‖1− z‖ ≤ ‖x‖ · ‖z‖ ≤ ‖x‖ · 1

1− ‖x‖
=

‖x‖
1− ‖x‖

.

Πόρισµα 2.3.5. Το σύνολο A−1 είναι ανοικτό στην άλγεβρα A και η απεικόνιση
x 7→ x−1 είναι συνεχής από το A−1 στο A−1.

Απόδειξη. Επιλέγουµε ένα αντιστρέψιµο στοιχείο, έστω x0 και ένα αυθαίρετο στοι-
χείο της A, έστω h. ΄Εχουµε ότι x0 + h = x0(1 + x−10 h). Εάν ‖x−10 h‖ < 1, τότε
από το προηγούµενο Θεώρηµα το στοιχείο x0 + h είναι αντιστρέψιµο. Πράγµατι,
αν ‖h‖ < ‖x−10 ‖−1, µε ‖h‖ πολύ µικρό, τότε

‖h‖ < 1

‖x−10 ‖
⇒ ‖x−10 ‖ · ‖h‖ <

‖x−10 ‖
‖x−10 ‖

= 1,

δηλαδή το x0 + h είναι αντιστρέψιµο και έτσι, το σύνολο A−1 είναι ανοικτό στην
άλγεβρα A. Για να δείξουµε ότι η απεικόνιση x 7→ x−1 είναι συνεχής από το A−1
στο A−1 εργαζόµαστε ως εξής :

(x0 + h)−1 − x−10 = [x0(1 + x−10 h)]−1 − x−10 = [(1 + +x−10 h)−1 − 1] · x−10 .

Συνεπώς για ‖h‖ < ‖x−10 ‖−1,

‖(x0 + h)−1 − x−10 ‖ ≤ ‖(1 + x−10 h)−1 − 1‖ · ‖x−10 ‖ ≤
‖x−10 h‖ · ‖x−10 ‖

1− ‖x−10 h‖
−→ 0,

όταν ‖h‖ → 0, δηλαδή η απεικόνιση x 7→ x−1 είναι συνεχής.

Πόρισµα 2.3.6. Το σύνολο A−1 είναι τοπολογική οµάδα µε τη σχετική τοπολογία
και ισχύουν τα εξής :

• (x, y) ∈ A−1 ×A−1 7→ xy ∈ A−1 είναι συνεχής,

• x ∈ A−1 7→ x−1 ∈ A−1 είναι συνεχής.
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2.4 Το ϕάσµα ενός τελεστή

Το σύνολο όλων των ϕραγµένων τελεστών συµβολίζεται B(H) και είναι χώρος Ba-
nach ως προς τη νόρµα του τελεστή .

΄Εστω A,B ∈ B(H) µε AB ∈ B(H) και ικανοποιούν τους νόµους :

• A(B + C) = AB +AC

• (A+B)C = AB +BC

Θεώρηµα 2.4.1. Για κάθε τελεστή A ∈ B(H) τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Για καθε y ∈ Hυπάρχει µοναδικό x ∈ H τέτοιο ώστε Ax = y

(ii) Υπάρχει τελεστής B ∈ B(H) τέτοιο ώστε AB = BA = 1

Απόδειξη. (i)⇒ (ii) Από υπόθεση ο A είναι αντιστρέψιµος σαν γραµµικός µετα-
σχηµατισµός του διανυσµατικού χώρου H. Θεωρούµε τον αντίστροφο του A,B :
H → H. Τα γραφήµατα των A και B σχετίζονται µεταξύ τους ως εξής :

G(B) = {(x,Bx), x ∈ H} = {(Ay, y), y ∈ H} ⊆ H ⊕H

. Αφού το {(Ay, y), y ∈ H} είναι κλειστό στο H ⊕H λόγω της συνέχειας του A,
προκύπτει ότι και το γράφηµα του B είναι κλειστό. Συνεπώς, από το Θεώρηµα
Κλειστού Γραφήµατος ο τελεστής B είναι ϕραγµένος, δηλαδή B ∈ B(H).

Ορισµός 2.4.2. ΄Εστω A ∈ B(H).

• Ο A λέγεται αντιστρέψιµος αν υπάρχει τελεστής B ∈ B(H) τέτοιος ώστε
AB = BA = 1.

• Το ϕάσµα του A είναι το σύνολο σ(A), όλων των λ ∈ C για τα οποία ο
A− λ1 είναι µη-αντιστρέψιµος.

• Το συµπλήρωµα C \ σ(A) του συνόλου σ(A) ϑα συµβολίζεται µε ρ(A) ϑα
ονοµάζεται το επιλύον σύνολο του A.

• ΄Εστω µη µηδενικό διάνυσµα x ∈ H µε Tx = λx για T ∈ B(H), λ ∈ C. Το
λ ονοµάζεται ιδιοτιµή µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα x.

• Το σύνολο όλων των ιδιοτιµών του T ϑα συµβολίζεται µε σp(T ), είναι υπο-
σύνολο του σ(T ) και ονοµάζεται το σηµειακό ϕάσµα του T .

2.5 Το ϕάσµα ενός στοιχείου µιας άλγεβρας Banach

ΘεωρούµεA την άλγεβραB(E) όλων των ϕραγµένων τελεστών ενός χώρου Banach
X ως µοναδιαία άλγεβρα Banach µε ‖1‖ = 1.

Ορισµός 2.5.1. Για κάθε στοιχείο x ∈ A, το ϕάσµα του x ορίζεται να είναι το
σύνολο

σ(x) = {λ ∈ C : x− λ1 /∈ A−1}
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Πρόταση 2.5.2. Για κάθε x ∈ A, το ϕάσµα σ(x) είναι κλειστό υποσύνολο του
δίσκου {z ∈ C : |z| ≤ ‖x‖}.

Απόδειξη. Το επιλύον σύνολο του σ(x) είναι το

C \ σ(x) = {λ ∈ C : x− λ1 ∈ A−1}.

Αφού το A−1 είναι ανοικτό και η απεικόνιση λ 7→ x − λ : C → A είναι συνεχής,
το σ(x) πρέπει να είναι ανοικτό.
Αν λ ∈ C µε |λ| > ‖x‖, τότε x − λ = (−λ)(1 − λ−1x) και αφού ‖λ−1x‖ < 1,
το x − λ είναι αντιστρέψιµο, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει λ ∈ C µε
|λ| > ‖x‖ και λ ∈ σ(x), οπότε τελικά το το ϕάσµα είναι κλειστό υποσύνολο του
δίσκου.

Ορισµός 2.5.3. ΄ΕστωX χώρος µε νόρµα. ΄Ενα γραµµικό συναρτησοειδές στοX
είναι ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής ρ : X → R.

Ορισµός 2.5.4. • Μια µιγαδική συνάρτηση λέγεται ολόµορφη ή αναλυτική
σε ένα σύνολο D αν είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο ανοικτό σύνολο A που
περιέχει το D.

• Μια συνάρτηση λέγεται ακέραια εάν είναι αναλυτική σε όλο το C.

Θεώρηµα 2.5.5. Θεώρηµα Liouville Αν µια ακέραια συνάρτηση είναι ϕραγµένη
τότε είναι σταθερή.

Θεώρηµα 2.5.6. Θεώρηµα Hahn- Banach
΄Εστω X γραµµικός χώρος και συνάρτηση f : X → R µε τις ιδιότητες :

• f(x+ y) ≤ f(x) + f(y)

• f(λx) = λf(x)

για κάθε x, y ∈ X,λ ≥ 0. Αν ο Y είναι γραµµικός υπόχωρός του X και φ : Y → R
γραµµική συνάρτηση ώστε φ(x) ≤ f(x) για κάθε x ∈ Y, τότε υπάρχει ψ : X → R
γραµµική επέκταση της φ, ώστε ψ(x) ≤ f(x) για κάθε x ∈ X.

Πόρισµα 2.5.7. ΄Εστω X∗ = {f : X → C γραµµικές και συνεχείς}. Τότε για
x, y ∈ X µε x 6= y υπάρχει f ∈ X∗ ώστε f(x) 6= f(y), δηλαδή ο X∗ διαχωρίζει τα
σηµεία του. Επίσης, αν x 6= 0 τότε υπάρχει f ∈ X∗ µε f(x) 6= 0, δηλαδή για κάθε
f µε f(x) = 0, x = 0.

Θεώρηµα 2.5.8. Θεώρηµα του Gelfand

σ(x) 6= ∅ για κάθε x ∈ A.
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι αν σ(x) = ∅ τότε η συνάρτηση f(λ) = (x − λ)−1 µε
στοιχεία από την άλγεβρα A είναι µια ϕραγµένη ακέραια συνάρτηση που τείνει
στο 0 για λ→ 0.

Επειδή το σ(x) είναι κλειστό, ορίζουµε, για κάθε λ0 /∈ σ(x), το (x − λ)−1 µε
λ αρκούντως κοντά στο λ0.
Ισχυρισµός : Στην τοπολογία της A ισχύει ότι

lim
λ→λ0

1

λ− λ0
[(x− λ)−1 − (x− λ0)−1] = (x− λ0)−2.

Απόδειξη ισχυρισµού:

(x− λ)−1 − (x− λ0)−1 = (x− λ)−1(x− λ0)(x− λ0)−1

−(x− λ)−1(x− λ)(x− λ0)−1

= (x− λ)−1[(x− λ0)− (x− λ)](x− λ0)−1

= (λ− λ0)(x− λ)−1(x− λ0)−1

΄Αρα,
(x− λ)−1 − (x− λ0)−1

λ− λ0
= (x− λ)−1(x− λ0)−1.

Αλλά, αφού (x− λ)−1 −→ (x− λ0)−1 για λ→ λ0,

lim
λ→λ0

1

λ− λ0
[(x− λ)−1 − (x− λ0)−1] = (x− λ0)−1(x− λ0)−1 = (x− λ0)−2.

΄Εστω σ(x) = ∅. Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές
ρ στην A. Η συνάρτηση f(λ) = ρ((x−λ)−1) ορίζεται σε όλο το C και παίρνει τιµές
από το C. Λόγω του ισχυρισµού, η f έχει παράγωγο στο C µε f ′(λ) = ρ((x−λ)−2)
και έτσι, είναι ολόµορφη συνάρτηση.
Θα δείξουµε ότι είναι και ϕραγµένη. ΄Εχουµε ότι

‖(x− λ)−1‖ =
1

|λ|
‖(1− λ−1x)−1‖, για |λ| > ‖x‖.

Από το Θεώρηµα 1.4.4,

‖(x− λ)−1‖ ≤ 1

|λ|(1− ‖x‖|λ| )
=

1

|λ| − ‖x‖
−→ 0,

όταν |λ| → ∞. Συνεπώς, η f µηδενίζεται, |f(λ)| −→ 0 και άρα είναι ϕραγµένη.
Από το Θεώρηµα του Liouville, αφού η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε λ ∈ σ(x)c

και ϕραγµένη, πρέπει να είναι σταθερή. Επειδή η τιµή της σταθεράς είναι 0
έχουµε

ρ((x− λ)−1) = 0,

για κάθε λ ∈ C, για κάθε ρ ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές. Από το Πόρι-
σµα του Θεωρήµατος Hahn- Banach προκύπτει ότι (x−λ)−1 = 0 για κάθε λ ∈ C,
το οποίο είναι άτοπο διότι το (x−λ)−1 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο και 1 6= 0 στην
A.
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Ορισµός 2.5.9. Μια διαιρετή άλγεβρα επί του C είναι µια προσεταιριστική άλγε-
ϐρα A µε µονάδα 1 τέτοια ώστε κάθε µη-µηδενικό στοιχείο της A να είναι αντιστρέ-
ψιµο.

Ορισµός 2.5.10. ΄Εστω οι άλγεβρες Banach A και B. Ισοµορφισµός µεταξύ των
Banach A και B είναι ένας ισοµορφισµός θ : A → B που διατηρεί τις πράξεις των
αλγεβρικών δοµών και είναι ταυτόχρονα τοπολογικός ισοµορφισµός. Τότε υπάρχουν
ϑετικές σταθερές a, b τέτοιες ώστε a‖x‖ ≤ ‖θ(x)‖ ≤ b‖x‖, για κάθε στοιχείο x ∈ A.

Πόρισµα 2.5.11. Κάθε διαιρετή άλγεβρα Banach είναι ισοµορφική µε τη µονο-
διάστατη άλγεβρα C.

Απόδειξη. Ορίζουµε θ : C → A µε θ(λ) = λ1. Η θ είναι ισοµορφισµός επί της
υπάλγεβρας C1 της A. Η C1 αποτελείται από όλα τα πολλαπλάσια της µονάδας.
Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση θ είναι επί της A.
Από το Θεώρηµα του Gelfand προκύπτει ότι για κάθε στοιχείο x της A υπάρχει
λ ∈ C µε λ ∈ σ(x). Τότε το x − λ είναι µη αντιστρέψιµο. Αφού όµως η A είναι
διαιρετή άλγεβρα, το x− λ πρέπει να είναι το 0 διότι κάθε µη- µηδενικό στοιχείο
της πρέπει να είναι αντιστρέψιµο. Συνεπώς, x = λ1 = θ(λ) και ο ισοµορφισµός
είναι επί της A.

2.6 Η ϕασµατική ακτίνα

΄Εστω µοναδιαία άλγεβρα Banach A µε ‖1‖ = 1.

Ορισµός 2.6.1. Για κάθε στοιχείο x ∈ A ϕασµατική ακτίνα ορίζεται ως το σύνολο

r(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Θεώρηµα 2.6.2. Για κάθε x ∈ A ισχύει

lim
n→∞

‖xn‖ 1
n = r(x).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι για κάθε λ ∈ σ(x) συνεπάγεται ότι λn ∈ σ(xn) και
έτσι,

|λ|n = |λn| ≤ r(xn) ≤ ‖xn‖.

΄Αρα,
(r(xn))

1
n ≤ ‖xn‖ 1

n

δηλαδή, r(x) ≤ ‖xn‖ 1
n .

Τελικά, για κάθε x ∈ A έχουµε

r(x) ≤ inf
n≥1
‖xn‖ 1

n .
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΄Αρα, r(x) ≤ lim
n→∞

infn≥1 ‖xn‖
1
n και r(x) ≤ lim

n→∞
‖xn‖ 1

n

Θα δείξουµε ότι r(x) ≥ lim
n→∞

‖xn‖ 1
n δείχνοντας ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει k > 0

τέτοιο ώστε
‖xn‖ 1

n ≤ r(x) + ε

για κάθε n ≥ k.
Γνωρίζουµε ότι υπάρχει νόρµα ‖ · ‖ στην A µε ‖x‖ ≤ r(x) + ε

2 , ε > 0.
Επίσης, υπάρχει σταθερά c > 0 τ.ώ.

‖x‖ ≤ c‖x‖

για κάθε x ∈ A.
Τότε,

‖xn‖ ≤ c‖xn‖ ≤ c‖x‖n ≤ c(r(x) +
ε

2
)n

Οπότε, ‖xn‖ 1
n ≤ c 1

n (r(x) + ε
2 ) το οποίο τείνει στην ποσότητα r(x) + ε

2 .
Συνεπώς, υπάρχει k > 0 τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ k

‖xn‖ 1
n ≤ r(x) + ε.

Τέλος, r(x) ≥ lim
n→∞

‖xn‖ 1
n από τον ορισµό της ϕασµατικής ακτίνας.

΄Ετσι, ισχύει η ισότητα και

lim
n→∞

‖xn‖ 1
n = r(x).

Ορισµός 2.6.3. ΄Ενα στοιχείο x µιας άλγεβρας Banach , µοναδιαίας ή µη, ονοµά-
Ϲεται µηδενοδύναµη εάν

lim
n→∞

‖xn‖ 1
n = 0.

Πόρισµα 2.6.4. ΄Ενα στοιχείο x µιας µοναδιαίας άλγεβρας Banach είναι µηδε-
νοδύναµο αν και µόνο αν σ(x) = {0}.

Απόδειξη. Αν το x είναι µηδενοδύναµο, τότε και µόνο τότε r(x) = 0, δηλαδή
σ(x) = {0}.

2.7 Ιδεώδη και Πηλίκα

Θεωρούµε άλγεβρα A στο C. Θα εξετάσουµε τα ιδεώδη αλγεβρών Banach και τα
πηλίκα αλγεβρών τους.

Ορισµός 2.7.1. • Ιδεώδες της A είναι ένας γραµµικός υπόχωρός I ⊆ A που
παραµένει αναλλοίωτος κάτω από τον αριστερό και το δεξιό πολλαπλασιασµό,
δηλαδή AI + IA ⊆ I.

• Τετριµµένα ιδεώδη είναι τα I = {0} και I = A.

• Εάν αυτά είναι τα µοναδικά το ιδεώδες A ονοµάζεται απλό ιδεώδες.
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• Γνήσιο ονοµάζεται το ιδεώδες που δεν είναι ολόκληρο το A, δηλαδή I ⊆ A
αλλά I 6= A.

Αν το I είναι γνήσιο ιδεώδες της A και ϑεωρήσουµε το διανυσµατικό χώρο
πηλίκο A/I, τότε δηµιουργούµε τη γραµµική απεικόνιση x ∈ A 7→ x+ I ∈ A/I,
δηλαδή τη ϕυσική απεικόνιση από την A επί του πηλίκου A/I. Μπορούµε να
ορίσουµε την πράξη του πολλαπλασιασµού ως (x+I)(y+I) = xy+I, µε x, y ∈ A.
Τότε το πηλίκοA/I γίνεται άλγεβρα στοC και η ϕυσική απεικόνιση x ∈ A 7→ x+I
γίνεται επιµορφισµός αλγεβρών στο C µε το ιδεώδες I να είναι ο πυρήνας της. Το
γεγονός αυτό παρατηρείται στη µικρή ακριβή ακολουθία από µιγαδικές άλγεβρες

0 −→ I −→ A −→ A/I −→ 0,

µε την απεικόνιση I −→ A να είναι η εµφύτευση. Σηµειώνουµε ότι αφού έχουµε
ακριβή ακολουθία, η εµφύτευση είναι µονοµορφισµός και η ϕυσική απεικόνιση
είναι επιµορφισµός.

Παρατηρούµε ότι µπορούµε να εξάγουµε συµπεράσµατα για τη διάσταση της
άλγεβρας γνωρίζοντας τις διαστάσεις των I καιA/I. Για παράδειγµα, εάν ηA είναι
πεπερασµένος διανυσµατικός χώρος επί του C, τότε και το ιδεώδες I και το πηλίκο
A/I είναι πεπερασµένοι διανυσµατικοί χώροι. Επίσης, από την παραπάνω µικρή
ακριβή ακολουθία προκύπτει ότι dimA = dim I + dimA/I.

Πρόταση 2.7.2. ΄Εστω A άλγεβρα Banach µε κανονικοποιηµένη µονάδα 1 και I
γνήσιο ιδεώδες της άλγεβρας. Τότε, για κάθε z ∈ I ισχύει ‖1 + z‖ ≥ 1. Επιπλέον,
η κλειστότητα του γνήσιου ιδεώδους είναι γνήσιο ιδεώδες.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει z ∈ I µε ‖1+ z‖ < 1. Τότε από το Θεώρηµα 1.4.4 το
στοιχείο z πρέπει να είναι αντιστρέψιµο στην άλγεβρα και έτσι, z−1z = 1 δηλαδή
z−1z ∈ I. Αλλά τότε 1 ∈ I και 1 ∈ A το οποίο σηµαίνει ότι το ιδεώδες I δεν είναι
γνήσιο, γεγονός που είναι άτοπο. Τελικά, υπάρχει z ∈ I µε ‖1 + z‖ ≥ 1.
Κλειστότητα : Εάν ‖1 + z‖ ≥ 1 για κάθε z ∈ I, τότε ‖1 + z‖ ≥ 1 για κάθε z στην
κλειστότητα του I λόγω συνέχειας της νόρµας.
∆ηλαδή, ‖1 + z‖ ≥ 1, για κάθε z ∈ {x ∈ A : ∃(xn)n∈N ∈ I, xn → x}.

Παρατήρηση 2.7.3. Εάν I γνήσιο ιδεώδες κλειστό µιας Banach άλγεβρας A µε
κανονικοποιηµένη µονάδα, τότε η µονάδα του πηλίκου A/I ικανοποιεί τη σχέση
‖1 + I‖ = infz∈I ‖1 + z‖ = 1 και έτσι, είναι και αυτή κανονικοποιηµένη µονάδα.
Συνεπώς, µια Banach άλγεβρα A µε κανονικοποιηµένη µονάδα είναι απλή αν και
µόνο αν είναι τοπολογικά απλή, δηλαδή έχει µη τετριµµένα κλειστά ιδεώδη.

Αν ϑεωρήσουµε I ένα κλειστό ιδεώδες µιας - µοναδιαίας ή µη- άλγεβρας Banach
A, τότε το πηλίκο A/I είναι χώρος Banach και άλγεβρα στο C µε τον πολλαπλα-
σιασµό ορισµένο ως εξής : (x + I)(y + I) = xy + I, για x, y ∈ A. Θα δείξουµε ότι
είναι άλγεβρα Banach :

‖(x+ I)(y + I)‖ = infz∈I ‖xy + z‖ ≤ infz1,z2∈I ‖xy + xz2 + z1y + z1z2‖
= infz1,z2∈I ‖(x+ z1)y + (x+ z1)z2‖
= infz1,z2∈I ‖(x+ z1)(y + z2)‖
≤ ‖x+ I‖‖y + I‖

για x, y ∈ A.
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Παρατήρηση 2.7.4. • Η ακολουθία 0 −→ I −→ A −→ A/I −→ 0, γίνεται
ακριβής ακολουθία από άλγεβρες Banach και συνεχείς οµοµορφισµούς αν
ϑεωρήσουµε την εµφύτευση π : A → A/I, οπότε ‖π‖ ≤ 1 ή ‖π‖ = 1 (για
κανονικοποιηµένη µονάδα).

• ΄Εστω A, B άλγεβρες Banach και ω : A → B ϕραγµένος οµοµορφισµός
µεταξύ των αλγεβρικών δοµών. Τότε ο πυρήνας kerω είναι κλειστό ιδεώδες
στην A και υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός ω + I : A/ kerω → B τέτοιο
ώστε για κάθε x ∈ A έχουµε ω(x) = (ω + I)(x+ kerω).

Πρόταση 2.7.5. ΄Εστω A, B άλγεβρες Banach . Κάθε ϕραγµένος οµοµορφισµός
αλγεβρών ω : A → B έχει µοναδικό µετασχηµατισµό ω = (ω + I) ◦ π, όπου
ω + I : A/ kerω → B µονοµορφισµός και π : A → A/ kerω η ϕυσική προβολή.
Επιπλέον, ‖ω + I‖ = ‖ω‖.

Απόδειξη. Αφού ω = (ω + I) ◦ π και ‖π‖ ≤ 1, έχουµε ‖ω‖ ≤ ‖ω + I‖ (1) Επίσης,
‖(ω + I)(x + I)‖ = ‖ω(x)‖ = ‖ω(x + z)‖ ≤ ‖ω‖‖x + z‖ για z ∈ kerω. Τότε,
‖(ω + I)(x+ I)‖ ≤ infz∈kerω ‖ω‖‖x+ z‖ ≤ ‖ω‖.
Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα.

Στοιχεία από τη Θεωρία Συνόλων

• ΄Ενα µερικώς διατεταγµένο σύνολο είναι ένα Ϲεύγος (S,≤) όπου S σύνολο
και ≤ µία µεταβατική(x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z)διµελής σχέση(υποσύνολο
καρτεσιανού γινοµένου) που ικανοποιεί x ≤ y ≤ x⇒ x = y.

• ΄Ενα στοιχείο x ∈ S λέγεται µεγιστικό αν δεν υπάρχει στοιχείο y ∈ S τέτοιο
ώστε x ≤ y και y 6= x.

• ΄Ενα γραµµικά διατεταγµένο υποσύνολο του S είναι ένα L ⊆ S στο ο-
ποίο για τα στοιχεία x, y ∈ L ισχύει x ≤ y ή y ≤ x. Το σύνολο L όλων
των γραµµικά διατεταγµένων υποσυνόλων του S είναι µερικώς διατεταγµένο
σύνολο.

• The Hausdorff maximality principle: Το µερικώς διατεταγµένο σύνολο L
έχει µεγιστικό στοιχείο.

• Λήµµα του Zorn: Κάθε µερικώς διατεταγµένο σύνολο του S που είναι ε-
παγωγικό, δηλαδή κάθε γραµµικά διατεταγµένο υποσύνολο του S έχει άνω
ϕράγµα στο S, περιέχει τουλάχιστον ένα µεγιστικό στοιχείο.

Με ϐάση το Λήµµα του Zorn (ή ισοδύναµα την Hausdorff maximality princi-
ple) µπορούµε να µελετήσουµε τα µεγιστικά ιδεώδη.

Ορισµός 2.7.6. ΄Ενα ιδεώδες M σε µια άλγεβρα A επί του C λέγεται µεγιστικό
ιδεώδες αν είναι µεγιστικό στοιχείο του µερικώς διατεταγµένου συνόλου όλων των
γνήσιων ιδεωδών της A. Εποµένως, µεγιστικό ιδεώδες είναι ένα γνήσιο ιδεώδες
M ⊆ A για το οποίο ισχύει ότι :

για κάθε N ⊆ A, µε M ⊆ N τότε M = Nή N = A.
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Θεώρηµα 2.7.7. ΄Εστω A µοναδιαία άλγεβρα Banach . Τότε κάθε µεγιστικό ιδε-
ώδες της άλγεβρας είναι κλειστό και κάθε γνήσιο ιδεώδες της περιέχεται σε κάποιο
µεγιστικό ιδεώδες. Επιπλέον, κάθε οµοµορφισµός αλγεβρών α : A → C είναι
συνεχής µε νόρµα ≤ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω M µεγιστικό ιδεώδες της A. Για κάθε A ∈ A και T ∈ M,
AT ∈ M. Αν 1 ∈ M τότε για κάθε A ∈ A, A · 1 = A ∈ M . Οπότε, M = A το
οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, η µονάδα δεν µπορεί να ανήκει στην κλειστότητα M
του M. ΄Ετσι, M είναι γνήσιο ιδεώδες της A και αφού M ⊆ M και το M είναι
µεγιστικό, το M = M είναι κλειστό.

΄Εστω I γνήσιο ιδεώδες της A και P το σύνολο όλων των γνησίων ιδεωδών της
άλγεβρας που περιέχει το I. Η οικογένεια P είναι µερικώς διατεταγµένο σύνολο
και µπορεί να ϑεωρηθεί επαγωγικό αν κάθε γραµµικά διατεταγµένο υποσύνολο
L = {Ja : a ∈ P} ⊆ P έχει άνω ϕράγµα στο P. Πράγµατι, η ένωση ∪aJa είναι
ιδεώδες της άλγεβρας ως ένωση ιδεωδών και δεν περιέχει τη µονάδα αφού αυτή
δεν ανήκει στα Ja για κάθε a ∈ P . ΄Αρα, η ∪aJa είναι ένα άνω ϕράγµα του L άρα
και του P. Από το Λήµµα του Zorn, το P έχει µεγιστικό στοιχείοM και αυτό είναι
γνήσιο ιδεώδες που περιέχει το I. Αν N ιδεώδες που περιέχει το M, τότε περιέχει
και το ιδεώδες I και εποµένως, N ∈ P και το M είναι µεγιστικό ιδεώδες. Τότε
M = N .

Τέλος, ϑεωρούµε οµοµορφισµό αλγεβρών α : A → C. Ο πυρήνας ker(α)
είναι µεγιστικό ιδεώδες άρα και κλειστό, οπότε ο οµοµορφισµός είναι συνεχής.
Αν ‖α‖ > 1 τότε υπάρχει a ∈ A µε ‖a‖ < 1 και α(a) = 1. Αλλά τότε 1 − a είναι
αντιστρέψιµο οπότε 1− α(a) αντιστρέψιµο, άτοπο. Τελικά, ‖α‖ ≤ 1.



Κεφάλαιο 3

Τελεστές σε Χώρους Hilbert

Ορισµός 3.0.8. ΄Εστω H µιγαδικός γραµµικός χώρος. ΄Ενα εσωτερικό γινόµενο
είναι µια απεικόνιση 〈·, ·〉 : H ×H → C για την οποία ισχύουν :

• 〈x, x〉 ≥ 0

• 〈x, x〉 = 0 αν και µόνο αν x = 0

• 〈x, y〉 = 〈y, x〉

• 〈x1 + λx2, y〉 = 〈x1, y〉+ λ〈x2, y〉

για κάθε x, x1, x2, y ∈ H και λ ∈ C.
Η απεικόνιση ‖ · ‖ : H → R µε ‖x‖ = (〈x, x〉) 1

2 είναι νόρµα στον H.

΄Ενας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο λέγεται χώρος Hilbert αν είναι πλήρης ως
προς τη νόρµα που ορίζει το εσωτερικό γινόµενο.

Ορισµός 3.0.9. Μια οικογένεια {ei : i ∈ I}του H λέγεται ορθοκανονική αν
〈ei, ej〉 = 1 όταν i = j και 0 διαφορετικά. Αν η κλειστή γραµµική ϑήκη {ei : i ∈ I}
είναι όλος ο χώρος H, τότε η οικογένεια αυτή λέγεται ορθοκανονική ϐάση του H.

Ορισµός 3.0.10. ∆ύο στοιχεία x, y ∈ H λέγονται κάθετα αν 〈x, y〉 = 0. ΑνA ⊆ H,
ορίζουµε το σύνολο A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0, για κάθε y ∈ A}

3.1 Γεωµετρία στους χώρους Hilbert

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω H χώρος Hilbert. Ορίζουµε ως προβολή την απεικόνιση
P : H → H για την οποία ισχύει P = P 2.

Παρατήρηση 3.1.2. ΄Εστω H χώρος Hilbert και M κλειστός υπόχωρός του. Τότε
M⊥ 6= ∅ και

M ⊕M⊥ = H.

΄Ετσι, το x γράφεται µοναδικά ως το άθροισµα

x = PM (x) + PM⊥(x)
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όπου PM (x) ∈M και PM⊥(x) ∈M⊥. Από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ισχύει

‖x‖2 = ‖PM (x)‖2 + ‖PM⊥(x)‖2

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση PM : H → H είναι προβολή επί τουM και έχει νόρµα
ίση µε 1.
Πράγµατι, αν ορίσουµε την προβολή ως

PM (x) =
∑
u∈S
〈x, u〉u,

όπου u ∈ S και S ένα ορθοκανονικό σύνολο, τότε για u, v ∈ S ϑα έχουµε ότι

PM (PM (x)) =
∑
v∈S

(
∑
u∈S
〈x, u〉u, v)v =

∑
u∈S
〈x, u〉u = PM (x).

΄Αρα, η PM είναι προβολή. Επίσης,

‖PM (x)‖2 = ‖
∑
u∈S
〈x, u〉u‖2 =

∑
u∈S
|〈x, u〉|2 ≤ ‖x‖2

λόγω της ανισότητας Bessel. Συνεπώς, ‖PM‖ ≤ 1. Αλλά κάθε προβολή είναι
ϕραγµένη µε ‖PM‖ ≥ 1. Τελικά, ‖PM‖ = 1.

Θεώρηµα 3.1.3. ΑνH χώρος Hilbert καιM κλειστός υπόχωρός του, τότε για κάθε
x ∈ H υπάρχει µοναδικό στοιχείο y ∈M τέτοιο ώστε

‖x− y‖ = inf
z∈M
‖x− z‖.

Λήµµα 3.1.4. Αν H χώρος Hilbert και M κλειστός υπόχωρός του, τότε για κάθε
x ∈ H, (x− PM (x))⊥M. Ισοδύναµα, (x− PM (x)) ∈M⊥.

Απόδειξη. Αφού PM (x) ∈ M και M υπόχωρος, έχουµε ότι PM (x) + ay ∈ M
για x ∈ H, y ∈ M,a ∈ C. Αν ορίσουµε δ = ‖x − PM (x)‖, από το προηγούµενο
Θεώρηµα ϑα ισχύει

δ2 ≤ ‖x−(PM (x)+ay)‖2 = ‖x−PM (x)‖2+|a|2‖y‖2−a〈x−PM (x), y〉−a〈y, x−PM (x)〉.

΄Αρα,
0 ≤ |a|2‖y‖2 − a〈x− PM (x), y〉 − a〈y, x− PM (x)〉

Θέτω a = b〈x− PM (x), y〉 µε b ∈ R. Τότε,

0 ≤ b2|〈x−PM (x), y〉|2‖y‖2−b〈x− PM (x), y〉〈x−PM (x), y〉−b〈x−PM (x), y〉〈y, x−PM (x)〉

∆ηλαδή,
0 ≤ b2|〈x− PM (x), y〉|2‖y‖2 − 2b|〈x− PM (x), y〉|2.

Αλλά αφού b ∈ R, το |〈x− PM (x), y〉|2 = 0 και έτσι, (x− PM (x))⊥y.
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Ιδιότητες προβολών

• 〈PM (x), y〉 = 〈PM (x), PM (y)〉 = 〈x, PM (y)〉, για x, y ∈ H

• 〈PM (PM (x)), y〉 = 〈PM (x), y〉, για x, y ∈ H

• 〈PM (x), x〉 = ‖PM (x)‖2

• ‖PM (x)‖ ≤ ‖x‖

• ‖x‖2 = ‖x− PM (x)‖2 + ‖PM (x)‖2

• M = {x : PM (x) = x} = {x : ‖PM (x)‖ = ‖x‖}

• PM (x) = 0 ανν x⊥M

• PM (ax+ by) = aPM (x) + bPM (y), για x, y ∈ H και a, b ∈ R

• PM (H) = M

3.2 Κατηγορίες τελεστών σε χώρους Hilbert και C*- άλγεβρες

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω H,K χώροι Hilbert. Μια sesquilinear µορφή είναι µια
απεικόνιση f : H ×K → C που είναι γραµµική ως προς την πρώτη µεταβλητή και
αντιγραµµική ως προς τη δεύτερη.
Αν ο αριθµός ‖f‖ ισούται µε sup{|f(x, y)| : x ∈ H, y ∈ K, ‖x‖ = 1 = ‖y‖}, τότε
είναι πεπερασµένος.

Στην ενότητα αυτή ϑα ϑεωρούµε χώρο Hilbert H µε εσωτερικό γινόµενο 〈ξ, η〉
γραµµικό στο ξ ∈ H και αντιγραµµικό στο η ∈ H.

Λήµµα 3.2.2 (Riesz). Κάθε ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές f του χώρου H
γράφεται µοναδικά ως το εσωτερικό γινόµενο f(ξ) = 〈ξ, η〉 για ξ, η ∈ H. Επίσης,
‖f‖ = ‖η‖.

Πρόταση 3.2.3. Για κάθε ϕραγµένη sesquilinear µορφή [·, ·] στο C τουH υπάρχει
µοναδικός ϕραγµένος τελεστής A ∈ H τέτοιος ώστε [ξ, η] = 〈Aξ, η〉.

Απόδειξη. Ορίζουµε γραµµικό συναρτησοειδές τουH f(η) = [ξ, η]. Από το Λήµµα
του Riesz έχουµε ότι υπάρχει µοναδικός ϕραγµένος τελεστής Aξ ∈ H τέτοιος ώστε
f(η) = 〈η,Aξ〉. ΄Οµως,

〈η,Aξ〉 = 〈Aξ, η〉 = [ξ, η].

΄Αρα, ο A ικανοποιεί την [ξ, η] = 〈Aξ, η〉 και είναι µοναδικός λόγω του Λήµµατος
Riesz.

Επίσης, ο A είναι γραµµικός και ϕραγµένος. Πράγµατι,

sup
‖ξ‖≤1

‖Aξ‖ = sup
‖ξ‖≤1,‖η‖≤1

|[ξ, η]| <∞
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Πόρισµα 3.2.4. ΄Εστω H,K χώροι Hilbert και τελεστής A ∈ B(H,K) δηλαδή,
A : H → K ϕραγµένος τελεστής. Τότε υπάρχει µοναδικός τελεστής A∗ µε
A∗ : K → H τέτοιος ώστε

〈Aξ, η〉K = 〈ξ, A∗η〉H
µε ξ ∈ H, η ∈ K.

Απόδειξη. Ορίζουµε ϕραγµένη sesquilinear µορφή του H ×K ως

[η, ξ] = 〈η,Aξ〉.

Τότε, από την προηγούµενη Πρόταση ϑα υπάρχει µοναδικός ϕραγµένος τελεστής
από τον K στον H ώστε να ισχύει

〈A∗η, ξ〉H = 〈η,Aξ〉K .

Συνεπώς, παίρνοντας συζυγείς,

〈A∗η, ξ〉H = 〈η,Aξ〉K

έχουµε ότι
〈ξ, A∗η〉H = 〈Aξ, η〉K

Σηµειώνουµε ότι αν H = K δηλαδή A ∈ B(H), τότε υπάρχει µοναδικός
τελεστής A∗ ∈ B(H) τέτοιος ώστε 〈Aξ, η〉 = 〈ξ, A∗η〉.

Παρατήρηση 3.2.5. Για την απεικόνιση A 7→ A∗ ισχύουν τα εξής :

• A∗∗ = A

• (λA+ µB)∗ = λA∗ + µB∗

• (AB)∗ = B∗A∗

• ‖A∗A‖ = ‖A‖2

Οι τρεις πρώτες ιδιότητες ορίζουν µια ενέλιξη και η τέταρτη προκύπτει ως εξής :

sup
‖ξ‖≤1,‖η‖≤1

|〈A∗Aξ, η〉 = sup
‖ξ‖≤1,‖η‖≤1

|〈Aξ,Aη〉 ≤ sup
‖ξ‖≤1,‖η‖≤1

‖Aξ‖‖Aη‖ = ‖A‖2

Επίσης,

‖A‖2 = sup
‖ξ‖≤1

〈Aξ,Aξ〉 = sup
‖ξ‖≤1

〈A∗Aξ, ξ〉 ≤ ‖A∗A‖

Παρατήρηση 3.2.6. Σηµειώνουµε ότι πλέον µπορούµε να ορίσουµε ως προβολή
ενός χώρου Hilbert H την απεικόνιση P : H → H για την οποία ισχύει

P = P 2 = P ∗.
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Ορισµός 3.2.7. Μια C*- άλγεβρα τελεστών είναι µια άλγεβρα Banach A εφο-
διασµένη µε µια ενέλιξη που η νόρµα της ικανοποιεί την C*-ιδιότητα :

‖A ∗A‖ = ‖A‖2

Σηµειώνουµε ότι αν H χώρος Hilbert, η άλγεβρα B(H) όλων των ϕραγµένων
τελεστών του H είναι C*- άλγεβρα.

Ορισµός 3.2.8. Μια C*- άλγεβρα τελεστών είναι µια υπάλγεβρα A ∈ B(H) που
είναι επίσης κλειστή µε τον αυτοσυζυγή τελεστή, δηλαδή A∗ = A. Ισοδύναµα, είναι
C*- άλγεβρα αν ικανοποιεί ότι A ∈ A ⇒ A ∈ A∗.

Παράδειγµα 3.2.9. Αν S µη κενό υποσύνολο της B(H), τότε η παραγόµενη από το
S C*- άλγεβρα είναι η τοµή όλων των C*- αλγεβρών της B(H) που περιέχει το S
και συµβολίζεται C∗(S).
Πράγµατι, αν

P = {T1T2 · · ·Tn, n = 1, 2, ... µε Tk ∈ S ∪ S∗},

τότε το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών στοιχείων του P είναι η µικρότερη
αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει το S. Εποµένως, η κλειστότητα αυτού του νέου
συνόλου είναι µια C*- άλγεβρα που παράγεται από το S.

Ορισµός 3.2.10. ΄Εστω τελεστής A.

• Ο A λέγεται ϕυσιολογικός αν µετατίθεται µε τον συζυγή του δηλαδή, A∗A =
AA∗.

• ΟA ∈ H λέγεται ισοµετρία αν και µόνο αν 〈Aξ,Aξ〉 = 〈ξ, ξ〉 για κάθε ξ ∈ H.

• Αν οA είναι αντιστρέψιµη ισοµετρία δηλαδήA∗A = AA∗ = 1, τότε ο τελεστής
ονοµάζεται unitary.

• ΄Ενας αυτοσυζυγής τελεστής A µε µη αρνητικό ϕάσµα σ(A) ονοµάζεται ϑετι-
κός. Επίσης, είναι ϑετικός αν 〈Aξ, ξ〉 ≥ 0. Γενικότερα, αν A,B αυτοσυζυγείς
τελεστές έχουµε ότι A ≤ B αν B −A ϑετικός.

3.3 Τοπολογίες στον Β(Η)

΄Εστω H χώρος Hilbert.

3.3αʹ Η τοπολογία της νόρµας τελεστή (norm topology)

Η τοπολογία της νόρµας τελεστή ορίζεται από µια οικογένεια νορµών ‖ · ‖ του
τελεστή. ΄Εχουµε ότι Tn → T µε την τοπολογία της νόρµας αν και µόνο αν
‖T − Tn‖ → 0, δηλαδή αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 τέτοιο ώστε
για κάθε n ≥ n0, ‖T − Tn‖ ≤ ε.΄Οµως, η συγκεκριµένη τοπολογία του B(H)
δεν αρκεί για τη µελέτη της δράσης του B(H) στον H και γι αυτό χρειαζόµαστε
ασθενέστερες τοπολογίες από αυτή που τον εφοδιάζουν.
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3.3βʹ Η ισχυρή τοπολογία τελεστών (SOT)

Ορισµός 3.3.1. Η ισχυρή τοπολογία τελεστών (strong operator topology) στον
B(H) είναι η τοπολογία της σύγκλισης κατά σηµείο στο χώροH. ∆ηλαδή, ένα δίκτυο
από ϕραγµένους τελεστές (Ti) συγκλίνει στο ϕραγµένο τελεστή T ως προς τη SOT
αν και µόνο αν

‖Tix− Tx‖ → 0

για κάθε x ∈ H.

Παρατηρούµε ότι η SOT είναι αυστηρά ασθενέστερη από την τοπολογία της νόρ-
µας. Πράγµατι, αν (en)n∈N ορθοκανονική ακολουθία και

Tnx = 〈x, en〉en , x ∈ H,

τότε ‖Tnx‖ = |〈x, en〉| → 0 για κάθε x. Οπότε, Tn συγκλίνει στο 0 ως προς την
SOT αλλά όχι ως προς την τοπολογία της νόρµας, αφού

‖Tn‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tnx‖ = 1

για κάθε n.

3.3γʹ Η ασθενής τοπολογία τελεστών (WOT)

Ορισµός 3.3.2. Η ασθενής τοπολογία τελεστών (weak operator topology) είναι
η ασθενέστερη τοπολογία που κάνει τις απεικονίσεις από το B(H) στο C µε T →
〈Tξ, η〉, ξ, η ∈ H συνεχείς. ∆ηλαδή, ένα δίκτυο από ϕραγµένους τελεστές (Ti)
συγκλίνει στο ϕραγµένο τελεστή T ως προς τη WOT αν και µόνο αν

〈Tnξ, Tnη〉 → 〈Tξ, Tη〉.

Παρατηρούµε ότι η WOT είναι αυστηρά ασθενέστερη από την SOT. Πράγµατι, αν
ϑεωρήσουµε (en) ορθοκανονική ϐάση του H και

Tnek =

®
0 , για k ≤ n
e(k−n) , για k > n

τότε Tn
SOT−→ 0, T ∗n

SOT9 0 και T ∗n
WOT−→ 0.

Πράγµατι, αν x =
∑
k∈N〈x, ek〉ek, τότε

Tnx =
∑
k∈N
〈x, ek〉Tnek =

∞∑
k=n+1

〈x, ek〉ek−n

άρα

‖Tnx‖2 =
∞∑

k=n+1

|〈x, ek〉|2

και ‖Tnx‖ → 0.
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Επίσης, επειδή T ∗nek = ek+n, τότε ‖T ∗ne1‖ = 1 για κάθε n και έτσι,

T ∗n
SOT9 0.

Για την WOT ,

〈T ∗nx, y〉 = 〈x, Tny〉 ≤ ‖x‖‖Tny‖ → 0,

αφού Tny
SOT→ 0.

3.3δʹ Η ασθενής* τοπολογία τελεστών

Ορισµός 3.3.3. Ο προδυϊκός B∗(H) του B(H) είναι το σύνολο όλων των γραµµι-
κών µορφών της µορφής

f =
∞∑
n=1

λnfxn,yn

για ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 και
∑
n
|λn| <∞.

Ορισµός 3.3.4. Η ασθενής*- τοπολογία τελεστών (weak*- topology) στην άλγε-
ϐραB(H) όλων των ϕραγµένων τελεστών ενός χώρου Hilbert είναι η τοπολογία που
προκύπτει από τον προδυϊκό B∗(H) του B(H). ∆ηλαδή, είναι η ασθενέστερη τοπο-
λογία που κάνει τα στοιχεία του προδυϊκού συνεχή. Η τοπολογία αυτή ονοµάζεται
και υπερασθενής ( ultraweak).

Πρόταση 3.3.5. Η κλειστή µοναδιαία µπάλα του B(H) είναι weak*- συµπαγής.

Πρόταση 3.3.6. Η weak* και η WOT συµπίπτουν στα ϕραγµένα υποσύνολα του
B(H). Εποµένως, η µοναδιαία µπάλα του B(H) είναι WOT - συµπαγής.

Απόδειξη. Θα δείξω ότι αν ένα ϕραγµένο δίκτυο τελεστών (Ti) συγκλίνει στο 0 ως
προς τη WOT τότε Ti

w∗→ 0. ΄Εστω f ∈ B∗(H) τυχαίος τελεστής και ε > 0. Θεωρώ
τον χώρο B(H) των WOT-συνεχών γραµµικών µορφών στον B(H) εφοδιασµένο
µε τη νόρµα του δυϊκού χώρου του B(H).
Τότε υπάρχει f1 ∈ B(H) ώστε ‖f − f1‖ < ε.

Αφού Ti
(WOT )→ 0, υπάρχει i0 τέτοιο ώστε |f1(Ti)| < ε για κάθε i ≥ i0. Αν M =

sup ‖Ti‖ τότε
|f(Ti)| ≤ |(f − f1)(T1)|+ |f1(T1)| < Mε+ ε

για κάθε i ≥ i0. ΄Αρα, lim f(Ti) = 0 οπότε Ti
w∗→ 0.

3.4 Συµπαγείς τελεστές

Ορισµός 3.4.1. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) ονοµάζεται συµπαγής αν η εικόνα της
µοναδιαίας µπάλας {Tξ : ‖ξ‖ ≤ 1, ξ ∈ H} είναι ολικά ϕραγµένη ή ισοδύναµα, η
κλειστότητα της εικόνας είναι συµπαγής.
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Υπενθυµίζουµε ότι ένα σύνολο S ενός χώρου Banach A είναι ολικά ϕραγ-
µένο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία x1, ..., xn στο S τέτοια ώστε αν για
κάποιο δείκτη n0 ισχύει ‖x− xn0

‖ < ε τότε x ∈ S.

Θεώρηµα 3.4.2. Αν ένας τελεστής T ∈ B(H) είναι συµπαγής, αυτοσυζυγής και
µη-µηδενικός, τότε µία από τις νόρµες ‖T‖,−‖T‖ είναι ιδιοτιµή του τελεστή. Επίσης,
υπάρχει x ∈ H µε ‖x‖ = 1 ώστε |〈Tx, x〉| = ‖T‖.

Απόδειξη. ΄Εστω ακολουθία (xn) ∈ H µε ‖x‖ = 1 τέτοια ώστε

lim
n→∞

〈Txn, xn〉 = a ∈ R

και |a| = ‖T‖. ΄Εχουµε ότι,

0 ≤ ‖Txn − axn‖2 = ‖Txn‖2 − 2a〈Txn, xn〉+ a2‖x‖2 ≤ 2a2 − 2a〈Txn, xn〉.

Τότε,
lim
n→∞

(Txn − axn) = 0.

Αφού όµως η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και ο τελεστής είναι συµπαγής,
υπάρχει υπακολουθία της (xn), (xnk) τέτοια ώστε η (Txnk) να συγκλίνει. Αλλά
τότε η υπακολουθία είναι συγκλίνουσα λόγω του limn→∞(Txn − axn) = 0. Αν
ϑέσω x το όριο της υπακολουθίας, τότε ‖x‖ = 1 και

lim
n→∞

(Txnk) = Tx,

λόγω συνέχειας. Οπότε Tx = ax και |a| = ‖T‖. Τότε, µία από τις νόρµες
‖T‖,−‖T‖ είναι ιδιοτιµή του τελεστή αφού a ∈ R.
Επιπλέον,

|〈Tx, x〉| = |〈ax, x〉| = |a〈x, x〉| = ‖T‖.

Σηµείωση: Θα συµβολίζουµε τους συµπαγείς τελεστές του H ως K(H).

Ορισµός 3.4.3. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) είναι πεπερασµένης τάξης αν το εύρος
του, R(T ) = {Tx : x ∈ H} έχει πεπερασµένη διάσταση.

Θεώρηµα 3.4.4. ΄Ενας τελεστής T ∈ K(H) αν και µόνο αν υπάρχουν πεπερα-
σµένης τάξης τελεστές An ώστε

lim
n→∞

‖T −An‖ = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι An υπάρχουν. ΄Εστω ε > 0 και ϕραγµένη ακολουθία
(xn) ∈ H. Τότε υπάρχει δείκτης N τέτοιο ώστε ‖T −An‖ < ε

4M για n ≥ N, όπου
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M το ϕράγµα της ακολουθίας. Αφού οι An συµπαγείς, υπάρχει υπακολουθία xnk
της (xn) µε An(xnk) να είναι συγκλίνουσα οπότε και Cauchy. Τότε,

‖T (xnm)− T (xnk)‖ ≤ ‖(T −An)(xnm)‖+
+‖An(xnm)−An(xmk)‖+ ‖(An − T )(xmk)‖
≤ 2‖T −An‖M + ‖An(xnm)−An(xnk)‖
< 2 ε

4MM + ε
2

= ε.

΄Αρα η T (xnm) είναι Cauchy και ο τελεστής T συµπαγής. Αν T ∈ K(H) και
B = {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1}, τότε η εικόνα T (B) είναι συµπαγής. Αν ϑεωρήσουµε
(ui) πλήρες ορθοκανονικό σύνολο του H, τότε το x ∈ H γράφεται ως

x =
∞∑
i=1

〈x, ui〉ui.

Τότε

Tx =
∞∑
i=1

〈Tx, ui〉ui.

Αν Pn η προβολή Pn =
∑∞
i=1〈x, ui〉ui ϑέτουµε An = PnT. Τότε,

‖T −An‖ = sup
‖x‖≤1

‖(T − PnT )x‖ = sup
‖x‖≤1

‖
∞∑

i=n+1

〈Tx, ui〉ui‖

3.5 Τετραγωνική ϱίζα τελεστή

Ορισµός 3.5.1. ΄Εστω T ∈ B(H) αυτοσυζυγής και T ≥ 0. Αν υπάρχει αυτοσυζυ-
γής τελεστής A του B(H) µε A2 = T, τότε ο A λέγεται τετραγωνική ϱίζα του T.
Αν A ≥ 0, ο A λέγεται ϑετική τετραγωνική ϱίζα του T και A = T

1
2 .

Στην ενότητα αυτή ϑα δείξουµε ότι κάθε ϑετικός αυτοσυζυγής τελεστής του
B(H) έχει µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα.

Θεώρηµα 3.5.2. Αν S, T ∈ B(H) ϑετικοί και αυτοσυζυγείς τελεστές τότε ο ST
είναι ϑετικός αν και µόνο αν ST = TS .

Απόδειξη. Αφού ST ϑετικός και αυτοσυζυγής, ισχύει ότι ST = (ST )∗ = T ∗S∗ =
TS.
Αντίστροφα, έστω ST = TS. Τότε,

S
1
2T = TS

1
2

άρα,
ST = S

1
2S

1
2T = S

1
2TS

1
2 .

Εποµένως, για x ∈ H,

〈STx, x〉 = 〈S 1
2TS

1
2x, x〉 = 〈TS 1

2x, S
1
2x〉 ≥ 0,

επειδή B ≥ 0.
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Θεώρηµα 3.5.3. Αν S, Tn ∈ B(H) αυτοσυζυγείς τελεστές µε T1 ≤ · · · ≤ Tn ≤ S
για κάθε n, και STn = TnS. Τότε υπάρχει αυτοσυζυγής τελεστής του B(H) µε

Tx = lim
n→∞

Tnx

για x ∈ H.

Θεώρηµα 3.5.4. Κάθε ϑετικός αυτοσυζυγής τελεστής T ∈ B(H) έχει µοναδική
ϑετική τετραγωνική ϱίζα.

Απόδειξη. Για T = 0 έχω A = T
1
2 = 0.

Αν T 6= 0 ϑέτουµε T
‖T‖ = T0 και έχουµε ότι T0 ≤ I.

Αν A2 = T0, τότε (‖T‖ 1
2A)2 = T. Θα δείξουµε ότι T ≤ I.

΄Εστω A0 = 0 και An+1 = An + 1
2 (T −A2

n), για n ≥ 0. ΄Εχουµε,

I −An+1 = I −An + 1
2T + 1

2A
2
n = 1

2 (I − 2An +A2
n + I − T )

= 1
2 (I −An)2 + (I − T )

≥ 0

Οπότε, An+1 ≤ I και έτσι, An ≤ I για n ≥ 1.
Εποµένως, A1 ≥ A0 και

An+1 −An = An − 1
2 (T −A2

n)−An−1 − 1
2 (T −A2

n−1)
= An −An−1 − I − 1

2 (An +An−1)
≥ 0

δηλαδή, An ≤ An+1.

Από το προηγούµενο Θεώρηµα, υπάρχει αυτοσυζυγής τελεστής A ∈ B(H) µε

Ax = lim
n→∞

Anx

για x ∈ H.
Είναι An+1x−Anx = 1

2 (Tx−A2
nx) άρα,

lim
n→∞

(T −A2
n)(x) = 0.

Συνεπώς, A2x = Tx. Ο A είναι ϑετικός και ϑα δείξουµε ότι είναι η µοναδική
ϑετική τετραγωνική ϱίζα του T.
Πράγµατι, αν B ∈ B(H) άλλος ϑετικός αυτοσυζυγής τελεστής µε

B2 = A2 = T,

τότε
BT = BB2 = B2B = TB.

∆ηλαδή, ο B µετατίθεται µε τους An και έτσι, AB = BA.
Αν ϑέσουµε y = (A−B)x για x ∈ H, τότε

〈(A2 −B2)x, y〉 = 〈(A+B)(A−B)x, y〉 = 〈(A+B)y, y〉 ≥ 0.
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Οπότε, 〈Ay, y〉 = 0 και 〈By, y〉 = 0. Τότε, υπάρχει ϑετικός αυτοσυζυγής τελεστής
C ∈ B(H) µε C2 = B και έτσι,

0 = 〈By, y〉 = 〈C2y, y〉 = ‖Cy‖2.

∆ηλαδή, C2y = 0 και By = 0. Παρόµοια, Ay = 0.
Τελικά,

‖(A−B)x‖2 = 〈(A−B)y, x〉 = 0

και A = B, δηλαδή ο A είναι η µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα του T.

Πόρισµα 3.5.5. Αν T ∈ B(H) τότε T ∗T έχει µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα
A = (T ∗T )

1
2 .

Επίσης, ‖Ax‖ = ‖Tx‖ για κάθε x ∈ H και

{x : Ax = 0} = {x : Tx = 0}.

Απόδειξη. Λόγω του Θεωρήµατος ΄Υπαρξης της τετραγωνικής ϱίζας ο τελεστής A =
(T ∗T )

1
2 υπάρχει.

Επίσης,
‖A2x‖ = 〈T ∗Tx, x〉 = ‖Tx‖2

αλλά ο A είναι επιπλέον αυτοσυζυγής οπότε, ‖A2x‖ = ‖Ax‖2.

Ορισµός 3.5.6. Αν T ∈ B(H) τότε η µοναδική ϑετική τετραγωνική ϱίζα του ϑετικού
τελεστή T ∗T συµβολίζεται |T | και ονοµάζεται απόλυτη τιµή τελεστή.

Θεώρηµα 3.5.7. Polar decomposition theorem ΄Εστω τελεστής T ∈ B(H).
Τότε υπάρχει U ∈ B(H) τέτοιο ώστε να ικανοποιεί :

(i) T = UA όπου A = (T ∗T )
1
2

(ii) ‖Ux‖ = ‖x‖ για x ∈ R(A)

(iii) Ux = 0 για x ∈ R(A)
⊥

Σηµειώνουµε ότι αν ικανοποιούνται οι (2), (3), ο τελεστής λέγεται µερική ισοµετρία,
δηλαδή, είναι µια ισοµετρία επί του ορθογώνιου συµπληρώµατος του πυρήνα της.

Απόδειξη. Ορίζουµε γραµµική και 1-1 απεικόνιση V : R(A)→ R(T ) µε V (Ax) =
Tx για κάθε x ∈ H. Αν ϑέσουµε y = Ax τότε

‖V y‖ = ‖V Ax‖ = ‖Tx‖ = ‖Ax‖
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και έτσι η V είναι ισοµετρία πάνω στο R(A).
Θεωρούµε επέκταση της V, V ′ µε πεδίο ορισµού την κλειστότητα του R(A) και
πεδίο τιµών την κλειστότητα του R(T ) και

V ′y = lim
n→∞

V (Axn)

µε
lim
n→∞

Axn = y.

΄Εστω P ορθογώνια προβολή του χώρου H επί του R(A) και U = V ′P. Τότε

UAx = V ′PAx = Tx

για x ∈ H άρα, UA = T.
Επίσης, αν x ∈ R(A) υπάρχει ακολουθία xn ∈ H µε limn→∞Axn = x οπότε,

‖Ux‖ = lim
n→∞

‖UAxn‖ = lim
n→∞

‖Axn‖ = ‖x‖.

Τέλος, η προβολή είναι 0 στο R(A)
⊥

συνεπώς και U = 0.

3.6 ΄Ιχνος τελεστή

΄Εστω (x1, x2, ...xn) ϐάση µιγαδικού χώρου Hilbert H διάστασης n και έστω τελε-
στής A ∈ B(H) τέτοιος ώστε

Axi =
n∑
j=1

aijxj

δηλαδή καθορίζεται από τις τιµές στα xi. Θεωρούµε πίνακα που αντιστοιχεί στον A
τον A = (aij). Τότε το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων του A ονοµάζεται ίχνος
του πίνακα A (trace) και συµβολίζεται ως

trA =
n∑
i=1

aii.

Παρατήρηση 3.6.1. Το ίχνος είναι ανεξάρτητο της ϐάσης. Πράγµατι, αν (y1, y2, ...yn)
µια άλλη ϐάση του χώρου H και C η αλλαγή ϐάσης Cxi = yi τότε οι απεικονίσεις
C,C−1 ανήκουν στο B(H) και CAC−1yi =

∑n
i=1 aijyj . ΄Αρα,

trA(yi) = tr(C−1CA) = tr(CAC−1) =
n∑
i=1

aii = trA(xi).

Παρατήρηση 3.6.2. Σηµειώνουµε ότι το ίχνος έχει την εξής σχέση µε τις ιδιοτιµές
του A :
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A det(λI −A), όπου I ∈ H, είναι της µορφής

λn − c1λn−1 + ...
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και οι ϱίζες είναι ιδιοτιµές του A.
Τότε αν λ1, ..., λn αυτές οι ιδιοτιµές, έχουµε ότι

∑n
i=1 λi = c1. Αλλά από την ορί-

Ϲουσα έχουµε ότι

c1 =
n∑
i=1

aii,

Συνεπώς,

trA =
n∑
i=1

λi.

Αφού aij = 〈Txi, xj〉 προκύπτει ότι

trA =
n∑
i=1

〈Txi, xj〉.

Ορισµός 3.6.3. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(H) ονοµάζεται trace class operator αν
η ποσότητα

|
n∑
i=1

〈Txi, xi〉| <∞

όπου (xi) ορθοκανονική ϐάση. Ισοδύναµα, αν

Tx =
∞∑
n=1

〈x, yn〉xn,

όπου
∑
n ‖xn‖‖yn‖ <∞, n ∈ N.





Κεφάλαιο 4

Το Θεώρηµα Gleason

4.1 Απλοποίηση σε τρισδιάστατο χώρο

Θεώρηµα 4.1.1. Θεώρηµα Gleason ΄Εστω H χώρος Hilbert µε διάσταση µεγα-
λύτερη ή ίση του 3. Τότε κάθε ϕραγµένο πλήρως προσθετικό µέτρο µ στο δικτυωτό
προβολών P (H) επεκτείνεται µοναδικά σε ένα γραµµικό συναρτησοειδές της άλγε-
ϐρας B(H) όλων των ϕραγµένων τελεστών του χώρου H.

Παρατήρηση 4.1.2. Σηµειώνουµε ότι το µ : P (H) → [0, 1] ονοµάζεται πλήρως
προσθετικό µέτρο αν για κάθε πεπερασµένη οικογένεια {p1, · · · pn} ∈ P (H) από
κάθετες ανά δύο προβολές έχουµε ότι

µ(
n∑
i=1

pi) =
n∑
i=1

µ(pi).

Επίσης, δικτυωτό ονοµάζεται ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο L για το οποίο για
κάθε a, b ∈ L τα a∧ b και a∨ b ανήκουν στο L, όπου a∧ b συµβολίζεται το infimum
του συνόλου {a, b} και a ∨ b το supremum του συνόλου {a, b}.

Παρατήρηση 4.1.3. Η υπόθεση του Θεωρήµατος ότι dim(H) ≥ 3 είναι απαραίτη-
τη :
΄Εστω P (H2) το σύνολο των προβολών πάνω στον δισδιάστατο χώρο H2 και έστω
µέτρο πιθανότητας µ : P (H2)→ [0, 1] µε

µ(0) = 0, µ(1) = 1

και
µ(p) + µ(q) = 1,

όπου p, q ορθογώνιες προβολές του P (H2). Αν e, f µη ορθογώνιες προβολές του
P (H2), τότε το σύστηµα {e, 1 − e, f} είναι ϐάση του πραγµατικού χώρου G όλων
των αυτοσυζυγών τελεστών του B(H2). ΄Οµως, µπορούµε να επιλέξουµε µέτρο µ
ώστε να ικανοποιεί την µ(p) + µ(q) = 1 αλλά να µην είναι περιορισµός κάποιου
γραµµικού συναρτησοειδούς τουG. Συγκεκριµένα, αν υπάρχει συνάρτηση g ∈ [0, π2 )
µε 0 ≤ g(θ) ≤ 1 και αν ορίσουµε µέτρο πιθανότητας στο δικτυωτό προβολών ως
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f(p) =


g(θ) , για 0 ≤ θ ≤ π

2

1− g(θ − π
2 ) , για π

2 ≤ θ < π

f(−p) ,αλλιώς

τότε η f είναι µη ϕραγµένη και έτσι δεν µπορεί να επεκταθεί σε γραµµικό συναρτη-
σοειδές.

Ορισµός 4.1.4. ΄Εστω S1 η µοναδιαία σφαίρα σε ένα χώρο Hilbert. Μια συνάρτηση
f : S1 → R ονοµάζεται frame συνάρτηση στονH αν υπάρχει αριθµός w(f) (ϐάρος
της f ) τέτοιος ώστε ∑

a

f(xa) = w,

όπου (xa) ορθοκανονική ϐάση. ∆ηλαδή, σε κάθε ορθοκανονική ϐάση η συνάρτηση
f παίρνει την ίδια τιµή.
Αν ο περιορισµός της f σε κάθε πεπερασµένο υπόχωρο τουH είναι frame συνάρτη-
ση, τότε η f ονοµάζεται ασθενής frame συνάρτηση.

Παρατήρηση 4.1.5. Οι frame συναρτήσεις και τα πλήρως προσθετικά µέτρα αν-
τιστοιχίζονται 1-1. Πράγµατι, αν G κλειστός υπόχωρος του χώρου H και (ua), (va)
ορθοκανονικές ϐάσεις του G, τότε αν τις επεκτείνουµε µε την προσθήκη µιας ϐάσης
του G⊥ ϑα έχουµε ότι ∑

a

f(ua) =
∑
a

f(va).

Οπότε, f(x) = f(ax) για κάθε x µοναδιαίο διάνυσµα και a ∈ C µε |a| = 1.
Αν µ ένα πλήρως προσθετικό µέτρο του P (H), τότε η συνάρτηση f : S1 → R µε
f(x) = µ(px) όπου px ∈ P (H) και x ∈ S1 είναι frame. Συνεπώς,

µ(p) =
∑
a

f(ea),

όπου p ∈ P (H) και (ea) ορθοκανονική ϐάση, δηλαδή υπάρχει 1-1 αντιστοίχιση
µεταξύ των frame συναρτήσεων και των πλήρως προσθετικών µέτρων.

Ορισµός 4.1.6. Μια ασθενής frame συνάρτηση στον H ονοµάζεται κανονική αν
υπάρχει ϕραγµένος αυτοσυζυγής τελεστής T ∈ H τέτοιος ώστε

f(x) = 〈Tx, x〉

για κάθε µοναδιαίο x ∈ H.

Πρόταση 4.1.7. Αν A ∈ B(H) αυτοσυζυγής τελεστής και∑
i

〈Aei, ei〉 <∞

για κάθε ορθοκανονική ϐάση (ei) ∈ H, τότε ο A είναι trace class τελεστής.
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Ορισµός 4.1.8. • Μια συζυγής διγραµµική µορφή είναι µια µιγαδική συνάρ-
τηση B επί του H × H που είναι γραµµική στην πρώτη µεταβλητή και αντι-
γραµµική στη δεύτερη.

• Μια συνάρτηση B είναι ϕραγµένη αν υπάρχει σταθερά C > 0 τέτοια ώστε
|B〈x, y〉| ≤ C, για κάθε x, y ∈ H µοναδιαία.

• Μια συνάρτησηB ονοµάζεται ερµιτιανή συζυγής διγραµµική µορφή ανB〈x, y〉 =
B〈y, x〉 για κάθε x, y ∈ H.

• Μια συνάρτηση B ονοµάζεται τετραγωνική µορφή στον H αν υπάρχει f :
H → C τέτοια ώστε f(x) = B〈x, x〉.

Με ϐάση τους Ορισµούς (4.1.4),(4.1.6) και (4.1.8), το Θεώρηµα Gleason µπορεί
να γραφεί ως εξής :

Θεώρηµα 4.1.9. ΄Εστω H χώρος Hilbert µε dimH ≥ 3. Τότε κάθε ϕραγµένη
ασθενής frame συνάρτηση του H είναι κανονική.

Πρόταση 4.1.10. ΄Εστω f weak frame συνάρτηση σε ένα χώρο Hilbert H µε
διάσταση ίση µε 2. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) Η f είναι κανονική.

(ii) Υπάρχει ερµιτιανή συζυγής διγραµµική µορφή B ∈ H ώστε f(x) = B〈x, x〉
για κάθε µοναδιαίο x ∈ H.

(iii) Υπάρχει ϕραγµένη τετραγωνική µορφή F ∈ H ώστε f(x) = F (x).

(iv) Η f είναι ϕραγµένη και κανονική όταν περιορίζεται σε κάθε δισδιάστατο υπό-
χωρο του H.

Η απλοποίηση του προβλήµατος σε πεπερασµένους υποχώρους µας επιτρέπει να
επεκτείνουµε το Θεώρηµα (4.1.9) σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο, όπως ϕαίνεται
στο επόµενο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 4.1.11. ΄Εστω f ϕραγµένη ασθενής frame συνάρτηση σε ένα χώρο µε
εσωτερικό γινόµενο S µε διάσταση µεγαλύτερη ή ίση του 3. Τότε υπάρχει ϕραγµένος
αυτοσυζυγής T που ανήκει στην πλήρωση H του S τέτοιος ώστε

f(x) = 〈Tx, x〉,

για κάθε µοναδιαίο x ∈ S.

Απόδειξη. Υπάρχει ϕραγµένη συζυγής διγραµµική µορφή B : S × S → C τέτοια
ώστε f(x) = B〈x, x〉. Λόγω συνέχειας της B η ερµιτιανή επεκτείνεται σε ερµιτιανή
συζυγή διγραµµική µορφή πάνω στο χώρο H ×H.
Αν T ∈ H ϕραγµένος αυτοσυζυγής τέτοιος ώστε B〈x, y〉 = 〈Tx, y〉 για κάθε
x, y ∈ S, τότε ο T είναι ο Ϲητούµενος τελεστής.
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Πρόταση 4.1.12. ΄Εστω H πραγµατικός χώρος Hilbert µε διάσταση ίση µε 3. Αν
κάθε ϕραγµένη frame συνάρτηση στο χώρο H είναι κανονική, τότε κάθε ϕραγµένη
ασθενής frame συνάρτηση σε ένα χώρο Hilbert µε διάσταση τουλάχιστον ίση µε 3
είναι κανονική.

4.2 Κανονικότητα των frame συναρτήσεων

Στοιχεία Σφαιρικής Γεωµετρίας

• Ορίζουµε S τη µοναδιαία σφαίρα σε πραγµατικό χώρο Hilbert µε διάσταση
ίση µε 3 και θ(s, t) τη γωνία µεταξύ των διανυσµάτων s, t ∈ S.

• Βόρειο ηµισφαίριο ορίζουµε να είναι το σύνολο

Np = {s ∈ S/θ(p, s) ≤ π

2
}

και ισηµερινός το
Ep = {s ∈ S/s⊥p}

όπου p διάνυσµα στο S.

• Γεωγραφικό πλάτος του s ∈ Np ορίζεται να είναι η ποσότητα

π

2
− θ(s, p)

και συνάρτηση γεωγραφικού πλάτους η συνάρτηση

lp(s) = cos2 θ(p, s) = 〈p, s〉2.

• Frame ονοµάζεται ένα διατεταγµένο σύνολο (r, s, t) από κάθετα ανά δύο
διανύσµατα του Np.

• Μέγιστος κύκλος της σφαίρας S είναι η τοµή της S µε το επίπεδο που
περιέχει το κέντρο της S.

• Ορίζουµε C(s), όπου s ∈ Npr{p} µε l(s) > 0, τον µοναδικό µέγιστο κύκλο
που περιέχει το s σαν ϐορειότερο σηµείο. Ο C(s) τέµνει τον ισηµερινό Ep
σε κάθετα σηµεία στο s.

• Ορίζουµε την κάθοδο µέσω του s (descent through s) ως την τοµή

D(s) = C(s) ∩Np

δηλαδή το µέγιστο ηµικύκλιο που περιέχει το σηµείο s.

• Μεσηµβρινοί ονοµάζονται τα ηµικύκλια που ενώνουν το ϐόρειο µε το νότιο
πόλο.
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Λήµµα 4.2.1. Αν f : S → R frame συνάρτηση, τότε :

• f(s) = f(−s) για κάθε s ∈ S

• f(s) + f(t) = f(s′) + f(t′) όταν s, t, s′, t′ ανήκουν στον ίδιο µέγιστο κύκλο
και s⊥t, s′⊥t′.

Λήµµα 4.2.2. ΄Εστω f : S → R ϕραγµένη frame συνάρτηση µε sups∈S f(s) = M
και infs∈S f(s) = m. Αν f(s) > M − ε, για κάθε ε > 0, τότε υπάρχει t ∈ S µε t⊥s
τέτοιο ώστε f(t) < m+ ε.

Απόδειξη. Αν f(s) > M − ε µπορώ να ϐρω δ > 0 έτσι ώστε f(s) > M − ε + δ.
Επιλέγω u ∈ S µε f(u) < m + δ. Τότε αν τα διανύσµατα t, v ∈ S ανήκουν στο
µέγιστο κύκλο που περνά από τα s, u µε t⊥s και u⊥v, τότε έχουµε ότι f(t)+f(s) =
f(u) + f(v).
Οπότε,

f(t) = f(u) + f(v)− f(s)
< M +m+ δ − (M − ε+ δ)
= m+ ε.

Ορισµός 4.2.3. Αν U ⊂ S, µια συνάρτηση f : S → R λέµε ότι έχει διακύµανση
δ > 0 στο U αν

sup
s∈U

f(s)− inf
s∈U

f(s) < δ.

Στη συνέχεια, ϑα δείξουµε ότι µια frame συνάρτηση είναι συνεχής αν έχει µια
αυθαίρετα µικρή διακύµανση σε κάποιο ανοιχτό σύνολο.

Λήµµα 4.2.4. ΄Εστω f : S → R µια ϕραγµένη frame συνάρτηση. Αν υπάρχει
U(p) περιοχή του σηµείου p ∈ S τέτοια ώστε η διακύµανση της f στην U(p) να είναι
µικρότερη από δ > 0, τότε κάθε σηµείο q ∈ S έχει µια περιοχή U(q) έτσι ώστε η
συνάρτηση f να έχει διακύµανση µικρότερη από 4δ στην περιοχή U(q).

Απόδειξη. ΄Εστω ϐόρειος πόλος το σηµείο p ∈ S και έστω U(p) περιοχή όλων των
σηµείων µε γεωγραφικό πλάτος αυστηρά µεγαλύτερο από π

2 −a, όπου 0 < a < π
2 .

΄Εστω y ∈ Ep και r ανήκει στο νότιο ηµισφαίριο µε r και y να ϐρίσκονται στον ίδιο
µεσηµβρινό και γεωγραφικό πλάτος του ; να είναι ίσο µε −a2 .
Αν x ∈ U(y), υπάρχουν r′, x′ ∈ U(p) που είναι πάνω στο µέγιστο κύκλο που
δηµιουργούν τα r, x, µε r′⊥r και x′⊥x, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.1. Τότε,

f(r) + f(r′) = f(x) + f(x′).

Αν x1, x2 ∈ U(y), τότε υπάρχουν διανύσµατα x′1, x′2, r′1, r′2 ∈ U(p) τέτοια ώστε

(4.1) f(r) + f(r′1) = f(x1) + f(x′1)

(4.2) f(r) + f(r′2) = f(x2) + f(x′2)
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Σχήµα 4.1: Η σφαίρα S

Από τις εξισώσεις (4.1), (4.2) προκύπτει ότι :

f(x1)− f(x2) = f(r) + f(r′1)− f(x′1)− f(r)− f(r′2) + f(x′2)
= f(r′1)− f(r′2)− (f(x′1)− f(x′2))

Οπότε,
|f(x1)− f(x2)| < |f(r′1)− f(r′2)|+ |(f(x′1)− f(x′2)|

< δ + δ
= 2δ

Συνεπώς, η διακύµανση της συνάρτησης f είναι µικρότερη από 2δ.

Για να δείξουµε ότι κάθε σηµείο q ∈ S έχει µια περιοχή U(q) έτσι ώστε η συνάρ-
τηση f να έχει διακύµανση µικρότερη από 4δ στην περιοχή U(q), εργαζόµαστε ως
εξής :

Αν x3, x4 ∈ U(p), τότε υπάρχουν διανύσµατα x′3, x
′
4, r
′
3, r
′
4 ∈ U(q) έτσι ώστε µε

την ανάλογη διαδικασία να προκύπτει ότι

|f(x3)− f(x4)| < 4δ.

Ορισµός 4.2.5. Αν υπάρχει ακολουθία x1, · · · , xn−1 τέτοια ώστε x1 ∈ D(r) και
xi ∈ D(xi−1) µε i = 2, · · · , n−1, (n ∈ N) και s ∈ D(xn−1), τότε λέµε ότι το σηµείο
s είναι προσβάσιµο από το r (s is reachable from r).

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε τη γεωµετρική ιδέα που ϐρίσκεται πίσω από το
Θεώρηµα του Gleason µέσω του Γεωµετρικού Λήµµατος του Piron και ειδικότερα,
του Ασθενούς Γεωµετρικού Λήµµατος του Piron.
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Πρόταση 4.2.6. Γεωµετρικό Λήµµα του Piron ΄Εστω s και r σηµεία του ϐόρειου
ηµισφαιρίου Np, µε p ∈ S, τέτοια ώστε το s να είναι πιο νότια από το r. Τότε το s
είναι προσβάσιµο από το r µε πεπερασµένα πολλές καθόδους. Επιπλέον, αν το s
ϐρίσκεται µεταξύ του µέγιστου ηµικυκλίου D(r) και του ισηµερινού Ep, τότε το s
είναι προσβάσιµο από το r µε δύο καθόδους.

Απόδειξη. Θα προσεγγίσουµε το πρόβληµα µεταφέροντάς το στο επίπεδο. Αρχικά,
ϑα αποδείξουµε το δεύτερο µέρος της διατύπωσης του Λήµµατος.
Θεωρούµε T απεικόνιση που προβάλλει κάθε σηµείο του ϐόρειου ηµισφαιρίου
Np από το κέντρο της σφαίρας S στο επίπεδο, έστω P , το οποίο είναι εφαπτόµενο
σε αυτή και περνά από τον ϐόρειο πόλο p. Σηµεία του ίδιου γεωγραφικό πλάτους
έχουν προβολή σε κύκλους κέντρου p.
Το ηµικύκλιο που περνά από το r ∈ Np απεικονίζεται ως ευθεία γραµµή που
περνά από το T (r), δηλαδή εφάπτεται σε κύκλο κέντρου p.(Σχήµα 4.2)

Σχήµα 4.2: Το ηµικύκλιο ως εφαπτοµένη κύκλου

Θα δείξουµε ότι το s είναι προσβάσιµο από το r όταν ισχύει ότι :

〈(T (r)− p), (T (s)− T (r))〉 > 0.

Θεωρούµε σηµείο y ∈ Np τέτοιο ώστε T (y) ∈ T (D(r))(Σχήµα 4.3) και

〈(T (y)− p), (T (s)− T (y))〉 < 0.

Υπάρχει σηµείο T (x) ∈ T (D(r)) ώστε

〈(T (x)− p), (T (s)− T (x))〉 = 0

αφού το εσωτερικό γινόµενο είναι συνεχής συνάρτηση.
Συνεπώς, το s ανήκει στο ηµικύκλιο που περνά από το σηµείο x και µπορούµε να
µετακινηθούµε από το r στο s µε δύο καθόδους.
Το σύνολο των σηµείων του Np που ϐρίσκονται αυστηρά µεταξύ του D(r) και του
Ep προβάλλεται πάνω στη γραµµή που δηµιουργείται από το σύνορο T (D(r))
και δν περιέχει το p. Κάθε σηµείο T (s) του ηµιεπιπέδου ικανοποιεί τη σχέση
〈(T (r)− p), (T (s)−T (r))〉 > 0. Οπότε, µε δύο καθόδους µπορούµε να µετακινη-
ϑούµε από το s στο r.
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Σχήµα 4.3: Το ηµιεπίπεδο που δηµιουργεί η T (D(r))

Για το πρώτο µέρος της διατύπωσης του Λήµµατος :

Κατασκευάζουµε ακολουθία σηµείων x0 = r, x1, · · · , xn = s που ανήκει στην S
τέτοια ώστε τα xi να ανήκουν στις καθόδους που δηµιουργούνται µέσω των xi−1
και η γωνία µεταξύ των T (xi)− p και T (xi+1)− p να είναι ίση µε π

n .

Σχήµα 4.4: Οι αποστάσεις των T (xi) από το p

΄Εχουµε ότι
ρi+1

ρi
=

1

cos(πn )

όπου ρi οι αποστάσεις των σηµείων T (xi) από το p. (Σχήµα 4.4)
΄Αρα, ρi = ρi+1 cos(

π

n
) και ρ0 = ρ1 cos(

π

n
).

Εποµένως,
ρ0 = ρn cosn(

π

n
)

δηλαδή, ρn =
ρ0

cosn(πn )
και αφού η ποσότητα

1

cosn(πn )
τείνει στο 1, η απόσταση

ρn πλησιάζει την απόσταση ρ0.
΄Ετσι, µε πεπερασµένα πολλές καθόδους µετακινούµαστε από το σηµείο r σε

άλλο σηµείο του οποίου η προβολή πάνω στο επίπεδο είναι αυθαίρετα κοντά σε
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σηµείο του επιπέδου συµµετρικό ως προς το T (x). Τώρα, αν ϑεωρήσουµε σηµείο
s ∈ S µε συνάρτηση γεωγραφικού πλάτους l(s) < l(r), τότε από το r µετακινούµα-
στε σε σηµείο του οποίου η προβολή ϐρίσκεται στην ηµιευθεία στην οποία ανήκουν
τα T (s) και p, µε πεπερασµένα πολλές καθόδους. Στη συνέχεια, το r προσεγγίζει
το s µε τις δύο καθόδους που δηµιουργήσαµε στην αρχή της απόδειξής.

Λήµµα 4.2.7. Ασθενές Γεωµετρικό Λήµµα του Piron ΄Εστω f : S → R µια
ϕραγµένη frame συνάρτηση σταθερή στον ισηµερινό Ep.
Αν f(p) > sups∈S f(s)− ε για ε > 0, τότε

f(r) ≥ f(s)− ε,

όταν s ∈ D(r). Επιπλέον, αν f(p) = sups∈S f(s), τότε

f(r) ≥ f(s),

όταν l(r) > l(s) ≥ 0.

Απόδειξη. ΘέτουµεM = sups∈S f(s) καιm = infs∈S f(s). Από το Λήµµα (4.2.2),
υπάρχει σηµείο x ∈ Ep τέτοιο ώστε f(x) < m+ ε. ΄Αρα, για όλα τα σηµεία e ∈ Ep
ισχύει ότι

f(e) ≤ m+ ε.

΄Εστω s ∈ D(r) και r′ ∈ C(r) κάθετο διάνυσµα στο r. Τότε το r′ ανήκει στον
ισηµερινό και έτσι,

f(r′) ≤ m+ ε.

Αν s′ ∈ C(r) διάνυσµα κάθετο στο s, έχουµε ότι

f(r) + f(r′) = f(s) + f(s′)

δηλαδή,
f(r)− f(s) = f(s′)− f(r′) ≥ m− (m+ ε) = −ε.

Τελικά, f(r) ≥ f(s) − ε. Οπότε για µικρό ε, αν f(p) = sups∈S f(s) = M, τότε

f(r) ≥ f(s), λόγω του Λήµµατος του Piron για l(r) > l(s) ≥ 0.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε τη σηµαντικότητα της συνέχειας των frame συ-
ναρτήσεων για την πορεία της απόδειξης του Θεωρήµατος Gleason.

Πρόταση 4.2.8. Κάθε ϕραγµένη frame συνάρτηση στη σφαίρα S είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω f ϕραγµένη frame συνάρτηση στη σφαίρα S. ΄Εστω ε > 0 και
σηµείο p ∈ S µε f(p) < ε. ΄Εστω η frame συνάρτηση

g(x) = f(x) + f(p̂x)
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όπου p ϑα ϑεωρούµε τον ϐόρειο πόλο, x ∈ S και p̂x τη δεξιά περιστροφή του x
κατά π

2 πάνω στη γραµµή που ενώνει τον πόλο µε το (0, 0, 0). Αφού p̂x και (0, 0, 0)
ϐρίσκονται στον ίδιο µέγιστο κύκλο, η συνάρτηση g είναι σταθερή στον ισηµερινό
γιατί παίρνει την ίδια τιµή. Επίσης,

g(p) = f(p) + f(p̂p) = f(p) + f(p) = 2f(p) < 2ε.

΄Οµως, η g είναι µη αρνητική συνάρτηση και έτσι,

(4.3) g(p) < inf
s∈S

g(s) + 2ε.

Αν υπάρχει σηµείο s ∈ Np r {s} µε

(4.4) g(s) < inf
s∈S

g(x) + ε

τότε από το προηγούµενο Λήµµα για f = −g, παίρνουµε από την (4.8)

g(p) < inf
s∈S

f(s) + ε

οπότε,

(4.5) g(r) ≤ g(s) + ε ≤ g(s) + 2ε

για s ∈ D(r).
Αν G το σύνολο όλων των σηµείων x του ϐορείου ηµισφαιρίου τέτοιο ώστε το s να
είναι προσβάσιµο από το x µε δύο καθόδους. Τα x για τα οποία η προβολή T (x)
ϐρίσκεται στο δίσκο που περιέχει τον πόλο p και το σηµείο T (s) ως αντιποδικά
σηµεία της διαµέτρου του δίσκο, είναι µέσα στο G. ΄Αρα, το εσωτερικό του G είναι
µη κενό και υπάρχει υποσύνολο H του G. Από την (4.9), για κάθε x ∈ H,

g(x) < g(s) + 4ε,

αφού g(x) < g(r) + 2ε και άρα, g(x) < g(s) + 2ε+ 2ε.
Τότε,

0 ≤ inf
y∈S

g(y) ≤ g(x) < inf
y∈S

g(y) + 5ε,

οπότε η g έχει διακύµανση µικρότερη από 5ε στο υποσύνολο H. Από το Λήµµα
(4.2.4) υπάρχει περιοχή του p στην οποία η g να έχει διακύµανση µικρότερη του
4 · 5ε = 20ε. ΄Εστω O αυτή η περιοχή και x ∈ O. ΄Εχουµε ότι

0 ≤ g(x) ≤ g(p) + 20ε < inf
s∈S

g(s) + 2ε+ 20ε ≤ 2ε+ 20ε = 22ε.

Εποµένως,
0 ≤ f(x) ≤ g(x) ≤ 22ε

δηλαδή, η f έχει διακύµανση µικρότερη από 22ε στην περιοχή O. Για να δείξουµε
ότι η f είναι συνεχής αρκεί να δείξουµε ότι για δ > 0 υπάρχει ανοιχτό σύνολο της
S έστω A, τέτοιο ώστε η διακύµανση σε αυτό το σύνολο είναι µικρότερη από δ.
Αν δεν υπάρχει σηµείο s ∈ Np r {p} ώστε g(s) < infx∈Sg(x) + ε, τότε

g(p) = inf
s∈S

g(s).
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Από το Ασθενές Γεωµετρικό Λήµµα του Piron παρατηρούµε ότι η g δεν αυξάνει σε
σχέση µε το γεωγραφικό πλάτος, οπότε αφού η g είναι ϕραγµένη, ϑα υπάρχουν
σηµεία a, b ∈ Np r {p} µε l(a) > l(b) και

g(b)− g(a) < ε.

Για κάθε σηµείο c ∈ S µε γεωγραφικό πλάτος αυστηρά µεταξύ των l(a) και l(b),
έχουµε ότι g(c) ∈ [g(a), g(b)].
Συνεπώς, στο ανοιχτό σύνολο {t ∈ S ώστε l(a) > l(t) > l(b)} η διακύµανση της
συνάρτησης g είναι µικρότερη από ε.
Από το Λήµµα (4.2.4), υπάρχει περιοχή του πόλου p ώστε η διακύµανση της συ-
νάρτησης g να είναι µικρότερη από 4ε. Εποµένως, η f έχει διακύµανση µικρότερη
από 4ε στην περιοχή αυτή και η f είναι συνεχής, όπως ϑέλαµε.

Ορισµός 4.2.9. Μια ϕραγµένη frame συνάρτηση f λέγεται απλή αν έχει supre-
mum σε ένα σηµείο p και ταυτόχρονα είναι σταθερή στον ισηµερινό Ep.

Πρόταση 4.2.10. ΄Εστω µια απλή frame συνάρτηση f µε maximum σε σηµείο
p ∈ S και σταθερή στον ισηµερινό. Τότε

f(s) = m+ (M −m) cos2 θ(s, p)

για κάθε s ∈ S, όπου M = sups∈S f(s) και m = infs∈S f(s).

Απόδειξη. Αν m = M, τότε η f(s) = M είναι απλή και σταθερή στον ισηµερινό
οπότε, το Ϲητούµενο.
Αν m 6= M, τότε υποθέτουµε m = 0 και M = 1. Από το Ασθενές Γεωµετρικό
Λήµµα του Piron, όταν l(r) > l(s) ≥ 0 έχουµε

f(r) ≥ f(s).

΄Εστω παράλληλη Lh = {s ∈ S : l(s) = h} µε 0 ≤ h ≤ 1. Θα δείξουµε ότι η
συνάρτηση f είναι σταθερή σε κάθε τέτοια παράλληλη.
΄Εστω το αντίθετο και

f(h0) = inf{f(s) : s ∈ Lh0
} < f(h0) = sup{f(s) : s ∈ Lh0

}

για 0 ≤ h0 ≤ 1. Τότε,
f(h) < f(h)

λόγω συνέχειας για κάθε h σε κάποιο γνήσιο υποσύνολο I του [0, 1]. ΄Οµως,
το σύνολο C = {h ∈ I : f(h) > f(h)} είναι το πολύ αριθµήσιµο λογω του∑
h∈C(f(h)− f(h)) ≤ 1.

΄Εστω αύξουσα συνάρτηση g : [0, 1]→ [0, 1] τέτοια ώστε

f(s) = g(l(s))

για κάθε s στο ϐόρειο ηµισφαίριο.
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Αν a, b, c ∈ [0, 1] µε a + b + c = 1 τότε υπάρχει frame (r, s, t) όπου r, s, t ∈ Np
ώστε

l(r) = a, l(s) = b, l(t) = c.

Οπότε, f(l(r)) + f(l(s)) + f(l(t)) = 1 και έτσι,

g(a) + g(b) + g(c) = 1.

Για κάθε a ∈ [0, 1] από την g(a) + g(b) + g(c) = 1 συνεπάγεται ότι

g(a) + g(1− a) = 1.

΄Αρα,
g(a) + g(b) = 1− g(1− (a+ b)) = g(a+ b)

για a ≥ 0, b ≤ a+ b ≤ 1.
Οπότε, g(a) = a για a ∈ [0, 1] και g(l(s)) = l(s).
Συνεπώς,

f(s) = g(l(s)) = l(s) = cos2 θ(p, s) = 〈p, s〉2

για κάθε s ∈ S.

Το κύριο αποτέλεσµα στην µελέτη των frame συναρτήσεων είναι το ακόλουθο:

Θεώρηµα 4.2.11. Κάθε ϕραγµένη frame συνάρτηση στην S είναι κανονική.

Απόδειξη. ΄Εστω f ϕραγµένη frame συνάρτηση στην S. Λόγω συνέχειας της f και
του Λήµµατος (4.0.15), υπάρχουν κάθετα διανύσµατα p, r ∈ S ώστε

f(p) = sup
s∈S

f(s) = M

και
f(r) = inf

s∈S
f(s) = m.

΄Εστω q ∈ S µε q⊥p και q ∈ r. Θέτουµε f(q) = a.
Αν m ≥ a ≥ M τότε η f (ή −f ) είναι απλή frame συνάρτηση και από την προη-
γούµενη Πρόταση προκύπτει το Ϲητούµενο.

Θεωρούµε ότι m < a < M και ϑέτουµε p̂, q̂, r̂ τις δεξιές στροφές κατά π
2 πάνω τις

ευθείες που ενώνουν το (0, 0, 0) µε τα p, q, r.

Η συνάρτηση f(s) + f(p̂s) είναι σταθερή στον ισηµερινό Ep µε τιµή m + a και
sups∈S(f(s) + f(p̂s)) = 2M στο σηµείο p.
Αν εφαρµόσουµε την f(s) = m + (M −m) cos2 θ(s, p) για την f(s) + f(p̂s) ϑα
έχουµε ότι

f(s) + f(p̂s) = m+ a+ (2M −m− a) cos2 θ(s, p)
= 2M cos2 θ(s, p) + (m+ a)(1− cos2 θ(s, p))

Αν
g(s) = M cos2 θ(s, p) +m cos2 θ(s, r) + a cos2 θ(s, q)
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τότε,
f(s) + f(p̂s) = g(s) + g(p̂s)

για κάθε s ∈ S. Επίσης, για την −f προκύπτει η

f(s) + f(r̂s) = g(s) + g(r̂s),

αφού sup(−f(s)) = −m.

Αν (p, q, r) frame, ϑεωρούµε τις συντεταγµένες (x, y, z) και ϑα δείξουµε ότι οι
frame συναρτήσεις f, g συµπίπτουν στους µέγιστους κύκλους x = y, x = z, y = z,
δηλαδή f(s) = g(s). ΄Εχουµε ότι

r̂(x, y, z) = (−y, x, z)

και
p̂(x, y, z) = (x,−z, y)

και υπολογίζουµε τα

(4.6) p̂p̂r̂(x, x, z) = p̂p̂(−x, x, z) = p̂(−x,−z, x) = (−x,−x,−z)

(4.7) p̂r̂r̂(x, z, z) = p̂r̂(−z, x, z) = p̂(−x,−z, z) = (−x,−z,−z)

(4.8) r̂p̂p̂p̂r̂(x, y, x) = (−x,−y,−x)

καθώς
r̂(x, y, x) = (−y, x, x), p̂(−y, x, x) = (−y,−x, x),

p̂(−y,−x, x) = (−y,−x,−x), p̂(−y,−x,−x) = (−y, x,−x),

r̂(−y, x,−x) = (−x,−y,−x).

Τότε,

(4.9) f(s) + f(r̂s) = g(s) + g(r̂s)

(4.10) f(r̂s) + f(p̂r̂s) = g(r̂s) + g(p̂r̂s)

(4.11) f(p̂r̂s) + f(p̂p̂r̂s) = g(p̂r̂s) + g(p̂p̂r̂s)
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΄Εστω x = y. Αφού f(s) = f(−s) και g(s) = g(−s) για s = (x, x, z) έχουµε
προσθέτοντας τις (4.13) και (4.15) ότι

(4.12) f(s) + f(r̂s) + f(p̂r̂s) + f(p̂p̂r̂s) = g(s) + g(r̂s) + g(p̂r̂s) + g(p̂p̂r̂s)

Στη συνέχεια, αφαιρούµε την (4.14) από την (4.16) και έχουµε

f(s) + f(p̂p̂r̂s) = g(s) + g(p̂p̂r̂s) ⇒
f(s) + f(−x,−x,−z) = g(s) + g(−x,−x,−z) ⇒
f(s) + f(−s) = g(s) + g(−s) ⇒
f(s) + f(s) = g(s) + g(s) ⇒
f(s) = g(s).

΄Οµοια για y = z και x = z.
Τώρα, ϑα δείξουµε ότι f(s) = g(s) και στους µέγιστους κύκλους

x = −y, x = −z, y = −z.

Πράγµατι, για s = (x,−x, z) είναι r̂(x,−x, z) = (x, x, z) και f(r̂s) = g(r̂s) από
την f(s) + f(r̂s) = g(s) + g(r̂s). ΄Οµοια, για x = −z, y = −z.

΄Εστω η frame συνάρτηση h = g − f. Τότε, h(p) = h(q) = h(r) = 0 και έτσι,
w(h) = 0 (ϐάρος της h). Επίσης, η h µηδενίζεται στους έξι µέγιστους κύκλους
x = y, x = −y, x = z, x = −z, y = z, y = −z. Θα δείξουµε ότι h = 0 ταυτοτικά.
΄Εστω το αντίθετο και έστω ότι υπάρχει frame (p′, q′, r′) ώστε

M ′ = sup
s∈S

h(s) = h(p′)

m′ = inf
s∈S

h(s) = h(r′)

a′ = h(q′) µε q′⊥r′, q′⊥p′.

Αν m′ > −M ′, τότε αφού M ′ + m′ + a′ = 0 είναι a′ < 0. Το a′ είναι η µέγιστη
τιµή της h στο µέγιστο κύκλο που είναι κάθετος στο p′. Αλλά αυτός ο µέγιστος
κύκλος πρέπει να τέµνεται από τον x = y σε τουλάχιστον δύο σηµεία στα οποία
να ισχύει ότι η h µηδενίζεται, το οποίο είναι άτοπο. Ανάλογα, για την −h έχουµε
άτοπο όταν m′ < −M ′. Τελικά, δείξαµε ότι m′ = −M ′ και a′ = 0.
Εν συνεχεία, ϑεωρούµε frame (p′, q′, r′) και συντεταγµένες (x′, y′, z′) που αντι-
στοιχούν στο frame. Τότε,

h(x′, y′, z′) = M(x′2 − z′2)

αν στην f(s) = g(s) αλλάξουµε την f µε την h και και τη g µε την M(x′2 − z′2).
΄Αρα, h = 0 στο µέγιστο κύκλο x′ = y′ στα σηµεία

(x′, x′, x′), (x′, x′,−x′), (−x′,−x′, x′), (−x′,−x′,−x′).

Οι x = y, x = z, y = z τέµνονται στα σηµεία (x, x, x), (−x,−x,−x) και ο x′ = y′

πρέπει να περάσει από αυτά γιατί αλλιώς η h ϑα µηδενιζόταν σε έξι σηµεία και
όχι σε τέσσερα πάνω στον x′ = y′. Ακριβώς ανάλογα, οι µέγιστοι κύκλοι x = −y
και x = −z τέµνονται στα σηµεία (x,−x,−x), (−x, x, x) και αυτά ανήκουν στον
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x′ = y′ γιατί διαφορετικά, ϑα είχαµε και πάλι έξι σηµεία µηδενισµού της h. ΄Οπως
ϐλέπουµε, ο x′ = y′ περιέχει τα

(x, x, x), (−x,−x,−x), (x,−x,−x), (−x, x, x)

οπότε συµπίπτει µε τον κύκλο y = z. Αλλά τότε η h παίρνει την τιµή 0 σε όλα
τα σηµεία x′ = y′ το οποίο είναι άτοπο, αφού η h µηδενίζεται σε τέσσερα σηµεία
όπως δείξαµε παραπάνω. ΄Ετσι, η συνάρτηση h είναι 0 ταυτοτικά και αποδείχθηκε
το Ϲητούµενο.

4.3 Boundedness των frame συναρτήσεων

Σε αυτή την ενότητα ϑα συζητήσουµε την αναγκαιότητα του ϕράγµατος των frame
συναρτήσεων ως υπόθεση του Θεωρήµατος Gleason. Πιο συγκεκριµένα, υπάρ-
χουν προσθετικές συναρτήσεις στο R, δηλαδή συναρτήσεις της µορφής f(ab) =
f(a) + f(b) τέτοιες ώστε να υπάρχουν ϑετικοί a, b ∈ Z που να είναι σχετικά πρώ-
τοι, οι οποίες δεν είναι ϕραγµένες στο [0, 1]. Πράγµατι, αν πάρουµε διάνυσµα
z ∈ P (H), όπου dimH < ∞ και f µια πραγµατική προσθετική συνάρτηση, τότε
η f ◦ z είναι ένα πλήρως προσθετικό µη ϕραγµένο µέτρο του P (H), αλλά δεν
µπορεί να επεκταθεί σε ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές. Σκοπός της συγ-
κεκριµένης ενότητας είναι να δείξουµε ότι σε απειροδιάστατο χώρο Hilbert κάθε
frame συνάρτηση είναι ϕραγµένη.

Ορισµός 4.3.1. • ΄Εστω S χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Η συνάρτηση
f : S1 → R, όπου S1 η µοναδιαία σφαίρα, λέγεται frame-type συνάρτηση
στον S αν ισχύουν :

(i) Ο περιορισµός της f σε κάθε πεπερασµένο υπόχωρο του S είναι frame
συνάρτηση.

(ii) Το άθροισµα
∑
i f(xi) υπάρχει για όλα τα ορθοκανονικά σύνολα (xi)

στον S.

• Η f λέγεται frame συνάρτηση στον S αν υπάρχει σταθερά w(f)(ϐάρος της f )
τέτοια ώστε

∑
a f(xa) = w(f) για όλα τα µεγιστικά ορθοκανονικά συστήµατα

(xa) του S.

Παρατήρηση 4.3.2. Σε πεπερασµένο χώρο S οι frame συναρτήσεις και οι frame-
type συναρτήσεις συµπίπτουν γιατί η συνθήκη (2) του Ορισµού (4.3.1) ικανοποιείται
και για τις δύο περιπτώσεις. Αν η f είναι ϕραγµένη frame-type συνάρτηση σε
χώρο Hilbert H τότε, από το Θεώρηµα (4.1.9), µπορεί να γραφεί ως ϕραγµένος
αυτοσυζυγής γραµµικός τελεστής T του H. Για κάθε ορθοκανονική ϐάση (xi) ∈ H
έχουµε

∑
i〈Txi, xi〉 < ∞ άρα, ο T είναι τελεστής ίχνους και έτσι, η f είναι frame

συνάρτηση.

Λήµµα 4.3.3. ΄Εστω V απειροδιάστατος χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και έστω µια
µη ϕραγµένη frame-type συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το V. Τότε υπάρχει απειρο-
διάστατος χώρος µε εσωτερικό γινόµενο S µε f : S1 → R frame-type συνάρτηση
που ικανοποιεί :
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(i) Αν x ∈ S1 µε |f(x)| > 1, τότε ο περιορισµός f |{x}⊥ είναι ϕραγµένος, όπου
{x}⊥ υπερεπίπεδο.

(ii) Υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα a ∈ S τέτοιο ώστε |f(a)| ≤ 1 και

sup{|f(b)| µε b ∈ S1, 〈b, a〉 = 0} ≤ 1.

Απόδειξη. (1) ΄Εστω το αντίθετο. Τότε για frame-type συνάρτηση του V υπάρχει
µοναδιαίο διάνυσµα x1 ώστε |f(x1)| > 1 και f µη ϕραγµένη στο {x1}⊥ ∩ S1. Η
f |{x}⊥ είναι frame-type σε απειροδιάστατο χώρο οπότε υπάρχει µοναδιαίο διάνυ-
σµα x2 ∈ {x1}⊥ τέτοιο ώστε |f(x2)| > 1 και f µη ϕραγµένη frame-type συνάρτη-
ση στο {x1, x2}⊥. Συνεχίζοντας τη διαδικασία, κατασκευάζουµε την ορθοκανονική
ακολουθία (xn) ∈ V µε

∑
n |f(xn)| = ∞ το οποίο αντιβαίνει στον ορισµό της

frame-type συνάρτησης.
(2) ΄Εστω f και S όπως στη συνθήκη (1) και έστω διάνυσµα a ∈ S µε |f(a)| > 1. Αν
πολλαπλασιάσουµε την f µε µια µη-µηδενική σταθερά, προκύπτει το Ϲητούµενο.

Λήµµα 4.3.4. ΄Εστω f µη ϕραγµένη frame-type συνάρτηση σε χώρο µε εσωτερικό
γινόµενο S που ικανοποιεί τις συνθήκες του Λήµµατος (4.3.3). Τότε υπάρχουν
e1, e2, e3 κάθετα µοναδιαία διανύσµατα τέτοια ώστε |f(ei)| > 1 για i = 1, 2, 3.

Απόδειξη. Αφού f µη ϕραγµένη υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα e1 ∈ S µε |f(e1)| >
6. Για διάνυσµα a όπως στη συνθήκη (2) του Λήµµατος (4.3.3) επιλέγουµε µονα-
διαία διανύσµατα g, b στη γραµµική ϑήκη span{e1, a} τέτοια ώστε 〈g, e1〉 = 0 και
〈b, a〉 = 0. Τότε αφού e1⊥g και b⊥a, έχουµε ότι

f(e1) + f(g) = f(a) + f(b).

Αφού όµως |f(a)| ≤ 1 και |f(b)| ≤ 1 έχουµε

|f(g)| = |f(e1)− f(a)− f(b)|
≥ |f(e1)| − |f(a)| − |f(b)|
> 6− 1− 1
> 4.

΄Εστω µοναδιαίο διάνυσµα h ∈ {e1, a}⊥. Αφού 〈h, a〉 = 0 είναι |f(h)| ≤ 1.
Επίσης, αφού η f είναι frame συνάρτηση σε κάθε υπόχωρο του {e1}⊥ µε διάσταση
3 που περιέχει τα g, h η f είναι συνεχής στη µοναδιαία σφαίρα της γραµµικής
ϑήκης span{g, h} τέτοια ώστε |f(e2)| = 2.

Αν e3 µοναδιαίο διάνυσµα στο span{g, h} και e3⊥e2 αφού η f είναι frame
έχουµε λόγω της καθετότητας ότι :

f(e2) + f(e3) = f(g) + f(h)
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Συνεπώς,

|f(e3)| = |f(g) + f(h)− f(e2)|
≥ |f(g)| − |f(h)| − |f(e2)|
> 4− 1− 2
= 1.

Λήµµα 4.3.5. ΄Εστω {e1, e2, e3} ορθοκανονικό σύνολο σε πραγµατικό χώρο Hil-
bert µε διάσταση ίση µε 4, έστωH4. ΄Εστω e µοναδιαίο διάνυσµα τουH4 τέτοιο ώστε
〈e, e1〉 6= 0. Τότε µπορούµε να διασπάσουµε το e ως

e = x+ y

µε x, y µη-µηδενικά κάθετα διανύσµατα που ικανοποιούν

〈x, e1〉 = 〈y, e2〉 = 〈y − ‖y‖2e, e3〉 = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω {e1, e2, e3, e4} ϐάση του H4 που επεκτείνει το ορθοκανονικό σύ-
νολο {e1, e2, e3}. ΄Εστω e = (a, b, c, d) µε a 6= 0 και b 6= 0. Μπορούµε να ϐρούµε
x, y µε

x = (0, b, c− u, d− v)

y = (a, 0, u, v),

όπου u, v παράµετροι. Παρατηρούµε ότι x, y 6= 0 και

e = x+ y = (0, b, c− u, d− v) + (a, 0, u, v) = (a, b, c, d).

Επίσης, 〈x, e1〉 = 0 και 〈y, e2〉 = 0. Αν 〈x, y〉 = 〈y − ‖y‖2e, e3〉 = 0 έχουµε το
σύστηµα από µη-γραµµικές εξισώσεις :

(4.13) u(c− u) + v(d− v) = 0

(4.14) u− c(a2 + u2 + v2) = 0

Γράφουµε την (4.17) ως
uc− u2 + vd− v2 = 0

και την (4.18) ως
−u2c− cv2 = −u+ ca2

και έχουµε

uc− u2 + vd− v2 = 0
uc2 − u2c+ cvd− cv2 = 0
uc2 + cvd− u+ ca2 = 0
u(c2 − 1) + ca2 + cvd = 0
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΄Ετσι,
ca2 + cvd = −u(c2 − 1) = u(1− c2)

και

u =
ca2 + cvd

1− c2

δηλαδή, u =
c(a2 + vd)

1− c2
, µε c < 1 αφού a 6= 0 και ‖e‖ = 1. Αντικαθιστούµε το

αποτέλεσµα στην (4.17) και έχουµε ότι

c(a2 + vd)

1− c2
c− c2(a2 + vd)2

(1− c2)2
+ cd− v2 = 0

c2a2 + c2vd

1− c2
− c2(a4 + 2a2vd+ v2d2)

(1− c2)2
+ cd− v2 = 0

c2a2

1− c2
+

c2vd

1− c2
− c2a4

(1− c2)2
− 2c2a2vd

(1− c2)2
− c2v2d2

(1− c2)2
+ cd− v2 = 0

v2( −c
2d2

(1−c2)2 − 1) + v( c2d
1−c2 −

2c2a2d
(1−c2)2 + d) + c2a2

1−c2 −
c2a4

(1−c2)2 = 0

Θέτουµε

A =
−c2d2

(1− c2)2
− 1,

B =
c2d

1− c2
− 2c2a2d

(1− c2)2
+ d

C =
c2a2

1− c2
− c2a4

(1− c2)2

και έχουµε την εξίσωση
Au2 +Bu+ C = 0

η οποία έχει διακρίνουσα

∆ = B2 − 4AC = B2 + 4

Å
c2d2

(1− c2)2
+ 1

ã
·
Å
c2a2

1− c2
− c2a4

(1− c2)2

ã
.

Τότε,
c2a2

1− c2
− c2a4

(1− c2)2
=

c2a2

1− c2
·
Å

1− a2

1− c2

ã
≥ 0

αφού a2 + c2 < 1 για b 6= 0 και ‖e‖ = 1. Συνεπώς, αφού ο όρος C ≥ 0, τότε και
∆ ≥ 0 και έτσι, το σύστηµα των (4.17), (4.18) έχει πραγµατική λύση u, v, όπως
ϑέλαµε.

Θεώρηµα 4.3.6. Dorofeev- Sherstnev Κάθε frame-type συνάρτηση σε έναν α-
πειροδιάστατο χώρο µε εσωτερικό γινόµενο είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει µη ϕραγµένη frame-type συνάρτηση σε έναν απει-
ϱοδιάστατο χώρο µε εσωτερικό γινόµενο. Από το Λήµµα (4.3.3) µπορούµε να
ϐρούµε µια µη ϕραγµένη frame-type συνάρτηση σε έναν απειροδιάστατο χώρο S
µε εσωτερικό γινόµενο ικανοποιώντας τις συνθήκες :
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• Αν x ∈ S1 µε |f(x)| > 1, τότε ο περιορισµός f |{x}⊥ είναι ϕραγµένος, όπου
{x}⊥ υπερεπίπεδο.

• Υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα a ∈ S τέτοιο ώστε |f(a)| ≤ 1 και

sup{|f(b)| µε b ∈ S1, 〈b, a〉 = 0} ≤ 1.

Θεωρούµε ορθοκανονικό σύνολο e1, e2, e3 µε |f(ei)| > 1 για i = 1, 2, 3. Θέτουµε

C = max
i=1,2,3

{|f(ei)|, sup{|f(x)| : x ∈ {ei}⊥ ∩ S}

Αφού f µη ϕραγµένη, υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα h τέτοιο ώστε

|f(x)| > 3C.

Λόγω της δεύτερης από τις παραπάνω συνθήκες έχουµε ότι 〈h, ei〉 6= 0 ∈ R. Από
το προηγούµενο Λήµµα (4.3.5) , h = x+y για x, y 6= 0. Για z = y−‖y‖2h έχουµε

〈x, y〉 = 〈x, e1〉 = 〈y, e2〉 = 〈z, e3〉 = 0,

αφού x⊥y και χρησιµοποιήσαµε το Λήµµα (4.3.5). Επίσης,

〈h, z〉 = 〈y − ‖y‖2h, h〉 = 〈y − ‖y‖2(x+ y), x+ y〉
= 〈y, x〉+ ‖y‖2 − ‖y‖2〈x+ y, x〉 − ‖y‖2〈x+ y, y〉
= ‖y‖2 − ‖y‖2‖x‖2 − ‖y‖2‖y‖2
= ‖y‖2 − ‖y‖2(‖x‖2 + ‖y‖2)
= ‖y‖2 − ‖y‖2
= 0.

Παρατηρούµε ότι τα διανύσµατα x, y, z, h ανήκουν στον ίδιο υπόχωρο διάστασης
δύο ϑα είναι h⊥ z

‖z‖ και x
‖x‖⊥

y
‖y‖ οπότε,

f(h) + f

Å
z

‖z‖

ã
= f

Å
x

‖x‖

ã
+ f

Å
y

‖y‖

ã
Αφού
〈x, y〉 = 〈x, e1〉 = 〈y, e2〉 = 〈z, e3〉 = 0 είναι∣∣∣∣f Å x

‖x‖

ã∣∣∣∣ ≤ C
όπως και

∣∣∣∣f Å y

‖y‖

ã∣∣∣∣ ≤ C, ∣∣∣∣f Å z

‖z‖

ã∣∣∣∣ ≤ C.
΄Αρα, ∣∣∣∣f(h) + f

Å
z

‖z‖

ã∣∣∣∣ ≤ 2C.

Αλλά, ∣∣∣∣f(h) + f

Å
z

‖z‖

ã∣∣∣∣ ≥ |f(h)| − f
∣∣∣∣Å z

‖z‖

ã∣∣∣∣
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και αφού έχουµε ϑεωρήσει την f µη ϕραγµένη µε |f(h)| > 3C, ϑα είναι

∣∣∣∣f(h) + f

Å
z

‖z‖

ã∣∣∣∣ ≥ |f(h)| − f
∣∣∣∣Å z

‖z‖

ã∣∣∣∣ > 3C − C = 2C

το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, η frame-type συνάρτηση είναι ϕραγµένη, όπως
ϑέλαµε.

Θεώρηµα 4.3.7. Θεώρηµα Gleason για απειροδιάστατο χώρο
΄Εστω f frame-type συνάρτηση σε έναν απειροδιάστατο χώρο µε εσωτερικό γι-

νόµενο S. Τότε υπάρχει trace class τελεστής T στην πλήρωσηH του S για τον οποίο
ισχύει ότι

f(x) = 〈Tx, x〉
για κάθε x ∈ S1.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα Dorofeev- Sherstnev και το Θεώρηµα (4.1.11) υπάρ-
χει ϕραγµένος αυτοσυζυγής τελεστής T ∈ H ώστε f(x) = 〈Tx, x〉 για κάθε x ∈ S1.
Θα δείξουµε ότι ο T είναι trace class τελεστής.
΄Εστω το αντίθετο και υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι ‖T‖ ≤ 1.
Γνωρίζουµε ότι αν T ∈ B(H) αυτοσυζυγής τελεστής και

∑
〈Tx, x〉 συγκλίνει για

κάθε ορθοκανονική ϐάση του H τότε ο T ανήκει στο σύνολο των trace class τελε-
στών. Συνεπώς, αφού ο T δεν είναι trace class, υπάρχει ορθοκανονική ακολουθία
x1, ..., xn ∈ H τέτοια ώστε

n∑
i=1

|〈Txi, xi〉| > 1.

΄Εστω ε > 0 µε
∑n
i=1 |〈Txi, xi〉| > 1 + ε και έστω ορθοκανονική ακολουθία

h1, ..., hn ∈ S τέτοια ώστε
‖hi − xi‖ <

ε

2n
.

΄Εχουµε

|〈Thi, hi〉 − 〈Txi, xi〉| ≤ |〈T (hi − xi), hi〉|+ |〈Txi, hi − xi〉| ≤ 2
ε

2n
=
ε

n

άρα,

∑n
i=1 |〈Thi, hi〉| ≥

∑n
i=1 |〈Txi, xi〉| −

∑n
i=1 |〈Txi, xi〉 − 〈Thi, hi〉|

≥ 1 + ε− n ε
n

= 1.

Αν P ∈ H η ορθογώνια προβολή επί της γραµµικής ϑήκης span{h1, ..., hn}
γράφουµε T = PT + (1 − P )T αλλά αφού PT είναι trace-class τελεστής, ο
(1− P )T δεν είναι τέτοιος τελεστής.
Επειδή το H είναι πλήρωση του S, το (1−P )(S) είναι πυκνό στο (1−P )(H) και
έτσι µπορούµε να κατασκευάσουµε µια ορθοκανονική ακολουθία hn+1, ..., hn+k
που ανήκει στο (1− P )(S) ⊆ S ώστε να ισχύει

k∑
i=1

|〈Thn+i, hn+i〉| ≥ 1.
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Συνεχίζοντας τη διαδικασία, κατασκευάζουµε µια ορθοκανονική ακολουθία

(hn) ∈ S

ώστε
∞∑
n=1

|f(hn)| =
∞∑
n=1

|〈Thn, hn〉| =∞,

το οποίο είναι άτοπο και έτσι ο T είναι trace-class τελεστής.

Εποµένως, δείξαµε ότι κάθε frame-type συνάρτηση σε έναν απειροδιάστατο χώρο
Hilbert είναι frame συνάρτηση. Τέλος, ϑα διατυπώσουµε το παραπάνω Θεώρηµα
µετροθεωρητικά.

Θεώρηµα 4.3.8. Κάθε ϕραγµένο πλήρως προσθετικό µέτρο µ στο δικτυωτό προ-
ϐολών της άλγεβρας B(H) όλων των ϕραγµένων τελεστών ενός απειροδιάστατου
χώρου Hilbert H επεκτείνεται µοναδικά σε ένα γραµµικό συναρτησοειδές της άλγε-
ϐρας B(H).
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