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Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε στο Τµήµα Στατιστικής και

Αναλογιστικών - Χρηµατοοικονοµικών Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αι-

γαίου, στα πλαίσια του Προγράµµατος Μεταπτυχιακών Σπουδών ”Στατιστική

και Ανάλυση ∆εδοµένων”. Σκοπός της είναι η ανάλυση Πειραµατικών Σχε-

δίων µε χρήση των ϐάσεων Grο̈bner.

Η εργασία αυτή χωρίζεται σε τϱία κεφάλαια. Στο πϱώτο κεφάλαιο παρουσίαζε-

ται το κοµµάτι των Πειραµατικών Σχεδιασµών και πιο συγκεκριµένα η στατισ-

τική ανάλυση αυτών. Επίσης γίνεται και µια εισαγωγή στο γραµµικό πρό-

τυπο, ϐάσει του οποίου γίνεται η ανάλυση των Παραγοντικών Σχεδιασµών.

Στο δεύτεϱο κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή στη ϑεωρία των ϐάσεων Grο̈bner.

Οι ϐάσεις αυτές έχουν κάποιες ιδιαίτερες ιδιότητες οι οποίες τις καθιστούν

κατάλληλες για την επίλυση στατιστικών προβληµάτων και όχι µόνο.

Τέλος, στο τϱίτο κεφάλαιο, συναντάται η εφαρµογή των ϐάσεων Grο̈bner στην

ανάλυση των Πειραµατικών Σχεδιασµών.
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Κεφάλαιο 1

Στατιστική και Πειραµατικοί

Σχεδιασµοί

1.1 Εισαγωγικές έννοιες

Στατιστική είναι ο κλάδος των Μαθηµατικών που εξάγει χρήσιµες πληροφο-

ϱίες σχετικά τους κινδύνους που συνοδεύουν αποφάσεις όπου εµπεριέχεται

αβεβαιότητα και µας δίνει την δυνατότητα να κατανοήσουµε και να επιτα-

χύνουµε την διαδικασία λήψης ορθών αποφάσεων.

Ορισµός 1.1.1. Στατιστική είναι η επιστήµη που αναπτύσει µεθόδους :

1. Σχεδιασµού Πειράµατος

2. Συλλογής ∆εδοµένων

3. Επεξεργασίας και Παρουσίασης

4. Ανάλυσης

5. Ερµηνείας - Συµπερασµατολογίας
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Η Στατιστική χωρίζεται σε δύο µεγάλους κλάδους :

Ι. Την Περιγραφική Στατιστική και

ΙΙ. Την Επαγωγική ή Αναλυτική Στατιστική.

Η περιγραφική στατιστική πραγµατεύεται µεθόδους συλλογής, περιγραφής

και παρουσίασης δεδοµένων, όπως για παράδειγµα οι πίνακες συχνοτήτων,

γραφήµατα και διαγράµµατα. Η επαγωγική στατιστική, χρησιµοποιεί τε-

χνικές όπου µε ϐάση τα δεδοµένα ενός δείγµατος που έχει επιλεχθεί µε υ-

ποδειγµατικό τρόπο (µε κάποια εκ των µεθόδων δειγµατοληψίας) από ένα

πληθυσµό, εξάγει συµπεράσµατα για ολόκληρο τον πληθυσµό. Στη διαδικα-

σία αυτή απαραίτητη είναι η δειγµατοληψία, δηλαδή η διαδικασία επιλογής

ενός αντιπροσωπευτικού δείγµατος από το σύνολο του πληθυσµού.

Στην επαγωγική στατιστική διακρίνονται δυο κατηγορίες, η στατιστική ε-

κτίµηση και ο στατιστικός έλεγχος υποθέσεων. Η πρώτη χωρίζεται σε ση-

µειακή εκτίµηση, δηλαδή εκτίµηση της άγνωστης παραµέτρου του πληθυ-

σµού ϐασισµένη σε µία µόνο ποσότητα που ϐασίζεται στα δεδοµένα και σε

εκτίµηση µε χρήση διαστήµατων, δηλαδή εκτίµηση της ίδιας άγνωστης παρα-

µέτρου του πληθυσµού ϐασισµένη σε ένα διάστηµα το οποίο προέκυψε από

το δείγµα. Το διάστηµα εµπιστοσύνης (∆.Ε) σχετίζεται µε έναν συντελεστή τον

οποίο ονοµάζουµε συντελεστή εµπιστοσύνης του διαστήµατος, παίρνει τιµές

στο διάστηµα [0,1] και δίνει την πιθανότητα η πραγµατική τιµή της άγνωστης

παραµέτρου να ϐρίσκεται εντός του ∆.Ε. [4]

Στον στατιστικό έλεγχο υποθέσεων ελέγχουµε, χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα

ενός δείγµατος, αν ισχύει ή όχι η υπόθεση που έχουµε κάνει για την άγνωστη

παράµετρο του πληθυσµού. Στη διαδικασία αυτή είναι απαραίτητο να κάνου-

µε δύο ϐασικές υποθέσεις : α) Την εναλλακτική υπόθεση H1, που περιγράφει
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τον ισχυρισµό που επιθυµούµε να διερευνηθεί για την άγνωστη παράµετρο

του πληθυσµού και

ϐ) Τη µηδενική υπόθεση H0 , που είναι η άρνηση της εναλλακτικής υπόθε-

σης. Σηµειώνεται ότι η µηδενική υπόθεση αποτελεί µια καθολικά αποδεκτή

κατάσταση (π.χ. ο κατηγορούµενος είναι αθώος) και η εναλλακτική απο-

τελεί την κατάσταση που µπορεί να γίνει αποδεκτή µόνο εφόσον υπάρχουν

επαρκή αποδεικτικά στοιχεία (ένοχος ο κατηγορούµενος) Πέραν του ελέγχου

υποθέσεων, ή ακριβέστερα, συµπληρωµατικά µε τον έλεγχο υποθέσεων, υ-

πάρχει και ο έλεγχος σηµαντικότητας, όπου προσδιορίζεται το µέγεθος των

ενδείξεων που δίνουν τα δεδοµένα κατά την µηδενική υπόθεση. Αυτό γίνεται

µε την ϐοήθεια του παρατηρούµενου επιπέδου σηµαντικότητας, του p-value.

Οϱισµός 1.1.2. Παϱατηϱούµενο επίπεδο σηµαντικότητας (p-value) είναι η

πιϑανότητα να παϱατηϱήσουµε τιµή της στατιστικής συνάϱτησης ελέγχου ίδια

µε αυτή που παϱατηϱήϑηκε ή ακόµα πιο ακϱαία πϱος την H0.

΄Ενα αποτέλεσµα κρίνεται στατιστικά σηµαντικό αν η πιθανότητα να πραγ-

µατοποιηθεί όταν ισχύει η H0 είναι πολύ µικϱή. Το ότι πραγµατοποιήθηκε

δίνει σηµαντικές ενδείξεις κατά της H0. ΄Αϱα, όσο πιο µικϱή είναι η τιµή του

p-value, τόσο ισχυϱότεϱες ενδείξεις δίνουν τα πειραµατικά δεδοµένα κατά της

H0.

Στη στατιστική, απαϱαίτητη κρίνεται η χϱήση των τυχαίων µεταβλητών (τ.µ.),

δηλαδή εννοιών που να προσδίδουν αριθµητικές τιµές σε ένα χαρακτηριστικό

ή µια ιδιότητα ενός πϱοσώπου, αντικειµένου ή κατάστασης, που µελετάµε και

ενδέχεται να µεταβάλλονται τυχαία ή να παίϱνουν διάφορες τιµές σε διαφορε-

τικές καταστάσεις. Οι τυχαίες µεταβλητές έχουν διάφορους διαχωρισµούς,

όµως κάποιοι εκ των πιο σηµαντικών είναι ο διαχωρισµός τους σε εξαρτηµένες

8



και ανεξάϱτητες, αλλά και ο διαχωρισµός σε ποσοτικές και ποιοτικές. Εξαρτη-

µένες είναι οι µεταβλητές οι οποίες ϑεωρούµε πως µποϱούν να επηρεαστ-

ούν από άλλους παράγοντες ή µεταβλητές ενώ ανεξάϱτητες µεταβλητές είναι

οι παράγοντες που ϑεωρούµε ότι µποϱούν να επηρεάσουν την εξαρτηµένη

µεταβλητή. Επιπλέον, ποσοτικές είναι οι µεταβλητές που παίϱνουν τιµές από

ένα αριθµητικό σύνολο, ενώ ποιοτικές είναι αυτές που δεν µποϱούν να πάϱουν

αριθµητικές τιµές, για παϱάδειγµα, στην εϱώτηση ποιο είναι το ϕύλο σου η

απάντηση είναι αρσενικό ή ϑηλυκό. Οι ποσοτικές µεταβλητές χωρίζονται

πεϱαιτέϱω σε διακριτές, δηλαδή αυτές που παίϱνουν τιµές σε πεπερασµένο ή

αριθµήσιµο σύνολο και συνεχείς, αυτές δηλαδή που παίϱνουν οποιαδήποτε

τιµή σε οποιοδήποτε διάστηµα του R. Στην πϱώτη πεϱίπτωση µια τ.µ. Χ

παίϱνει τιµές X1, X2, ..., Xk, ενώ στην δεύτεϱη µια τ.µ. Χ παίϱνει τιµές σε

οποιοδήποτε υποσύνολο του R.

Για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων µιας τ.µ. Χ είναι απαϱαίτητη η εύϱεση

της συνάϱτησης κατανοµής, η οποία ορίζεται παϱακάτω. [3]

Οϱισµός 1.1.3. ΄Εστω τ.µ. X : Ω −→ R και Ω ο δειγµατικός χώϱος. Η

συνάϱτηση FX(x) : R −→ [0, 1], FX(x) = P (X ≤ x) καλείται συνάϱτηση

κατανοµής.

Σχόλιο 1: ∆ειγµατικός χώϱος Ω ενός πειϱάµατος καλείται το σύνολο των

δυνατών αποτελεσµάτων που µποϱούν να εµϕανιστούν σε µια εκτέλεσή του.

Για παϱάδειγµα η ϱίψη ενός νοµίσµατος έχει πιϑανά αποτελέσµατα {Κ,Γ},

όπου Κ το αποτέλεσµα της ϱίψης να είναι κοϱώνα και Γ το αποτέλεσµα της

ϱίψης να είναι γϱάµµατα.

Σχόλιο 2: Η συνάϱτηση κατανοµής έχει τις παϱακάτω ιδιότητες,

a) Είναι αύξουσα συνάϱτηση.
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b) limx→∞ FX(x) = 1

c) limx→−∞ FX(x) = 0

d) Η FX(x) είναι δεξιά συνεχής.

Απόδειξη: (ϐλέπε Παϱάϱτηµα)

Αν η τ.µ. είναι διακϱιτή, τότε οϱίϹουµε τη συνάϱτηση πιϑανότητας, η

οποία δίνεται από την σχέση:

fX(xi) = P (X = xi), xi ∈ {x1, x2, ...} = Sx.

Η παραπάνω συνάϱτηση ικανοποιεί τις ιδιότητες:

a) fX(xi) ≥ 0 ∀ i = 1, 2, ...

b)
∑

xi∈Sx f(xi) = 1. Μάλιστα, ισχύει ότι FX(x) =
∑
fX(xi).

Σχόλιο: Το Sx µποϱεί να είναι πεπερασµένο σύνολο ή αριθµήσιµο σύνολο.

Αν η τ.µ. Χ είναι συνεχής, και B ⊆ R, τότε ορίζουµε τη συνάϱτηση πυκνότη-

τας πιθανότητας fX(x), η οποία δίνεται από την σχέση:

P (X ∈ B) =
∫
B
fX(t)dt, t ∈ R.

Σχόλιο: Το B µποϱεί να γϱαϕεί ως ένωση πεπερασµένου ή αριθµήσιµου

πλήϑους διαστηµάτων του R.

Η παραπάνω συνάϱτηση ικανοποιεί τις ιδιότητες:

a) fX(x) ≥ 0, x ∈ R

b)
∫∞
−∞ fX(x) = 1. Σηµειώνεται ότι F ′X(x) = fX(x).

Βασικό εργαλείο της στατιστικής συµπερασµατολογίας αποτελούν και τα περι-

γραφικά µέτρα τα οποία ταξινοµούνται σε δυο κατηγορίες, τα µέτρα ϑέσης

και τα µέτρα διασποράς. Τα µέτρα ϑέσης σχετίζονται µε τη ϑέση των τιµών

στο χώϱο. Το πιο διαδεδοµένο µέτϱο ϑέσης είναι ο αριθµητικός µέσος µ ή

αλλιώς η µέση τιµή της τ.µ. Χ.
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Οϱισµός 1.1.4. Ηµέση τιµή µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητήςX = {x1, x2, ..., xn, ..., },

µε συνάϱτηση πιθανότητας fX(x), δίνεται από την σχέση:

µ = E(X) =
∑

xifX(xi).

Αντίστοιχα, η µέση τιµή µιας συνεχούς τ.µ. X µε συνάϱτηση πυκνότητας

πιϑανότητας fX(x) δίνεται από την σχέση:

µ = E(X) =

∫ ∞
−∞

xfX(x) dx.

Μεϱικές ϐασικές ιδιότητες της µέσης τιµής είναι:

1. Αν η τ.µ. X είναι η σταθερά c τότε E(X) = c.

2. Αν X τ.µ. και c σταθερά, τότε E(cX) = cE(X).

3.Αν X και Y είναι δυο τ.µ. τότε E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

4. Αν X και Y είναι ανεξάϱτητες τ.µ. τότε E(XY ) = E(X)E(Y ).

Οϱισµός 1.1.5. Ο δειγµατικός µέσος µιας τυχαίας µεταβλητήςX = (x1, ..., xn)

δίνεται από τη σχέση:

X̄ =

∑n
k=1 xk
n

Από την άλλη, τα µέτϱα διασποϱάς καϑοϱίϹουν τον τϱόπο µε τον οποίο

µεταϐάλλονται οι τιµές της µεταϐλητής, πως διασπείϱονται δηλαδή στο χώϱο.

Το πιο διαδεδοµένο µέτϱο διασποϱάς είναι η διακύµανση, δηλαδή η µέση

τετϱαγωνική απόσταση (απόκλιση) των τιµών από τη µέση τιµή.

Οϱισµός 1.1.6. Η διακύµανση (ή διασποϱά) µιας τ.µ. Χ µε µέση τιµή µ

δίνεται από την σχέση

V ar(X) = σ2 = E(X − µ)2 =


∑

(xi − µ)2fX(xi), (a)∫
(x− µ)2fX(x) dx, (b)
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όπου a είναι η διακϱιτή πεϱίπτωση και b είναι η συνεχής πεϱίπτωση. Η

αντίστοιχη δειγµατική διακύµανση δίνεται από την σχέση:

s2 =

∑n
k=1(xk − X̄)2

n

Κάποιες ϐασικές ιδιότητες της διακύµανσης είναι οι:

1. Αν η τ.µ. Χ είναι η σταϑεϱά c τότε V ar(c) = 0.

2. Αν Χ τ.µ. και c σταϑεϱά, τότε V ar(X + c) = V ar(X) και V ar(cX) =

c2V ar(X).

Σχόλιο: Η ϑετική ϱίϹα της διακύµανσης ονοµάϹεται τυπική απόκλιση και

υπολογίϹεται ως εξής

σX =
√
V ar(X).

΄Ενα µέτϱο ϐαθµού συσχέτισης µεταξύ δυο µεταβλητών Χ και Υ είναι η συν-

διακύµανση Cov(X, Y ).

Οϱισµός 1.1.7. Η συνδιακύµανση σXY ή Cov(X, Y ) είναι το µέτϱο του ϐα-

ϑµού συσχέτισης δυο µεταβλητών Χ και Υ και υπολογίζεται µε την σχέση

Cov(X, Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] =

E(XY − Y E(X)−XE(Y ) + E(X)E(Y )) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Σχόλιο: Αν Χ και Υ ανεξάϱτητες τ.µ. τότε E(XY ) = E(X)E(Y ) ⇒

Cov(XY ) = 0.

1.1.1 Γϱαµµική Παλινδϱόµηση

Σε αρκετές στατιστικές εφαρµογές συναντάται το πϱόϐληµα της µελέτης της

σχέσης δύο ή περισσοτέρων τυχαίων µεταβλητών. ΄Ενα παραδείγµα τέτοιας
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σχέσης έχουµε στη µελέτη του ύψους και του ϐάϱους µιας οµάδας ανθρώπων.

Στόχος µας είναι να αποφασίσουµε αν υπάρχει µια τέτοια σχέση και στη

συνέχεια να προσδιορίσουµε τη σχέση αυτή µε ϐάση ορισµένες παρατηρή-

σεις. ΄Ενας από τους κύριους λόγους που η µελέτη αυτή είναι σηµαντική,

κυϱίως σε εφαρµογές που έχουν σχέση µε επιχειρήσεις και µε την οικονοµία,

είναι ότι οι σχέσεις αυτές χρησιµοποιούνται συχνά για προβλέψεις. Το πϱώτο

ϐήµα για να πραγµατοποιηθεί η µελέτη αυτή είναι ο προσδιορισµός µιας

µαθηµατικής εξίσωσης (µοντέλου) που περιγράφει τη ϕύση της σχέσης που

υφίσταται µεταξύ των υπό µελέτη µεταβλητών. [7] Στην πεϱίπτωση που δυο

µεταβλητέςX και Y σχετίζονται µε γραµµικό τϱόπο, τότε µε ϐάση ένα σύνολο

n παϱατηϱήσεων (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn), αυτό µποϱεί να αποτυπωθεί

µε το µοντέλο της απλής γραµµικής παλινδρόµησης που είναι της µορφής:

Yi = β0 + β1 ∗Xi + εi, i = 1, 2, ...n,

όπου, Yi: είναι οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής, γνωστή και ως µεταβλ-

ητή απόκρισης, η οποία είναι τυχαία µεταβλητή

Xi: είναι οι τιµές της ανεξάϱτητης µεταβλητής

β0, β1: οι άγνωστες παϱάµετϱοι του µοντέλου που καλούνται συντελεστές

παλινδρόµησης

εi: τα σφάλµατα του µοντέλου τα οποία είναι τυχαίες µεταβλητές και n το

πλήϑος των παϱατηϱήσεων τα οποία δηλώνουν την απόκλιση από την πραγ-

µατική τιµή.

Για να µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε το γραµµικό µοντέλο κάνουµε κάποιες

υποθέσεις για τα σφάλµατα οι οποίες αν δεν πληρούνται δεν µποϱούµε να

εφαρµόσουµε γραµµικό πρότυπο. Αυτές είναι οι εξής:

1. E(εi) = 0 και V ar(εi) = σ2 = c, όπου c σταθερά.
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2. Είναι ανά δύο ασυσχέτιστες τ.µ., δηλαδή Cov(εi, εj) = 0, ∀i 6= j

3. Τα σφάλµατα ακολουθούν κανονική κατανοµή.

Σχόλιο: Μια ερµηνεία των παϱαµέτϱων β0, β1 του γραµµικού προτύπου

ϑα µποϱούσε να δωθεί διαγραµµατικά. ∆ηλαδή, το β0 αποτελεί το σηµείο

τοµής της ευθείας που περιγράφει το γραµµικό µοντέλο µε τον άξονα των Υ

και το β1 αποτελεί τον συντελεστή διεύθυνσης (κλίση) της ευθείας, αντιπροσω-

πεύει δηλαδή την αύξηση ή την µείωση στην αναµενόµενη τιµή της Υ, κάτι

που ϕαίνεται και από το Γϱάϕηµα 1. [2]

Το διάγϱαµµα διασποϱάς ή σκεδασµογϱάϕηµα επιτϱέπει να αποκοµίσει

ο εϱευνητής µια πϱώτη εικόνα των δεδοµένων και κατά πόσον οι τιµές (x, y)

ϕαίνεται να µποϱούν να πεϱιγϱαϕούν από µια ευϑεία.

Γϱάϕηµα 1: Γϱάϕηµα παϱατηϱήσεων (Xi, Yi)

Από το Γϱάϕηµα 1 που αϕοϱά σε γϱαϕική παράσταση 12 σηµείων (Xi, Yi), i =

1, ..., 12, παϱατηϱούµε πως τα σηµεία εµφανίζουν µια γραµµική σχέση, κα-

ϑώς κινούνται γύϱω από την κόκκινη ευθεία µε γραµµικό τϱόπο και συνεπώς
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κρίνεται σκόπιµη η χϱήση του γραµµικού µοντέλου όπως ϑα διαπιστωθεί

αϱγότεϱα, ο ϐαθµός της γραµµικής σχέσης µποϱεί να υπολογισθεί από το

συντελεστή συσχέτισης R2, ο οποίος και ϑα αναλυθεί παϱακάτω.

Η εκτιµώµενη ευϑεία παλινδϱόµησης δίνεται από την σχέση:

Ŷ = ˆE(Yi) = β̂0 + β̂1 ∗Xi.

Παϱατήϱηση: Τα εi απουσιάζουν από την εκτιµώµενη ευθεία παλινδρόµησης

γιατίE(εi) = 0 ενώ τα β̂0 και β̂1 είναι οι εκτιµήτριες των άγνωστων παϱαµέτϱων

του µοντέλου.

Οι εκτιµήσεις των παϱαµέτϱων β0 και β1 προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση

µε χϱήση της µεθόδου ελαχίστων τετϱαγώνων της ποσότητας:

Q( β0, β1) =
n∑
i=1

ε2
i =

n∑
i=1

(Yi − β0 − β1 ∗Xi)
2.

Μετά τη χϱήση της µεϑόδου πϱοκύπτουν οι εκτιµήσεις των παϱαµέτϱων:

β̂1 =

∑n
i=1 (X i − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1 (Xi − X̄)
2

και

β̂0 = Ȳ − β̂1 ∗ X̄

(ϐλέπε Παϱάϱτηµα).

1.1.1.1 Ανάλυση ∆ιακύµανσης

Σηµαντικό σηµείο της ανάλυσης παλινδρόµησης αποτελεί ο πίνακας ανάλυσης

διακύµανσης. Ο πίνακας anova ή αλλιώς πίνακας ανάλυσης διακύµανσης

(διασποράς) µας επιτϱέπει να αναλύσουµε τη συνολική (ολική) µεταβλητότητα
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των δεδοµένων που δίνεται από τον τύπο SST =
∑n

i=1 (Yi − Ȳ )
2 που έχει

n − 1 ϐαθµούς ελευθερίας (DF) αϕού από το σύνολο των n όϱων χάνουµε

1 DF λόγω της µιας εκτίµησης, του Ȳ , που υπεισέρχεται στον τύπο. Για

την εύϱεση του πίνακα anova υπολογίζουµε, το άθροισµα τετϱαγώνων της

παλινδρόµησης SSR =
∑n

i=1 (Ŷi − Ȳ )
2

και το άθροισµα τετϱαγώνων των

υπολοίπων SSE =
∑n

i=1 (Yi − Ŷi)
2
. Ο πίνακας anova έχει την µοϱϕή

Source SS DF MS F-test

Regression SSE 1 MSB F =
MSB

MSE

Residuals SSR n-2 MSE

Total SST n-1

Σηµειώνεται ότι SST = SSR+ SSE, όπως πϱοκύπτει µε την ϐοήθεια αναπ-

τύγµατος τετϱαγώνων, ενώ ο αντίστοιχος τύπος ισχύει και για τους ϐαθµούς

ελευθερίας: 1 + (n− 2) = n− 1. Σηµειώνεται ότι οι ϐαθµοί ελευθερίας για το

SSR είναι n-2 αϕού χάνονται 2 ϐάθµοι ελευθερίας λόγω των εκτιµήσεων των

συντελεστών β̂0 και β̂1 που υπεισέρχονται στο Ŷ .

Ο υπολογισµός των αθροισµάτων των τετϱαγώνων του πίνακα ανάλυσης δι-

ακύµανσης γίνεται µε την χϱήση των παϱακάτω τύπων.

SSR = β̂2
1

∑
(Xi − X̄)2 = β̂2

1 [
∑
X2
i −

(
∑
Xi)

2

n
],

SST =
∑

(Yi − Ȳ )2 = [
∑
Y 2
i −

(
∑
Yi)

2

n
] και

SSE = SST − SSR.

Σηµειώνεται ότι αν το µοντέλο ήταν τέλειο, τότε το SSE ϑα ήταν 0.Παϱατηϱούµε

ότι SSE =
∑n

i=1 (Yi − Ŷi)
2

=
∑
êi

2, όπου êi = Yi − Ŷi. Συνεπώς πϱοκύπτει
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ότι ένας αµερόληπτος εκτιµητής για τη διασπορά των σϕαλµάτων είναι το

µέσο άθροισµα τετϱαγώνων των υπολοίπων, δηλαδή το MSE:

s2 = σ̂2 = MSE.

Το SSE µποϱεί να εϱµηνευϑεί ως η ποσότητα µεταϐλητότητας της Y που δεν

εϱµηνεύει το γϱαµµικό µοντέλο.

1.1.1.2 Συντελεστής Πϱοσδιοϱισµού

Η αναλογία της συνολικής διασποράς η οποία και ερµηνεύεται από την παλιν-

δρόµηση, καλείται συντελεστής προσδιορισµού. Το µέτϱο αυτό συµβολίζεται

µε R2 και εκφράζει το ποσοστό της διασποράς της εξαρτηµένης µεταβλητής

Υ που ερµηνεύεται από την ανεξάϱτητη µεταβλητή Χ. Οπότε το ποσοστό της

µεταβλητότητας που εξηγείται από την παλινδρόµηση, δίνεται από τον τύπο:

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST

Παϱατήϱηση: Το R2 λαµϐάνει τιµές µεταξύ του 0 και του 1.

΄Ενα µέτϱο για τον ϐαϑµό συσχέτισης δυο τυχαίων µεταϐλητών αποτελεί ο

συντελεστής συσχέτισης ϱ.

Οϱισµός 1.1.8. Tο κλάσµα µε αϱιϑµητή την συνδιακύµανση των τ.µ. X

και Y , και παϱανοµαστή το γινόµενο των τυπικών αποκλίσεων των X και Y

ονοµάϹεται συντελεστής συσχέτισης ϱ. Ως εκτιµητής του ϱ χϱησιµοποιείται ο

συντελεστής συσχέτισης του δείγµατος, που οϱίϹεται ως:

r =

∑
(X − X̄)(Y − Ȳ )√∑

(X − X̄)2
√∑

(Y − Ȳ )2
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Σχόλιο: Ο συντελεστής συσχέτισης του δείγµατος υπολογίζεται και µε

την σχέση r =
√
R2, όµως οι ερµηνείες των δυο αυτών ποσοτήτων (r και

R2)διαϕέϱουν σηµαντικά καθώς το r µας δίνει τον ϐαθµό γραµµικής συσχέτισης

των τ.µ. ενώ το R2 µας δίνει το ποσοστό της µεταβλητότητας που εξηγείται

από το εκάστοτε πρότυπο παλινδρόµησης.

Οι τιµές του συντελεστή συσχέτισης του δείγµατος r κυµαίνονται από -1 εως 1,

όπου το -1 σηµαίνει πλήϱως αρνητική γραµµική συσχέτιση και το 1 σηµαίνει

πως έχουµε πλήϱως ϑετική γραµµική συσχέτιση. Η τιµή 0 είναι αυτή που

µας δείχνει πως δεν υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ δυο µεταβλητών.

1.1.1.3 Εκτίµηση µε διάστηµα

Με την µέϑοδο ελαχίστων τετϱαγώνων υπολογίσαµε τους σηµειακούς εκ-

τιµητές των παϱαµέτϱων β0 και β1. Πέϱα από τους σηµειακούς εκτιµητές

αυτών µποϱούµε να υπολογίσουµε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για τον κάϑε

συντελεστή. ΄Ενας µνηµονικός κανόνας για τον υπολογισµό διαστήµατος εµ-

πιστοσύνης είναι ο παϱακάτω συλλογισµός.[2]

Εκτιµητής ±a
2
ποσοστιαίο σηµείο επί τη ϱίϹα της διασποράς. Αποδεικνύεται

µάλιστα ότι β̂1 ∼ N(β1,
σ̂2∑

(Xi − X̄)2
) και β̂0 ∼ N(β0, σ̂

2(
1

n
+

X̄2∑
(Xi − X̄)2

))

[2]. Τότε,
β̂i − βi
stdβ̂i

∼ N(0, 1) και αν η τυπική απόκλιση πϱέπει να εκτιµηθεί,

τότε η ποσότητα ακολουθεί t κατανοµή µε κατάλληλους ϐαθµούς ελευθερίας,

συνεπώς, ο µνηµονικός κανόνας δίνει:

β̂i ± ta
2
,n−1 ∗ stdβ̂i,

όπου std είναι η ϑετική ϱίϹα της διασποράς.

Για την καλύτεϱη κατανόηση της στατιστικής ανάλυσης ενός γραµµικού µον-
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τέλου, ϑα προχωρήσουµε σε ένα παϱάδειγµα.

Παϱάδειγµα 1. (∆ηµητϱακοπούλου, 2017) Για τη διεϱεύνηση της σχέσης

µεταξύ της ηλικίας (Χ) και την αϱτηϱιακής πίεσης (Υ) σε γυναίκες δίνονται οι

παϱακάτω µετϱήσεις:

Xi : 36 38 42 42 47 49 55 56 60 63 68 72

Yi : 118 115 125 140 128 145 150 147 155 149 152 160

και Ϲητείται η εϕαϱµογή κατάλληλου γϱαµµικού µοντέλου παλινδϱόµησης.

Με ϐάση τους παϱαπάνω τύπους για τα β̂0 και β̂1 έχουµε ότι η εκτιµώµενη

ευϑεία παλινδϱόµησης είναι η:

35 40 45 50 55 60 65 70

1
2
0

1
4
0

1
6
0

X

Y

Γϱάϕηµα 2: ∆ιάγϱαµµα Σηµείων

Ŷ = 80.778 + 1.138 ∗X.

Αυτό πϱακτικά σηµαίνει πως για κάϑε ετήσια αύξηση στη ηλικία της γυναίκας

κατά µέσο όϱο η πίεση του αίµατός της αυξάνει κατά 1.138 µονάδες.

Στη συνέχεια εϱγαϹόµαστε ως ακολούϑως για την εύϱεση του πίνακα anova.
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SSR = β̂2
1

∑
(Xi − X̄)2 = β̂2

1 [
∑
X2
i −

(
∑
Xi)

2

n
] = 2008.182

SST =
∑

(Yi − Ȳ )2 = [
∑
Y 2
i −

(
∑
Yi)

2

n
] = 2500.667

SSE = SST − SSR = 2500.667− 2008.182 = 492.485.

΄Αϱα ο πίνακας ανάλυσης διακύµανσης είναι ο:

Source SS DF MS F-test

Regression 2008.182 1 2008.182 F = 40.777

Residuals 492.485 10 49.2485

Total 2500.667 11

Παϱατηϱούµε ότι η ολική µεταϐλητότητα ισούται µε 2500.667 από την οποία

το µοντέλο γϱαµµικής παλινδϱόµησης µποϱεί να δικαιολογήσει (επεξηγήσει)

ένα αϱκετά µεγάλο µέϱος, ίσο µε 2008.182. Παϱά ταύτα, ένα τµήµα της

µεταϐλητότητας ίσο µε 492.485 δεν έχει µποϱέσει να εξηγηϑεί και αποτελεί

το σϕάλµα. Για να εντοπίσουµε αυτό το ποσοστό της µεταϐλητότητας που

εξηγείται από το πϱότυπο έχουµε µε ϐάση τον συντελεστή πϱοσδιοϱισµού

R2 = SSR
SST

= 0.8031 = 80.31%.

Εν συνεχεία υπολογίζουµε διαστήµατα εµπιστοσύνης για την εκτίµηση των

παϱαµέτϱων. Για να συµβεί αυτό χρειαζεται να υπολογίσουµε τον αµερόλη-

πτο εκτιµητή της διασποράς των σϕαλµάτων που στην πϱοκειµένη πεϱίπτωση

είναι ο

s2 = σ̂2 = MSE = 49.2485
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ΣυνεχίϹουµεµε υπολογίϹοντας ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για τα β0 και

β1 ως εξής: ΄Ενα 95% δ.ε. για το β0:

β̂0± tn−2, α
2

√
σ̂2( 1

n
+ X̄2∑

(Xi−X̄)2
) = 80.778± 2.228 ∗

√
49.2485( 1

12
+

( 628
12

)2

1550.667
) =

80.778± 21.262 = [59.516, 102.04].

΄Αϱα, η πραγµατική τιµή του β0 ϐρίσκεται µεταξύ των τιµών 59.516 και

102.04 µε ϐεβαιότητα 95%.

Με ακϱιϐώς τον ίδιο τϱόπο έχουµε και διάστηµα εµπιστοσύνης για το β1, το

οποίο είναι

β̂1 ± tn−2, α
2

√
σ̂2∑

(Xi−X̄)2
= 1.138± 2.228

√
49.2485
1550.667

= 1.138± 0.397 =

[0.741, 1.535]

Από το παϱαπάνω διάστηµα εµπιστοσύνης µποϱούµε να συµπεϱάνουµε µε

ϐεϐαιότητα 95% πως µε κάϑε ετήσια αύξηση στην ηλικία µιας γυναίκας, η

πίεση ϑα ανεϐαίνει από 0.741 µέχϱι και 1.535 µονάδες.

Στην ενότητα αυτή αναϕέϱαµε χϱήσιµες πληροφορίες που αϕοϱούν στο

απλό γραµµικό πρότυπο. Αν ωστόσο ϑεωρήσουµε και άλλη ανεξάϱτητη

µεταβλητή η οποία επηϱεάϹει τη µεταβλητή απόκρισης, τότε µποϱούµε να

επεκτείνουµε το πρότυπό µας χρησιµοποιώντας την πολλαπλή γραµµική

παλινδρόµηση που αποτελεί επέκταση του απλού µοντέλου αλλά δεν ϑα

αναλυθεί πεϱαιτέϱω.

Αϕού κάναµε µια εισαγωγή στην Ανάλυση ∆ιακύµανσης και τα Μοντέλα

Παλινδρόµησης, προχωράµε σε µια εισαγωγή στους Πειραµατικούς Σχεδιασ-

µούς τους οποίους και ϑα αναλύσουµε τόσο µε χϱήση στατιστικών µεϑόδων,

όσο και µε τη χϱήση της Αλγεβρικής Στατιστικής.
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1.2 Πειϱαµατικοί σχεδιασµοί

1.2.1 Τι είναι πειϱαµατικό σχέδιο

Η λέξη πείϱαµα για τους περισσότερους ανθρώπους είναι συνυφασµένη µε

τις ϑετικές επιστήµες. Ωστόσο, πειράµατα µποϱούν να συµβούν και εκ-

τός ελεγχόµενων εργαστηριακών χώϱων, για παϱάδειγµα µποϱούν να γίνουν

κοινωνικά πειράµατα. Στην στατιστική τα δεδοµένα συλλέγονται είτε µέσω

ερευνών είτε µέσω πειϱαµάτων. Ο σχεδιασµός και η ανάλυση των πειϱαµάτων

αυτών ονοµάζεται πειραµατικός σχεδιασµός. Εφαρµογές πειραµατικών σχε-

διασµών ϐρίσκουµε σε πληθώρα επιστηµονικών πεδίων όπως η γεωϱγία, η

ϐιολογία και η ιατρική.

Σε µια πειραµατική µελέτη έχουµε µεταβλητές ενδιαφέροντος τις οποίες και

ονοµάζουµε κύριους παράγοντες και µια µεταβλητή την οποία οι παρά-

γοντες επηρεάζουν και την ονοµάζουµε µεταβλητή απόκρισης. Για να γίνουν

κατανοητές οι έννοιες ϑεωρούµε µια καλλιεϱγήσιµη έκταση για την οποία

Ϲητείται να υπολογισθεί η απόδοσή της. Αυτή επηρεάζεται από τις καιϱικές

συνθήκες που επικρατούν, τη συχνότητα του ποτίσµατος, τη ϱίψη ή µη λιπάσ-

µατος κ.α., έχουµε δηλαδή ως µεταβλητή απόκρισης την απόδοση ενώ οι

υπόλοιπες µεταβλητές αποτελούν τους παράγοντες. Η µεταβλητή απόκρισης

αναφέρεται και ως εξαρτηµένη µεταβλητή ή ως output (εκϱοή) ενώ οι κύϱιοι

παράγοντες ως ανεξάϱτητες µεταβλητές ή input (εισροή). [14]

Τα τϱία πιο ευρέως χρησιµοποιούµενα πειραµατικά σχέδια είναι το εντελώς

(πλήϱως) τυχαιοποιηµένο σχέδιο, το σχέδιο πλήϱων οµάδων και ο παραγον-

τικός σχεδιασµός. Στην εργασία αυτή ϑα ασχοληθούµε κατά ϐάση µε τον

τϱίτο από τους σχεδιασµούς, δηλαδή µε παραγοντικούς σχεδιασµούς.
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Η υπολογιστική διαδικασία µέσω της οποίας µελετάµε έναν πειραµατικό σχε-

διασµό είναι η ανάλυση διακύµανσης, µέσω της οποίας και εξετάζουµε αν οι

παράγοντες έχουν στατιστικά σηµαντική επίδραση στη µεταβλητή απόκρισης.

1.2.2 Πως αναλύεται ένα σχέδιο µε χϱήση στατιστικής;

Για την εκτέλεση ενός πειράµατος απαιτείται η συλλογή δεδοµένων τα οποία

και πϱέπει να αναλυθούν ώστε να εξαχθούν συµπεράσµατα σχετικά µε το

υπό εξέταση ϕαινόµενο. Το γεγονός ότι είναι πρακτικά αδύνατον να σχε-

διαστεί πείϱαµα που να καλύπτει το σύνολο ενός πληθυσµού δηλαδή το

σύνολο όλων των δυνατών περιπτώσεων για το υπό εξέταση ϕαινόµενο, υπο-

χρεώνει τον ερευνητή να µελετήσει, µε τη χϱήση στατιστικών µεϑόδων, ένα

(τυχαία επιλεγµένο) υποσύνολο των δυνατών περιπτώσεων µε αποτέλσµα να

είναι αναπόϕευκτη η ύπαϱξη πειραµατικού σφάλµατος. Τα αποτελέσµατα

που προκύπτουν από την εφαρµογή στατιστικών µεϑόδων επιτρέπουν στον

ερευνητή να απαντήσει στα Ϲητούµενα ερωτήµατα και να εξαχθούν τα σχετικά

συµπεράσµατα.

Η εκτέλεση πειϱαµάτων αϕοϱά στη µελέτη της επίδρασης παραγόντων σε

κάποιο αποτέλεσµα, στην απόκριση ενός συστήµατος ή µίας διεργασίας. Υπ-

άρχουν κύϱιοι παράγοντες ελεγχόµενοι και µη ελεγχόµενοι, που επηρεάζουν

τη διεργασία, ενώ, ϕυσικά, κατά τη διεργασία απαιτούνται εισροές που παρά-

γουν τουλάχιστον µία εκϱοή, που είναι το αποτέλεσµα. [14]

Οι στόχοι ενός πειράµατος είναι:

1. Εύϱεση παϱάγοντων που επηϱεάϹουν πεϱισσότεϱο την απόκϱιση y

2. Πϱοσδιοϱισµός των επιπέδων των πιο σηµαντικών x (ανεξάϱτητες

µεταϐλητές) έτσι ώστε το y να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στην επιϑυµητή
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τιµή

3.Πϱοσδιοϱισµός των επιπέδων (στάϑµες-τιµές) του x ώστε η διασποϱά του y

να είναι µικϱή

4. Πϱοσδιοϱισµός επιπέδων των πιο σηµαντικών x ώστε οι επιδϱάσεις από

µη ελεγχόµενους παϱάγοντες στην απόκϱιση y να είναι µικϱές.

΄Εστω µια µεταϐλητή απόκϱισης y και δυο παϱάγοντεςX1 καιX2 µε τον πϱώτο

να έχει I επίπεδα και τον δεύτεϱο να έχει J επίπεδα. Η συνήϑης µοϱϕή του

µοντέλου πειϱαµατικού διπαϱαγοντικού σχεδίου είναι η παϱακάτω:

Yijk = µ+ ai + bj + (ab)ij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ..., n.

όπου µ είναι ο γενικός µέσος όϱος των επεµβάσεων α και ϐ,

ai η επίδραση του i επιπέδου του πρώτου παράγοντα,

bj η επίδραση του j επίπέδου του δεύτεϱου παράγοντα,

(ab)ij η αλληλεπίδραση των επιπέδων i και j των δυο παραγόντων και

eijk το σϕάλµα που αντιπροσωπεύει την απόκλιση από τη µέση τιµή. Το n

είναι το πλήϑος των επαναλήψεων του πειράµατος.

Παϱατήϱηση: Η ϐασική προϋπόθεση στους πειραµατικούς σχεδιασµούς

ταυτίζεται µε εκείνην της γραµµικής παλινδρόµησης: Τα eijk ϑεωρούνται

ανεξάϱτητες τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την κανονική κατανοµή και

προέρχονται από πληθυσµό µε σταθερή διασπορά. Με άλλα λόγια πϱοϋποτίϑε-

ται η ανεξαρτησία, η κανονικότητα και η οµοσκεδαστικότητα (σταθερότητα της

διασποράς) των σϕαλµάτων.[6]

Για να γίνει κατανοητή η διαδικασία ϑα χρησιµοποιηθεί ως σηµείο αναϕοϱάς

ένα παϱάδειγµα µε δυο παράγοντες µε δυο επίπεδα έκαστος που είναι γνω-

στό ως 22 παραγοντικό πείϱαµα. Γενικά το 2k παραγοντικό πείϱαµα αϕοϱά
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στη µελέτη k παραγόντων µε δύο επίπεδα έκαστος µε το ένα επίπεδο να

χαρακτηρίζεται ως "χαµηλό" και να συµβολίζεται µε "-" και το άλλο να χαρακ-

τηρίζεται ως "υψηλό" και να συµβολίζεται µε "+". Η ύπαϱξη 2 επιπέδων ανά

παράγοντα επιτϱέπει στον ερευνητή να εντοπίσει τους δυνατούς συνδυασµούς

συνθηκών ("ϑεραπειών" ή "επεµβάσεων" - "treatments") του πειράµατος. ΄Ετσι

για το απλό παϱάδειγµα του 22 παραγοντικού πειράµατος για τους παρά-

γοντες, έστω Α και Β, έχουµε 4 συνολικά ϑεραπείες, ήτοι

(1) όταν και οι 2 παράγοντες είναι στο χαµηλό επίπεδο (Α="-", Β="-")

(2) όταν και οι 2 παράγοντες είναι στο υψηλό επίπεδο (Α="+", Β="+")

(3) όταν ο Α είναι στο χαµηλό και ο Β στο υψηλό επίπεδο (Α="-", Β="+") και

(4) όταν ο Β είναι στο χαµηλό και ο Α στο υψηλό επίπεδο (Α="+", Β="-").

Ο συµβολισµός της κάϑε ϑεραπείας γίνεται χρησιµοποιώντας τα σύµβολα

εκείνων µόνο των παραγόντων που έχουν τοποθετηθει στο "υψηλό" επίπεδο.

΄Ετσι η δεύτεϱη πεϱίπτωση πιο πάνω συµβολίζεται µε "ab" αϕού και οι 2

παράγοντες είναι τοποθετηµένοι στο υψηλό επίπεδο. Το σύµβολο "a" αν-

τιπροσωπεύει την 4η πεϱίπτωση πιο πάνω, αϕού στην πεϱίπτωση αυτή µόνο ο

παράγοντας Α είναι στο "υψηλό" επίπεδο. Η ϑεραπεία όπου όλοι οι εµπλεκό-

µενοι παράγοντες είναι στο "χαµηλό" επίπεδο συµβολίζεται µε "(1)". Τονίζεται

ότι τα σύµϐoλα (1), a, b και ab αντιπροσωπεύουν, επιπρόσθετα, τα άθροισ-

µατα των επαναλήψεων των αντιστοίχων ϑεραπειών. ΄Ενα τυπικό παϱάδειγµα

ενός 22 παραγοντικού πειράµατος µε παράγοντες Α και Β και 4 επαναλήψεις

(Ι, ΙΙ,ΙΙΙ και ΙV) ανά ϑεραπεία, δίνονται στον πίνακα 1.
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A B Treatment I II III IV Sum

- - (1) 18.2 18.9 12.9 14.4 64.4

+ - a 27.2 24 22.4 22.5 96.1

- + b 15.9 14.5 15.1 14.2 59.7

+ + ab 41 43.9 36.3 39.9 161.1

Πίνακας 1: ∆εδοµένα

Σηµειώνεται ότι οι συµβολισµοί των ϑεραπειών γενικεύονται εύκολα για οποιονδήποτε

αριθµό παραγόντων. ΄Ετσι για την πεϱίπτωση π.χ. ενός 25 παραγοντικού για

τους παράγοντες A,B,C,D και Ε η ϑεραπεία "acd" αϕοϱά στη ϑεραπεία όπου

µόνο οι παράγοντες A, C και D είναι στο "υψηλό" επίπεδο και οι υπόλοιποι

δύο, στο "χαµηλό". Για τον υπολογισµό των απλών επιδϱάσεων του κάϑε

παράγοντα σε κάϑε επίπεδο του άλλου, εφαρµόζεται απλή λογική και υπ-

ολογίζεται ο µέσος όϱος των επαναλήψεων, ανά πεϱίπτωση. ΄Ετσι για την

απλή επίδραση του παράγοντα Α στις περιπτώσεις που ο παράγοντας Β είναι

στο "υψηλό" επίπεδο επικεντρωνόµαστε στις 2 τελευταίες γραµµές του Πί-

νακα 1, όπου ο Β εµφανίζεται στο επίπεδο "+". Στη συνέχεια υπολογίζεται ο

µέσος όϱος των παϱατηϱήσεων όταν ο Α είναι στο "+" (τελευταία γϱαµµή του

Πίνακα 1) καθώς και αυτός όταν ο Α είναι στο "-" (προτελευταία γϱαµµή του

Πίνακα 1). Προφανώς αν οι 2 µέσοι όϱοι ειναι ίσοι µποϱούµε να ϑεωρήσουµε

ότι δεν επιδϱά ο παράγοντας Α (όταν ο Β είναι στο "+"). ΄Οσο µεγαλυτερη

είναι η διαφορά των δύο µέσων τόσο ισχυϱότεϱη είναι η επίδραση του Α (όταν

ο Β είναι στο "+".). Με αντίστοιχο τϱόπο µποϱεί να προσδιορισθεί η απλή

επίδραση του Α όταν ο Β είναι στο "-". Οι σχετικοί τύποι, όπου n ο αριθµός

των επαναλήψεων ανά ϑεραπεία, είναι
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(ab−b)
n

και (α−(1))
n

.

Αντιστοίχως οι απλές επιδϱάσεις του παϱάγοντα Β σε κάϑε επίπεδο του Α

δίνονται από τις αντίστοιχες σχέσεις:

(ab−a)
n

και (b−(1))
n

.

Ο προσδιορισµός της κύϱιας επίδρασης του παράγοντα Α ϐασίζεται στον

µέσο όϱο των µέσων όϱων των απλών επιδϱάσεων του Α και δίδεται από τον

παϱακάτω τύπο:

A =
1

2k−1n
· [(ab− b) + (a− (1))].

Οµοίως, συνδυάϹοντας τις δύο απλές επιδϱάσεις του Β, η κύϱια επίδϱαση του

παϱάγοντα Β δίδεται από τον τύπο:

B =
1

2k−1n
· [(ab− a) + (b− (1))].

Για την αλληλεπίδραση των παραγόντων Α και Β λαµβάνονται υπόψη και οι 4

γραµµές του Πίνακα 1 και υπολογίζεται ο µέσος οϱος των παϱατηϱήσεων όταν

οι δύο παράγοντες είναι στο ίδιο επίπεδο (πϱώτη και τελευταία γϱαµµή του

Πίνακα 1) καθώς και ο µέσος όϱος όταν οι παράγοντες είναι σε διαφορετικό

επίπεδο (δεύτεϱη και τϱίτη γϱαµµή του Πίνακα 1). Αν δεν υπάρχει αλλη-

λεπίδραση οι δύο αυτοί µέσοι όϱοι αναµένονται να είναι σχεδόν ίσοι. ΄Οσο

µεγαλύτεϱη είναι η διαφορά των συγκεκριµένων µέσων όϱων, τόσο ισχυϱότεϱη

είναι η αλληλεπίδραση των δύο παραγόντων. Ο σχετικός τύπος είναι:

AB =
1

2k−1n
· [(ab− b)− (a− (1))].

Η διεϱεύνηση της (στατιστικής) σηµαντικότητας των επιδϱάσεων (συµπερ-

ιλαµβανοµένης της αλληλεπίδρασης) που προκύπτουν από τους πιο πάνω
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τύπους µποϱεί να γίνει είτε µέσω της ανάλυσης της ολικής µεταβλητότητας

(analysis of variance, ANOVA) είτε µέσω της πολλαπλής γραµµικής παλιν-

δρόµησης. Το παραπάνω µοντέλο µποϱεί πράγµατι να ϑεωρηθεί ως πολ-

λαπλό γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης µε τϱεις µεταβλητές X1 και X2,

που αϕοϱούν τους δυο παράγοντες Α και Β καθώς και µια ακόµα µεταβλητή

που συµβολίζεται µεX1X2 και αϕοϱά στην αλληλεπίδρασή των Α και Β. ΄Οταν

ένας παράγοντας ϐρίσκεται στο "υψηλό" επίπεδο η αντίστοιχη µεταβλητή τίθε-

ται ίση µε "+1" ενώ αν ϐρίσκεται στο "χαµηλό" επίπεδο η αντίστοιχη µεταβλητή

τίθεται ίση µε "-1". Η µεταβλητή X1X2 που αντιστοιχεί στην αλληλεπίδραση

πϱοκύπτει από τους προφανείς πολλαπλασιασµούς των τιµών των αντιστοίχων

µεταβλητών X1 και X2. Η µεταβλητή απόκρισης Y (που λαµβάνει την τιµή y)

σε κάϑε συνδυασµό τωνX1 καιX2 ισούται µε το άθροισµα των παϱατηϱήσεων

των επαναλήψεων του συγκεκριµένου συνδυασµού. Το µοντέλο πολλαπλής

παλινδρόµησης που πϱοκύπτει είναι το εξής:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x1x2 + ε.

Χϱησιµοποιώντας και πάλι ως σηµείο αναϕοϱάς το παϱάδειγµα του Πίνακα 1,

παϱατηϱούµε ότι για εφαρµογή της τεχνικής της πολλαπλής παλινδρόµησης

τα δεδοµένα του Πίνακα 1 παίϱνουν τη µοϱϕή του Πίνακα 2, όπου η στήλη

Sum αντιπροσωπεύει το άθροισµα των 4 επαναλήψεων ανά ϑεραπεία:

A B Tr Sum X1 X2 X1X2

- - (1) 64.4 -1 -1 +1

+ - a 96.1 +1 -1 -1

- + b 59.7 -1 +1 -1

+ + ab 161.1 +1 +1 +1

28



Πίνακας 2: ∆εδοµένα για παλινδϱόµηση

Σηµειώνεται ότι οι συντελεστές παλινδρόµησης β1, β2, β3 του πιο πάνω

µοντέλου παλινδρόµησης συνδέονται µε τις επιδράσεις Α, Β και την αλλη-

λεπίδραση ΑΒ µέσω των παϱακάτω τύπων, όπως ϑα διαφανεί και από το

παϱάδειγµα που αναπτύσσεται κατωτέϱω:

β̂1 = b1 = A
2
, β̂2 = b2 = B

2
και β̂3 = b3 = AB

2
.

Σχετικά µε την ανάλυση της ολικής µεταβλητότητας ή ανάλυση διασποράς

υπενθυµίζεται ότι η συνολική µεταβλητότητα που εµπεριέχεται σε ένα σύνολο

δεδοµένων Y1, . . . , Yn δίδεται από τον τύπο SST =
∑

(Yi − Ȳ )2. H εφαρ-

µογή συγκεκριµένου µοντέλου παλινδρόµησης όπως αναφέρθηκε και στην

προηγουµενη ενότητα οδηγεί στην ανάλυση της ολικής διασποράς SST , στον

όϱο SSR που αϕοϱά στο τµήµα της ολικής διασποράς που µποϱεί να εξηγη-

ϑεί ή δικαιολογηθεί από τη χϱήση του συγκεκριµένου µοντέλου και τον όϱο

SSE που αναφέρεται ως άθροισµα τετϱαγώνων των σϕαλµάτων και αϕοϱά

στο τµήµα της ολικής διασποράς που δεν µποϱεί να εξηγηθεί από το προ-

τεινόµενο µοντέλο. Ως εκ τούτου, όπως είχε αναφερθεί στην προηγούµενη

ενότητα, ισχύει γενικώς η σχέση

SST = SSR + SSE.

Στην πεϱίπτωση του 22 παραγοντικού πειράµατος η ποσότητα SSR αποτελεί-

ται από τϱεις όϱους τους SSA, SSB και SSAB που αντιστοιχούν στους 3 όϱους

που εµπλέκονται στο προτεινόµενο µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης και

αϕοϱούν στο τµήµα της ολικής µεταβλητότητας που εξηγείται από τον παρά-

γοντα Α, τον παράγοντα Β και την αλληλεπίδραση ΑΒ, αντιστοίχως. Κατά
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συνέπεια, ισχύει η σχέση

SSR = SSA + SSB + SSAB.

΄Οσο µεγαλύτεϱο είναι ένα συγκεκριµένο εκ των τϱιών πιο πάνω αθροισ-

µάτων τετϱαγώνων, τόσο µεγαλύτεϱη είναι η επίδραση του αντιστοίχου παρά-

γοντα (συµπεριλαµβανοµένης της αλληλεπίδρασης) στο υπό εξέταση ϕαινό-

µενο, δηλ. στη µεταβλητή απόκρισης. Ακϱιϐώς όπως συνέϐη και στην

πεϱίπτωση των συντελεστών παλινδρόµησης, έτσι και εδώ υπάρχουν σχέσεις,

που ϑα επιβεβαιωθούν στο παϱάδειγµα κατωτέϱω, που συνδέουν τα άθροισ-

µατα τετϱαγώνων της ανάλυσης διασποράς µε τις ϑεραπείες (1), a, b και ab

οι οποίες αντιπροσωπεύουν τα αθροίσµατα των επαναλήψεων των αντίστοιχων

ϑεραπειών. ΄Ετσι για τα SSA, SSB και SSAB που αϕοϱούν στα αϑϱoίσµατα

τετϱαγώνων του παράγοντα Α, του παράγοντα Β και της αλληλεπίδρασης ΑΒ

αντίστοιχα, ισχύουν οι ακόλουθοι τύποι:

SSA =
(−(1) + a− b+ ab)2

4 ∗ n
,

SSB =
(−(1)− a+ b+ ab)2

4 ∗ n
,

και

SSAB =
((1)− a− b+ ab)2

4 ∗ n
.

Παϱάδειγµα 2. (Montgomery, 2013) ΄Ενας δροµολογητής χρησιµοποιείται

για την κοπή πλακέτας µε εγκοπή. Το επίπεδο των κραδασµών στην επιϕάνεια

της πλακέτας καθώς κόβεται ϑεωρείται ως µια σηµαντική πηγή διακύµανσης

των εγκοπών. ∆υο παράγοντες A και B ϑεωρείται ότι επηρεάζουν τη δόνηση,

το µέγεθος (Α) και η ταχύτητα κοπής (Β). Επιλέγονται δύο επίπεδα ανά παρά-

γοντα, ήτοι δυο µεγέϑη (υψηλό "+" και χαµηλό "-") και δυο ταχύτητες κοπής
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(υψηλη "+" και χαµηλη "-") επιλέγονται τέσσεϱις πλάκες (Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ΙV) για

κάϑε συνδυασµό ϑεραπειών ( (1), a, b, και ab). Η µεταβλητή απόκρισης

µετϱά τη δόνηση που πϱοκύπτει ως αποτέλεσµα τϱιών επιταχυνσιόµετρων σε

κάϑε πλάκα. ΄Εστω ότι τα δεδοµένα είναι αυτά που δίνονται στον Πίνακα 1.

Με ϐάση την παραπάνω περιγραφή έχουµε ένα 22 παραγοντικό πειρα-

µατικό σχεδιασµό µε τους συνδυασµούς των επεµβάσεων (ϑεραπείες, "Tr") να

δίνονται σχηµατικά στο Σχήµα 1

Σχήµα 1: Συνδυασµοί επεµϐάσεων

Σχόλιο: Το Σχήµα 1 αποτελεί µια απεικόνιση της σχέσης των επεµβάσεων µε

τα επίπεδα των παραγόντων Α και Β. Παϱατηϱούµε δηλαδή πως αν ϐρισκό-

µαστε στο χαµηλό επίπεδο ("-") του παράγοντα Α και στο χαµηλό επίπεδο

του παράγοντα Β, τότε η αντίστοιχη επέµβαση λαµβάνει την τιµή 64.4, ενώ

αν ϐρισκόµαστε στο χαµηλό επίπεδο του παράγοντα Β και στο υψηλό ("+")
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επίπεδο του Α, τότε η επίδραση λαµβάνει την τιµή 96.1. Αυτό σηµαίνει πως

κατά την µετάϐαση από το χαµηλό επίπεδο του Α στο υψηλό ϑα µεταβλ-

ηθεί η τιµή της µεταβλητής απόκρισης κατά 26.7 µονάδες, παραµένοντας

αµετάβλητος ο παράγοντας Β. Αντίστοιχα, παϱατηϱούµε πως αν ο παράγοντας

Α παϱαµείνει στο χαµηλό επίπεδο, κατά την µετάϐαση του Β από το χαµηλό

στο υψηλό ϑα έχουµε µείωση της τιµής της µεταβλητής απόκρισης κατά 4.7

µονάδες.

Οι απλές επιδράσεις του παράγοντα Α σε κάϑε επίπεδο του Β µε ϐάση τους

πιο πάνω τύπους ισούνται µε:

(ab−b)
n

= 161.1−59.7
4

= 25.35

(α−(1))
n

= 96.1−64.4
4

= 7.925.

Οµοίως, οι απλές επιδϱάσεις του παϱάγοντα Β ισούνται µε:

(ab−a)
n

= 161.1−96.1
4

= 16.25

(b−(1))
n

= 59.7−64.4
4

= −1.175.

Με χϱήση των σχετικών τύπων, πιο πάνω, οι κύϱιες επιδϱάσεις των Α και Β

ισούνται µε:

A =
1

8
[(161.1− 59.7) + (96.1− 64.4)] =

133.1

8
= 16.64

και

B =
1

8
[(161.1− 96.1) + (59.7− 64.4)] =

60.3

8
= 7.54.

Τέλος η αλληλεπίδϱαση των Α και Β ισούται µε:

AB =
1

8
[(161.1− 59.7)− (96.1− 64.4)] =

69.7

8
= 8.7.
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Με ϐάση τα ανωτέϱω ϕαίνεται ότι οι όλες οι τιµές απέχουν από το µηδέν (χωϱίς

ακόµα να είναι ϕανεϱό αν αυτή η διαϕοϱά είναι στατιστικώς σηµαντική).

Σε οποιαδήποτε πεϱίπτωση η επίδϱαση του παϱάγοντα Α είναι σηµαντικά

µεγαλύτεϱη από αυτές των Β και ΑΒ.

Η εφαρµογή του αντίστοιχου µοντέλου πολλαπλής παλινδρόµησης µε

χϱήση της γλώσσας προγραµµατισµού R δίνει τα εξής αποτελέσµατα:

Πίνακας 3: Εκτιµητές παϱαµέτϱων

Με ϐάση τον Πίνακα 3, το εκτιµώµενο µοντέλο είναι το:

y = 23.83 + 8.32x1 + 3.77x2 + 4.35x1x2

απ’ όπου µποϱεί εύκολα να διαπιστωθεί η σχέση των συντελεστών παλιν-

δρόµησης µε τις επιδράσεις των παραγόντων, που υπολογίσθηκαν νωϱίτεϱα,

αϕού,

β̂1 = b1 ≡ A
2

= 16.64
2

= 8.32

β̂2 = b2 ≡ B
2

= 7.54
2

= 3.77

β̂3 = b3 ≡ AB
2

= 8.7
2

= 4.35.

Οι παραπάνω τύποι καταδεικνύουν ότι οι επιδράσεις του Α, Β και ΑΒ ταυτί-

Ϲονται µε το διπλάσιο των αντίστοιχων συντελεστών του πολλαπλού µοντέλου

παλινδρόµησης.
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Οι πολύ µικϱές τιµές των p-values (τελευταία στήλη του Πίνακα 3) που

αϕοϱούν στη διεϱεύνηση της υπόθεσης ότι η αντίστοιχη επίδραση είναι ίση µε

το µηδέν, δηλώνουν ότι τόσο οι 2 παράγοντες όσο και η αλληλεπίδραση έχουν

στατιστικώς σηµαντική συνεισφορά στη µεταβλητή απόκρισης, ήτοι τη δόνηση

των πλακών. Αντίστοιχα είναι και τα πορίσµατα της ανάλυσης διασποράς η

οποία µε χϱήση της R, αποτυπώνεται στον Πίνακα 4:

Πίνακας 4: Πίνακας ΑΝΟVA

Με ϐαση τα αποτελέσµατα του πιο πάνω Πίνακα 4, η ολική µεταϐλητότητα

ισούται µε
∑

(Yi − Ȳ )2 = 1709.84 ενώ για τα αϑϱοίσµατα τετϱαγώνων έχουµε

SSA = 1107.23, SSB = 227.26, SSAB = 303.63.

΄Ετσι, από τη συνολική µεταβλητότητα, 1709.84, οι παράγοντες Α, Β κα-

ϑώς και η αλληλεπίδρασή τους καταϕέϱνουν να εξηγήσουν ή ερµηνεύσουν

ένα µεγάλο µέϱος ίσο µε 1107.23 + 227.26 + 303.63 = 1638.12. Η υπόλοιπη

µεταβλητότητα ίση µε 1709.84 − 1638.12 = 71.72 δεν έχει µπορέσει να εξ-

ηγηθεί από το προτεινόµενο µοντέλο και αντιπροσωπεύει το σϕάλµα (resid-

uals) που συµβολίζεται µε SSE (sum of squared errors). Το γεγονός ότι το

µεγαλύτεϱο ποσοστό της µεταβλητότητας εξηγείται από το µοντέλο, πεϱίπου

96%, δείχνει ότι και οι δυο παράγοντες, αλλά και η αλληλεπίδραση παίζουν

πολύ σηµαντικό ϱόλο στο υπό εξέταση ϕαινόµενο. Σηµειώνεται ότι το ποσοστό
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της µεταβλητότητας που επεξηγείται από το προτεινόµενο µοντέλο πολλαπλής

παλινδρόµησης αν και συµβολίζεται, όπως και στην προηγούµενη ενότητα, µε

R2 αναφέρεται ως συντελεστής προσδιορισµού (coefficent of determination)

για να ξεχωρίζει από το συντελεστή συσχετίσεως που αναφέρεται αποκλεισ-

τικά, στο µοντέλο (απλής) γραµµικής παλινδρόµησης.

Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4 και κυϱίως οι F-values (εξαιρετικά µεγάλες

τιµές) και τα p-values (εξαιρετικά µικϱές τιµές και οι οποίες ταυτίζονται, προ-

ϕανώς µε τις αντίστοιχες τιµές του Πίνακα 3) επιβεβαιώνουν ότι τόσο οι κύϱιες

επιδράσεις Α και Β όσο και η αλληλεπίδρασή τους είναι στατιστικά σηµαντικές

και συνεπώς επηρεάζουν τη δόνηση της πλακέτας. Οπότε, από το µοντέλο δεν

είναι δυνατόν να παραληφθεί κάποιος παράγοντας και συνεπώς, αυτό ϑα έχει

τη µοϱϕή:

y = µ+ ai + bj + (ab)ij + ε.

Με αντίστοιχη διεργασία µποϱεί να αναλυθεί ένα πειραµατικό σχέδιο

33 και γενικότεϱα οποιοδήποτε παραγοντικό σχέδιο, ή και κλάσµα αυτού.

Βέϐαια, για να αναλυθεί ένα κλασµατικό παραγοντικό σχέδιο πϱέπει να γίνει

και διαχωρισµός των επιδϱάσεων µε σκοπό την επιλογή του τµήµατος που ϑα

αναλύσουµε.

Παϱατήϱηση: Το αντίστοιχο µοντέλο για ένα παραγοντικό σχεδιασµό 33 είναι

το:

Yijkl = µ+ ai + bj + (ab)ij + ck + (ac)ik + (bc)jk + (abc)ijk + eijkl,

όπου εδώ οι κύϱιες επιδράσεις έχουν 2 ϐαθµούς ελευθερίας, οι διπλές αλλη-

λεπιδράσεις έχουν 4 ϐαθµούς ελευθερίας και οι τϱιπλές αλληλεπιδράσεις

2k = 23 ϐαθµούς ελευθερίας. [6]
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Κεφάλαιο 2

Βάσεις Grο̈bner

2.1 Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια εισαγωγή στην Υπολογιστική ΄Αλγεβρα και

ειδικότερα στη ϑεωρία των ϐάσεων Grο̈bner. Η εφαρµογή αυτών είναι ευρεία

στον κλάδο της Αλγεβρικής Στατιστικής, όπως ϑα δούµε λεπτοµερώς στο Κε-

ϕάλαιο 3.

Οι ϐάσεις Grο̈bner εισήχθησαν το 1965 από τον Αυστριακό καθηγητή Bruno

Buchberger µέσω της διδακτορικής του διατριβής µε τίτλο "An Algorithm

for Finding the Basis Elements of the Residue Class Ring Modulo a Zero-

dimensional Polynomial Ideal", όπου επιβλέποντας καθηγητής του ήταν ο

επίσης Αυστριακός Dr. Wolfgang Grο̈bner. [10]

Οϱισµός 2.1.1. ΄Ενα σύνολο R, µη κενό, εϕοδιασµένο µε δυο διµελείς πϱά-

ξεις, + : R×R −→ R και · : R×R −→ R µε

a) το σύνολο (R,+) είναι αϐελιανή οµάδα

b) a · (b · c) = (a · b) · c, ∀a, b, c ∈ R
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c) a · (b+ c) = a · b+ a · c και (a+ b) · c = a · c+ b · c,∀a, b, c ∈ R,

ονοµάϹεται δακτύλιος.

Για παϱάδειγµα, το σύνολο των πϱαγµατικών αϱιϑµών, R µε πϱάξεις την

πϱόσϑεση και τον πολλαπλασιασµό, (R,+, ·) είναι δακτύλιος, αϕού

• Το (R,+) είναι αϐελιανή οµάδα, ∀a, b ∈ R ισχύει ότι a+ b = b+ a,

• ∀a, b, c ∈ R ισχύει ότι a · (b · c) = (a · b) · c,

• ∀a, b, c ∈ R ισχύει ότι a · (b+ c) = a · b + a · c και ∀a, b, c ∈ R ισχύει ότι

(a+ b) · c = a · c + b · c.

Οϱισµός 2.1.2. ΄Ενας δακτύλιος ϑα καλείται µεταϑετικός δακτύλιος όταν

a · b = b · a,∀a, b ∈ R.

Για παϱάδειγµα, ο (R,+, ·) είναι µεταθετικός δακτύλιος, αϕού είναι δακ-

τύλιος όπως έχουµε δει και για κάϑε a, b ∈ R έχουµε a · b = b · a.

Οϱισµός 2.1.3. Ορίζουµε έναν δακτύλιο R ως πολυωνυµικό δακτύλιο του

x και τον συµβολίζουµε µε R[x], το σύνολο όλων των πολυωνύµων του x µε

συντελεστές στοιχεία του δακτυλίου R. Μποϱούµε ακόµα να ορίσουµε τον

πολυωνυµικό δακτύλιο ως πϱος y µε συντελεστές στον R[x] και τότε συµβολί-

Ϲουµε µε R[x, y]. (Οι πράξεις του πολυωνυµικού δακτυλίου ορίζονται στις

σχέσεις 2.1 και 2.2)

Μποϱούµε ϕυσικά να επεκτείνουµε τον οϱισµό του πολυωνυµικού δακ-

τυλίου και για n το πλήϑος µεταβλητές, x1, ..., xn.

ΘεωϱούµεK[x1, ..., xn] πολυωνυµικό δακτύλιο, όπουK- διανυσµατικός χώϱος

και T n = {xa11 ...x
an
n , ai ∈ N, i = 1, ..., n}. Τότε τα στοιχεία της µορφής

λ · xa11 · · · xann , λ ∈ K καλούνται µονώνυµα.
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Οϱισµός 2.1.4. ΄Εστω µονώνυµο xu = xu11 · · · xunn . Καλούµε ϐαϑµό του

µονωνύµου τον deg(xu) = u1 + u2 + ...+ un, u = (u1, ..., un) ∈ Nn.

΄Εστω πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, ..., xn] και έστω µονώνυµο xu, u =

(u1, ..., un) ∈ Nn. ΄Εστω πολυώνυµα f =
∑

u∈Nn cu · xu και g =
∑

u∈Nn du · xu.

Τότε οϱίϹουµε την πϱόσϑεση και τον πολλαπλασιασµό πολυωνύµων ως εξής:

f + g =
∑
u∈Nn

(cu + du) · xu (2.1)

και

f · g =
∑
k∈Nn

(
∑
a+b=k

ca · db) · xu. (2.2)

Οϱισµός 2.1.5. ΄Εστω I ένα υποσύνολο ενός δακτυλίου R. Το I ονοµάϹεται

ιδεώδες του δακτυλίου αν:

a) I 6= ∅

b) a+ b ∈ I, ∀a, b ∈ I

c) k · a ∈ I και a · k ∈ I, ∀a ∈ I, ∀k ∈ R

Συµϐολισµός: I CR.

Σχόλιο: Στην πεϱίπτωση όπου ο δακτύλιος είναι µεταϑετικός, τότε λόγω

του οϱισµού του, η συνϑήκη (c) του παϱαπάνω οϱισµού γίνεται:

k · a ∈ I,∀a ∈ I, ∀k ∈ R

Για παϱάδειγµα, αν ϑεωϱήσουµε τον Z και n ∈ Z τότε όλα τα ιδεώδη αυτού

είναι της µοϱϕής:

nZ = {nx|x ∈ Z} = 〈n〉, όπου 〈0〉 = {0}, 〈2〉 είναι οι άϱτιοι αϱιϑµοί, 〈3〉 τα

πολλαπλάσια του 3 κ.ο.κ. Σηµειώνεται ότι a ∈ nZ αν και µόνο αν το n διαιϱεί

το a.
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΄Ενα ακόµα παϱάδειγµα αποτελεί ο Z12, όπου όλα τα ιδεώδη του είναι τα:

〈0〉 = {0̄},

〈1〉 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄, 8̄, 9̄, 1̄0, 1̄1} = Z12 = 〈5〉 = 〈7〉 = 〈11〉,

〈2〉 = {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄, 1̄0} = 〈10〉,

〈3〉 = {0̄, 3̄, 6̄, 9̄} = 〈9〉,

〈4〉 = {0̄, 4̄, 8̄} =< 8 >,

〈6〉 = {0̄, 6̄}.

Οϱισµός 2.1.6. ΄Εστω I ιδεώδες του R και Λ ⊆ I µε I = 〈Λ〉. Τότε το Λ

ονοµάϹεται ϐάση του I.

Σχόλιο: Οι ϐάσεις Grο̈bner αποτελούν σύνολα γεννητόϱων για ένα ιδεώδες

µε εξαιρετικές ιδιότητες. Βασική πϱοϋπόϑεση είναι ότι τα σύνολα αυτά είναι

πεπερασµένα, ώστε ο αλγόριθµος υπολογισµού τους να είναι πεπερασµένος.

Αυτό µας εξασφαλίζει το Θεώϱηµα Βάσης του Hilbert [5].

Οϱισµός 2.1.7. ΄Εστω R δακτύλιος. Ο R ϑα είναι δακτύλιος της Noether, αν

κάϑε ιδεώδες I τουR είναι πεπεϱασµένα παϱαγόµενα, αν δηλαδή ∃f1, ..., fs ∈

R : I = 〈f1, ..., fs〉,∀I CR.

΄Ενα παϱάδειγµα ενός δακτυλίου Noether είναι το Z, αϕού όλα τα ιδεώδη

του είναι της µοϱϕής nZ = 〈n〉, συνεπώς είναι πεπεϱασµένα παϱαγόµενο.

Θεώϱηµα 2.1.1. (Θεώϱηµα ϐάσης Hilbert) Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος

της Noether, τότε και ο πολυωνυµικός δακτύλιος R[x] είναι δακτύλιος της

Noether.
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2.2 Μονωνυµικές ∆ιατάξεις

Για την πεϱαιτέϱω ανάπτυξη της ϑεωρίας και ιδίως αυτής των ϐάσεων Grο̈bner,

απαϱαίτητο εργαλείο είναι οι µονωνυµικές διατάξεις. Αυτές είναι άπειϱες,

αλλά πεϱαιτέϱω αναπτύσσουµε ενδεικτικά κάποιες, τις περισσότερο οικείες,

δηλαδή, τη λεξικογραφική, τη ϐαθµωτή λεξικογραφική, την αντίστροφη ϐα-

ϑµωτή λεξικογραφική και τέλος τη διάταξη ϐάϱους. Πϱιν την παϱουσίαση

των µονωνυµικών διατάξεων, αξίϹει να σχολιαστεί η σηµαντικότητα αυτών. Σε

ένα οποιοδήποτε σύνολο αριθµών αν κληθούµε να διατάξουµε τα στοιχεία

του κατά αύξουσα σειϱά, γνωρίζουµε πως αυτό µποϱεί να επιτευχθεί. Για

παϱάδειγµα, αν ϑεωρήσουµε τους αριθµούς -2, e, π,
√

2, 5
3
και 3.9 γνωρί-

Ϲουµε πως διατάσσονται κατά αύξουσα σειϱά ως εξής: −2 <
√

2 < 5
3
< e <

π < 3.9. Ακόµα και αν ϐρισκόµαστε σε έναν πολυωνυµικό δακτύλιο R[x],

µποϱούµε να διτάξουµε τα µονώνυµά του µε ϐάση τον ϐαθµό του εκάστοτε

µονωνύµου, δηλαδή: 1 < x < x2 < x3 < ...xn < ...Τ̇ι συµβαίνει όµως όταν

ϐρισκόµαστε σε πολυωνυµικό δακτύλιο µε δύο ή και περισσότερες µεταβλ-

ητές; Αν λοιπόν έχουµε τα πολυώνυµα x3y3 και x2y4 του K[x, y], τότε ποιο

από τα δυο είναι µεγαλύτεϱο; ΄Οπως ϑα δούµε και παϱακάτω την απάντηση

αυτή µας τη δίνουν οι µονωνυµικές διατάξεις.

Οϱισµός 2.2.1. Μεϱική διάταξη ενός συνόλου X είναι µια σχέση ≺ η οποία

ικανοποιεί τα εξής:

a) δεν ισχύει a ≺ a, ∀a ∈ X

b) αν a ≺ b και b ≺ c τότε a ≺ c, ∀a, b, c ∈ X.

Παϱάδειγµα µεϱικής διάταξης αποτελεί το N µε την διάταξη <, καϑώς για

κάϑε ϕυσικό αϱιϑµό a δεν ισχύει a < a και αν a < b, µε a, b ∈ N και b < c
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µε b, c ∈ N ισχύει ότι a < c.

Οϱισµός 2.2.2. Ολική διάταξη ενός συνόλου X είναι µια µεϱική διάταξη �

για την οποία ισχύει ότι για οποιαδήποτε a, b ∈ X µε a 6= b είτε a ≺ b είτε

b ≺ a.

Η σχέση ≤ στο Q αποτελεί σχέση ολικής διάταξης, αϕού είναι διάταξη και

ικανοποιεί και την ιδιότητα της τϱιχοτοµίας (a, b ∈ Q µε a 6= b είτε a < b είτε

b < a).

Οϱισµός 2.2.3. Μια µονωνυµική διάταξη στο T n είναι µια ολική διάταξη <

για την οποία ισχύουν:

a) Αν 1 6= xa τότε 1 < xa, ∀xa ∈ T n

b) Αν xa, xb ∈ T n µε xa < xb τότε xaxc < xbxc,∀xc ∈ T n.

Παϱαδείγµατα µονωνυµικών διατάξεων παϱουσιάϹονται παϱακάτω.

Για να οϱιστεί µια µονωνυµική διάταξη, πϱέπει να οϱίϹουµε εξ αϱχής µια

διάταξη µεταξύ των µεταϐλητών του δακτυλίου. Στα παϱακάτω δεχόµαστε

την σύµϐαση x1 > x2 > ... > xn, η οποία αν αλλάξει ϑα αναϕέϱεται.

2.2.1 Λεξικογϱαϕική ∆ιάταξη

Η λεξικογϱαϕική διάταξη <lex στο T n µε x1 > x2 > ... > xn οϱίϹεται ως εξής:

΄Εστω a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Nn, έχουµε: xa <lex x
b ⇔ οι πϱώτες

συνιστώσες από τα αϱιστεϱά, ai, bi που είναι διαϕοϱετικές, ικανοποιούν την

σχέση ai < bi.

Σχόλιο: Στη λεξικογϱαϕική µεγαλύτεϱο είναι το µονώνυµο µε τη µεγαλύτεϱη

µεταϐλητή (ως πϱος τη διάταξη µεταϐλητών που έχουµε αϱχικά οϱιστεί). Αν

έχουν το ίδιο πλήϑος αυτής, τότε ελέγχουµε την επόµενη µεταϐλητή κ.ο.κ.

41



Παϱάδειγµα 3. ΄Εστω πολυωνυµικός δακτύλιος K[x1, x2, x3] µε x1 > x2 >

x3. Θέλουµε να διατάξουµε µε ϐάση την λεξικογραφική διάταξη τα µονώνυµα:

xa1 = x3
1, x

a2 = x1x
2
2, x

a3 = x1x2x3, x
a4 = x7

2x
10
3 .Παϱατηϱούµε ότι a1 =

(3, 0, 0), a2 = (1, 2, 0), a3 = (1, 1, 1), a4 = (0, 7, 10). Με ϐάση τον οϱισµό,

αρχικά ϑα πϱέπει να συγκρίνουµε την πϱώτη συνιστώσα του κάϑε ai. ΄Ετσι,

παϱατηϱούµε πως επειδή το πϱώτο µονώνυµο έχει την µεγαλύτεϱη πϱώτη

συνιστώσα, είναι ίση µε 3, έναντι των άλλων τϱιών που είναι κατά σειϱά 1,

1 και 0. ΄Αϱα το µεγαλύτεϱο είναι το x3
1. Συνεχίζουµε, κοιτώντας την πϱώτη

συνιστώσα των υπόλοιπων µονωνύµων και παϱατηϱούµε πως είναι είτε 1 είτε

0, οπότε, αϕού σε δύο από τα τϱία εναποµείναντα έχουµε συνιστώσα ίση

µε 1, συγκρίνουµε αυτά τα δύο µε ϐάση την δεύτεϱη συνιστώσα, συνεπώς το

δεύτεϱο είναι το αµέσως µεγαλύτεϱο. Οπότε, µέχϱι τώϱα έχουµε x1x
2
2 <lex x

3
1.

Για να εντοπίσουµε το αµέσως επόµενο, συγκρίνουµε τα δυο εναποµείναντα

µε ϐάση την πϱώτη συνιστώσα και έτσι έχουµε συνολικά ότι x7
2x

10
3 <lex

x1x2x3 <lex x1x
2
2 <lex x

3
1.

2.2.2 Βαϑµωτή Λεξικογϱαϕική ∆ιάταξη

Η ϐαϑµωτή λεξικογϱαϕική διάταξη <deglex στο T n µε x1 > x2 > ... > xn

οϱίϹεται ως εξής: ΄Εστω a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Nn, έχουµε:

xa <deglex x
b ⇔

∑n
i=1 ai <

∑n
i=1 bi.

Αν τώϱα πϱοκύψει αθροιστικά ίδιος ϐαθµός, δηλαδή
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi τότε

xa <deglex x
b ⇔ xa <lex x

b.

Παϱάδειγµα 3 ΄Εστω πολυωνυµικός δακτύλιοςK[x1, x2, x3] µε x1 > x2 > x3.

Θα διατάξουµε τα µονώνυµα xa1 = x3
1, x

a2 = x1x
2
2, x

a3 = x1x2x3, x
a4 = x7

2x
10
3
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µε τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη. Παϱατηϱούµε ότι a1 = (3, 0, 0), a2 =

(1, 2, 0), a3 = (1, 1, 1), a4 = (0, 7, 10). Οπότε, το τέταρτο µονώνυµο είναι

το µεγαλύτεϱο µε ϐάση τη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη, αϕού έχει το

µεγαλύτεϱο ϐαθµό. Τα τϱία πϱώτα όµως έχουν το ίδιο άθροισµα ϐαθµών,

οπότε η σύγκϱισή τους γίνεται µε λεξικογραφική διάταξη.΄Εχουµε ότι

x1x2x3 <deglex x1x
2
2 <deglex x

3
1 <deglex x

7
2x

10
3 .

2.2.3 Αντίστϱοϕη Βαϑµωτή Λεξικογϱαϕική ∆ιάταξη

Η αντίστϱοϕη ϐαϑµωτή λεξικογϱαϕική διάταξη <degrevlex στο T n µε x1 > x2 >

... > xn οϱίϹεται ως εξής: ΄Εστω a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Nn, έχουµε:

xa <degrevlex x
b ⇔

∑n
i=1 ai <

∑n
i=1 bi.

Αν τώϱα πϱοκύψει αϑϱοιστικά ίδιος ϐαϑµός, δηλαδή

∑n
i=1 ai =

∑n
i=1 bi

τότε

xa <degrevlex x
b ⇔

οι πϱώτες διαφορετικές συνιστώσες από τα δεξιά ai, bi ικανοποιούν την σχέση

ai > bi.

Παϱάδειγµα 3 ΄Εστω πολυωνυµικός δακτύλιοςK[x1, x2, x3] µε x1 > x2 >

x3. Θα διατάξουµε τα µονώνυµα xa1 = x3
1, x

a2 = x1x
2
2, x

a3 = x1x2x3, x
a4 =

x7
2x

10
3 µε αντίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη.Παϱατηϱούµε ότι a1 =
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(3, 0, 0), a2 = (1, 2, 0), a3 = (1, 1, 1), a4 = (0, 7, 10), οπότε, µε ϐάση την αν-

τίστροφη ϐαθµωτή λεξικογραφική διάταξη, αϕού το τέταρτο µονώνυµο έχει

τον µεγαλύτεϱο ϐαθµό, είναι µεγαλύτεϱο από τα υπόλοιπα. Από εκεί και

πέϱα όµως, επειδή τα εναποµείναντα έχουν τον ίδιο ϐαθµό, αυτό που ϑα δι-

ατάξει τα µονώνυµα είναι το πλήϑος των λιγότεϱων x3. Παϱατηϱούµε πως τα

δύο πϱώτα δεν έχουν καθόλου x3, συνεπώς προηγούνται στην διάταξη. Από

τα δύο αυτά όµως, το µεγαλύτεϱο είναι αυτό που έχει τα λιγότεϱα x2, δηλαδή

το πϱώτο. Οπότε, µε ϐάση την αντίστροφη λεξικογραφική διάταξη έχουµε ότι

x1x2x3 <degrevlex x1x
2
2 <degrevlex x

3
1 <degrevlex x

7
2x

10
3 .

2.2.4 ∆ιάταξη Βάϱους

Οϱισµός 2.2.4. Βαϑµός ϐάϱους w = (w1, ..., wn) ∈ Rn ενός µονωνύµου

xu = xu11 · · · xunn είναι ο

degw(xu) = u1w1 + ...+ unwn, u = (u1, ..., un) ∈ Nn.

Οϱισµός 2.2.5. ΄Εστω διάνυσµα w = (w1, ..., wn) ∈ Rn
≥0 και ≺ µονωνυµική

διάταξη. Τότε, η διάταξη ϐάϱους (<(w,≺)) στο T n µε x1 > x2 > ... > xn

οϱίϹεται ως εξής:

xa <(w,≺) x
b ⇔ degw(xa) < degw(xb).

Αν

degw(xa) = degw(xb), τότε xa <(w,≺) x
b ⇔ xa ≺ xb,

ως πϱος την µονωνυµική διάταξη που έχει επιλεχϑεί εξ αϱχής, ≺.
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Παϱάδειγµα 3 ΄Εστω πολυωνυµικός δακτύλιοςK[x1, x2, x3] µε x1 > x2 >

x3 και διάνυσµαw = (1, 3, 2). Θα διατάξουµε τα µονώνυµα x3
1, x1x

2
2, x1x2x3, x

7
2x

10
3

µε διάταξη ϐάϱους, υπεράνω της λεξικογραφικής διάταξης. Πϱιν τα διατάξ-

ουµε όµως ειναι απαϱαίτητη η εύϱεση των ϐαθµών ϐάϱους, οπότε έχουµε:

• degw(x3
1) = 1 · 3 + 3 · 0 + 2 · 0 = 3

• degw(x1x
2
2) = 1 · 1 + 3 · 2 + 2 · 0 = 7

• degw(x1x2x3) = 1 · 1 + 3 · 1 + 2 · 1 = 6

• degw(x7
2x

10
3 ) = 1 · 0 + 3 · 7 + 2 · 10 = 41.

Με ϐάση λοιπόν την διάταξη ϐάϱους, µεγαλύτεϱο µονώνυµο είναι αυτό µε

τον µεγαλύτεϱο ϐαθµό, εκτός και αν έχουµε δυο ίσους ϐαθµόυς, οπότε και

χρησιµοποιείται η λεξικογραφική διάταξη:

x3
1 <wlex x1x2x3 <wlex x1x

2
2 <wlex x

7
2x

10
3 .

Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν άπειϱες το πλήϑος µονωνυµικές διατάξ-

εις, αϕού από τις υπάρχουσες (γνωστές) µποϱούν να προκύψουν και άλλες.

Μάλιστα, µε ϐάση την διάταξη ϐάϱους µποϱούµε πλέον να κατασκευάζουµε

µονωνυµικές διατάξεις, ανάλογα µε το πϱόϐληµα που επιθυµούµε να επιλύ-

σουµε. Αυτή η κατασκευή είναι πολύ σηµαντική στην επίλυση προβληµάτων

στη ϑεωρία των ϐάσεων Grο̈bner. Ειδικότερα, σε ερευνητικά προβλήµατα και

στην προσπάθεια απόδειξης ότι ένα σύνολο αποτελεί ϐάση Grο̈bner για ένα

ιδεώδες, το πϱόϐληµα ανάγεται στην εύϱεση κατάλληλης µονωνυµικής διά-

ταξης στον πολυωνυµικό δακτύλιο που δουλεύουµε. Βασικό εργαλείο στην

προσέγγιση αυτή είναι η διάταξη ϐάϱους.
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2.3 ∆ιαίϱεση Πολυωνύµων

Θεωϱούµε µια µονωνυµική διάταξη < µε x1 > ... > xn στον K[x1, ..., xn].

Κάϑε µη µηδενικό πολυώνυµο, έχοντας διαγϱάψει τους µηδενικούς όϱους

του f και διατάσσοντας τους υπόλοιπους όϱους του ως πϱος την <, f ∈

K[x1, ..., xn] έχει την µοϱϕή: f = c1x
a1 + ... + ckx

ak , ai ∈ Nn, ci 6= 0

µε c1x
a1 > ... > ckx

ak . Τότε ο όϱος c1x
a1 καλείται αϱχικός όϱος του f

και συµϐολίϹεται µε lt(f). Το c1 καλείται αϱχικός συντελεστής του f και

συµϐολίϹεται µε lc(f). Τέλος, το µονώνυµο xa1 καλείται αϱχικό µονώνυµο

και συµϐολίϹεται µε lm(f).

Οϱισµός 2.3.1. Θεωϱούµε πολυώνυµα f, g, h ∈ K[x1, ..., xn], g 6= 0. Θα

λέµε ότι το f ανάγεται στο h µόδιο g σε ένα ϐήµα και ϑα συµϐολίϹουµε µε

f
g−→ h αν και µόνο αν

a) το αϱχικό µονώνυµο lm(g) διαιϱεί ένα µη µηδενικό όϱο X του f .

b) h = f − X

lt(g)
g.

Οϱισµός 2.3.2. ΄Εστω f, h, f1, ..., fs ∈ K[x1, ..., xn], fi 6= 0, ∀i : 1 ≤ i ≤ s

και F = {f1, ..., fs}. Θα λέµε ότι το f ανάγεται στο h µόδιο F και ϑα συµβολί-

Ϲουµε µε f F−→+ h αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία δεικτών {i1, ..., it} ⊆

{1, ..., s} και ακολουθία πολυωνύµων {h1, ..., ht−1} ⊆ K[x1, ..., xn] τέτοιο ώστε

f
fi1−→ h1

fi2−→ h2...
fi(t−1)−−−−→ ht−1

fit−→ h.

Οϱισµός 2.3.3. ΄Ενα πολυώνυµο p καλείται ανάγωγο µόδιο F = {f1, ..., fs}

αν p = 0 ή αν για κάϑε i ∈ {1, ..., s} το αϱχικό µονώνυµο lm(fi) δεν διαιϱεί

κάποιον από τους όϱους του p.

Παϱάδειγµα 4. Θεωϱούµε f = x1x
2
2x

2
3 + x1x2− x2x3 ∈ S = Q[x1, x2, x3] και

F = {f1 = x1 − x2
2, f2 = x2 − x3

3, f3 = x2
3 − 1, f1, f2, f3 ∈ S}. Θεωϱούµε
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την λεξικογϱαϕική διάταξη µε x1 > x2 > x3. Αϱχικά ελέγχουµε αν έχουµε

διατάξει σωστά τα πολυώνυµα µε ϐάση την διάταξη, όπως και είναι σωστά

διατεταγµένα. Ακόµα, έχουµε lm(f1) = x1, lm(f2) = x2, lm(f3) = x2
3, τα

οποία διαιϱούν τουλάχιστον έναν όϱο του f . Συνεπώς ξεκινάµε την διαδικασία

αναγωγής µε οποιοδήποτε από τα πολυώνυµα f1, f2, f3, έστω το f3. ΄Εχουµε:

f
f3−→ f − x1x

2
2x

2
3

x2
3

(x2
3 − 1) = x1x

2
2 + x1x2 − x2x3 = u1.

Το lm(f3) δεν διαιϱεί κανέναν όϱο του u1, οπότε συνεχίϹουµε την διαδικασία

µε το f1.

u1
f1−→ x1x

2
2 + x1x2 − x2x3 −

x1x
2
2

x1

(x1 − x2
2) = x1x2 + x4

2 − x2x3 = u2.

Το lm(f1) διαιϱεί τον πϱώτο όϱο του u2, οπότε συνεχίϹουµε µε το f1.

u2
f1−→ x1x2 + x4

2 − x2x3 −
x1x2

x1

(x1 − x2
2) = x4

2 + x3
2 − x2x3 = u3.

Το lm(f1) δεν διαιϱεί κανέναν όϱο του u3, οπότε συνεχίϹουµε µε το f2.

u3
f2−→ x4

2 + x3
2 − x2x3 −

x4
2

x2

(x2 − x3
3) = x3

2x
3
3 + x3

2 − x2x3

f2−→ x3
2 + x2

2x
6
3 − x2x3

f2−→ x2
2x

3
3 + x2

2x
6
3 − x2x3

f2−→ x2
2x

3
3 + x2x

9
3 − x2x3

f2−→ 2x2x
9
3 − x2x3

f2−→ −x2x3 + 2x12
3

f2−→ 2x12
3 − x4

3 = u4.

Το f2 αλλά και το f1 δεν διαιϱούν κανέναν όϱο του u4, συνεπώς συνεχίϹουµε

την διαδικασία µε το f3.

u4
f3−→ 2x12

3 − x4
3 −

2x12
3

x2
3

(x2
3 − 1)

f3−→ 2x10
3 − x4

3

f3−→ 2x8
3 + x4

3

f3−→ 2x6
3 − x4

3

f3−→ x4
3

f3−→ x2
3

f3−→ 1 = u,

που είναι ανάγωγο ως πϱος τα f1, f2, f3. Συνεπώς, το υπόλοιπο της διαίϱεσης

του f µε τα στοιχεία του F είναι το u = 3.
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Θεώϱηµα 2.3.1. (Ευκλείδιος αλγόριθµος στοK[x]) ΄Εστω σώµαK και πολυώνυµα

φ1(x), φ2(x) ∈ K[x], φ2(x) 6= 0. Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα π(x), υ(x) ∈

K[x] τέτοια ώστε:

φ1(x) = φ2(x)π(x) + υ(x), deg(υ(x)) < deg(π(x)) ή υ(x) = 0.

Θεώϱηµα 2.3.2. (Ευκλείδειος αλγόριθµος στο K[x1, ..., xn]) ΄Εστω πολυωνυ-

µικός δακτύλιος K[x1, ..., xn], όπου K σώµα εφοδιασµένο µε µια µονωνυµική

διάταξη < και έστω το σύνολο πολυωνύµων F = {φ1, ..., φs} ⊆ K[x1, ..., xn].

Κάϑε πολυώνυµο φ ∈ K[x1, ..., xn] µποϱεί να γϱαϕεί ως:

φ = π1φ1 + ...+ πsφs + υ, πi, υ ∈ K[x1, ..., xn] και

το πολυώνυµο υ = 0 ή το υ γϱάϕεται ως γϱαµµικώς συνδυασµός µονωνύµων

µε συντελεστές στο K για τα οποία δεν υπάϱχει i ∈ {1, ..., s} τέτοιο ώστε ο

αντίστοιχος αϱχικός όϱος lt(φi) να διαιϱεί κάποιο από τα µονώνυµα αυτά.

2.4 Βάσεις Grο̈bner και αλγόϱιϑµος Buchberger

Μια ϐασική έννοια για την ϑεωρία των ϐάσεων Grο̈bner είναι αυτή του αρ-

χικού ιδεώδους.

Οϱισµός 2.4.1. ΄Εστω I ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίου K[x1, ..., xn]

που είναι εϕοδιασµένος µε µια µονωνυµική διάταξη <. Αϱχικό ιδεώδες του

I ως πϱος τη διάταξη < είναι το µονωνυµικό ιδεώδες:

in<(I) = 〈lt(f), f ∈ I〉.

Οϱισµός 2.4.2. Θεωρούµε ιδεώδες I του πολυωνυµικού δακτυλίουK[x1, ..., xn]

εφοδιασµένου µε µια µονωνυµική διάταξη <. ΄Ενα σύνολο µη µηδενικών
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πολυωνύµων {f1, ..., fs} ⊆ I ονοµάζεται ϐάση Grο̈bner του I αν

〈lt(f1), ..., lt(fs)〉 = in<(I).

Για παϱάδειγµα, αν ϑεωϱήσουµε F = {x2
2 − x1, x2} στον K[x1, x2] µε

διάταξη <lex µε x2 > x1 τότε το F δεν είναι ϐάση Grο̈bner για το I = 〈F 〉

αϕού:

x1 = x2x2 − 1(x2
2 − x1) ∈ I,

εποµένως x1 ∈ in<(I), αλλά

x1 /∈ 〈x2
2, x2〉 = 〈x2〉 = 〈lt(f),∀f ∈ F 〉.

Οϱισµός 2.4.3. Θεωρούµε I ιδεώδες του πολυωνυµικού δακτυλίουK[x1, ..., xn]

και µια µονωνυµική διάταξη <. Το σύνολο των µη µηδενικών πολυωνύµων

{g1, ..., gt} ⊆ I ϑα ονοµάζεται ϐάση Grο̈bner του I αν ∀f ∈ I, f 6= 0, ∃i ∈

{1, ..., t} τέτοιο ώστε lm(gi)|lm(f).

Πϱόταση 2.4.1. Κάϑε µη µηδενικό ιδεώδες I του K[x1, ..., xn] έχει ϐάση

Grο̈bner.

Πϱόταση 2.4.2. ΄Εστω I ιδεώδες του K[x1, ..., xn] και G = {g1, ..., gt} ϐάση

Grο̈bner του I ως πϱος µια µονωνυµική διάταξη <. Το σύνολο {g1, ..., gt} είναι

ένα σύνολο γεννητόϱων του I.

Σχόλιο: Μια σηµαντική ιδιότητα των ϐάσεων Grο̈bner είναι το µοναδικό

υπόλοιπο που αϕήνουν µόδιο ενός συνόλου G, κάτι που γενικά δεν ισχύει.

Θεώϱηµα 2.4.1. Θεωϱούµε G = {g1, ..., gt} ⊆ K[x1, ..., xn] ένα σύνολο µη

µηδενικών πολυωνύµων. ΤοG είναι ϐάση Grο̈bner αν και µόνο αν το υπόλοιπο

της διαίϱεσης µόδιο G οποιουδήποτε f ∈ K[x1, ..., xn] είναι µοναδικό.
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Για τον αλγόϱιϑµο εύϱεσης ϐάσεως Grο̈bner είναι αναγκαία η χϱήση των

S- πολυωνύµων.

Οϱισµός 2.4.4. Θεωϱούµε f, g µη µηδενικά πολυώνυµα του K[x1, ..., xn]

και έστω L = ε.κ.π.(lm(f), lm(g)). Τότε, το πολυώνυµο

S(f, g) = L
lt(f)

f − L
lt(g)

g

καλείται S-πολυώνυµο των f και g.

Σχόλιο: O ορισµός των ϐάσεων αυτών πρακτικά είναι µη εφαρµόσιµος

καθώς στην ουσία είναι αδύνατον να ελέγξεις τα άπειϱα πολυώνυµα που ανήκ-

ουν στο ιδεώδες αν διαιρούνται ή όχι από τα lm(gi). ΄Αϱα υπάρχει ανάγκη

κάποιας περισσότερο αλγοριθµικής διαδικασίας. Συνέπεια αυτού, οδηγού-

µαστε στα S- πολυώνυµα.

Παϱάδειγµα 5. ΄Εστω τα πολυώνυµα f = 2x3y2 + xy5z και g = xy + xy2z

στον Q[x, y, z] ως πϱος την λεξικογϱαϕική διάταξη µε x > y > z. Τότε για

την εύϱεση του S-πολυωνύµου έχουµε: lm(f) = x3y2 και lm(g) = xy2z

συνεπώς, L = x3y2z. Οπότε:

S(f, g) = x3y2z
2x3y2z

(2x3y2 + xy5z)− x3y2z
xy2z

(xy + xy2z) =

1
2
(2x3y2 + xy5z)− x2(xy + xy2z) = −x3y2z + x3y2 − x3y + 1

2
xy5z.

Σχόλιο: Τα S- πολυώνυµα είναι αυτά που µας δίνουν την αλγοϱιϑµική

διαδικασία που ψάχνουµε για την εύϱεση των ϐάσεων Grο̈bner.

Θεώϱηµα 2.4.2. (Buchberger) Θεωρούµε G = {g1, ..., gt} σύνολο µη µη-

δενικών πολυωνύµων του K[x1, ..., xn]. Τότε το G είναι ϐάση Grο̈bner για

το ιδεώδες I = 〈g1, ..., gt〉 αν και µόνο αν ∀i 6= j ισχύει ότι
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S(gi, gj)
G−→+ 0.

Παϱάδειγµα 6. ΄Εστω G = {f1 = x2 − y3, f2 = y2 − z3, f3 = z2 − w3} στον

Q[x, y, z, w], µε x > y > z > w. Θεωϱούµε την λεξικογϱαϕική διάταξη. Θα

δείξουµε ότι η G είναι ϐάση Grο̈bner. Πϱάγµατι, lm(f1) = x2, lm(f2) =

y2, lm(f3) = z2. ΄Εχουµε:

S(f1, f2) = L
lt(f1)

f1 − L
lt(f2)

f2 = x2y2

x2
(x2 − y3)− x2y2

y2
(y2 − z3) = x2z3 − y5.

Κάνουµε αναγωγή σε µόδιο G.

S(f1, f2)
f1−→ x2z3 − y5 − x2z3

x2
(x2 − y3) = −y3(y2 − z3)

f2−→ 0.

ΣυνεχίϹουµε την ίδια διαδικασία για f1, f3 και f2, f3 και έχουµε

S(f1, f3) = L
lt(f1)

f1 − L
lt(f3)

f3 = x2z2

x2
(x2 − y3)− x2z2

z2
(z2 − w3) = x2w3 − y3z2.

Κάνουµε αναγωγή σε µόδιο G.

S(f1, f3)
f1−→ x2w3 − y3z2 − x2w3

x2
(x2 − y3) = −y3(z2 − w3)

f3−→ 0.

Οµοίως,

S(f2, f3) = L
lt(f2)

f2 − L
lt(f3)

f3 = y2z2

y2
(y2 − z3)− y2z2

z2
(z2 − w3) = y2w3 − z5.

και µόδιο G:

S(f2, f3)
f2−→ y2w3 − z5 − y2w3

y2
(y2 − z3) = −z3(z2 − w3)

f3−→ 0.

Αϕού λοιπόν για κάϑε i, j µε i 6= j δείξαµε ότι S(fi, fj)
G−→+ 0, τότε G ϐάση

Grο̈bner.
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ΣυνεχίϹουµε µε τον αλγόριθµο του Buchberger για την εύϱεση ϐάσης

Grο̈bner ενός ιδεώδες.

Αλγόϱιϑµος του Buchberger:

Είσοδος: F = {f1, ..., fs} ⊆ K[x1, ..., xn], fi 6= 0, 1 ≤ i ≤ s.

΄Εξοδος: G = {g1, ..., gt} ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους 〈f1, ..., fs〉.

Αϱχή: G = F,G = {fi, fj} : fi 6=fj ∈G. ΄Οσο G 6= ∅ επανέλαϐε

∆ιάλεξε οποιοδήποτε {f, g} ∈ G και ϑέσε G = G − {{f, g}}

S(f, g)
G−→+ h, όπου h ανάγωγο µόδιο G.

Αν h 6= 0 τότε

G = G ∪ {{u, h}|u ∈ G}, G = G ∪ {h}.

Σχόλιο: Το πεπερασµένο των ϐηµάτων του παραπάνω αλγόριθµου εξασ-

ϕαλίζεται από το Θεώϱηµα ϐάσης Hilbert. Η παϱακάτω πρόταση απλουστεύει

αρκετά τους υπολογισµούς µας στη διαδικασία εύϱεσης ϐάσεων των Grο̈bner.

Πϱόταση 2.4.3. Θεωϱούµε f, g ∈ K[x1, ..., xn]. Αν µ.κ.δ.(lt(f), lt(g) = 1)

τότε:

S(f, g)
f,g−→+ 0.

Παϱάδειγµα 6 Με ϐάση την παραπάνω πρόταση παϱατηϱούµε πως πράγ-

µατι το σύνολο G = {f1 = x2− y3, f2 = y2− z3, f3 = z2−w3} αποτελεί ϐάση

Grο̈bner ως πϱος την λεξικογραφικη διάταξη, αϕού lt(f1) = x2, lt(f2) =

y2, lt(f3) = z2 και ο Μ.Κ.∆. των τϱιών αυτών µονωνύµων είναι το 1, συνεπώς

άµεσα από την Πρόταση 2.4.3. εξάγεται το συµπέϱασµα.

Παϱάδειγµα 7. Θεωϱούµε το ιδεώδες I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z].

ΑναϹητούµε µια ϐάση Grο̈bner ως πϱος την λεξικογϱαϕική διάταξη, µε x <
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y < z. Με ϐάση τον αλγοϱιϑµο του Buchberger έχουµε: Θέτουµε G1 =

{f1 = x2y + z, f2 = xz + y}, G1 = {{f1, f2}}. Τότε,

S(f1, f2) = xz
z

(x2y + z)− xz
xz

(xz + y) = x3y − y = f3,

που είναι ανάγωγο µόδιο G1.

΄Αϱα έχουµε G2 = {f1 = x2y + z, f2 = xz + y, f3 = x3y − y}, G2 =

{{f1, f3}, {f2, f3}}. Συνεπώς,

S(f1, f3) = x3yz
z

(x2y + z)− x3yz
x3y

(x3y − y) = x5y2 + yz

Κάνουµε αναγωγή σε µόδιο G,

S(f1, f3)
f1−→ x5y2 + yz − yz

z
(x2y + z) = x2y(x3y − y)

f3−→ 0.

ΣυνεχίϹουµε µε όµοιο τϱόπο,

S(f2, f3) = x3yz
xz

(xz + y)− x3yz
x3y

(x3y − y) = y(x2y + z)
f1−→ 0.

΄Αϱα τοG2 είναι µια ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους I, αϕού όλα τα S-πολυώνυµα

µηδενίϹονται µέσω αυτής.

Θεώϱηµα 2.4.3. ΄Εστω σύνολο F = {f1, ..., fs}, fi 6= 0. Ο αλγόϱιϑµος

Buchberger δίνει µια ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους I = 〈f1, ..., fs〉.

2.5 Ελαχιστική και ανάγωγες ϐάσεις Grο̈bner

Μέχϱι εδώ έχουν αναλυϑεί τα ϐασικά στοιχεία µιας ϐάσης Grο̈bner, χωϱίς

ωστόσο να σχολιασϑεί η µοναδικότητα ή µη της ϐάσης αυτής. Η µελέτη

αυτής οδηγεί στις έννοιες των ελαχιστικών και ανάγωγων ϐάσεων Grο̈bner.
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Οι ελαχιστικές είναι άπειϱες και οι ανάγωγες είναι µοναδική ως πϱος την

εκάστοτε µονωνυµική διάταξη. Αν αλλάξει η διάταξη, ενδεχοµένως να αλλάϹει

και η ανάγωγη.

Οϱισµός 2.5.1. Θεωρούµε µια ϐάση Grο̈bnerG = {g1, ..., gt}.ΗG ϑα καλεί-

ται ελαχιστική αν ∀i ∈ {1, ..., t}, lc(gi) = 1 και για οποιοδήποτε Ϲεύγος

i 6= j το αρχικό µονώνυµο lm(gi) δεν διαιρεί το αρχικό µονώνυµο lm(gj), µε

i, j ∈ {1, ..., t}.

Αλγόϱιϑµος εύϱεσης ελαχιστικής ϐάσης Grο̈bner:

Είσοδος: F = {f1, ..., fs} ⊆ K[x1, ..., xn] ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους I.

΄Εξοδος: G = {g1, ..., gt}, µια ελαχιστική ϐάση του I.

Αϱχή: G = {g1 = f1
lc(f1)

, ..., gs = fs
lc(fs)
}.

Αν υπάϱχουν i 6= j µε lm(gi)|lm(gj) τότε αϕαίϱεσε το gj από το G.

Παϱάδειγµα 8. ΄Εστω I = 〈x2y + z, xz + y〉 ⊆ Q[x, y, z] και έστω η λεξικο-

γραφική διάταξη µε x < y < z. Τότε, από το Παϱάδειγµα 7 έχουµε ότι µια

ϐάση Grο̈bner για το ιδεώδες είναι η G = {f1 = x2y + z, f2 = xz + y, f3 =

x3y− y}. Η ϐάση αυτή δεν είναι ελαχιστική, καθώς lm(f1) = z|xz = lm(f2).

Συνεπώς, αϕαιϱούµε το f2 από την ϐάση Grο̈bner G. ΄Ετσι πϱοκύπτει η

ϐάση G1 = {f1 = x2y + z, f3 = x3y − y}, η οποία είναι ελαχιστική καθώς

lm(f1) = z - x3y = lm(f3) και lc(f1) = lc(f3) = 1.

Οϱισµός 2.5.2. Μια ϐάση Grο̈bner G = {g1, ..., gt}. καλείται ανάγωγη, αν

∀i ∈ {1, ..., t}, ισχύει ότι lc(gi) = 1 και το πολυώνυµο gi είναι ανάγωγο µόδιο

G− {gj}.

Παϱάδειγµα 8. (συνέχεια) Η ϐάσηG1 αποτελεί και ανάγωγη ϐάση Grο̈bner

καθώς το πολυώνυµο f1 είναι ανάγωγο µόδιο G1 − {f3}.
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Θεώϱηµα 2.5.1. ΄Εστω ιδεώδες I, µε I 6= 0 στον K[x1, ..., xn], εϕοδιασµένος

µε µια µονωνυµική διάταξη <. Τότε το ιδεώδες I έχει µοναδική ανάγωγη ϐάση

Grο̈bner ως πϱος την <.

2.5.1 Καϑολική Βάση Grο̈bner

Στα ανωτέϱω είδαµε ότι ένα σύνολο το οποίο είναι ϐάση Grο̈bner ως πϱος

µια συγκεκριµένη µονωνυµική διάταξη, µποϱεί να µην είναι ϐάση Grο̈bner

του ιδεώδους του ως πϱος διαφορετική µονωνυµική διάταξη. Υπάρχει όµως

η δυναντότητα να ϐρεθεί σύνολο πολυωνύµων το οποίο να αποτελεί ϐάση

Grο̈bner ως πϱος οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη. Η ϐάση αυτή ονοµάζε-

ται καθολική ϐάση Grο̈bner και εισήχθει από τους V. Weispfenning και N.

Schwartz την δεκαετία 1980-90.[5]

Οϱισµός 2.5.3. Ως καθολική ϐάση Grο̈bner ενός ιδεώδους ορίζεται ως η έν-

ωση όλων των ανάγωγων ϐάσεων Grο̈bner του ιδεώδους ως πϱος οποιαδήποτε

µονωνυµική διάταξη. Συµβολισµός: UI .

Ο παραπάνω ορισµός πρακτικά δηλώνει ότι ένα σύνολο G = {g1, ..., gt} ⊆

I του K[x1, ..., xn] είναι καθολική ϐάση Grο̈bner του I αν και µόνο αν είναι

ϐάση Grο̈bner ως πϱος οποιαδήποτε µονωνυµική διάταξη.

ΑξίϹει να σηµειωθεί ότι οι καθολικές ϐάσεις Grο̈bner αποτελούν σηµαντικό

κοµµάτι της Υπολογιστικής ΄Αλγεβρας, ιδιαιτέρως σε ερευνητικό επίπεδο.

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η ϐάσεις Grο̈bner συνοδεύονται από την

διάταξη και όπως έχουµε πϱοαναϕέϱει, αν αλλάξει η διάταξη, δεν έχουµε

απαϱαίτητα ϐάση Grο̈bner. Γενικά ο υπολογισµός µιας καθολικής ϐάσης

Grο̈bner ενός ιδεώδους είναι εξαιρετικά δύσκολος υπολογισµός. Απόρροια
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αυτού, ότι υπάρχουν πολύ λίγα ιδεώδη (κλάσεις ιδεωδών) των οποίων γνωρί-

Ϲουµε την καθολική ϐάση Grο̈bner.

2.6 Εϕαϱµογές των ϐάσεων Grο̈bner

2.6.1 Επίλυση συστηµάτων

Θεωϱούµε σώµα K και K[x1, ..., xn] τον αντίστοιχο πολυωνυµικό δακτύλιο.

ΓνωϱίϹουµε πως τα στοιχεία του K[x1, ..., xn] ϑα είναι της µοϱϕής

f(x1, ..., xn) =
∑
a

cax
a1
1 · · ·xann , a = (a1, ..., an) ∈ Zn≥0.

Παϱακάτω ϑα αναλύσουµε τον τϱόπο µε τον οποίο µέσω των ϐάσεων Grο̈bner

µποϱεί να επιλυϑεί ένα σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων της µοϱϕής:

f1(x1, ..., xn) = 0

· · ·

fs(x1, ..., xn) = 0.

Πϱιν πϱοχωϱήσουµε σε αυτό ωστόσο ϑα αναϕέϱουµε κάποιες ϐασικές έννοιες.

Οϱισµός 2.6.1. ΘεωρούµεK σώµα και ιδεώδες I = 〈f1, ..., fs〉 ⊂ K[x1, ..., xn].

Ως συσχετική ποικιλότητα του ιδεώδους I ορίζεται το σύνολο σηµείων:

V (I) = {(a1, ..., an) ∈ K : fi(a1, ..., an) = 0, ∀ i = 1, ..., s}.

Για παϱάδειγµα, αν I = 〈x2 − 1, y2 − 1〉 ⊆ Q[x, y], τότε:

VQ(I) = {(−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1)}.
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Θεώϱηµα 2.6.1. (Nullstellensatz) ΄ΕστωK αλγεϐϱικά κλειστό σώµα και έστω

ιδεώδες I ⊆ K[x1, ..., xn]. Τότε:

VK(I) = ∅ ⇔ I = K[x1, ..., xn].

Σχόλιο 1: Το K λέγεται αλγεϐϱικά κλειστό αν για κάϑε πολυώνυµο f ∈

K[x] η εξίσωση f = 0 έχει λύση στο K. Συµϐολισµός K̄.

Σχόλιο 2: Αν ϑεωϱήσουµε το σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων:

f1 = 0

f2 = 0

· · ·

fs = 0

τότε, το σύστηµα δεν έχει λύση µε ϐάση το ϑεώϱηµα Nullstellensatz αν και

µόνον αν 1 ∈ 〈f1, ..., fs〉 ⇔ 1
G−→+ 0, µε G την ανάγωγη ϐάση Grο̈bner του I.

Θεώϱηµα 2.6.2. ΄Εστω ιδεώδες I = 〈f1, ..., fs〉 ⊆ K[x1, ..., xn] και G =

{g1, ..., gk} η ανάγωγη ϐάση Grο̈bner ως πϱος τη διάταξη ≺. Τα εξής είναι

ισοδύναµα:

1. VK̄(I) <∞

2. ∀ i = 1, ..., n, ∃ j ∈ {1, ..., k} : lm(gi) = xvi , µε v ∈ N.

3. dim(K[x1, ..., xn]/I) <∞.

Συνοπτικά, για την επίλυση ενός συστήµατος πολυωνυµικών εξισώσεων

αϱκεί να ϐϱούµε την ανάγωγη ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους, να επιβεβαιώ-

σουµε ότι ως πϱος την ϐάση αυτή δεν ισχύει 1
G−→+ 0 ούτως ώστε να υπάρχει

λύση.

57



2.6.2 Μελέτη του διανυσµατικού χώϱου πηλίκοK[x1, ..., xn]/I

Οϱισµός 2.6.2. ΄Εστω δακτύλιος R = (R,+, ·) και I ιδεώδες του R. Ο

δακτύλιος R/I εϕοδιασµένος µε τις πϱάξεις:

+ : R/I ×R/I → R/I, (r + I) + (s+ I)→ (r + s) + I

και

· : R/I ×R/I → R/I, (r + I) · (s+ I)→ (r · s) + I

ονοµάϹεται δακτύλιος πηλίκο του R ως πϱος το I. Το µηδενικό και το µοναδι-

αίο στοιχείο του δακτυλίου R/I ορίζονται αντίστοιχα ως 0R/I = 0R+I, 1R/I =

1R + I.

Για παϱάδειγµα, αν ϑεωϱήσουµε R = Z και I = 3Z τότε ο δακτύλιος

Z/3Z είναι δακτύλιος πηλίκο, αϕού:

Z/3Z = {r + 3Z, r ∈ Z} = {0 + 3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z}.

Μάλιστα, το µηδενικό στοιχείο του είναι το 0 + 3Z αϕού για x = 0, 1, 2

(0 + 3Z) + (x+ 3Z) = x+ 3Z. Ακόµα, έχουµε (1 + 3Z) + (2 + 3Z) = 0 + 3Z,

(2 + 3Z) + (2 + 3Z) = 1 + 3Z και το µοναδιαίο στοιχείο είναι το 1 + 3Z αϕού,

(1 + 3Z) · (x + 3Z) = x + 3Z. Ακόµα, έχουµε (0 + 3Z) · (1 + 3Z) = 0 + 3Z,

(2 + 3Z) · (2 + 3Z) = 1 + 3Z

Για τα παϱακάτω ϑα ϑεωρήσουµε πως ϐρισκόµαστε σε έναν πολυωνυµικό

δακτύλιο R = K[x1, ..., xn], I ϑα είναι ένα ιδεώδες αυτού. Επίσης, το υπ-

όλοιπο της διαίρεσης κάϑε f ∈ R µε µια ϐάση Grο̈bner G του I ϑα το

συµβολίζουµε µε NG(f).

Θεώϱηµα 2.6.3. ΄Εστω πολυώνυµα f, g ∈ R. Τότε

f + I = g + I ⇔ NG(f) = NG(g).
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Σχόλιο: Από το παϱαπάνω ϑεώϱηµα εξάγεται το συµπέϱασµα πως τα

στοιχεία του χώϱου πηλίκου R/I ϑα είναι της µοϱϕής:

NG(f) + I, f ∈ R.

Θεώϱηµα 2.6.4. ΄Εστω ο K-διανυσµατικός χώϱος K[x1, ..., xn]/I. Το σύνολο

B = {xa + I, xa /∈ in<(I)}

είναι µια ϐάση του.

Παϱάδειγµα 9. ΄Εστω I = 〈f1 = x2
1 − x1x2 − 1, f2 = x2

2 − x2〉 ιδεώδες

του πολυωνυµικού δακτυλίου Q[x1, x2] εϕοδιασµένο µε την λεξικογϱαϕική

διάταξη µε x1 > x2. Για να υπολογιστεί το αϱχικό ιδεώδες ϑα πϱέπει να ϐϱεϑεί

µια ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους. Αϕού ο µ.κ.δ.(lt(f1), lt(f2))=1, έχουµε πως

µια ϐάση Grο̈bner του I είναι η G = {f1, f2}, οπότε, το αϱχικό ιδεώδες

είναι το in<(I) = 〈x2
1, x

2
2〉. Παϱατηϱούµε λοιπόν πως τα µονώνυµα που δεν

ανήκουν στο αϱχικό ιδεώδες είναι τα {1, x1, x2, x1x2}. Οπότε, µε ϐάση το

παϱαπάνω ϑεώϱηµα, το σύνολο

{1 + I, x1 + I, x2 + I, x1x2 + I}

αποτελεί µια ϐάση για τον Q[x1x2]/I και συνεπώς dimQ(Q[x1, x2]/I) = 4
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Κεφάλαιο 3

Βάσεις Grο̈bner και Πειϱαµατικοί

Σχεδιασµοί

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται µια αλγεβρική προσέγγιση για την µελέτη

ενός πειραµατικού σχεδιασµού D. ∆εδοµένου δηλαδή ενός πειραµατικού

σχεδιασµού αναζητάµε το µοντέλο που προσδιορίζει τον σχεδιασµό αυτόν.

Αυτό που προτάθηκε από τους Pistone και Wynn (1996) ήταν να ϑεωρούµε

κάϑε σχεδιασµό ως συσχετική ποικιλότητα,ως ένα σύνολο λύσεων πολυωνυ-

µικών εξισώσεων. Ως ιδεώδες του σχεδιασµού ϑα ϑεωρούµε το σύνολο των

πολυωνύµων που ϱίϹες αυτών είναι τα σηµεία του σχεδιασµού. Η προσέγγιση

αυτή αξιοποιεί τις ϐάσεις Grο̈bner για τον χαρακτηρισµό του ιδεώδους του D

και του χώϱου πηλίκου. Για να χρησιµοποιηθεί η µέϑοδος αυτή ϑα πϱέπει

να απαντηθούν τα εξής ερωτήµατα:

1. Ποιες κατηγοϱίες πολυωνυµικών µοντέλων πϱοσδιοϱίϹουν ένα

πειϱαµατικό σχεδιασµό;

2. Είναι ένα δεδοµένο µοντέλο αναγνωϱίσιµο από ένα συγκεκϱιµένο σχέδιο;
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3. Ποιες είναι οι συνϑήκες που πϱέπει να πληϱοί το µοντέλο για να ισχύει η

ϑεωϱία;

Για τα παϱακάτω, ϑα ϑεωϱούµε D έναν πειϱαµατικό σχεδιασµό, I(D) το

ιδεώδες αυτού και K[x1, ..., xn] πολυωνυµικός δακτύλιος, όπου K τυχαίο

σώµα.

Οϱισµός 3.0.1. 1. Ως πειϱαµατικό σχέδιο D οϱίϹουµε ένα πεπεϱασµένο

σύνολο διακϱιτών σηµείων στον Kd.

2. Θεωϱούµε το ιδεώδες του D, I(D) ως το ιδεώδες που παϱάγεται από το D,

δηλαδή το σύνολο όλων των πολυωνύµων στο K[x] = K[x1, ..., xd] των οποίων

τα µηδενικά πεϱιλαµϐάνουν τα σηµεία σχεδιασµού.

Θεώϱηµα 3.0.1. ΄Εστω πειραµατικός σχεδιασµός D. Τότε,

(i) To I(D) είναι η τοµή των ιδεωδών του σχεδιασµού που παράγονται από τα

σηµεία του,

(ii) ΤοD είναι συσχετική ποικιλότητα του I(D), δηλαδή σύνολο λύσεων πολυων-

υµικών εξισώσεων,

(iii) To I(D) είναι ϱίϹα ιδεώδους.

Για παϱάδειγµα, αν ϑεωϱήσουµε τον 22 πειϱαµατικό σχεδιασµό µε {0, 1}

τότε:

V (D) = {x2
1 − x1, x

2
2 − x2}.

Θεώϱηµα 3.0.2. ΄Εστω µονωνυµική διάταξη τ στον K[x] και I ιδεώδες του

K[x]. Τότε:

• Κάϑε συνάϱτηση f ∈ K[x] ανάγεται µόδιο I σε ένα µοναδικό πολυώνυµο

r(x) που είναι γραµµικός συνδυασµός των µονωνύµων στο συµπλήρωµα του
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αρχικού ιδεώδους του I.

• Τα στοιχεία του συνόλουA = {xa : xa /∈ 〈ltτ (I)〉} είναι γραµµικώς ανεξάϱτητα

µόδιο I, δηλαδή, ∑
x∈A cax

a = 0, ca ∈ K

αν και µόνον αν ca = 0,∀a.

Σχόλιο: ΄Εστω p(x) πολυώνυµο στον K[x] και d(x) διαιϱέτης αυτού. Τότε

έχουµε από τον αλγόϱιϑµο της διαίϱεσης:

p(x) = q(x)d(x) + r(x),

όπου r(x) ϑα είναι το υπόλοιπο της διαίϱεσης. Τότε, για d(x) = 0 οϱίϹεται η

συσχετική ποικιλότητα, K[x] = {p(x)} είναι δακτύλιος πολυωνύµων,

I = {q(x) : d(x) = 0⇒ q(x) = 0}

είναι το ιδεώδες της συσχετικής ποικιλότητας και {r(x)} = K[x]/I, είναι ο

δακτύλιος πηλίκο. Για τον πϱοσδιοϱισµό των πολυωνύµων r(x) απαιτείται η

χϱήση των ϐάσεων Grο̈bner. Μάλιστα, για να είναι µοναδικό το υπόλοιπο

της διαίϱεσης, r(x), απαιτείται η ύπαϱξη της ανάγωγης ϐάσης Grο̈bner του

ιδεώδους.

Οϱισµός 3.0.2. ΄Εστω D πειραµατικός σχεδιασµός και τ µονωνυµική διά-

ταξη. Η µονωνυµική ϐάση του συνόλου K[x1, ..., xn]/I(D) είναι το σύνολο

Estτ (D) = {xa : xa /∈ 〈lt(g), g ∈ I(D)〉},

δηλαδή η µονωνυµική ϐάση πεϱιέχει στοιχεία της µοϱϕής xa τα οποία δεν

διαιϱούνται από κανέναν αϱχικό όϱο των στοιχείων της ϐάσης Grο̈bner του

I(D).
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Για παϱάδειγµα, αν ϑεωϱήσουµε τον 22 πειϱαµατικό σχεδιασµό µε {0, 1}

και <lex τότε:

I(D) = 〈x2
1 − x1, x

2
2 − x2〉.

Μια ϐάση Grο̈bner αυτού είναι το σύνολο G = {x2
1−x1, x

2
2−x2} και lt(G) =

{x2
1, x

2
2}. Συνεπώς, το σύνολο Est<lex = {1, x1, x2, x1x2}.

Μποϱούµε να ϑεωϱήσουµε το Estτ (D) ως µια οικογένεια {xa : xa ∈ L} όπου

L είναι το σύνολο των εκϑετών των στοιχείων στο Estτ (D).

Θεώϱηµα 3.0.3. Το σύνολο Estτ (D) πεϱιέχει τόσα στοιχεία, όσα τα σηµεία

του πειϱαµατικού σχεδιασµού.

Οϱισµός 3.0.3. ΄Εστω τ µονωνυµική διάταξη και ας ϑεωρήσουµε έναν σχε-

διασµό σηµείων D = {ai ∈ Kd : i = 1, ..., n}. ΄Εστω L το σύνολο των εκθετών

στο Estτ (D). Καλούµε πίνακα σχεδιασµού τον πίνακα:

X = [a(i)a]i=1,...,n, a ∈ L.

Θεώϱηµα 3.0.4. 1. Ο X δεν είναι µοναδικός.

2. ΄Εστω το d-διάστατο διάνυσµα ei = (0, 0, ..., 1, 0, ...0), όπου στην i-οστή ϑέση

είναι το 1 και στις υπόλοιπες d− 1 ϑέσεις είναι το µηδέν. Για κάϑε i = 1, ..., d

υπάρχει διάνυσµα c(i) ∈ Kd
τέτοιο ώστε Xc(i) = ei και τα πολυώνυµα∑

a∈L c(i)ax
a

είναι η δείκτρια συνάϱτηση του σχεδιασµού στο σηµείο a(i),

δηλαδή,

∑
a∈L c(i)ax

a =

1, x = a(i)

0, x 6= a(i), x ∈ D

3. Αν f : D −→ K απεικόνιση και y = (f(a(1)), ..., f(a(n))) ∈ K είναι το

διάνυσµα των αποκϱίσεων, τότε
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f(x) =
∑

a∈L c(i)ax
a,

όπου το διάνυσµα των παϱαµέτϱων c = [ca : a ∈ L] = X−1y και y =

(f(a(1)), ..., f(a(n))) ∈ K

Θεώϱηµα 3.0.5. ΄Εστω D ένας πειϱαµατικός σχεδιασµός και τ διάταξη. Το

µοντέλο

f(x) =
∑

xa∈Estτ (D) θax
a

είναι αναγνωϱίσιµο από τα σηµεία του σχεδιασµού a(i) και για τις παϱατηϱήσεις

yi, ∀a(i) ∈ D, το γϱαµµικό σύστηµα των εξισώσεων

yi =
∑

xa∈Estτ (D) θax
a(a(i))

έχει µια και µοναδική λύση ως πϱος το θa.

H µέϑοδος που προτάθηκε για την µελέτη ενός πειραµατικού σχεδιασµού

µε χϱήση των ϐάσεων Grο̈bner συνοπτικά είναι:

1. Επιλέγουµε έναν σχεδιασµό D.

2. Επιλέγουµε µονωνυµική διάταξη τ.

3. Υπολογίζουµε µια ϐάση Grο̈bner για το I(D).

4 Ο δακτύλιος πηλίκο K[x1, ..., xn]/I(D) παράγεται από µονώνυµα της µορ-

ϕής: xa, a ∈ L. Αυτά είναι όλα τα µονώνυµα που δεν διαιρούνται από κανένα

αρχικό όϱο της ϐάσης Grο̈bner και µάλιστα |L| = |D|. Το σύνολο L έχει την

ιδιότητα του αρχικού ιδεώδους: αν a ∈ L τότε b ∈ L, 0 ≤ b ≤ a.

5. Τότε κάϑε συνάϱτηση y(x) στο D προσεγγίζεται κατά µοναδικό τϱόπο από

το πολυώνυµο:

f(x) =
∑

a∈L θax
a
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που είναι τέτοιο ώστε y(x) = f(x),∀ x ∈ D.

6. Το πλήϑος των στοιχείων του D και των στοιχείων της ϐάσης L ταυτίϹονται.

7. Ο πίνακας σχεδιασµού X που αποτελείται από τα σηµεία του σχεδιασµού

είναι πλήϱους τάξεως και έχει την µοϱϕή: X = {xa}x∈D, a∈L.

8. Για να ϐϱεϑούν οι εκτιµητές των συντελεστών έχουµε σε µοϱϕή πινάκων:

θ = X−1y.

Για διευκόλυνση του αναγνώστη τα ϐήµατα της µεϑόδου αποτυπώνονται στο

Σχεδιάγϱαµµα 1:
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Σχεδιάγϱαµµα 1: Βήµατα Μεϑόδου
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Στις ενότητες του παρόντος κεφαλαίου ϑα µελετηϑούν δυο πλήϱη παραγον-

τικά πειράµατα, ένα 22 και ένα 33 εφαρµόζοντας κατάλληλα τις µεθόδους των

ϐάσεων Grο̈bner. Εν συνεχεία, για λόγους πληρότητας ϑα γίνει σύγκριση

των στατιστικών µεϑόδων ανάλυσης των Πειραµατικών Σχεδιασµών και της

προτεινόµενης µεθόδου των ϐάσεων Grο̈bner.

3.1 Εϕαϱµογή 1: 22 Πλήϱες Παραγοντικό Πείϱαµα

Επιστϱέϕουµε στο Παϱάδειγµα 2 του Κεφαλαίου 1 για να δούµε µια δι-

αφορετική προσέγγισή του µε χϱήση της ϑεωρίας των ϐάσεων Grο̈bner. Τα

δεδοµένα του παραδείγµατος δίνονται στον Πίνακα 3

A B Tr Sum X1 X2 X1X2

- - (1) 64.4 -1 -1 +1

+ - a 96.1 +1 -1 -1

- + b 59.7 -1 +1 -1

+ + ab 161.1 +1 +1 +1

Πίνακας 5: ∆εδοµένα 22 παϱαγοντικού πειϱάµατος

Για τα επόµενα ϑεωρούµε την <lex. Παϱατηϱούµε πως τα X1, X2 λαµβά-

νουν τις τιµές ±1, δηλαδή οι τιµές τους είναι οι λύσεις των εξισώσεων

x2
1 − 1 = 0 και x2

2 − 1 = 0.

ΓνωϱίϹουµε ωστόσο ότι ένα πολυώνυµο δυο µεταϐλητών διαιϱείται διαδοχικά

από τα x2
1 − 1 και x2

2 − 1 όταν είναι της µοϱϕής

p(x1, x2) = s1(x1, x2)x2
1 + s2(x1, x2)x2

2 + r(x1, x2),
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µε r(x1, x2) το υπόλοιπο της διαίϱεσης και s1(x1, x2), s2(x1, x2) πολυώνυµα.

Επίσης, το r(x1, x2) ϑα έχει την µοϱϕή

r(x1, x2) = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x1x2,

αϕού από την Ευκλείδεια διαίϱεση γνωϱίϹουµε πως το υπόλοιπο πϱέπει να

είναι µικϱότεϱου ϐαϑµού από τον διαιϱέτη. Για την αξιοποίηση της ϑεωϱίας

των ϐάσεων Grο̈bner ϑα πϱέπει να ϑεωϱήσουµε ένα σώµα, στην πϱοκειµένη

πεϱίπτωση το R[x1, x2] και ένα ιδεώδες, το I = 〈f1 = x2
1 − 1, f2 = x2

2 − 1〉 και

έστω x1 > x2. ΑναϹητούµε µια ϐάση Grο̈bner για το ιδεώδες.

Θέτουµε G1 = {f1, f2} και έχουµε

S(f1, f2) =
x21x

2
2

x21
(x2

1 − 1)−
x
12x22

x21
(x2

2 − 1) = x2
1 − x2

2.

Κάνουµε αναγωγή σε µόδιο και έχουµε:

S(f1, f2)
f1−→ x2

1 − x2
2 −

x21
x21

(x2
1 − 1) = −(x2

2 − 1)
f2−→ 0.

Συνεπώς το G1 = {f1, f2} είναι µια ϐάση Grο̈bner του ιδεώδους. Συνεπώς,

το Est<lex(D) = {1, x1, x2, x1x2} = {xa}a∈L. Θεωϱούµε µοντέλα της µοϱϕής

η(x) =
∑
θax

a + ε(x),

όπου το
∑
θax

a είναι πεπεϱασµένο, xa = xa11 x
a2
2 και ε(x) τυχαία µεταϐλητή

µε ε(x) ∼ N(0, σ2).

Εµείς ϑα ασχοληϑούµε µε το µη στοχαστικό τµήµα του µοντέλου πϱοκειµένου

να πϱοσδιοϱίσουµε το εκτιµώµενο µοντέλο του σχεδιασµού, δηλαδή
∑
θax

a =

y(x). Το µοντέλο σε µοϱϕή πινάκων ϑα είναι το Y = Xθ, όπου Χ ο πίνακας

σχεδιασµού που είναι πλήϱους τάξεως και θ = (θ1, θ2, θ3, θ4) το διανυσµα

των παϱαµέτϱων του µοντέλου. Με ϐάση λοιπόν το Est<lex(D), ο πίνακας

σχεδιασµού είναι ο
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X =


1 −1 −1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 1 1 1


Πίνακας 6: Πίνακας σχεδιασµού

Πϱάγµατι, οX είναι πλήϱους τάξεως, αϕού det(X) = 16 6= 0. Κατά συνέπεια,

ο X αντιστϱέϕεται και µάλιστα

X−1 = 1
16


4 4 4 4

−4 4 −4 4

−4 −4 4 4

4 −4 −4 4


Πίνακας 7: Αντίστϱοϕος του πίνακα σχεδιασµού

Με ϐάση το Θεώϱηµα 3.0.4 έχουµε ότι θ = X−1Y , συνεπώς έχουµε:

θ̂ =


θ̂1

θ̂2

θ̂3

θ̂4

 = 1
16


4 4 4 4

−4 4 −4 4

−4 −4 4 4

4 −4 −4 4




y1

y2

y3

y4

⇔


θ̂1 = 1
4
(y1 + y2 + y3 + y4) = 1

4
((1) + a+ b+ ab) = 23.8312

θ̂2 = 1
4
(−y1 + y2 − y3 + y4) = 1

4
(−(1) + a− b+ ab) = 8.3187

θ̂3 = 1
4
(−y1 − y2 + y3 + y4) = 1

4
(−(1)− a+ b+ ab) = 3.7687

θ̂4 = 1
4
(y1 − y2 − y3 + ry4) = 1

4
((1)− a− b+ ab) = 4.3562,
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απ’ όπου διαπιστώνεται ότι y1 = (1), y2 = a, y3 = b και y4 = ab όπως αυτά

είχαν οϱισϑεί και υπολογισϑεί στην Ενότητα 1.2, Παϱάδειγµα 2. ΄Αϱα το

εκτιµώµενο µοντέλο είναι το:

y = 23.8312 + 8.3187x1 + 3.7687x2 + 4.3562x1x2.

Παϱατηϱούµε πως πϱάγµατι το εκτιµώµενο µοντέλο που πϱοκύπτει µε χϱήση

της παϱαπάνω αλγεϐϱικής πϱοσέγγισης ταυτίϹεται µε αυτό της στατιστικής

ανάλυσης ενός πειϱαµατικού σχεδιασµού (Βλέπε Κεϕάλαιο 1, Ενότητα 1.2).

3.2 Εϕαϱµογή 2: 33 Πλήϱες παραγοντικό πείϱαµα

Το Εxample 9.3 (Montgomery,2013) αϕοϱά σε ένα πλήϱες παραγοντικό πείϱαµα

για τη µελέτη της επίδρασης τϱιών παραγόντων µε τϱία επίπεδα έκαστος. Συγ-

κεκριµένα, τϱεις διαφορετικοί τύποι ϕυαλών (X1) και τϱεις διαφορετικοι τύποι

ϱαϕιών (X2), ενώ χρησιµοποιήθηκαν τϱείς εργαζόµενοι (X3). Το πείϱαµα

επαναλήϕϑηκε δυο ϕοϱές (rep I, rep II) και τα αποτελέσµατα ϕαίνονται στον

Πίνακα 7, όπου οι τιµές των παραγόντων είναι κωδικοποιηµένες µε τις τιµές

-1, 0, 1.
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

X1 X2 X3 rep I rep II

−1 −1 −1 3.45 3.36

0 −1 −1 4.07 3.52

1 −1 −1 4.20 3.68

−1 0 −1 4.80 4.40

0 0 −1 4.52 4.44

1 0 −1 4.96 4.39

−1 1 −1 4.08 3.65

0 1 −1 4.30 4.04

1 1 −1 4.17 3.88

−1 −1 0 4.14 4.19

0 −1 0 4.38 4.26

1 −1 0 4.26 4.37

−1 0 0 5.22 4.70

0 0 0 5.15 4.65

1 0 0 5.17 4.75

−1 1 0 3.94 4.08

0 1 0 4.53 4.08

1 1 0 4.86 4.48


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

X1 X2 X3 rep I rep II

−1 −1 1 5.80 5.23

0 −1 1 5.48 4.85

1 −1 1 5.67 5.58

−1 0 1 6.21 5.88

0 0 1 6.25 6.20

1 0 1 6.03 4.37

−1 1 1 5.14 4.49

0 1 1 4.99 4.59

1 1 1 4.85 4.90


Πίνακας 8: ∆εδοµένα 33 παϱαγοντικού πειϱάµατος

ΕϕαϱµόϹουµε τη διαδικασία για την εύϱεση ϐάσης Grο̈bner και στη συνέχεια

ϑα ϐϱούµε το σύνολο Est για τον σχεδιασµό. Παϱατηϱούµε πως οι τιµές

των παϱαγόντων αποτελούν λύσεις τον εξισώσεων x3
1 − x1 = 0, x3

2 − x2 =

0, x3
3 − x3 = 0. Επίσης, για να διαιϱείται ένα πολυώνυµο διαδοχικά από τα

x3
1 − x1, x

3
2 − x2, x

3
3 − x3, ϑα πϱέπει να είναι της µοϱϕής:

p(x1, x2, x3) =

s1(x1, x2, x3)x3
1 + s2(x1, x2, x3)x3

2 + s3(x1, x2, x3)x3
3 + r(x1, x2, x3).

Θεωϱούµε I = 〈x3
1− x1, x

3
2− x2, x

3
3− x3〉 και έστω διάταξη <deglex. Το αϱχικό

ιδεώδες αυτού είναι το (µε οποιαδήποτε από τις διατάξεις λεξικογϱαϕική,

ϐαϑµωτή λεξικογϱαϕική και αντίστϱοϕη ϐαϑµωτή λεξικογϱαϕική) το lt(I) =

〈x3
1, x

3
2, x

3
3〉. Μια ϐάση Grο̈bner του αϱχικού ιδεώδους είναι ηG = {x3

1, x
3
2, x

3
3}

η οποία είναι και καϑολική ϐάση. ΄Αϱα, το σύνολο Est, το οποίο αποτελείται

από τους γνήσιους διαιϱέτες των στοιχείων της ϐάσης [15], είναι το
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Est<deglex(D) = {1, x1, x2, x3, x
2
1, x

2
2, x

2
3, x1x2, x1x3, x2x3, x1x2x3, x

2
1x2, x

2
1x3,

x1x
2
2, x1x

2
3, x

2
2x3, x2x

2
3, x

2
1x

2
2, x

2
1x

2
3, x

2
2x

2
3, x

2
1x2x3, x1x

2
2x3,

x1x2x
2
3, x

2
1x

2
2x3, x

2
1x2x

2
3, x1x

2
2x

2
3, x

2
1x

2
2x

2
3}.

Θεωϱούµε µοντέλα της µοϱϕής

η(x) =
∑
θax

a + ε(x),

όπου το
∑
θax

a είναι πεπεϱασµένο, xa = xa11 x
a2
2 x

a3
3 και ε(x) τυχαία µετα-

ϐλητή µε ε(x) ∼ N(0, σ2).

΄Οπως και πϱοηγουµένως, ασχολούµεϑα µε το µη στοχαστικό τµήµα του µο-

ντέλου πϱοκειµένου να πϱοσδιοϱίσουµε το εκτιµώµενο µοντέλο του σχεδια-

σµού, δηλαδή
∑
θax

a = y(x). Το µοντέλο σε µοϱϕή πινάκων ϑα είναι το

Y = XΘ, όπου Χ ο πίνακας σχεδιασµού που είναι πλήϱους τάξεως. Με ϐάση

και το Est<deglex(D), ο πίνακας σχεδιασµού X είναι:
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

1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1

1 0 -1 -1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 0 -1 1 0 1 0 1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 -1 1 0 1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1

1 0 1 -1 0 1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1

1 -1 -1 0 1 1 0 1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 -1 0 1 1 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 1 0 1 1 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

1 0 -1 1 0 1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1

1 -1 0 1 1 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1


Πίνακας 9

Παϱατηϱούµε ότι κάϑε στήλη τουX αντιστοιχεί (µε την ίδια σειϱά) στα στοιχεία

του Est<deglex(D). Ειδικότερα παϱατηϱούµε ότι η πϱώτη στήλη του X έχει

µόνο 1 και αντιστοιχεί στον σταθερό όϱο του µοντέλου, ενώ οι επόµενες τϱεις

στήλες είναι οι στήλες X1, X2 και X3 του Πίνακα 8 των δεδοµένων. Οι υπ-

όλοιπες 23 στήλες προκύπτουν µε προφανείς πολλαπλασιασµούς των στηλών

2, 3 και 4 (των X1, X2 και X3) ώστε να προκύψουν τα τελευταία 23 στοιχεία
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της ϐάσης.

Ο X−1 είναι ο:



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1/2 0 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1/2 0 0 0 0 0 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 -1 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 0 0 -1 0 0 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1/2 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1/2 0 0 0 0

0 0 0 1/8 0 -1/8 0 0 0 1/4 0 -1/4 -1/4 0 1/4 -1/4 0 1/4 0 0 0 1/8 0 -1/8 0 0 0

0 0 0 1/4 0 -1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1/4 0 1/4 0 0 0

0 1/4 0 0 0 0 0 -1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1/4 0 0 0 0 0 1/4 0

-1/6 1/12 1/12 1/48 0 -1/48 1/6 -1/12 -1/12 1/12 -1/6 1/12 -1/8 0 1/8 -1/12 1/6 -1/12 1/12 1/12 -1/6 5/48 0 -5/48 -1/12 -1/12 1/6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1/4 1/2 -1/4 0 0 0 1/4 -1/2 1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -1/4 1/2 -1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/4 -1/2 1/4 0 0 0

0 0 0 1/8 0 -1/8 0 0 0 -1/4 0 1/4 1/4 0 -1/4 -1/4 0 1/4 0 0 0 1/8 0 -1/8 0 0 0

0 0 0 -1/4 0 1/4 0 0 0 0 0 0 1/2 0 -1/2 0 0 0 0 0 0 -1/4 0 1/4 0 0 0

0 -1/4 0 0 1/2 0 0 -1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/4 0 0 -1/2 0 0 1/4 0

0 -1/4 0 0 0 0 0 1/4 0 0 1/2 0 0 0 0 0 -1/2 0 0 -1/4 0 0 0 0 0 1/4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/4 -1/2 1/4 -1/2 1 -1/2 1/4 -1/2 1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1/4 -1/2 1/4 0 0 0 0 0 0 -1/2 1 -1/2 0 0 0 0 0 0 1/4 -1/2 1/4 0 0 0

0 1/4 0 0 -1/2 0 0 1/4 0 0 -1/2 0 0 1 0 0 -1/2 0 0 1/4 0 0 -1/2 0 0 1/4 0

1/6 -1/3 1/6 -1/12 0 1/12 -1/6 1/3 -1/6 -1/12 1/6 -1/12 0 0 0 1/12 -1/6 1/12 -1/12 1/6 -1/12 1/12 0 -1/12 1/12 -1/6 1/12

1/12 1/12 -1/6 -5/48 0 5/48 1/6 -1/12 -1/12 1/12 -1/6 1/12 -1/8 0 1/8 -1/12 1/6 -1/12 -1/6 1/12 1/12 11/48 0 -11/48 -1/12 -1/12 1/6

1/6 -1/12 -1/12 -7/48 0 7/48 -1/6 1/12 1/12 -1/3 1/6 1/6 3/8 0 -3/8 1/3 -1/6 -1/6 1/6 -1/12 -1/12 -11/48 0 11/48 -1/6 1/12 1/12

-1/12 1/6 -1/12 7/24 -1/2 5/24 -1/6 1/3 -1/6 -1/12 1/6 -1/12 0 0 0 1/12 -1/6 1/12 1/6 -1/3 1/6 -7/24 1/2 -5/24 1/12 -1/6 1/12

-1/6 1/3 -1/6 1/12 0 -1/12 1/6 -1/3 1/6 1/3 -2/3 1/3 0 0 0 -1/3 2/3 -1/3 -1/6 1/3 -1/6 -1/12 0 1/12 1/6 -1/3 1/6

-1/12 -1/12 1/6 -1/48 0 1/48 -1/6 1/12 1/12 1/6 1/6 -1/3 -1/8 0 1/8 1/3 -1/6 -1/6 -1/12 -1/12 1/6 7/48 0 -7/48 -1/6 1/12 1/12

1/12 -1/6 1/12 -7/24 1/2 -5/24 1/6 -1/3 1/6 -1/6 1/3 -1/6 1/2 -1 1/2 -1/3 2/3 -1/3 1/12 -1/6 1/12 -5/24 1/2 -7/24 1/6 -1/3 1/6


Πίνακας 10

Συνεπώς, το µοντέλο είναι το εξής:

y = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x3 + θ4x
2
1 + θ5x

2
2 + θ6x

2
3 + θ7x1x2 + θ8x1x3 +

θ9x2x3 + θ10x1x2x3 + θ11x
2
1x2 + θ12x

2
1x3 + θ13x1x

2
2 + θ14x1x

2
3 + θ15x

2
2x3 +

θ16x2x
2
3 + θ17x

2
1x

2
2 + θ18x

2
1x

2
3 + θ19x

2
2x

2
3 + θ20x

2
1x2x3 + θ21x1x

2
2x3 + θ22x1x2x

2
3 +

θ23x
2
1x

2
2x3 + θ24x

2
1x2x

2
3 + θ25x1x

2
2x

2
3 + θ26x

2
1x

2
2x

2
3 =

4.9− 0.0075x2 + 0.87x3 + 0.06x2
1 − 0.59x2

2 + 0.45x2
3 + 0.22x1x2 − 0.23x1x3 −

0.2x2x3 + 0.07x1x2x3 + 0.05x2
1x2 − 0.38x2

1x3 + 0.3x1x
2
2 − 0.19x1x

2
3 −

0.375x2
2x3 + 0.0075x2x

2
3 − 0.08x2

1x
2
2 − 0.28x2

1x
2
3 − 0.28x2

2x
2
3 + 0.07x2

1x2x3 +

0.08x1x
2
2x3 − 0.3x1x2x

2
3 + 0.6x2

1x
2
2x3 − 0.3x2

1x2x
2
3 + 0.08x1x

2
2x

2
3 + 0.3x2

1x
2
2x

2
3

Παϱατηϱούµε λοιπόν πως το X1 δεν εµφανίζεται στο εκτιµώµενο µοντέλο,
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ωστόσο εντοπίζονται αλληλεπιδράσεις του µε τους άλλους δυο παράγοντες.

Ακόµα, αξίϹει να σχολιασθεί πως αν ϑεωρηθούν σταθεροί οι παράγοντες και

οι αλληλεπιδράσεις τους τότε η µεταβλητή απόκρισης λαµβάνει την τιµή 4.9,

για κάϑε µοναδιαία µεταϐολή στον τύπο των ϱαϕιών, αν παραµένουν στα-

ϑεροί οι υπόλοιποι παράγοντες καθώς και οι αλληλεπιδράσεις ϑα παρατηρεί-

ται µείωση κατά 0.0075 στην τιµή της µεταβλητής απόκρισης και µε κάϑε

µεταϐολή στον εργαζόµενο, παραµένοντας σταθεροί οι υπόλοιποι παράγοντες

και οι αλληλεπιδράσεις αυτών ϑα υπάρχει αύξηση κατά 0.87 στην τιµή της

µεταβλητής απόκρισης.

Για σκοπούς σύγκρισης ακολουθεί το Output (σε MINITAB) της ανάλυσης

παλινδρόµησης για την Εφαρµογή 2, όπου έχουν συµπεριληφθεί 6 παρά-

γοντες, ήτοι οι X1, X2, X3 και τα τετράγωνά τους (X11, X22, X33) καθώς και

όλες οι δυνατές αλληλεπιδράσεις των 6 προηγούµενων παραγόντων. Συνο-

λικά Ϲητήϑηκε από το µοντέλο η µελέτη 54 κύϱιων επιδϱάσεων και αλλη-

λεπιδράσεων. Το µοντέλο επέστρεψε µε την αξιολόγηση µόνο 27 (συµπερ-

ιλαµβάνεται και ο σταθερός όϱος) των ίδιων που έχουν ήδη εντοπισθεί µε

την τεχνική των ϐάσεων Grο̈bner. Τα αποτελέσµατα ταυτίζονται µε αυτά που

ϐϱέϑηκαν νωϱίτεϱα, όπως ϕαίνεται και στο Output 1 (µε προφανείς αποκλί-

σεις λόγω στρογγυλοποιήσεων).
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Output 1
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Για σκοπούς αντιπαϱαϐολής µελετήϑηκε επιπϱόσϑετα και το κλασικό µοντέλο

των τϱιών παϱαγόντων (X1, X2 και X3) και όλων των αλληλεπιδϱάσεων τους.

Τα αποτελέσµατα δίνουν τους 8 εκτιµητές (συµπεϱιλαµϐάνεται και ο σταϑεϱός

όϱος), ενώ δείχνουν ότι υπάϱχει lack - of - fit µε 19 ϐαϑµούς ελευϑεϱίας,

που σηµαίνει ότι υπάϱχει η δυνατότητα εκτίµησης 19 επιπλέον παϱαγόντων

(που γνωϱίϹουµε από τις ϐάσεις Grο̈bner ότι δεν είναι οποιοιδήποτε, αλλά

είναι εκείνα τα στοιχεία της ϐάσης που δεν συµπεϱιλήϕϑησαν στο κλασικό

µοντέλο που µελετήϑηκε). ΄Οπως είναι πϱοϕανές, στις πεϱιπτώσεις αυτές το

συνολικό σϕάλµα αυξάνεται αϕού στο <<Pure Error>> που έτσι και αλλιώς

δεν ϑα µποϱούσε ποτέ να εξαληϕϑεί, πϱοστίϑεται και το σϕάλµα λόγω <<lack

- of - fit>> το οποίο όµως ϑα µποϱούσε να αποϕευχϑεί αν το πλήϱες µοντέλο

όπως υπεδείχϑη από την τεχνική των ϐάσεων Grο̈bner είχε πϱοτιµηϑεί. Τα

παϱαπάνω επιϐεϐαιώνονται από το Output 2.

Output 2
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Για λόγους πληρότητας δίδεται κατωτέϱω ένα 23 πλήϱες παραγοντικό πείϱαµα

που περιλαµβάνει µόνο τους 2 πρώτους παράγοντες (X1 και X2) από τους

παράγοντες της ενότητας αυτής (ϐλέπε Πίνακα 8). ΄Οπως αναµένεται µε χϱήση

των ϐάσεων Grο̈bner, το σύνολοEstτ (D) = {1, x1, x2, x
2
1, x

2
2, x1x2, x1x

2
2, x

2
1x2, x

2
1x

2
2}

µε τον αντίστροφο του πίνακα σχεδιασµού Χ, όπου

Χ =



1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1

1 0 -1 0 1 0 0 0 0

1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1

1 -1 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0 0 0

1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1

1 0 1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1


να δίνεται ως εξής:

X−1 =



0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 -1/2 0 1/2 0 0 0

0 -1/2 0 0 0 0 0 1/2 0

0 0 0 1/2 -1 1/2 0 0 0

0 1/2 0 0 -1 0 0 1/2 0

1/4 0 -1/4 0 0 0 -1/4 0 1/4

-1/4 0 1/4 1/2 0 -1/2 -1/4 0 1/4

-1/4 1/2 -1/4 0 0 0 1/4 -1/2 1/4

1/4 -1/2 1/4 -1/2 1 -1/2 1/4 -1/2 1/4


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Το τελικό (πλήϱες) µοντέλο του παραπάνω πειραµατικού σχεδιασµού δίνε-

ται στο Output 3. Ας σηµειωθεί ότι στο µοντέλο παλινδρόµησης Ϲητήϑηκε

η µελέτη τεσσάϱων παραγόντων (X1, X2, X
2
1 , X

2
2 ) καθώς και όλες οι αλλη-

λεπιδράσεις τους ανά δυο. Από τους συνολικά 15 όϱους (µαϹί µε τον σταθερό

όϱο) το µοντέλο επέστρεψε τους 9 όϱους, που δεν είναι άλλοι από αυτούς που

υπέδειξε η ϐάση Grο̈bner

Output 3

Οποιαδήποτε απόπειϱα περιορισµού του µοντέλου οδηγεί σε lack-of-fit (Out-

put 4), όπως συνέϐη και στο 33 πείϱαµα νωϱίτεϱα.

80



Output 4

Σε όλες τις περιπτώσεις παϱατηϱούµε ότι η ανάλυση παλινδρόµησης προ-

χωράει ένα ϐήµα παραπάνω από την µέϑοδο των ϐάσεων Grο̈bner καθώς

δίνει και το ϐαθµό σηµαντικότητας των εµπλεκοµένων παραγόντων, αϕού αξ-

ιοποιώντας συµπληρωµατικά τα τυπικά σφάλµατα των εκτιµητών (SE Coeff)

επιτϱέπει την διατήρηση των παραγόντων µε p-value µικϱότεϱο του συνήϑους

5% και την αποµάκϱυνση των παραγόντων µε p-value µεγαλύτεϱο ή ίσο του

5% (άλλες συνήθεις τιµές είναι το 1% και το 10%).
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Συµπεϱάσµατα

Συνοπτικά, αναϕέϱουµε ότι η ϐάση Grο̈bner καταλήγει να πεϱιλαµϐάνει τόσα

στοιχεία όσες είναι όλες οι δυνατές ϑεϱαπείες του πειϱαµατικού σχεδιασµού

(4 για το 22, 9 για το 23 και 27 για το 33). Ο αϱιϑµός των στοιχείων του

Estτ που πϱοκύπτει από την ϐάση Grο̈bner καϑοϱίϹει τον µέγιστο αϱιϑµό

παϱαγόντων που µποϱούν να αναγνωϱισϑούν ή εναλλακτικά των εκτιµητών

που µποϱούν να πϱοσδιοϱισϑούν. ΄Ετσι, στο Παϱάδειγµα την ενότητας 3.1

εκτιµήϑηκαν οι τέσσεϱις παϱάµετϱοι ( τα θ0, θ1, θ2, θ3) του µοντέλου

y = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + θ3x1x2.

Ακόµα, στο παϱάδειγµα της Ενότητας 3.2 έχουν εκτιµηθεί 27 συνολικά ποσότητες

που αντιστοιχούν στα 27 στοιχεία του Estτ της αντίστοιχης ϐάσης Grο̈bner.

Με άλλα λόγια η διαδικασία των ϐάσεων Grο̈bner εξαντλεί όλες τις περιπ-

τώσεις και "επιστϱέϕει" πλήϱη µοντέλα, δηλαδή µοντέλα χωϱίς "lack-of-fit",

αλλά µε τη µέγιστη δυνατή πολυπλοκότητα. Εναλλακτικά, ϑα µποϱούσε να

ειπωθεί ότι η τεχνική των ϐάσεων Grο̈bner επιχειϱεί να αξιοποιήσει (και τα

καταϕέϱνει) όλη την υπάρχουσα (στα δεδοµένα) πληροφορία για να κατασκευά-

σει το πληρέστερο µοντέλο που περιγράφει ιδανικότεϱα το υπό µελέτη ϕαινό-

µενο. Στην πεϱίπτωση παραγόντων µε δυο επίπεδα το µοντέλο που πϱοκύπτει
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είναι αυτό που συνήϑως µελετάται στην πϱάξη, αλλά στην πεϱίπτωση παραγόν-

των µε τϱία και άνω επίπεδα συνηθίζεται να µελετώνται στην πϱάξη πολύ

απλούστεϱα µοντέλα αυτών που προκύπτουν µέσω των ϐάσεων Grο̈bner. Αν

και ένα πληρέστερο µοντέλο δεν είναι συνήϑως εύχϱηστο, ιδίως όταν ο σκοπός

της µελέτης είναι η πρόβλεψη (τότε ένα απλό µοντέλο προτιµάται), στις περιπ-

τώσεις που σκοπός της µελέτης είναι η περιγραφή όσο το δυνατόν ακϱιϐέστεϱα

του υπό εξέταση ϕαινοµένου, η τεχνική των ϐάσεων Grο̈bner αποτελεί την

ιδανική λύση αϕού εντοπίζει το πλήϱες µοντέλο, όσο πολύπλοκο και αν εί-

ναι. Σηµειώνεται ότι µοντέλα όπως αυτό που πϱοέκυψε στην Ενότητα 3.2 δεν

είναι εύκολο να ϕανταστεί κανείς και να τα µελετήσει εκτός και αν έχει οδηγό

τις ϐάσεις Grο̈bner. Ωστόσο, παϱατηϱούµε και µια σηµαντική αδυναµία

της µεθόδου των ϐάσεων Grο̈bner σε σχέση µε τους πειραµατικούς σχεδιασ-

µούς. Αυτή η αδυναµία έγκειται στο ότι δεν προσφέρει κάποιο κϱιτήϱιο για

τη διεϱέυνηση της στατιστικής σηµαντικότητας των παϱαµέτϱων του µοντέλου

και συνεπώς δεν προσφέρει την Ϲητούµενη απλοποίηση του µοντέλου, κυϱίως

σε ϑέµατα πρόβλεψης.
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Παϱάϱτηµα

Ιδιότητες Συνάϱτησης Κατανοµής

a) ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Θα πϱέπει να ισχύει ότι FX(x) ≤ FX(y). ΄Οµως,

{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ⊆ {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ y}. Οπότε, P{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ≤

P{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ y}.⇒ P{X ≤ x} ≤ P{X ≤ y} ⇒ FX(x) ≤ FX(y). ΄Αϱα η

συνάϱτηση κατανοµής είναι αύξουσα.

b) ΄Εστω µια αύξουσα ακολουθία {xn}n≥1, µε limn→∞ xn =∞. Αϱκεί να δείξ-

ουµε ότι limx→∞ FX(xn) = 1. Αυτό πϱοκύπτει άµεσα, αϕού η ακολουθία

ενδεχοµένων {An}n≥1, όπου An = {X ≤ xn} είναι αύξουσα µε limn→∞An =
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

{X ≤ xn} = {X <∞}. Εποµένως, limn→∞ FX(xn) = limn→∞ P (An) =

P (limn→∞An) = P (X <∞) = P (Ω) = 1.

c) ΄Οµοια µε (b).

d) Για κάϑε ϕθίνουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών {xn}n≥1, µε limn→∞ xn =

x ισχύει ότι limn→∞ FX(xn) = FX(x). Αϕού η ακολουθία {xn}n≥1 είναι ϕθί-

νουσα, η αντίστοιχη ακολουθία ενδεχοµένων {An}n≥1 µε An = {X ≤ xn} ϑα

είναι ϕθίνουσα. Επιπλέον, ισχύει ότι limn→∞An =
∞⋂
n=1

An =
∞⋂
n=1

{X ≤ xn} =

{X ≤ x}, εποµένως limn→∞ FX(xn) = limn→∞ P (An) = P (limn→∞An) =

P (X ≤ x) = FX(x).
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Μεϱικές Σηµαντικές Κατανοµές

Κανονική Κατανοµή

Η κανονική κατανοµή είναι µια από τις σηµαντικότερες κατανοµές. Αρ-

χικά µελετήϑηκε από τον De Moivre (1667 - 1754) και τον Laplace (1749

- 1827). Ωστόσο, ο Gauss (1777 - 1855) παϱατήϱησε πως οι κατανοµές

των σϕαλµάτων µποϱούν να προσεγγιστούν από µια συνεχή καµπύλη, την

κανονική καµπύλη των σϕαλµάτων.

Οϱισµός 3.2.1. Η συνεχής κατανοµή µε σ.π.π.

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(X−µ)2

2σ2 , x ∈ R, µ ∈ R, σ > 0,

ονοµάϹεται κανονική κατανοµή µε παϱαµέτϱους µ, σ2 και συµϐολίϹεται µε

N(µ, σ2).

Μια ιδιαίτερη κατηγορία κανονικής κατανοµής αποτελεί η τυπική κανον-

ική κατανοµή η οποία πϱοκύπτει από την κανονική κατανοµή για τιµές

µ = 0, σ2 = 1. Η σ.π.π. τότε γίνεται

f(x) = 1√
2π
e−

X2

2 , x ∈ R.

Η παϱαπάνω συνάϱτηση σχηµατικά είναι η εξής:
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Σχήµα 2: Τυπική Κανονική Κατανοµή (Μπούτσικας, 2003)

΄Εχουµε δηλαδή ότι αν X ∼ N(0, 1) τότε:

P (−3 ≤ X ≤ 3) ' 0.9972

P (−2 ≤ X ≤ 2) ' 0.9544

P (−1 ≤ X ≤ 1) ' 0.6828

Παϱατηϱούµε λοιπόν πως πϱόκειται για συµµετρική κατανοµή, όπου µάλιστα

ισχύει ότι Φ(−x) = 1 − Φ(x), x ∈ R. Η χϱησιµότητα της τυπικής κανονικής

κατανοµής έγκειται στο γεγονός ότι µε κατάλληλη τϱοποποίηση µιας κανον-

ικής κατανοµής µποϱούµε να αναχϑούµε σε τυπική κανονική κατανοµή, η

οποία και είναι διαχειρήσιµη. Αυτό συµβάινει χάϱη στην παϱακάτω πρόταση.

Πϱόταση 3.2.1. Αν η τ.µ. X ∼ N(µ, σ2), τότε η τ.µ. Z = X−µ
σ
∼ N(0, 1).

Συνεπώς, µε χϱήση της τυπικής κανονικής κατανοµής έχουµε για την

κανονική κατανοµή

Σχήµα 3: Κανονική Κατανοµή (Μπούτσικας, 2003)
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Με ϐάση λοιπόν το Σχήµα 3 έχουµε ότι µια τ.µ. X ∼ N(µ, σ2) λαµϐάνει τιµές

µεταξύ των τιµών µ− 3σ και µ+ 3σ µε πιϑανότητα σχεδόν 1, µε πιϑανότητα

0.95 λαµϐάνει τιµές µεταξύ των µ − 2σ και µ + 2σ και µε πιϑανότητα 0.65

λαµϐάνει τιµές µεταξύ των µ− σ και µ+ σ.

X2 Κατανοµή

Οϱισµός 3.2.2. ΄Εστω Z1, ..., Zn ανεξάϱτητες και ισόνοµες τ.µ. µε Zi ∼

N(0, 1), ∀i = 1, ..., n. Η κατανοµή της τ.µ.

X =
n∑
i=1

Z2
i

ονοµάϹεται χι - τετϱάγωνο κατανοµή µε n ϐαϑµούς ελευϑεϱίας. Συµϐολισµός:

χ2
n

t Κατανοµή

Οϱισµός 3.2.3. ΄Εστω Z ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2
n ανεξάϱτητες και ισόνοµες τ.µ.,

τότε η κατανοµή της τ.µ.

X =
Z√
Y
n

ονοµάϹεται t κατανοµή µε n ϐαϑµούς ελευϑεϱίας. Συµϐολισµός: tn.

F Κατανοµή

Οϱισµός 3.2.4. ΄Εστω Y1 ∼ χ2
n1
, Y2 ∼ χ2

n2
ανεξάϱτητες και ισόνοµες τ.µ, τότε

η κατανοµή της τ.µ.

X =
Y1
n1

Y2
n2

ονοµάϹεται F µε n1 και n2 ϐαϑµούς ελευϑεϱίας. Συµϐολισµός: Fn1,n2.
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Μέϑοδος Ελαχίστων Τετϱαγώνων

Οι εκτιµητές των παϱαµέτϱων β0, β1 υπολογίζονται µε την παϱακάτω δι-

αδικασία. Θεωρούµε την ποσότητα

Q( β0, β1) =
n∑
i=1

ε2
i =

n∑
i=1

(Yi − β0 − β1 ∗Xi)
2

ΠαϱαγωγίϹουµε την ποσότητα αυτήν ως πϱος β0, β1 προκειµένου να την ελαχιστοποιή-

σουµε. ΄Εχουµε:

∂(β0, β1)

∂β0

=
n∑
i=1

2(yi − (β0 + β1xi))(−1) = −2(
n∑
i=1

yi − nβ0 − β1

n∑
i=1

xi)

και

∂(β0, β1)

∂β1

=
n∑
i=1

2(yi− (β0 +β1xi))(−xi) = −2(
n∑
i=1

xiyi−β0

n∑
1

xi−β1

n∑
i=1

x2
i )

Θέτουµε τις µεϱικές παϱαγώγους ίσες µε το 0 και πϱοκύπτει το σύστηµα των

κανονικών εξισώσεων,

n∑
i=1

yi − nβ0 − β1

n∑
i=1

xi = 0⇔ nβ0 + (
n∑
i=1

)β1 =
n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xiyi − β0

n∑
i=1

xi − β1

n∑
i=1

x2
i = 0⇔ (

n∑
i=1

xi)β0 + (
n∑
i=1

x2
i )β1 =

n∑
i=1

xiyi.

Λύνουµε ως πϱος τα β0, β1 και έχουµε

β̂1 =

∑n
i=1 (X i − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1 (Xi − X̄)
2

και

β̂0 = Ȳ − β̂1 ∗ X̄.
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Αλγόϱιϑµος ∆ιαίϱεσης Πολυωνύµων:

Είσοδος: f, f1, ..., fs ∈ K[x1, ..., x[n]] fi 6= 0, ∀i : 1 ≤ i ≤ s.

΄Εξοδος: u1, ..., us τέτοια ώστε f = u1f1 + ...+usfs+r, όπου r ανάγωγο µόδιο

{f1, ..., fs} και max(lm(u1)lm(f1), ..., lm(us)lm(fs), lm(r)) = lm(f).

Αϱχή: u1 = 0, ..., us = 0, r = 0, h = f. ΄Οσο h 6= 0 επανέλαϐε:

Αν υπάρχει i τέτοιο ώστε lm(fi)|lm(h), τότε διάλεξε το µικϱότεϱο i µε lm(fi)|lm(h)

και

ui = ui + lt(h)
lt(fi)

, h = h− lt(h)
lt(fi)

fi.

Αλλιώς, r = r + lt(h), h = h− lt(h).
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