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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗʆ · VII

1 Εισαγωγή
Αποʆ το Θεωʆ ρημα του Frobenius, υπαʆ ρχουν ακριβωʆ ς τρεις πραγματικεʆς, προ‑

σεταιριστικεʆς αʆ λγεβρες, πεπερασμεʆνης διαʆ στασης, χωριʆς διαιρεʆτες του μηδενοʆ ς:
οι πραγματικοιʆ R, οι μιγαδικοιʆ C = R2 και τα τετρακτοʆ νια H = R4. Παρουσιαʆ ‑
ζουμε την δομηʆ ομαʆ δων πιναʆ κων, μικρηʆ ς διαʆ στασης, με συντελεστεʆς στους πα‑
ραπαʆ νω δακτυλιʆους και χρησιμοποιουʆ με αλγεβρικαʆ και γεωμετρικαʆ μεʆσα για να
τις συγκριʆνουμε και να βρουʆ με τις σχεʆσεις μεταξυʆ τους. Πιο συγκεκριμεʆνα, το κε‑
ντρικοʆ θεʆμα της παρουʆ σας εργασιʆας ειʆναι η μελεʆτη των πιναʆ κων με συνελεστεʆς
παʆ νω αποʆ σωʆ ματα ηʆ δακτυʆ λιους με διαιʆρεση. Θα μελετηʆ σουμε καʆ ποιες ομαʆ δες
αντιστρεʆψιμων πιναʆ κων. Η προσεʆγγισηʆ μας θα ειʆναι διπληʆ . Αποʆ την μια μεριαʆ θα
μελετηʆ σουμε τις αλγεβρικεʆς τους ιδιοʆ τητες. Η δευʆ τερη προσεʆγγιση θα ειʆναι γεω‑
μετρικηʆ . Σ’ αυτηʆ ν την προσεʆγγιση οι ομαʆ δες πιναʆ κων θα θεωρηθουʆ ν ως ομαʆ δες
συμμετριʆας καʆ ποιων αλγεβρικωʆ ν ηʆ γεωμετρικωʆ ν δομωʆ ν. Δηλαδηʆ θα ειʆναι απει‑
κονιʆσεις (που αναπαριʆστανται με πιʆνακες) που θα διατηρουʆ ν αποσταʆ σεις, εσωτε‑
ρικαʆ γινοʆ μενα και, καʆ ποιεςφορεʆς, αλγεβρικεʆς δομεʆς. Το εποʆ μενο βηʆ μα ειʆναι να συ‑
γκριʆνουμε αυτεʆς τις ομαʆ δες κατασκευαʆ ζοντας ομομορφισμουʆ ς μεταξυʆ τους. Και
παʆ λι οι ομομορφισμοιʆ θα εʆχουν διπλοʆ ορισμοʆ . Αποʆ την μια αλγεβρικοʆ και αποʆ την
αʆ λλη θα δωʆ σουμε εʆναν γεωμετρικοʆ ορισμοʆ . Στην συνεʆχεια θα μελετηʆ σουμε τους
ομομορφισμουʆ ς αυτουʆ ς αλγεβρικαʆ , χρησιμοποιωʆ ντας γεωμετρικαʆ εργαλειʆα.

Στο τεʆλος θα παρουσιαʆ σουμε τις αʆ λγεβρες Clifford που ειʆναι γενικευʆ σεις αυ‑
τωʆ ν των αλγεβρωʆ ν και θα μελετηʆ σουμε τις αντιʆστοιχες ομαʆ δες πιναʆ κων.
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2 Βασικοί ορισμοί
Ξεκιναʆ με με τους βασικουʆ ς αλγεβρικουʆ ς ορισμουʆ ς.

Ορισμός 2.1 (Ομαʆ δα). Μια ομάδα (G, ∗) είναι ένα σύνολο G εφοδιασμένο με μια
διμελή πράξη ∗ : G×G→ G που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) Προσεταιριστικότητα: ∀x,y, z ∈ G, ισχύει (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

(ii) Ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου: ∀x ∈ G, ισχύει e ∗ x = x ∗ e = x, e ∈ G.

(iii) Ύπαρξη αντιστρόφου στοιχείου: ∀x ∈ G, ∃x−1 : x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e.

Μία ομάδαG ονομάζεται Αβελιανή αν και μόνο αν ισχύει και η αντιμεταθετική ιδιό‑
τητα, δηλαδή ∀x,y ∈ G έχουμε x ∗ y = y ∗ x, επιπλέον των υπολοίπων ιδιοτήτων
της ομάδας.

Παρατήρηση 2.2. Μία ομάδαG έχει μoναδικό ουδέτερο και μοναδικό αντίστροφο
στοιχείο.

Παράδειγμα 2.3. Οι προσθετικές ομάδες (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) είναι αβε‑
λιανές. Το ίδιο ισχύει και για τιςπολλαπλασσιαστικές ομάδες (Q∗, ∗), (R∗, ∗), (C∗, ∗),
όπου F∗ = F− {0}, F = {Q,R,C}.

Παράδειγμα 2.4. Η προσθετική ομάδα (Zn,+) των ακεραίωνmodn, n ∈ N, n >
1: Σε αυτήν την ομάδα ισχύει η προσαιτεριστική ιδιότητα, αφού η πρόσθεση είναι
προσαιτεριστική πράξη. Το ρόλο του ουδέτερου στοιχείου έχει το ουδέτερο στοιχείο
της πρόσθεσης, το 0. Κάθε στοιχείο στην Zn έχει αντίστροφο στοιχείο, εκείνο που
όταν το προσθέσουμε το αποτέλεσμα που θα πάρουμε θα είναι το 0modn. Όμοια
έχουμε την πολλαπλασιαστική ομάδα (Z∗

p, ∗), p πρώτος: Σε αυτήν την ομάδα ισχύει
ηπροσεταιριστική ιδιότητα, αφούοπολλαπλασιασμός είναι προσεταιριστικήπράξη.
Το ρόλο του ουδέτερου στοιχείου έχει το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού,
το 1. Κάθε στοιχείο στην Z∗

p έχει αντίστροφο εκείνο το στοιχείο που όταν το πολλα‑
πλασιάσουμε θα δώσει αποτέλεσμα 1modp, όπου το p είναι πρώτος αριθμός. Για
παράδειγμα στκν Z∗

5 = {1, 2, 3, 4}, τα αντίστροφα στοιχεία των στοιχείων θα είναι
τα εξής: 1−1 = 1 αφού 1 ≡ 1mod5, 2−1 = 3 γιατί 2 ∗ 3 = 6 ≡ 1mod5, ακριβώς το
ίδιο 3−1 = 2 και τέλος 4−1 = 4 γιατί 4 ∗ 4 = 16 ≡ 1mod5.

Ορισμός 2.5 (Υποομαʆ δα). Για G ομάδα, ένα υποσύνολο H ⊂ G ονομάζεται υποο‑
μάδα τηςG αν ηH είναι επίσης ομάδα με την πράξη τηςG και συμβολίζεταιH 6 G.

Παρατήρηση 2.6. Για ένα μη‑κενό υποσύνολο H του G, τοH είναι υποομάδα της
G, αν και μόνο αν:

(i) η πράξη της (G, ∗) είναι κλειστή στοH, δηλαδή x ∗ y ∈ H, ∀x,y ∈ H.

(ii) υπάρχει αντίστροφο στοιχείο του x μέσα στηνH, δηλαδή ∃x−1 ∈ H, ∀x ∈ H.

Παράδειγμα 2.7. (i) (Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+).

(ii) (Q∗, ∗) < (R∗, ∗) < (C∗, ∗)

Παράδειγμα 2.8. (i) Το υποσύνολο nZ = {ns : s ∈ Z},n > 1 είναι υποομάδα
της (Z,+). Για a,b ∈ Z,na+ (−n)b = n(a− b) ∈ Z.
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(ii) ΤοN, το οποίο είναι υποσύνολο τηςZ, εφοδιασμένομε τηνπρόσθεση, δεν είναι
υποομάδα της (Z,+), διότι δεν υπάρχουν οι αρνητικοί αριθμοί στο N.

Χρειαζοʆ μαστε δομεʆς με δυο πραʆ ξεις.

Ορισμός 2.9 (Δακτυʆ λιος). Ένας δακτύλιος (R,+, ∗) είναι ένα μη‑κενό σύνολο R
εφοδιασμένο με δύο διμελείς πράξεις, την πρόσθεση+ : R× R→ R και τον πολλα‑
πλασιασμό ∗ : R× R→ R που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) Η δομή (R,+) είναι αβελιανή.

(ii) Προσεταιριστικότητα πολλαπλασιασμού: (x∗y)∗z = x∗ (y∗z), ∀x,y, z ∈ R.

(iii) Αριστερός και Δεξιός Επιμερισμός: x ∗ (y+ z) = x ∗y+ x ∗ z και (x+y) ∗ z =
z ∗ x+ z ∗ y, όπου x,y, z ∈ R.

Αν στο δακτύλιο ισχύει η μεταθετικότητα του πολλαπλασιασμού x ∗ y = y ∗ x,
ο δακτύλιος λέγεται αντιμεταθετικός.

Αν σε έναν δακτύλιο υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο ως προς τον πολλαπλασια‑
σμό, το οποίο συμβολίζεται IR και ισχύει x ∗ IR = IR ∗ x = x, ∀x ∈ R, τότε έχουμε
δακτύλιο με μονάδα.

Παράδειγμα 2.10. Οι δομές (Z,+, ∗), (Q,+, ∗), (R,+, ∗), (C,+, ∗) είναι αντιμε‑
ταθετικοί δακτύλιοι με μονάδα. Το ίδιο ισχύει για την δομή (Zn,+, ∗)) με την πρό‑
σθεσηmodn και τον πολλαπλασιασμόmodn.

Ορισμός 2.11. (1) [Διαιρέτες του 0] Έστω x 6= 0, x ∈ R. Το x λέγεται αριστερός
διαιρέτης του 0 αν υπάρχει y ∈ R, τέτοιο ώστε x ∗ y = 0, με y 6= 0. Το y είναι
δεξιός διαιρέτης του 0.

(2) [Αντιστρέψιμα στοιχεία] Έστω R δακτύλιος με μονάδα και x ∈ R. Το x λέγεται
αριστεράαντιστρέψιμοανυπάρχει στοιχείοy ∈ R, τέτοιοώστεy∗x = IR. Τοx
λέγεται δεξιά αντιστρέψιμο αν υπάρχει στοιχείο z ∈ R, τέτοιο ώστε x∗z = IR.
Αν το x είναι αριστερά και δεξια αντιστρέψιμο, τότε λέγεται αντιστρέψιμο. Οι
μονάδες ονομάζονται και αντιστρέψιμα στοιχεία.

Ορισμός 2.12. (i) Αν R δακτύλιος με μονάδα και ένα στοιχείο x ∈ R έχει αρι‑
στερό αντίστροφο y ∈ R και δεξιό αντίστροφο z ∈ R, τότε y = z.

(ii) Ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα χωρίς διαιρέτες του μηδενός ονο‑
μάζεται ακέραια περιοχή.

(iii) Ένας δακτύλιος όπου κάθε μη‑μηδενικό στοιχείο είναι μονάδα ονομάζεται δα‑
κτύλιος διαίρεσης.

(iv) Ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα όπου κάθε μη‑μηδενικό στοιχείο
είναι μονάδα ονομάζεται σώμα.

Παρατήρηση 2.13. (i) Σε έναν δακτύλιο διαίρεσης δεν υπάρχουν διαιρέτες του
μηδενός.

(ii) Κάθε σώμα είναι ακέραια περιοχή.

(iii) Κάθε πεπερασμένη ακέραια περιοχή είναι σώμα.

Παράδειγμα 2.14. (i) Ο Z είναι ακέραια περιοχή που δεν είναι σώμα.
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(ii) ΟZn είναι σώμααν και μόνο αν είναι ακέραια περιοχή αν και μόνο αν οn είναι
πρώτος. Άρα αν ο n δεν είναι πρώτος, ο Zn είναι αντιμεταθετικός δακτύλιος
με μονάδα και με διαιρέτες του μηδενός.

(iii) Το σύνολο όλων των πολλαπλασίων του, το 2Z = {...,−4,−2, 0, 2, 4, ...} με
την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό ακεραίων είναι αντιμεταθετικός δα‑
κτύλιος, χωρίς διαιρέτες του 0 αφού δεν υπάρχουν μη‑μηδενικά στοιχεία που
να δίνουν γινόμενο 0 και χωρίς μονάδα.

Ως τωʆ ρα τα παραδειʆγματα που δωʆ σαμε ηʆ ταν οʆ λα στους αντιμεταθετικουʆ ς δα‑
κτυʆ λιους. Για να κατασκευαʆ σουμε μη‑αντιμεταθετικαʆ παραδειʆγματα χρειαζοʆ μα‑
στε τους δακτυλιʆους πιναʆ κων. Για εʆναν δακτυʆ λιο R toMn(R) συμβολιʆζει το συʆ ‑
νολοοʆ λωντωνn×nπιναʆ κωνμεστοιχειʆα στοR. ΟMn(R) ειʆναι μη‑αντιμεταθετικοʆ ς
δακτυʆ λιος με διαιρεʆτες του 0. Αρχικαʆ

Mn(R) =



a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n

. . . .
an,1 an, 2 ... an,n

 ,ai,j ∈ R, 1 6 i, j 6 n

 .

Ειʆναι ευʆ κολο να δειχθειʆ οʆ τι ισχυʆ ει η προσεταιριστικηʆ ιδιοʆ τητα τοʆ σο στην προʆ ‑
σθεση πιναʆ κων (A + B) + C = A + (B + C), οʆ σο και στον πολλαπλασιασμοʆ
πιναʆ κων (A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C), οʆ που A,B,C ∈ Mn(R). Ουδεʆτερο στοιχειʆο
ειʆναι ο μηδενικοʆ ς πιʆνακας:

0 0 ... 0
0 0 ... 0
. . ... .
0 0 ... 0

+


a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n

. . . .
an,1 an, 2 ... an,n

 =

=


a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n

. . . .
an,1 an, 2 ... an,n

+


0 0 ... 0
0 0 ... 0
. . ... .
0 0 ... 0

 =

=


a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n

. . . .
an,1 an, 2 ... an,n


Αντιʆστροφο στοιχειʆο του ειʆναι ο−A, ∀A ∈ n(R):
a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n

. . . .
an,1 an, 2 ... an,n

+


−a1,1 −a1,2 ... −a1,n
−a2,1 −a2,2 ... −a2,n

. . . .
−an,1 −an, 2 ... −an,n

 =


0 0 ... 0
0 0 ... 0
. . ... .
0 0 ... 0


Επιʆσης ευʆ κολα αποδεικνυʆ εται οʆ τι ισχυʆ ει η επιμεριστικηʆ ιδιοʆ τητα του πολλαπλα‑
σιασμουʆ παʆ νω στην προʆσθεση. Αν ο R εʆχει μοναδιαιʆο στοιχειʆο τοʆ τε η μοναʆ δα του
Mn(R) θα ειʆναι ο ταυτοτικοʆ ς πιʆνακας

In =


1 0 ... 0
0 1 ... 0
. . . .
0 0 ... 1
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Όπως γνωριʆζουμε αποʆ τη θεωριʆα πιναʆ κων η αντιμεταθετικηʆ ιδιοʆ τητα στον πολ‑
λαπλασιασμοʆ ισχυʆ ει υποʆ ειδικεʆς συνθηʆ κες και οʆχι γενικαʆ , γεγονοʆ ς πουμας υποδει‑
κνυʆ ει οʆ τι οMn(R) δεν ειʆναι μεταθετικοʆ ς δακτυʆ λιος. Επιπλεʆον σε αυτοʆ ν το δακτυʆ ‑
λιο υπαʆ ρχουν διαιρεʆτες του 0. Για παραʆ δειγμα, αν υποθεʆσουμε οʆ τι βρισκοʆ μαστε
στονM2(R) και παʆ ρουμε δυʆ ο πιʆνακες, τους και , οʆ που

A =

(
1 0
0 0

)
,B =

(
0 0
0 1

)
και τους πολλαπλασιαʆ σουμε, εʆχουμε:(

1 0
0 0

)
∗
(

0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Δηλαδηʆ το γινοʆ μενο δυʆ ο μη‑μηδενικωʆ ν πιναʆ κων ειʆναι ο μηδενικοʆ ς πιʆνακας. Σα‑
φωʆ ς υπαʆ ρχουν παʆ ρα πολλεʆς παροʆ μοιες περιπτωʆ σεις τεʆτοιων πιναʆ κων μεʆσα στον
Mn(R).
Παράδειγμα 2.15. (i) Οι δακτύλιοιMn(Z),Mn(Q),Mn(R),Mn(C) είναι μη‑

αντιμεταθετικοί δακτύλιοι με μονάδα και με διαιρέτες του μηδενός.

(ii) ΟMn(2Z) είναι μη‑αντιμεταθετικός δακτύλιος χωρίς μονάδα και με διαιρέτες
του 0.

2αʹ Τετρακτόνια
Στην συνεʆχεια θα σωʆ σουμε την κατασκευηʆ ενοʆ ς κλασικουʆ δακτυλιʆου διαιʆρε‑

σης που δεν ειʆναι σωʆ μα. Θα δωʆ σουμε την κατασκευηʆ του δακτυʆ λιου των τετρα‑
κτονιʆωνH. Ξεκιναʆ με με τον δακτυʆ λιοM2(C) των 2×2πιναʆ κων με στοιχειʆα στους
μιγαδικουʆ ς. Έστω τωʆ ρα υποσυʆ νολο

H =

{(
a b

−b a

)
∈M2(C) : a,b ∈ C

}
.

Θα δειʆξουμε οʆ τι το H ειʆναι υποδακτυʆ λιος τουM2(C). Το μοναδιαιʆο στοιχειʆο θα
ειʆναι ο

I2 =

(
1 0
0 1

)
.

Έστω δυʆ ο στοιχειʆα τουH, τα

A =

(
a b

−b a

)
, B =

(
c d

−d c

)
.

Έχουμε οʆ τι

A−B =

(
a b

−b a

)
−

(
c d

−d c

)
=

(
a− c b− d

−b+ d a− c

)
=

(
a− c b− d

−b− d a− c

)
∈ H

Επιʆσης,
A ∗ B =

(
a b

−b a

)
∗
(
c d

−d c

)
=

(
ac− bd ad+ bc

−cb− ad −db+ ac

)
=

(
ac− bd ad+ bc

−ad+ bc ac− bd

)
∈ H.
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Δειʆξαμε οʆ τι τοH ειʆναι υποδακτυʆ λιος τουM2(C), αʆ ρα ειʆναι δακτυʆ λιος που συμβο‑
λιʆζεταιH. Ο δακτυʆ λιοςH δεν ειʆναι αντιμεταθετικοʆ ς διοʆ τι:(

i 0
0 −i

)
∗
(

0 i

i 0

)
=

(
0 −1
1 0

)
6=
(

0 1
−1 0

)
=

(
0 i

i 0

)
∗
(
i 0
0 −i

)
.

Μπορουʆ με να γραʆψουμε καʆ ποιο στοιχειʆο q του H με την παραʆ σταση z = a + ib
για καʆ θε μιγαδικοʆ αριθμοʆ z.

q =

(
a0 + a1i a2 + a3i
−a2 + a3i a0 − a1i

)
.

Χρησιμοποιωʆ ντας τους πιʆνακες τουH,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
,K =

(
0 i

i 0

)
,

μπορουʆ με να γραʆψουμε το q σαν γραμμικοʆ συνδυασμοʆ των {I2, I, J,K}ως εξηʆ ς:

q = a0

(
1 0
0 1

)
+a1

(
i 0
0 −i

)
+a2

(
0 1
−1 0

)
+a3

(
0 i

i 0

)
= a0I2+a1i+a2J+a3K.

Σε αυτοʆ το σημειʆο, θα δουʆ με πιο αναλυτικαʆ την πραʆ ξη που θα εʆχουμε για τα
τετρακτοʆ νια. Θεωρουʆ με βαʆ ση {l, i, j,k} στον R4 και οριʆζουμε τον πολλαπλασια‑
σμοʆ :

l i j k

l l i j k

i i −l k −j
j j −k −l i

k k j −i −l

Σε αυτηʆ ν την πραʆ ξη το l εʆχει το ροʆ λο του ουδεʆτερου στοιχειʆου και βλεʆπουμε
πως μπορουʆ με να πολλαπλασιαʆ σουμε τετραʆ δες πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν.

(a+ ib+ jc+ kd)(x+ iy+ jz+ kw) =
(ax− by− cz− dw) + i(ay+ bx+ cw− dz) + j(az+ cx+ dy− bw) + k(aw+ dx+ bz− cy)

.

ΟR4 με αυτοʆ ν τον πολλαπλασιασμοʆ λεʆγεται τετρακτοʆ νιο. Τα τετρακτοʆ νια συμβο‑
λιʆζονταιH. Για τα συʆ νολα R ⊂ C ⊂ H, οριʆζεται μια σταθερηʆ σχεʆση συζυγιʆας:
(i) Για x ∈ R, x = x.

(ii) Για a ∈ C,a = x+ iy,a = x− iy.

(iii) Για q ∈ H,q 6= 0,q−1 = q
|q|

,qq = qq = |q|2,q = x + iy + jz + kw,q =

x− iy− jz− kw.
Παράδειγμα 2.16. (i) ΟH είναι δακτύλιος διαίρεσης που δεν είναι σώμα.

(ii) Ο H(Z) = {a0I2 + a1i + a2J + a3K,a0,a1,a2,a3 ∈ Z} είναι υποδακτύλιος
τουH και είναι μη‑αντιμεταθετικός δακτύλιος με μονάδα χωρίς διαιρέτες του
0.

(iii) ΟH(2Z) = {a0I2+a1i+a2J+a3K,a0,a1,a2,a3 ∈ Z} είναι μη‑αντιμεταθετικός
δακτύλιος, χωρίς μονάδα και χωρίς διαιρέτες του 0.
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2βʹ Ομάδες Πινάκων
Έστω R ειʆναι εʆνας δακτυʆ λιος με μοναʆ δα. Τοʆ τε το συʆ νολο

GLn(R) = {A ∈Mn(R) : A αντιστρεʆψιμος},

ειʆναι μη‑αβελιανηʆ ομαʆ δα (αν n > 1) με πραʆ ξη τον πολλαπλασιασμοʆ . Θα εστιαʆ ‑
σουμε στις ειδικεʆς περιπτωʆ σεις οʆ ταν R = R,C,H και θα μελετηʆ σουμε καʆ ποιες
υποομαʆ δες της ομαʆ δας πιναʆ κων.
Ορισμός 2.17 (Εσωτερικοʆ Γινοʆ μενο). Έστω k ∈ {R,C,H}. Ορίζουμε το εσωτερικό
γινόμενο 〈, 〉 στον kn ως 〈x,y〉 = x1 ∗ y1 + ... + xn ∗ yn. Ιδιότητες:

(i) 〈x,y+ z〉 = 〈x,y〉+ 〈x, z〉.

(ii) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

(iii) a〈x,y〉 = 〈ax,y〉 και 〈x,ay〉 = 〈x,y〉a.

(iv) 〈x,y〉 = 〈y, x〉.

(v) 〈x, x〉 > 0, 〈x, x〉 ∈ R, 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = (0, 0, ..., 0).

(vi) Αν e1, e2, ..., en η κανονική βάση στον kn, τότε

〈ei, ej〉 =
{

1, i = j
0, i 6= j

(vii) 〈x,y〉 = 0, ∀y⇒ x = (0, 0, ..., 0) και< x,y >= 0, ∀x⇒ y = (0, 0, ..., 0).

Παρατήρηση 2.18. • Αν αντικαταστήσουμε σε έναν πίνακαA τα στοιχεία του
aij με τα συζυγή aij, παίρνουμε τον συζυγή πίνακαA.

• Αν αντικαταστήσουμε σε έναν πίνακα A τα στοιχεία του aij με τα aji, παίρ‑
νουμε τον ανάστροφο πίνακαAt.

• Ο πίνακαςA∗ είναι ο συζυγής, ανάστροφος τουA.

• Για οποιαδήποτε x,y ∈ kn καιA ∈Mn(k), έχουμε ότι 〈xA,y〉 = 〈x,yA∗〉.

Οριʆζουμε O(n,k) = {A ∈ Mn(k) : 〈xA,yA〉 = 〈x,y〉}. Θα δειʆξουμε οʆ τι η
O(n,k) ειʆναι ομαʆ δα. ΓιαA,B ∈ O(n,k), εʆχουμε

〈xAB,yAB〉 = 〈xA,yA〉 (B ∈ O(n,k)) = 〈x,y〉(A ∈ O(n,k)).

Συνεπωʆ ς AB ∈ O(n,k). Το ουδεʆτερο στοιχειʆο της πραʆ ξης ειʆναι ο μοναδιαιʆος πιʆ‑
νακας In, ο οποιʆος προφανωʆ ς ανηʆ κει στο O(n,k). ΈστωA ∈ O(n,k), εʆχουμε

〈eiA, ejA〉 =
{

1, i = j
0, i 6= j

Το eiA ειʆναι η i‑οστηʆ σειραʆ του πιʆνακα A και το εσωτερικοʆ γινοʆ μενο 〈eiA, ejA〉
ειʆναι το στοιχειʆο ij στο γινοʆ μενο πιναʆ κωνAA∗. Οποʆ τεAA∗ = In. Ωστοʆ σο και το
A∗A = In, διοʆ τι (A∗A)∗ = (AAt)t = AA∗ = In. Άρα A−1 = A∗ ο δεξιοʆ ς και
αριστεροʆ ς αντιʆστροφος τουA. ΟA−1 ∈ O(n,k) γιατιʆ

〈xA−1,yA−1〉 = 〈xA−1A,yA−1A〉 = 〈x,y〉.
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Άρα O(n,k) < GLn(k).
Συμβολιʆζουμε την O(n,k) για k = R με O(n), η οποιʆα ονομαʆ ζεται Ορθογωʆ ‑

νια ομαʆ δα και ειʆναι η ομαʆ δα ισομετριωʆ ν του Ευκλειʆδειου χωʆ ρου διαʆ στασηςn. Για
k = C εʆχουμε τηνU(n), η οποιʆα ονομαʆ ζεται Μοναδιαιʆα ομαʆ δα ηʆ Υπερορθογωʆ νια
ομαʆ δα. Για k = H εʆχουμε την Sp(n), η οποιʆα ονομαʆ ζεται Συμπλεκτικηʆ ομαʆ δα. Η
ομαʆ δα των μοναʆ δων, δηλαδηʆ των στοιχειʆων που εʆχουν πολλαπλασιαστικοʆ αντιʆ‑
στροφο, παʆ νωστηναʆ λγεβραMn(k), ονομαʆ ζεται Γενικηʆ Γραμμικηʆ Ομαʆ δα (General
Linear Group). Σε αυτεʆς τις ομαʆ δες εʆχουμε ως πραʆ ξη τον πολλαπλασιασμοʆ πιναʆ ‑
κων και τον ροʆ λο του ουδετεʆρου στοιχειʆου παιʆζει ο ταυτοτικοʆ ς πιʆνακας In.

Παρατήρηση 2.19. ΓιαA ∈Mn(k) τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

• A ∈ O(n,k).

• 〈eiA, ejA〉 =
{

1, i = j
0, i 6= j

• Ο πίνακαςA στέλνει ορθοκανονικές βάσεις σε ορθοκανονικές βάσεις.

• Οι σειρές και οι στείλες τουA είναι ορθοκανονικές βάσεις.

• A−1 = A∗.

Ορισμός2.20 (Μηʆ κος). Τομήκος ενός οποιουδήποτε xμέσαστονkn, συμβολίζεται
‖x‖ και ορίζεται ως ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

Πρόταση 2.21. Έστω πίνακαςA ∈Mn(k). ΟA ανήκει στην Ορθογώνια ομάδα αν
και μόνο αν διατηρεί τα μήκη.

Απόδειξη. Ο A διατηρειʆ τα μηʆ κη σημαιʆνει οʆ τι 〈xA, xA〉 = 〈x, x〉, ∀x ∈ Rn, συνε‑
πωʆ ς το ευθυʆ ειʆναι προφανεʆς. Για το αντιʆστροφο εʆχουμε

〈(x+ y)A, (x+ y)A〉 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x,y〉+ 〈y, x〉+ 〈y,y〉.

Άρα, αποʆ εδωʆ προκυʆ πτει οʆ τι

〈x,y〉+ 〈y, x〉 = 〈xA,yA〉+ 〈yA, xA〉

και αφουʆ το εσωτερικοʆ γινοʆ μενο ειʆναι συμμετρικοʆ παʆ νω στο R, εʆπεται οʆ τι

〈xA,yA〉 = 〈x,y〉 ⇒ A ∈ O(n).

Πρόταση 2.22. Η παραπάνω πρόταση ισχύει και στο C και στοH.

Απόδειξη. Ξεκιναʆ με με το εσωτερικοʆ γινοʆ μενο 〈(ei + ej)A, (ei + ej)A〉, οʆ πως και
στο R και την ορθοκανονικηʆ βαʆ ση και παιʆρνουμε

〈eiA, ejA〉+ 〈ejA, eiA〉 = 0.

Αν x = xiei + xjej τοʆ τε

〈xA, xA〉 = xixj〈eiA, ejA〉+ xjxi〈ejA, eiA〉 = 0 ⇒ 〈eiA, ejA〉(xixj − xjxi) = 0.

Συνεπωʆ ς 〈eiA, ejA〉 = 0.
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Παιʆρνοντας ξεχωρισταʆ για τις τρειʆς ομαʆ δες O(n),U(n),Sp(n) για μικροʆ n,
εʆχουμε οʆ τι:

• O(1) ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν μηʆ κους 1, δηλαδηʆ το
{1,−1}.

• U(1) ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των μιγαδικωʆ ν αριθμωʆ ν μηʆ κους 1, δηλαδηʆ η πολ‑
λαπλασιαστικηʆ ομαʆ δα του κυʆ κλου S1.

• Sp(1) ειʆναι το συʆ νολο των τετρακτονιʆων μοναδιαιʆου μηʆ κους 1.
Οριʆζοντας Sk−1 = {x ∈ Rk : ‖x‖ = 1}, να ειʆναι η μοναδιαιʆα k − 1 σφαιʆρα

βλεʆπουμε οʆ τι O(1) = S0,U(1) = S1,Sp(1) = S3. Αυτεʆς ειʆναι οι μοʆ νες σφαιʆρες
που μπορουʆ ν να ειʆναι ομαʆ δες.
Πρόταση 2.23. Αν k ∈ {R,C} καιA ∈ O(n,k), τότε (detA)(detA) = 1.

Απόδειξη. Για A ∈ O(n,k), detA∗ = detAt = detA. Το αποτεʆλεσμα ειʆναι συνεʆ‑
πεια του ορισμουʆ .

Επομεʆνως, ανA ∈ O(n) = O(n,R), τοʆ τε detA ∈ {−1, 1}. Οριʆζουμε

SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = 1}

να ειʆναι η Ειδικηʆ Ορθογωʆ νια ομαʆ δα (Special Orthogonal group) ηʆ αλλιωʆ ς Προσα‑
νατολιʆσιμη ομαʆ δα διοʆ τι στις δυʆ ο και τρεις διασταʆ σεις, τα στοιχειʆα ειʆναι οι συνηʆ ‑
θεις γραμμικοιʆ μετασχηματισμοιʆ που διατηρουʆ ν τον προσανατολισμοʆ γυʆ ρω αποʆ
το σημειʆο στις δυʆ ο διασταʆ σεις και αποʆ τη γραμμηʆ στις τρεις. Όμοια οριʆζουμε την
Ειδικηʆ Μοναδιαιʆα ομαʆ δα (Special Utinary group)

SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1}.

Ένα παραʆ δειγμα για τονO(2) ειʆναι ο πιʆνακας(
1 0
0 −1

)
,

οʆπου το e1 = (1, 0) πηγαιʆνει στο e1 και το e2 = (0, 1) πηγαιʆνει στο −e2. Ειʆναι η
αναʆ κλαση ως προς τον αʆ ξονα του x με οριʆζουσα−1.

Η ομαʆ δα τωνn×n πιναʆ κων με στοιχειʆα στο k, διακριʆνουσα+1 και πραʆ ξη τον
πολλαπλασιασμοʆ πιναʆ κων, ονομαʆ ζεται Ειδικηʆ Γραμμικηʆ Ομαʆ δα (Special Linear
Group) και συμβολιʆζεται SLn(k). Η SLn(k) ειʆναι υποομαʆ δα της GLn(k). Το ου‑
δεʆτερο στοιχειʆο ειʆναι κι εδωʆ ο ταυτοτικοʆ ς πιʆνακας In.

Ορισμός 2.24. Για δύο ομάδεςG,H και μια απεικόνιση f : G→ H έχουμε:

• Ομομορφισμό ομάδων αν f(ab) = f(a) ∗ f(b), ∀a,b ∈ G.

• Μονομορφισμό ομάδων αν η f είναι ”1 − 1”.

• Επιμορφισμό ομάδων αν η f είναι ”επί”.

• Ισομορφισμό ομάδων αν η f είναι ”1 − 1” και ’επί’.

Πρόταση 2.25. Αν ϕ : G → H είναι ομομορφισμός ομάδων, τότε η ϕ(G) είναι
υποομάδα τηςH.
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Απόδειξη. Έχουμε οʆ τι ϕ(id) = id, δηλαδηʆ η ϕ πρειεʆχει το ουδεʆτερο στοιχειʆο της
H. Αν x,y ∈ ϕ(G), ∃a,b ∈ G : ϕ(a) = x,ϕ(b) = y. Τοʆ τε xy = ϕ(a)ϕ(b) =
ϕ(ab) ∈ ϕ(G). Έστω x ∈ ϕ(G), τοʆ τε x = ϕ(a) ⇒ x−1 = ϕ(a−1) ∈ ϕ(G).
Επομεʆνως ϕ(G) ειʆναι υποομαʆ δα τουH.

Ανϕ : G→ H ειʆναι εʆνας μονομορφισμοʆ ς ομαʆ δων, τοʆ τε ηϕ ειʆναι ισομορφισμοʆ ς
τηςG στηνϕ(G), η οποιʆα ειʆναι υποομαʆ δα τηςH. Συνεπωʆ ς, ηG θα ειʆναι υποομαʆ δα
τηςH. Όπως και πριν, οριʆζουμε εʆναν ομομορφισμοʆ δακτυλιʆων

ϕ : H →M2(C), ψ(x+ iy+ jz+ kw) =

(
x+ iy −z− iw
z− iw x− iy

)
.

Κατασκευαʆ ζουμε εʆναν μονομορφισμοʆ

Φ : GL(n,H) → GL(2n,C), (ai,j) 7→ (ϕ(ai,j))

Συνεπωʆ ς, γιαA ∈ GL(n,H), ο πιʆνακαςΦ(A) ειʆναι ο 2n× 2n πιʆνακας του οποιʆου
τα 2 × 2 μπλοκ στη θεʆση (i,j) ειʆναι οι ϕ(ai,j). Για A ∈ GL(n,H) εʆχουμε οʆ τι η
οριʆζουσα τουA θα ειʆναι η οριʆζουσα τουΦ(A).

Θα μελετηʆ σουμε σε αυτοʆ το σημειʆο τον ισομορφισμοʆ μεταξυʆ των Sp(1) και
SU(2). Η Sp(1) ειʆναι το συʆ νολο των τετρακτονιʆων μηʆ κους 1 με πραʆ ξη τον πολ‑
λαπλασιασμοʆ τετρακτονιʆων. Η SU(2) ειʆναι το συʆ νολο των 2 × 2 πιναʆ κων A με
στοιχειʆα στους μιγαδικουʆ ς, A−1 = A∗, det(A) = 1 και πραʆ ξη τον πολλαπλασια‑
σμοʆ πιναʆ κων. Γνωριʆζουμε οʆ τι η ϕ επαʆ γει μονομορφισμοʆ αποʆ την GL(n,H) στην
GL(2n,C). Συνεπωʆ ς, αν περιοριστουʆ με στην Sp(1) που περιεʆχεται στηνGL(1,H)
εʆχουμε και παʆ λι μονομορφισμοʆ . Οποʆ τε, πρεʆπει να δειʆξουμε οʆ τι:

• ΑνA ∈ Sp(1), τοʆ τε ϕ(A) ∈ SU(2) και

• Καʆ θε B ∈ SU(2) ειʆναι καʆ ποιο ϕ(A), οʆ πουA ∈ Sp(1).

ΑνA = a+ ib+ jc+ kd, τοʆ τε

ϕ(A) =

(
a+ ib −c− id
c− id a− ib

)
,

και

ϕ(A)ϕ(A)∗ =

(
a+ ib −c− id
c− id a− ib

)(
a− ib c+ id
−c+ id a+ ib

)
=

(
1 0
0 1

)
,

αφουʆ a2 + b2 + c2 + d2 = 1. Επιʆσης detϕ(A) = 1. Συνεπωʆ ς, ϕ(A) ∈ SU(2).
Τωʆ ρα εʆστω B =

(
x y

z w

)
∈ SU(2). Γνωριʆζοντας οʆ τι η οριʆζουσα του B ειʆναι 1

και οʆ τι οι γραμμεʆς του πιʆνακα ειʆναι ορθογωʆ νια μοναδιαιʆα διανυʆ σματα, παιʆρνουμε
οʆ τι: w = x, z = −y. Συνεπωʆ ς, αν x = a + ib,y = −c − id, παιʆρνουμε οʆ τι A =
a+ bi+ cj+ dk και οʆ τι ϕ(A) = B.

2γʹ Ανακλάσεις στον Rn

Έστω u το μοναδιαιʆο διαʆ νυσμα του Rn και u⊥ = {x ∈ Rn : 〈x,u〉 = 0} το
ορθογωʆ νιο συμπληʆ ρωμαʆ του. Η προβοληʆ ενοʆ ς διανυʆ σματος v παʆ νω στο u⊥ θα
ειʆναι το v−ru, οʆ που το r ∈ R επιλεʆγεται καταʆ λληλαωʆ στε το v−ru να ανηʆ κει στο
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u⊥. Συνεπωʆ ς, 0 = 〈v− ru,u〉 = 〈v,u〉− r〈u,u〉 ⇒ r = 〈v,u〉. Οποʆ τε, η αναʆ κλαση
του v στο u⊥ θα ειʆναι η ϕ(v) = v− 2ru = v− 2〈v,u〉u.

Έστω η ορθοκανονικηʆ βαʆ ση {u1,u2, ...,un}, οʆ που u1 = u. Χρησιμοποιωʆ ντας
αυτηʆ τη βαʆ ση, η αναʆ κλαση ϕ θα δωθειʆ αποʆ τον πιʆνακα

−1 0 ... 0
0 1 ... 0
. . . .
0 0 ... 1

 .

ΈστωAηγραμμικηʆ απεικοʆ νισηπουστεʆλνει τα {e1, e2, ..., en}στα {u1,u2, ...,un},
η οποιʆα ειʆναι ορθογωʆ νια. Επομεʆνως, η αναʆ κλαση ϕ προκυʆ πτει αποʆ την πραʆ ξη

A−1


−1 0 ... 0
0 1 ... 0
. . . .
0 0 ... 1

A = At


−1 0 ... 0
0 1 ... 0
. . . .
0 0 ... 1

A.

Αντιʆστροφα, βλεʆπουμε οʆ τι εʆνας τεʆτοιος πιʆνακας αποτελειʆ αναʆ κλαση στο ορ‑
θογωʆ νιο συμπληʆ ρωμα του διανυʆ σματος e1A. Αν παʆ ρουμε στον R2 το μοναδιαιʆο
διαʆ νυσμα u να ειʆναι το u = (cosa, sina). Τοʆ τε το (− sina, cosa) θα ειʆναι το μο‑
ναδιαιʆο διαʆ νυσμα στο u⊥. Ο πιʆνακαςA που αντιστοιχειʆ το e1 στο u και το e2 στο
(− sina, cosa), πρεʆπει να ικανοποιειʆ τα

(1, 0)
(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
= (cosa, sina)

και
(0, 1)

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
= (− sina, cosa),

ωʆ στε
A =

(
cosa sina
− sina cosa

)
.

Άρα, η αναʆ κλαση που διʆνει οA στο u⊥ ειʆναι η

ϕ =

(
cosa − sina
sina cosa

)(
−1 0
0 1

)(
cosa sina
− sina cosa

)
=

=

(
− cos 2a − sin 2a
− sin 2a cos 2a

)
.

Ο πιʆνακαςA ειʆναι η στροφηʆ στο R2 με γωνιʆα a.
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3 Εκθέτης και Λογάριθμος πινάκων
Έστω G μια ομαʆ δα πιναʆ κων. Οριʆζουμε εʆναν διανυσματικοʆ χωʆ ρο T , τον εφα‑

πτοʆ μενο χωʆ ρο τηςG στην e. Θα βρουʆ με απεικονιʆσεις οι οποιʆες θα στεʆλνουν στοι‑
χειʆα αποʆ το T στοG και αποʆ τοG στο T και θα μελετηʆ σουμε τις ιδιοʆ τητεʆς τους. Σε
αυτηʆ ν τη διαδικασιʆα θα χρησιμοποιηθουʆ ν πιʆνακες με στοιχειʆα στο R. Αντιʆστοιχη
θα ειʆναι η διαδικασιʆα για πιʆνακες με στοιχειʆα στο C και στοH.
Ορισμός 3.1 (Εκθεʆτης πιʆνακα). Έστω ένας πίνακας A ∈ Mn(R). Ορίζουμε τον
εκθέτη του ως:

eA = I+A+
A2

2! +
A3

3! + ...,

όπουA2 = AA,A3 = AAA, ....

Παρατηρουʆ με οʆ τι η ακολουθιʆα συγκλιʆνει αν καʆ θε μιʆα αποʆ τις επιμεʆρους n2‑
πραγματικεʆς ακολουθιʆες

(I)ij + (A)ij + (
A2

2! )ij + (
A3

3! )ij + ...

συγκλιʆνουν.
Πρόταση 3.2. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R), η ακολουθία I + A + A2

2! + A3

3! + ...
συγκλίνει.

Απόδειξη. Έστωm το μεγαλυʆ τερο στοιχειʆο |aij| του πιʆνακαA. Τοʆ τε στον πιʆνακα I
τομεγαλυʆ τεροστοιχειʆο θα ειʆναι το 1. ΣτονAθαειʆναι τοm. Στον A2

2! τομεγαλυʆ τερο
στοιχειʆο θα ειʆναι6 nm2

2! . Στον A3

3! το μεγαλυʆ τερο στοιχειʆο θα ειʆναι6 n2m3

3! . Οποʆ τε
αποʆ τα παραπαʆ νω, προκυʆ πτει η ακολουθιʆα

1,m, nm
2

2! , n
2m3

3! , ..., n
k−2mk−1

(k− 1)! , ...

Αποʆ το κριτηʆ ριο συʆ γκλισης του λοʆγου παιʆρνουμε:

nk−1mk(k− 1)!
k!nk−2mk−1 =

nm

k
,

το οποιʆο για k→ ∞ συγκλιʆνει αποʆ λυτα στο 0. Αυτηʆ ο εκθεʆτης ειʆναι πανομοιωʆ τυ‑
πος με το ex, οʆ που για x = 0 παιʆρνουμε e0 = I.

Πρόταση 3.3. Αν οι πίνακεςA και B μετατίθενται, τότε eA+B = eAeB.

Απόδειξη. Για την αποʆ δειξη θα δουλεʆψουμε με τους πρωʆ τους οʆ ρους των ακολου‑
θιωʆ ν.

eA+B = I+A+ B+
A2

2 +AB+
B2

2 +
A3

6 +
A2B

2 +
AB2

2 +
B3

6 + . . .

eAeB = (I+A+
A2

2 +
A3

6 + ...)(I+ B+
B2

2 +
B3

6 + . . . )

= I+A+ B+
A2

2 +AB+
B2

2 +
A3

6 +
A2B

2 +
AB2

2 +
B3

6 + . . .
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Πρόταση 3.4. Για κάθε πίνακαA ∈Mn(R), ο eA είναι αντιστρέψιμος.

Απόδειξη. Οι πιʆνακεςA και−A μετατιʆθενται, συνεπωʆ ς
I = e0 = eA+(−A) = eAe−A.

Οποʆ τε 1 = det eA ∗ det e−A ⇒ det eA 6= 0.

Πόρισμα 3.5. Η εικόνα της απεικόνιση exp : Mn(R) → Mn(R), exp(A) = eA

είναι μέσα στηνGL(n,R).

Πρόταση 3.6. Έστω πίνακας A ∈ Mn(R). Αν ο A είναι αντισυμμετρικός (δηλαδή
At = −A), τότε ο eA είναι ορθογώνιος.

Απόδειξη. Έχουμε οʆ τι I = e0 = eA+(−A) = eAe−A = eAeA
t

= eA(eA)t, συνε‑
πωʆ ς ο eA ειʆναι ορθογωʆ νιος.

Επομεʆνως, αν so(n) ⊂ Mn(R) ειʆναι υποʆχωρος των αντισυμμετρικωʆ ν πιναʆ ‑
κων, προκυʆ πτει οʆ τι exp : so(n) → O(n). Αυτοʆ δεν σημαιʆνει οʆ τι καʆ θε ορθογωʆ ‑
νιος πιʆνακας εʆχει μια εκθετικηʆ eA μορφηʆ , με A αντισυμμετρικοʆ . Δεν εʆχουμε την
exp : so(n) → o(n) να ειʆναι ”επιʆ”.

Επιʆσης, δεν σημαιʆνει οʆ τι αν eA ειʆναι ορθογωʆ νιος, τοʆ τε οA ειʆναι αντισυμμετρι‑
κοʆ ς. Θα εξεταστειʆ η περιʆπτωση για n = 2. Η γενικηʆ μορφηʆ ενοʆ ς 2 × 2, αντισυμμε‑
τρικουʆ πιʆνακα ειʆναι:

A =

(
0 x

−x 0

)
, x ∈ R.

Για να υπολογιʆσουμε το eA, πρωʆ τα θα υπολογιʆσουμε τις δυναʆ μεις του πιʆνακαA.

A2 =

(
−x2 0

0 −x2

)
,A3 =

(
0 −x3

x3 0

)
,A4 =

(
x4 0
0 x4

)
,A5 =

(
0 x5

−x5 0

)
, ...

Οποʆ τε,

eA =

(
1 0
0 1

)
+

(
0 x

−x 0

)
+

1
2!

(
−x2 0

0 −x2

)
+

1
3!

(
0 −x3

x3 0

)
+

1
4!

(
x4 0
0 x4

)
+

1
5!

(
0 x5

−x5 0

)
+ . . .

Όμως, γνωριʆζουμε οʆ τι 1− x2

2! +
x4

4! +... ειʆναι η επεʆκταση σε σειραʆ του συνημιτοʆ νου.
Αντιʆστοιχα, x − x3

3! + x5

5! + ... ειʆναι η επεʆκταση σε σειραʆ του ημιτοʆ νου. Αποʆ τις
παραπαʆ νω πραʆ ξεις για τον eA, εʆχουμε οʆ τι:

eA =

(
cos x sin x
− sin x cos x

)
.

Ο πιʆνακας αυτοʆ ς μας διʆνει την περιστροφηʆ στο επιʆπεδο για x ακτιʆνια. Επομεʆνως,
∀A ∈M2(R) αντισυμμετρικοʆ , εʆχουμε οʆ τι det eA = 1 ⇒ A ∈ SO(2). Με αυτοʆ ν τον
τροʆπο για παραʆ δειγμα η αναʆ κλαση(

1 0
0 −1

)
∈ O(2),

δεν θα μπορουʆ σε να βρεθειʆ ποτεʆ. Επιʆσης, eA = I δεν συνεπαʆ γεται οʆ τι οA ειʆναι ο
μηδενικοʆ ς πιʆνακας. Για παραʆ δειγμα ανA =

(
0 2π

−2π 0

)
, τοʆ τε και παʆ λι eA = I.
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Πρόταση 3.7. Αν οι A,B είναι n × n πίνακες πάνω στο k ∈ (R,C,H) και B είναι
αντιστρέψιμος τότε: eBAB−1

= BeAB−1.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιηʆ σουμε δυʆ ο ιδιοʆ τητες των πιναʆ κων για να δειʆξουμε το
ζητουʆ μενο.

(i) (BAB−1)n = (BAB−1)(BAB−1)...(BAB−1) = BAnB−1

(ii) B(C+D)B−1 = BCB−1 + BDB−1.

Οι ιδιοʆ τητες αυτεʆς μαζιʆ με τον ορισμοʆ της εκθετικηʆ ς μορφηʆ ς ενοʆ ς πιʆνακα θα μας
δωʆ σουν το ζητουʆ μενο.

eBAB−1
= I+ BAB−1 +

(BAB−1)2

2! + ... = BIB−1 + BAB−1 +
BA2B−1

2! + . . .

= B(I+A+
A2

2! + ...)B−1 = BeAB−1

Ορισμός 3.8 (Λογαʆ ριθμος Πιʆνακα). Γνωρίζουμε ότι η ex ορίζεται ∀x ∈ R και η
log x για x > 0. Επομένως, ο λογάριθμος ενός πίνακα θα ορίζεται για πίνακές που
βρίσκονται κοντά στον ταυτοτικό I.

ΈστωA ∈Mn(R), ορίζουμε σαν λογάριθμο τουA την ποσότητα:

logA = (A− I) −
(A− I)2

2 +
(A− I)3

3 −
(A− I)4

4 + ...

Πρόταση 3.9. ΓιαA κοντά στον I, η σειρά συγκλίνει.

Απόδειξη. Έστω πιʆνακας B για τον οποιʆο ισχυʆ ει οʆ τι B = A − I και B = (bi,j).
Θεωρουʆ με οʆ τι καʆ θε |bi,j| < ϵ. Άρα

|Bi,j| < ϵ, (B
2)i,j
2 <

nϵ2

2 , (B
3)i,j
3 <

n2ϵ3

3 , · · · (B
k)i,j
k

<
nk−1ϵk

k
.

Αποʆ το κριτηʆ ριο συʆ γκλισης του λοʆγου παιʆρνουμε οʆ τι

nkϵk+1

k+ 1
k

nk−1ϵk
=

k

k+ 1nϵ = (1 +
−1
k+ 1 )nϵ,

το οποιʆο οʆ ταν το k→ ∞, συγκλιʆνει στο nϵ. Συνεπωʆ ς, η σειραʆ συγκλιʆνει για καʆ θε
πιʆνακα B, τεʆτοιον ωʆ στε καʆ θε στοιχειʆο του πιʆνακα (A − I) να ειʆναι μικροʆ τερο σε
μεʆγεθος αποʆ την ποσοʆ τητα 1

n
.

Πρόταση 3.10. Στο Mn(R) ορίζουμε μια περιοχή U γύρω από το I, στην οποία
ορίζεται ο λογάριθμος. Έστω τώρα μια περιοχή V γύρω από το 0, τέτοια ώστε eV ⊂
U. Τότε:

(i) Για X ∈ U, elogX = X.

(ii) ΓιαA ∈ V, log eA = A.
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Απόδειξη. (i)

logX = (X− I) −
(X− I)2

2 +
(X− I)3

3 −
(X− I)4

4 + . . .

elogX = [I+ (X− I) −
(X− I)2

2 +
(X− I)3

3 − . . . ]

+
1
2! [(X− I) −

(X− I)2

2 +
(X− I)3

3 − ...]

+
1
3! [(X− I) −

(X− I)2

2 +
(X− I)3

3 − ...] + . . .

= X−
(X− I)2

2 +
(X− I)2

2 + [
(X− I)3

3 −
(X− I)3

2 +
(X− I)3

6 ] + · · · = X

.

(ii) ΓιαA ∈ V ⇒ eA ∈ U, αʆ ρα ο log eA οριʆζεται και

eA − I = A+
A2

2! +
A3

3! + . . .

Οποʆ τε

log eA = (A+
A2

2! +
A3

3! + ...) + 1
2 (A+

A2

2! +
A3

3! + ...)2

+
1
3 (A+

A2

2! +
A3

3! + ...)3 + . . .

= A+ (
A2

2! −
A2

2 ) + (
A3

3 −
A3

2 +
A3

6 ) + ... = A.

Πρόταση 3.11. Αν X και Y είναι κοντά στο I και logX, log Y μετατίθενται, τότε
log(XY) = logX + log Y. Συνεπώς, αν ο X είναι κοντά στο I και ορθογώνιος, ο X
είναι αντισυμμετρικός.

Απόδειξη. elog(XY) = XY = elogXelogY = elogX+logY με την e να ειʆναι ”1 − 1”
κονταʆ στο 0. Έστω X ορθογωʆ νιος πιʆνακας. Τοʆ τε, ο X και ο Xt μετατιʆθενται, αʆ ρα
και logX και logXt μετατιʆθενται. Επιʆσης, XXt = I. Οποʆ τε, εʆχουμε 0 = logXXt =
logX+ logXt = logX+(logX)t, που μας δειʆχνει οʆ τι ο logX ειʆναι αντισυμμετρικοʆ ς
πιʆνακας.

3αʹ Άλγεβρες Lie
Παρατηρουʆ με οʆ τι η so(n), (και τα αναʆ λογαʆ τους su(n), sp(n)) δεν ειʆναι κλει‑

σταʆ ως προς τον πολλαπλασιασμοʆ πιναʆ κων. Για παραʆ δειγμα, αν θεωρηʆσουμε πιʆ‑
νακα A =

(
0 x

−x 0

)
, τοʆ τε A2 =

(
−x2 0

0 −x2

)
, ο οποιʆος δεν ειʆναι αντισυμμετρι‑

κοʆ ς.

Πρόταση 3.12. Για σώμα k = {R,C,H} και για δύο πίνακες A,B ∈ Mn(k), ορί‑
ζουμε διγραμμική πράξη [, ] : k × k → k, για την οποία ισχύει [A,B] = AB − BA.
Τότε τα so(n), su(n), sp(n) είναι κλειστά ως προς την πράξη [, ].
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Απόδειξη. Θα δειʆξουμε οʆ τι (AB − BA) + (AB − BA)∗ = 0. Έχουμε AB − BA +
(AB)∗−(BA)∗ = AB−BA+B∗A∗−A∗B∗ = AB+(AB∗−AB∗)−BA+(−BA∗+
BA∗)+B∗A∗−A∗B∗ = A(B+B∗)−(A+A∗)B∗−B(A+A∗)+(B+B∗)A∗ = 0.

Με αυτηʆ ν την πραʆ ξη τα so(n), su(n), sp(n) γιʆνονται αʆ λγεβρες. Η παραπαʆ νω
πραʆ ξη εʆχει τις εξηʆ ς ιδιοʆ τητες:

(i) [A,B] = −[B,A].

(ii) [A,A] = 0.

(iii) Διγραμμικοʆ τητα:

[iA+jB,C] = i[A,C]+j[B,C], [A, iB+jC] = i[A,B]+j[A,C], ∀A,B,C ∈Mn(k), ∀i, j ∈ k

.

(iv) Ταυτοʆ τητα Jacobi: [[A,B],C] + [[B,C],A] + [[C,A],B] = 0.

Απόδειξη. Ταυτοʆ τητα Jacobi:[[A,B],C]+[[B,C],A]+[[C,A],B] = 0 Για τους τρεις
οʆ ρους του αθροιʆσματος εʆχουμε:

[[A,B],C] = [(AB−BA),C] = (AB−BA)C−C(AB−BA) = ABC−BAC−CAB+CBA

.

[[B,C],A] = [(BC−CB),A] = (BC−CB)A−A(BC−CB) = BCA−CBA−ABC+ACB

.

[[C,A],B] = [(CA−AC),B] = (CA−AC)B−B(CA−AC) = CAB−ACB−BCA+BAC

.
Αντικαθιστωʆ ντας στην αρχικηʆ ταυτοʆ τητα παιʆρνουμε:

[[A,B],C] + [[B,C],A] + [[C,A],B] =

ABC−BAC−CAB+CBA+BCA−CBA−ABC+ACB+CAB−ACB−BCA+BAC = 0

.

Ορισμός 3.13 (Lie‑Άλγεβρα). Για σώμα k, μια Lie‑άλγεβρα L πάνω από το k είναι
ένας διανυσματικός χώρος πάνω από το k, εφοδιασμένος με την διγραμμική πράξη
[, ] : L × L → L, η οποία ονομάζεται Lie‑μεταθέτης και ικανοποιεί τις τέσσερις
παραπάνω ιδιότητες.

Γενικοʆ τερα, για τις Lie‑αʆ λγεβρες των ομαʆ δων πιναʆ κων που μελεταʆ με, εʆχουμε:

(i) Για την SO(n), την so(n), οʆ που στους πραγματικουʆ ς αυτεʆς οι Lie‑αʆ λγεβρες,
για διαφορετικαʆ n ειʆναι συμπαγειʆς, πραγματικεʆς μορφεʆς των δυʆ ο αποʆ τις
τεʆσσερις οικογεʆνειες ημιαπλωʆ ν Lie‑αλγεβρωʆ ν.

(ii) Για την SU(n), την su(n), οʆ που περιεʆχει τους n×n αντιʆ‑Ερμιτιανουʆ ς πιʆνα‑
κες (ai,j = −ai,j) με ιʆχνος 0 και διαʆ σταση n2 − 1.
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(iii) Για την Sp(n), την sp(n), οʆ που περιεʆχει τους n×n αντιʆ‑Ερμητιανουʆ ς πιʆνα‑
κες με πραʆ ξη των μεταθετωʆ ν [A,B] = AB− BA.

Θαμελετηʆ σουμε Lie‑αʆ λγεβρες μικρωʆ ν διασταʆ σεων. Για διαʆ σταση 1, διανυσμα‑
τικοʆ ς χωʆ ρος ειʆναι το R και για x,y ∈ R εʆχουμε [x,y] = x[1,y] = xy[1, 1] =
0. Ευʆ κολα γιʆνεται αντιληπτοʆ οʆ τι ικανοποιουʆ νται και οι υποʆ λοιπες ιδιοʆ τητες. Για
διαʆ σταση 2, θεωρουʆ με μια βαʆ ση (e1, e2). Θα πρεʆπει τοʆ τε [e1, e1] = 0, [e2, e2] =
0, [e1, e2] = −[e2, e1]. Έστω οʆ τι [e1, e2] = ae1 + be2. Θα δειʆξουμε οʆ τι ισχυʆ ει η
ταυτοʆ τητα Jacobi.

[e1, [e1, e2]] + [e1, [e2, e1]] + [e2, [e1, e1]] =

= [e1, (ae1+be2)]+[e1,−(ae1+be2)]+[e2, 0] = b(ae1+be2)−b(ae1+e2) = 0.

Η επιλογηʆ των a,b ειʆναι τυχαιʆα και δεν επηρεαʆ ζει το αποτεʆλεσμα. Αν, για πα‑
ραʆ δειγμα τα a,b ηʆ ταν 0, τοʆ τε θα πεʆρναμε ως αποτεʆλεσμα την τετριμμεʆνη Lie‑
αʆ λγεβρα. Για οποιαδηʆποτε αʆ λλη επιλογηʆ παιʆρνουμε μη‑τετριμμεʆνη Lie‑αʆ λγεβρα.
Μπορουʆ με ναπαρατηρηʆ σουμεοʆ τι οποιεσδηʆποτεδισδιαʆ στατεςμη‑τετριμμεʆνες Lie‑
αʆ λγεβρες ειʆναι βασικαʆ οʆ μοιες ως προς τον τροʆπο που συμπεριφεʆρονται. Για τις
τρισδιαʆ στατες, μη‑τετριμμεʆνες Lie‑αʆ λγεβρες, θα δωʆ σουμε προσοχηʆ στην

so(3) = {

 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 ,a,b, c ∈ R},

για την οποιʆα χρησιμοποιωʆ ντας τη βαʆ ση 〈i, j,k〉 με [i, j] = k, [j,k] = i, [k, i] = j,
παιʆρνουμε οʆ τι ειʆναι τρισδιαʆ στατη Lie‑αʆ λγεβρα.

Πιο συγκεκριμεʆνα, εʆχουμε:

i =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , j =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 ,k =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0


.

[i, j] = ij− ji =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

−

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 = k.

Όμοια, τα αʆ λλα δυʆ ο:

[j,k] = jk− kj =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 = i.

[k, i] = ki− ik =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 = j.

Ορισμός 3.14. Αν L1,L2 είναι Lie‑άλγεβρες πάνω στο k, η απεικόνιση f : L1 → L2
είναι ομομορφισμός Lie‑αλγεβρών αν και μόνο αν:

a Η f είναι γραμμική, δηλαδή, f(kx+ ly) = kf(x) + lf(y).

b f([x,y]) = [f(x), f(y)].

Ορισμός 3.15. (i) Αν f είναι ομομορφισμός Lie‑αλγεβρών και ”1‑1”, λέγεται μο‑
νομορφισμός Lie‑αλγεβρών.
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(ii) Αν f είναι ομομορφισμός Lie‑αλγεβρών και ”επί”, λέγεται επιμορφισμός Lie‑
αλγεβρών.

(iii) Αν f είναι ομομορφισμός Lie‑αλγεβρών και ”1‑1” και ”επί”, λέγεται ισομορφι‑
σμός Lie‑αλγεβρών.
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4 SO(3) και SP(1)
4αʹ Ομομορφισμός p : S3 → SO(3)

Στα προηγουʆ μενα, εʆχουμε δει οʆ τι ο SP(1), ο οποιʆος ειʆναι οʆ λα τα τετρακτοʆ νια
μοναδιαιʆου μηʆ κους, ειʆναι η μοναδιαιʆα τρισδιαʆ στατη σφαιʆρα στον R4. Επιʆσης ειʆ‑
δαμε οʆ τι για τη διαʆ σταση του SO(3) οʆ τι dimSO(3) = 3∗2

2 = 3. Συνεπωʆ ς, η διαʆ ‑
σταση δεν διαχωριʆζει τον S3 αποʆ τον SO(3) και ενδεχομεʆνως να υπαʆ ρχει και ισο‑
μορφισμοʆ ς μεταξυʆ τους. Σε αυτοʆ το κεφαʆ λαιο θα μελετηʆ σουμε τον ισομορφισμοʆ
αυτοʆ .

Πρόταση 4.1. Έστω q ∈ S3, τότε η αριστερή μετατόπιση Lq : H → H, με τύπο
Lq(q

′) = qq ′, είναι μία ορθογώνια απεικόνιση από το R4 στο R4.

Απόδειξη. Σαν διανυσματικοιʆ χωʆ ροι παʆ νωστοR, οιR4 καιH ειʆναι οʆ μοιοι. Οποʆ τε η
αριστερηʆ μετατοʆπιση Lq ειʆναι γραμμικηʆ απεικοʆ νιση τουR4, διοʆ τι για a,b ∈ R και
για x,y ∈ H, εʆχουμε Lq(ax+by) = q(ax+by) = qax+qby = Lq(ax)+Lq(by).
Για να ειʆναι η Lq ορθογωʆ νια, αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι διατηρειʆ την καθετοʆ τητα των
τεσσαʆ ρων διανυσμαʆ των 1, i, j,k. Χρησιμοποιωʆ ντας το εσωτερικοʆ γινοʆ μενο στον
R4 και θεωρωʆ ντας εʆνα στοιχειʆο q = a+ ib+ jc+ kd τουH, εʆχουμε:

Lq(1) = a+ ib+ jc+ kd,

Lq(i) = ai− b− kc+ jd,

Lq(j) = aj+ kb− c− id,

Lq(k) = ak− jb+ ic− d.

〈Lq(i),Lq(j)〉 = 〈ai− b− kc+ jd,aj+ kb− c− id〉 = −ad+ bc− bc+ ad = 0.

〈Lq(1),Lq(i)〉 = 〈a+ ib+ jc+ kd,ai− b− kc+ jd〉 = −ab+ ab+ cd− cd = 0.

Όμοια και τα υποʆ λοιπα ζευγαʆ ρια των διανυσμαʆ των της βαʆ σης θα δωʆ σουν εσωτε‑
ρικοʆ γινοʆ μενο ιʆσο με το 0.

Ορισμός 4.2. Για τα q ∈ S3 και a ∈ H ορίζουμε απεικόνιση p(q)(a) = qaq

Με αυτοʆ ν τον τροʆπο εʆχουμε μιʆα αριστερηʆ μετατοʆπιση αποʆ το q και μιʆα δεξιαʆ
μετατοʆπιση αποʆ το q. Επιʆσης, η p ειʆναι ορθογωʆ νια απεικοʆ νιση αποʆ τον R4 στον
R4. Συνεπωʆ ς, p(q) ∈ O(4). Αφουʆ τα πραγματικαʆ τετρακτοʆ νια μετατιʆθενται με
οʆ λα τα τετρακτοʆ νια, αν x ειʆναι πραγματικοʆ τετρακτοʆ νιο, τοʆ τε: p(q)(x) = qxq =
qqx = x. Επιʆσης, το p(q) ειʆναι το αντιʆστροφο του p(q) μεʆσα στον O(4), αφουʆ
p(q)p(q)(x) = q(qxq)q = x, οʆ μοια για p(q)p(q). Αποʆ τα παραπαʆ νω παρατη‑
ρουʆ με οʆ τι η p(q) απεικονιʆζει τον τρισδιαʆ στατο χωʆ ρο, παραγοʆ μενο αποʆ τα διανυʆ ‑
σματα i, j,k στον εαυτοʆ του. Αν q = a+ ib+ jc+ kd, εʆχουμε:

qiq = (a+ ib+ jc+ kd)(i)(a− ib− jc− kd) =

= i(a2 + b2 − c2 − d2) + j(2ad+ 2bc) + k(2bd− 2ac) ∈ 〈i, j,k〉.

qjq = (a+ ib+ jc+ kd)(j)(a− ib− jc− kd) =

= i(2bc− 2ad) + j(a2 − b2 + c2 − d2) + k(2ab− 2cd) ∈ 〈i, j,k〉.

qkq = (a+ ib+ jc+ kd)(k)(a− ib− jc− kd) =
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= i(2ac+ 2bd) + j(2cd− 2ab) + k(a2 − b2 − c2 + d2) ∈ 〈i, j,k〉.
Επιπλεʆον, η p(q) ειʆναι στοιχειʆο της O(3), διοʆ τι γιαA ∈ O(3), εʆχουμε:

p(q)(A) = qAq, (p(q)(A))t = qAtq.

p(q)(A)(p(q)(A))t = qAqqAtq = I.
(p(q)(A))t(p(q)(A)) = qAtqqAq = I.

Τεʆλος, η p(q) ειʆναι στοιχειʆο της SO(3).
Πρόταση 4.3. Η p : S3 → SO(3) είναι επιμορφισμός και ker(p) = {−1, 1} ⊂ S3.

Απόδειξη. Έστω q1,q2 ∈ S3 και a ∈ span〈i, j,k〉, τοʆ τε

p(q1q2)(a) = q1q2aq1q2 = q1(q2aq2)q1 = p(q1)p(q2)(a).

Επιπλεʆονp ειʆναι ομομορφισμοʆ ς. Προφανωʆ ςp(−1)καιp(1) ειʆναι τοουδεʆτεροστοι‑
χειʆο στην So(3), αφουʆ τα 1 και −1 ειʆναι τα στοιχειʆα του πυρηʆ να. Αντιʆστροφα,
υποθεʆτουμε οʆ τι p(q) ειʆναι το ουδεʆτερο με q = a+ ib+ jc+ kd. Τοʆ τε

p(q)(i) = i⇒ (a+ ib+ jc+kd)(i)(a− ib− jc−kd) = i⇒ a2+b2−c2−d2 = 1.

Αλλαʆ ,a2+b2+c2+d2 = 1. Επομεʆνως, καταληʆ γουμε στο συμπεʆρασμα οʆ τι c = d =
0. Δουλευʆ οντας με το p(q)(j) = j, παιʆρνουμε b = 0. Τελικαʆ , a2 = 1 ⇒ a ∈ {−1, 1}.
Θεʆλουμε να δειʆξουμε οʆ τι η p ειʆναι ”επιʆ”. Θεωρουʆ με εʆνα q ∈ S3 : p(q) ∈ SO(3),
το οποιʆο μας αφηʆ νει ελευʆ θερο το k και στεʆλνει το i στο j και το j στο −i. Αν q =
a+ ib+ jc+ kd, θεʆλουμε

(a+ib+jc+kd)(k)(a−ib−jc−kd) = k⇒ (a+ib+jc+kd)(ka−jb−ic+d) = k⇒

⇒ ad− bc+ bc− ad = 0.
ac+ bd+ ac+ bd = 0 ⇒ 2(ac+ bd) = 0.
−ab+ cd+ cd− ab = 2(cd− ab) = 0.

a2 + d2 − b2 − c2 = 1.
Όμως, a2 + b2 + c2 + d2 = 1 και αφαιρωʆ ντας καταʆ μεʆλη παιʆρνουμε 2(b2 + c2) =
0 ⇒ b = c = 0. Συνεπωʆ ς, ο μοναδικοʆ ς περιορισμοʆ ς που εʆχουμε για το q, εʆτσι
ωʆ στε p(q)(k) = k ειʆναι οʆ τι q = a + dk με a2 + d2 = 1. Τωʆ ρα, θα δειʆξουμε οʆ τι
p(q)(i) = j.

(a+ kd)(i)(a− kd) = j⇒ (a+ kd)(ia+ jd) = j⇒ a2 − d2 = 0 ⇒ a = ±d,

με την τιμηʆ −d να απορριʆπτεται διοʆ τι 2a2 = 1. Τεʆλος, εʆμεινε να δειʆξουμε οʆ τι
p(q)(j) = −i.

(a+ ka)(j)(a− ka) = −i⇒ (a+ ka)(ja− ia) = −1 ⇒ −2a2 = −i.

Τοʆ τε ειʆτε q = 1√
2 + k 1√

2 , ειʆτε q = − 1√
2 − k 1√

2 . Και τα δυʆ ο αποτελεʆσματα μας
διʆνουν στοιχειʆο του SO(3).

Αποʆ τα παραπαʆ νω δεν μπορουʆ με να καταληʆ ξουμε στο συμπεʆρασμα οʆ τι οι S3

και SO(3) δεν ειʆναι ισομορφικοιʆ. Η p μπορειʆ να μην ειʆναι ισομορφισμοʆ ς, αλλαʆ θα
υπαʆ ρχει καʆ ποια αʆ λλη απεικοʆ νιση που θα ειʆναι.
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4βʹ Κέντρα

Σε αυτηʆ ν την ενοʆ τητα θα δωθειʆ μια ευʆ κολη αποʆ δειξη για το οʆ τι S3 και SO(3)
δεν ειʆναι ισομορφικεʆς.

Ορισμός 4.4 (Κεʆντρο). Το κέντρο C μίας ομάδας G ορίζεται ως Z(G) = {x ∈ G :
xy = yx, ∀y ∈ G}. Είναι αβελιανή ομάδα και κανονική υπομάδα τηςG.

Πρόταση 4.5. Αν δύο ομάδες είναι ισομορφικές, τότε θα είναι ισομορφικά και τα
κέντρα τους.

Απόδειξη. Έστω G,K οι δυʆ ο ισομορφικεʆς ομαʆ δες και ϕ : G → K ο μεταξυʆ τους
ισομορφισμοʆ ς. Έστω x ∈ Z(G), τοʆ τε ∀g ∈ G, xg = gx. Παιʆρνουμε,

ϕ(x)ϕ(g) = ϕ(xg) = ϕ(gx) = ϕ(g)ϕ(x) ⇒ ϕ(x) ∈ Z(K).

Συνεπωʆ ς, Z(G) ∼= Z(K). Για το αντιʆστροφο της αποʆ δειξης ακολουθειʆται η ιʆδια
διαδικασιʆα.

Θα αποδειʆξουμε οʆ τι S3 � SO(3), μεʆσω της μη‑υʆ παρξης ισομορφισμουʆ μεταξυʆ
των κεʆντρων τους.

Πρόταση 4.6. Το κέντρο της S3 = SP(1) είναι το {−1, 1}, ενώ της SO(3) είναι το
{I}.

Απόδειξη. Αφουʆ τα πραγματικαʆ τετρακτοʆ νια μετατιʆθενται με οʆ λα τα τετρακτοʆ ‑
νια, προφανωʆ ς {−1, 1} ⊂ S3. Αντιʆστροφα, θεωρουʆ με q = a + ib + jc + kd ∈ S3

να ειʆναι στο κεʆντρο. Αποʆ τον ορισμοʆ του κεʆντρου εʆχουμε:

qi = iq⇒ ai− b− ck+ dj = ai− b+ ck− dj⇒ c = d = 0.

qj = jq⇒ (a+ ib)j = j(a+ ib) ⇒ b = 0.

Τελικαʆ , q = a και a2 = 1, συνεπωʆ ς Z(S3) = {−1, 1}. Για το SO(3) θεωρουʆ με A ∈
SO(3) να ειʆναι στοιχειʆο του κεʆντρου. Αφουʆ το A μετατιʆθεται με οʆ λα τα στοιχειʆα
του SO(3), θα μετατιʆθεται και με τα στοιχειʆα της μορφηʆ ς

T =

 cosu sinu 0
− sinu cosu 0

0 0 1

 ,

αφουʆ T ⊂ SO(3). Θεωρουʆ με την κανονικηʆ βαʆ ση στον R3, e1 = (1, 0, 0), e2 =
(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). ΟA ελεʆγχει το e3. ΕπιλεʆγουμεB ∈ T να στεʆλνει το e1 στο e2
και το e2 στο−e1 και ελεʆγχει το e3. Επομεʆνως, εʆχουμεAe3 = ae1+be2+ce3.Τοʆ τε,
BAe3 = ae2 − be1 + ce3, ενωʆ Ae3 = ABe3, αποʆ το οποιʆο εʆπεται οʆ τι a = b = 0
και αφουʆ ο A διατηρειʆ τα μηʆ κη, c = 1 ηʆ c = −1. Έτσι ο A επαʆ γει ορθογωʆ νια
απεικοʆ νιση παʆ νω στο πεδιʆο των e1e2. Στην πραγματικοʆ τητα ειʆναι περιστροφηʆ
λοʆγω του παρακαʆ τω υποληʆ μματος.

Λήμμα 4.7. Κάθε στοιχείο τηςO(2) που μετατίθεται με όλες τις περιστροφές, είναι
περιστροφή.
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Απόδειξη. Έστω ϕ : R2 → R2 να ειʆναι εʆνα στοιχειʆο της O(2). Για καʆ θε περι‑
στροφηʆ

t =

(
cosu sinu
− sinu cosu

)
πρεʆπει ϕt = tϕ. Έστω ϕ =

(
a b

c d

)
. Παιʆρνουμε a cosu − b sinu = a cosu +

c sinu, a sinu + b cosu = b cosu + d sinu. Προκυʆ πτει οʆ τι c = −b,a = d. Άρα
ϕ =

(
a b

−b a

)
, detϕ = a2 +b2. Αφουʆ η διακριʆνουσα δεν γιʆνεται να ειʆναι−1 και

πρεʆπει να ειʆναι μεʆσα στο {−1, 1}, το ληʆ μμα αποδεικνυʆ εται.

Επιʆσης, αποδυκνυʆ εται οʆ τι c = 1 και οʆχι−1, αʆ ραA ∈ T . Θεωρουʆ με

R =

 0 0 1
0 1 0
−1 0 0

 ∈ SO(3).

Αφουʆ οA μετατιʆθεται με οʆ λους τους πιʆνακες, θα μετατεθειʆ και με τον R και παιʆρ‑
νουμε:

AR =

 0 sinu cosu
0 cosu − sinu
−1 0 0

 =

 0 0 1
− sinu cosu 0
− cosu − sinu 0

 = RA.

Επομεʆνως, cosu = 1 και sinu = 0. Συνεπωʆ ς,A = I.

4γʹ Ομάδες πηλίκο
Ορισμός 4.8 (Σχεʆση Ισοδυναμιʆας). ΑνH είναι υποομάδα τηςG, ορίζουμε τη σχέση
ισοδυναμίας ∼ στηνG ως εξής: x ∼ y αν xy−1 ∈ H. Η σχέση αυτή έχει τρεις ιδιότη‑
τες:

(i) Ανακλαστική: x ∼ x⇒ xx−1 = e ∈ H.

(ii) Συμμετρική: x ∼ y⇒ y ∼ x, xy−1 ∈ H⇒ (xy−1)−1 = yx−1 ∈ H.

(iii) Μεταβατική: Αν x ∼ y και y ∼ z, τότε x ∼ z. Αφού xy−1 ∈ H,yz−1 ∈ H ⇒
(xy−1)(yz−1) = xz−1 ∈ H⇒ x ∼ z.

Με αυτοʆ ν τον τροʆπο η ∼ χωριʆζει την G σε κλαʆ σεις ισοδυναμιʆας. Έστω C(x) η
κλαʆ ση ισοδυναμιʆας που αφοραʆ το x. Τοʆ τε, C(x) = Hx = {hx : h ∈ H}. Επιʆσης,
Hx = Hy ⇐⇒ xy−1 ∈ H ⇐⇒ y ∈ C(x) ⇐⇒ x ∈ C(y). Αυτεʆς οι κλαʆ σεις
ισοδυναμιʆας λεʆγονται δεξιεʆς πλευρικεʆς κλαʆ σεις τηςH.

Παράδειγμα 4.9. Αν G = S3 = Sp(1) και H = {−1, 1}. Τότε Hq = {−q,q} =
H(−q), ώστε η κάθε κλάση ισοδυναμίας να περιέχει δύο στοιχεία της S3.

Παράδειγμα 4.10. Αν G = U(3), έστω H = {kI : k ∈ C, |k| = 1}. Τότε η H είναι
κυκλικήυποομάδατηςG και οι δεξιές πλευρικές κλάσεις θα είναι κύκλοι. Έτσι ηU(3)
διαμερίζεται σε κύκλους. Όμοια, ανG = S3 = Sp(1) καιH = {a+ ib : a2 +b2 = 1}.
Έτσι, ηS3 μπορεί να διαμεριστεί σε κύκλους.Μεπανομοιότυποτρόπουπολογίζονται
οι αριστερές πλευρικές κλάσεις xH = {xh : h ∈ H}.
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Ορισμός4.11 (Κανονικηʆ υποομαʆ δα). ΗH είναι κανονικήυποομάδατηςGανxHx−1 =
H, ∀x ∈ G. Επίσης, μια υποομάδα H της G είναι κανονική αν και μόνο αν xH =
Hx, ∀x ∈ G.

Παράδειγμα 4.12. Η αβελιανή υποομάδα T =

 cosu sinu 0
− sinu cosu 0

0 0 1

 δεν είναι

κανονική υποομάδα της SO(3). ΈστωA =

 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 ∈ SO(3).

AT =

 −a sinu a cosu b

−a cosu −a sinu c

c sinu− b cosu −b sinu− c cosu 0

 6=

6=

−a sinu a cosu c+ b cosu
−a cosu −a sinu c− b sinu

−b −c 0

 = TA.

Παράδειγμα 4.13. Η υποομάδα H = {a + ib : a2 + b2 = 1} δεν είναι κανονική
υποομάδα της S3 = Sp(1). Έστω i ∈ H. Παίρνουμε,

1√
2
(i+j)(i)

1√
2
(−i−j) =

1
2 (i+j)(i)(−i−j) =

1
2 [(−1−k)(−i−j)] = 1

2 (i+j+j−i) = j /∈ H.

Άρα, ηH δεν είναι κανονική υποομάδα.

ΈστωG/H το συʆ νολο με στοιχειʆα τις δεξιεʆς πλευρικεʆς κλαʆ σεις τηςH στηνG.

Πρόταση 4.14. ΑνH είναι κανονική υποομάδα τηςG, τότε η πράξη στηνG/H, που
ορίζεται ως εξής: (Hx)(Hy) = H(xy), κάνει τηνG/H ομάδα.

Απόδειξη. Χρειαζοʆ μαστε την κανονικοʆ τητα τηςH για να δειʆξουμε οʆ τι η πραʆ ξη ειʆ‑
ναι καλαʆ ορισμεʆνη. Έστω Hx = Hz και Hy = Hw, θα δειʆξουμε οʆ τι Hxy = Hzw.
Έχουμε, xy(zw)−1 = xyw−1z−1 και yw−1 = h1 ∈ H και xz−1 = h2 ∈ H. Οποʆ τε,
xy(zw)−1 = xh1x

−1h2 και αφουʆ η H ειʆναι κανονικηʆ , xh1x
−1 = h3 ∈ H. Επομεʆ‑

νως, xy(zw)−1 = h2h3 ∈ H, αʆ ρα η πραʆ ξη ειʆναι καλαʆ ορισμεʆνη. Το H = He ∈ H
ειʆναι το ουδεʆτερο στοιχειʆο καιHx−1 ∈ H ειʆναι το αντιʆστροφο τουHx.

Παράδειγμα 4.15. Έστω G = Sp(1) και H = {−1, 1}. Η H είναι το κέντρο της
Sp(1) και επιπλέον είναι κανονική υποομάδα. Έτσι, ηG/H είναι ομάδα και μάλιστα
είναι η SO(3). Υπάρχει κανονική απεικόνιση η : G→ G/H με τύπο η(x) = Hx.

Ορισμός 4.16 (Μεταθεʆτης). Έστω G ομάδα και x,y ∈ G. Το στοιχείο xyx−1y−1

λέγεται μεταθέτης των x,y διότι (xyx−1y−1)(yx) = (xy).

Οριʆζουμε [G,G] το συʆ νολο των πεπερασμεʆνων γινομεʆνων των μεταθετωʆ ν.

Πρόταση 4.17. Η [G,G] είναι κανονική υποομάδα της G και G/[G,G] είναι αβε‑
λιανή ομάδα.

Απόδειξη. Ηκλειστοʆ τητατηςπραʆ ξης και ηυʆ παρξηουδετεʆρουστοιχειʆου ειʆναι προ‑
φανηʆ και

(xyx−1y−1)(yxy−1x−1) = e,
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αʆ ρα η [G,G] ειʆναι υποομαʆ δα. Έστω z ∈ G και xyx−1y−1 ∈ [G,G]. Τοʆ τε,

z(xyx−1y−1)z−1 =

= zxy(z−1(xy)−1(xy)z)x−1((yz)−1(yz))y−1z−1 =

= {z(xy)z−1(xy)−1}{x(yz)x−1(yz)−1}{yzy−1z−1} ∈ [G,G].

Αυτοʆ επεκτειʆνεται στα γινοʆ μενα των μεταθετωʆ ν και η [G,G] γιʆνεται κανονικηʆ
υποομαʆ δα. Τελικαʆ ,

[G,G]x[G,G]y = [G,G]xy = [G,G]yx = [G,G]y[G,G]x.

Πρόταση 4.18. Για x ∈ G ορίζουμεψ(x) : G→ G, με τύποψ(x)(y) = xyx−1y−1.
ΤότεηG/Z(G) έχει μη τετριμμένοκέντροανκαι μόνοαν∃x ∈ G−Z(G) : ψ(x)(G) ⊂
Z(G).

Απόδειξη. Ξεκινωʆ ντας αποʆ το αντιʆστροφο, εʆχουμε: x /∈ Z(G) ⇒ Z(G)x 6= Z(G)
δεν ειʆναι το ουδεʆτερο στην G/Z(G). Αλλαʆ , ∀y ∈ G εʆχουμε xyx−1y−1 ∈ Z(G)
τεʆτοιο ωʆ στε

Z(G)xZ(G)y = Z(G)xy = Z(G)yx = Z(G)yZ(G)x

και Z(G)x ∈ Z(G/Z(G)), ∀y ∈ G. Για το ευθυʆ , Z(G)x 6= Z(G) με Z(G)x στο
κεʆντρο συνεπαʆ γεται οʆ τι

Z(G)xZ(G)y = Z(G)xy = Z(G)yx = Z(G)yZ(G)x

εʆτσι ωʆ στε xyx−1y−1 ∈ Z(G), ∀y ∈ G.
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5 Spin(k)

5αʹ Άλγεβρες Clifford
Ορισμός 5.1 (Διγραμμικηʆ μορφηʆ ). ΈστωV διανυσματικός χώρος πάνω από σώμα
F. Η απεικόνιση b : V × V → F είναι διγραμμική μορφή αν ∀u, v,w ∈ V και a ∈ F:

(i) b(u+ v,w) = b(u,w) + b(v,w) και b(u, v+w) = b(u, v) + b(u,w).

(ii) b(au, v) = ab(u, v) και b(u,av) = ab(u, v).

Η διγραμμική μορφή b είναι συμμετρική αν b(u, v) = b(v,u)∀u, v ∈ V. Επίσης,
b(0, v) = b(v, 0) = 0.

Παράδειγμα 5.2. (i) Η απεικόνιση b(x,y) = 〈x,y〉 στον Rn είναι διγραμμική
και συμμετρική για κάθε βαθμωτό γινόμενο.

(ii) Η απεικόνιση b((x1,y1), (x2,y2)) = x1x2 + 2x1y2 + 3y1y2 + 4y1y2 είναι
διγραμμική, αλλά όχι συμμετρική. Επίσης, αυτή η απεικόνιση με την κανονική

βάση έχει πίνακα
(

1 2
3 4

)
. Δηλαδή γράφεται

b((x1,y1)(x2,y2)) = (x1,y1)

(
1 2
3 4

)(
x2
y2

)
.

Ορισμός 5.3 (Τετραγωνικηʆ μορφηʆ ). Μια απεικόνιση f : V → F είναι τετραγω‑
νική μορφή αν υπάρχει διγραμμική μορφή b : V × V → F τέτοια ώστε f(x) =
b(x, x), ∀x ∈ V.

Παράδειγμα 5.4. Η απεικόνιση f((x,y)) = x2 + 5xy + 4y2 είναι τετραγωνική
μορφή, αφού f((x,y)) = b((x,y)(x,y)) από τη διγραμμική μορφή που είχαμε πα‑
ραπάνω b((x1,y1)(x2,y2)) = x1x2 + 2x1y2 + 3y1x2 + 4y1y2. Επίσης, f((x,y)) =
b1((x,y)(x,y)) για τη συμμετρική, τετραγωνική μορφή

b((x1,y1)(x2,y2)) = x1x2 +
5
2 (x1y2 + y1x2) + 4y1y2.

Λήμμα 5.5. Έστω V διανυσματικός χώρος πάνω σε σώμα F που η χαρακτηριστική
του δεν είναι 2. Για κάθε τετραγωνική μορφή f, υπάρχει μοναδική, συμμετρική, δι‑
γραμμική μορφή b, τέτοια ώστε f(x) = b(x, x), ∀x ∈ V .

Ορισμός 5.6 (Άλγεβρα Clifford). Η Clifford άλγεβρα είναι η άλγεβρα που παρά‑
γεται από διανυσματικό χώρο V , με μια τετραγωνική μορφή f και είναι μοναδιαία,
προσεταιριστική άλγεβρα. Ως Κ‑άλγεβρα, γενικεύει τους πραγματικούς, τους μιγα‑
δικούς και τα τετρακτόνια.

Θεʆλουμε να δημιουργηʆ σουμε ομαʆ δες, οι οποιʆες ειʆναι υποσυʆ νολα των Rn. Θε‑
ωρουʆ με μια πραγματικηʆ αʆ λγεβρα, πεπερασμεʆνης διαʆ στασης G και G την ομαʆ δα
των μοναʆ δων της G. Έτσι, παιʆρνουμε περισσοʆ τερες ομαʆ δες σαν υποσυʆ νολα της
G. Για παραʆ δειγμα, αν εʆχουμε την αʆ λγεβραMn(R), η ομαʆ δα των μοναʆ δων ειʆναι ο
GL(n,R) και υποομαʆ δα την SO(n). Οι ομαʆ δες Spin(k) ειʆναι υποομαʆ δες των ομαʆ ‑
δων των μοναʆ δων στην Clifford αʆ λγεβρα Ck.

Για k = 0, 1, 2, 3, ..., οριʆζουμε μια πραγματικηʆ αʆ λγεβραCk με διαʆ σταση 2k. Αρ‑
χικαʆ , οριʆζουμε C0 = R. Εν συνεχειʆα, η C1 θα ειʆναι δισδιαʆ στατη. Θεωρουʆ με βαʆ ση
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〈1, e〉, με το 1 να ειʆναι το ουδεʆτερο στοιχειʆο και οριʆζουμε πραʆ ξη e2 = −1. Αυτηʆ η
πραʆ ξημαςδειʆχνει οʆ τι οπολλαπλασιασμοʆ ς (a+be)(c+de) = (ac−bd)+(ad+bc)e.
Παρατηρουʆ με οʆ τι C1 ∼= C ως δισδιαʆ στατες αʆ λγεβρες με στοιχειʆα πραγματικουʆ ς
αριθμουʆ ς. Στη συνεʆχεια, η C2 θα εʆχει διαʆ σταση 4. Έστω η βαʆ ση 〈1, e1, e2, e1e2〉,
οʆ που e2

1 = −1, e2
2 = −1, e2e1 = −e1e2. Έτσι, ο πολλαπλασιασμοʆ ς ειʆναι κλειστοʆ ς.

Αν οριʆσουμε 1 7→ 1, e1 7→ i, e2 7→ j, e1e2 7→ k, παρατηρουʆ με C2 ∼= H.
Ορισμός5.7. ΗCk είναι ηάλγεβραπουπαράγεται σανάλγεβρααπόταe1, e2, ..., ek,
για τα οποία ισχύει e2

i = −1 και eiej = −ejei, i 6= j

Για να εξηγηʆ σουμε τηφραʆ ση ”παραʆ γεται σαν αʆ λγεβρα”, θα χρησιμοποιηʆ σουμε
τηνC3. Θεωρουʆ με τη διανυσματικηʆ βαʆ ση 〈1, e1, e2, e3, e1e2, e1e3, e2e3, e1e2e3〉, η
οποιʆα εʆχει διαʆ σταση 8. Αποʆ το ιʆδιο επιχειʆρημαπαιʆρνουμε οʆ τι {ei1 , ei2 , ..., eir : i1 <
i2 < ... < ir, 0 6 r 6 k} ειʆναι διανυσματικηʆ βαʆ ση για την Ck, οʆ που για r = 0
εʆχουμε το στοιχειʆο 1. Παρατηρουʆ με οʆ τι στεʆλνοντας το ei της Ck−1 στο ei της Ck,
εʆχουμε εμβαʆ πτυση τηςCk−1 ως υποαʆ λγεβρας τηςCk. Οποʆ τε,C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Ck.
Έχουμεοʆ τιC0,C1 ειʆναι σωʆ ματακαιC2 ειʆναι δακτυʆ λιος με διαιʆρεσηαλλαʆ γιαk > 2
δεν μπορουʆ με να δεχτουʆ με τη αντιμεταθετικοʆ τητα.
Πρόταση 5.8. Για όλα τα k > 2, η Ck έχει διαιρέτες του 0.

Απόδειξη. Αρκειʆ ναβρουʆ με διαιρεʆτηστηνC3. Έστωοʆ τι υπαʆ ρχειx 6= 0 τεʆτοιοωʆ στε
να υπαʆ ρχει y 6= 0 τεʆτοιο ωʆ στε xy = 0. Έχουμε (1 + e1e2e3)(1 − e1e2e3) = 1 −
(e1e2e3)

2 = 1 − 1 = 0. Συνεπωʆ ς, η C3 εʆχει διαιρεʆτες του 0 και κατ’ επεʆκταση θα
εʆχουν και οι Ck για k > 2.

Ορισμός 5.9 (Ευθυʆ Άθροισμα). Αν G,B είναι πραγματικές άλγεβρες , τότε το ευθύ
τους άθροισμα G ⊕ B είναι το σύνολο των ζευγών (x,y), όπου x ∈ G,y ∈ B και
ισχύουν οι πράξεις

(i) (x,y) + (z,w) = (x+ y, z+w).

(ii) r(x,y) = (rx, ry).

(iii) (x,y)(z,w) = (xz,yw).

Πρόταση 5.10. Το G ⊕ B έχει διαιρέτες του 0 και για κάθε σώμα F, ηMn(F) έχει
διαιρέτες του 0, αν n > 2.

Απόδειξη. Έχουμε:
(1, 0)(0, 1) = (0, 0)(

1 1
1 1

)
∗
(

1 −1
−1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Για το δικοʆ μας σκοποʆ πρεʆπει να γνωριʆζουμε τις αʆ λγεβρες Clifford μεʆχρι την C5.
Υπαʆ ρχει συγκεκριμεʆνος τροʆπος για να βρουʆ με την C4. Θεωρουʆ με

C ⊂ H ⊂ H⊕H ⊂M2(H).

Παιʆρνουμεa ∈ C να ειʆναι τηςμορφηʆ ς
(
a 0
0 a

)
,q ∈ H,q =

(
q 0
0 q

)
και (q1,q2) ∈

H⊕H, (q1,q2) =

(
q1 0
0 q2

)
. Τοʆ τε, η απεικοʆ νιση εʆχει ως εξηʆ ς:(

i 0
0 i

)
→ e1,

(
j 0
0 j

)
→ e2,

(
k 0
0 −k

)
→ e3,

(
0 k

k 0

)
→ e4
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και διʆνει τους ισομορφισμουʆ ςC ∼= C1,H ∼= C2,H⊕H ∼= C3,M2(H) ∼= C4.Τελικαʆ ,
η απεικοʆ νιση

i 0 0 0
0 −i 0 0
0 0 i 0
0 0 0 −i

→ e1,


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

→ e2,


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 −i 0

→ e3,


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

→ e4,


0 0 0 −i
0 0 −i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

→ e5,

επαʆ γει ισομορφισμοʆ μεταξυʆ M4(C) και C5.

5βʹ Pin(k) και Spin(k)
Έστω Rk να ειʆναι ο k‑χωʆ ρος στην αʆ λγεβρα Cliford Ck καλυπτωʆ μενη αποʆ τα

e1, e2, ..., ek και εʆστω Sk−1 η μοναδιαιʆα σφαιʆρα στον Rk.
Πρόταση 5.11. Αν C∗

k είναι η ομάδα μονάδων στην Ck, τότε Sk−1 ⊂ C∗
k, δηλαδή

κάθε x ∈ Sk−1 είναι μονάδα.

Απόδειξη. Έστω x = a1e1 + a2e2 + ... + akek με a2
1 + a2

2 + ... + a2
k = 1. Τοʆ τε,

(a1e1+a2e2+...+akek)((−a1)e1+(−a2)e2+...+(−ak)ek = a2
1+a

2
2+...+a2

k =
1.

Ορισμός5.12 (Pin(k)). ΗPin(k) είναι η υποομάδα τηςC∗
k πουπαράγεται από την

Sk−1. Επομένως κάθε στοιχείο της Pin(k) είναι πεπερασμένο γινόμενο στοιχείων
της Sk−1.

Θα οριʆσουμε την συζυγιʆα στην Ck. Αρκειʆ να χρησιμοποιηʆ σουμε τα στοιχειʆα
της βαʆ σης για να το καʆ νουμε αυτοʆ . Οριʆζουμε (ei1...eir)∗ = (−eir)...(−ei1) =
−1reir...ei1. Γιαπαραʆ δειγμα, οριʆζουμε1∗ = 1, ei∗ = −ei, (eiej)∗ = −eiej, (eiejek)∗ =
eiejek, .... Προφανωʆ ς, (x∗)∗ = x. Επιʆσης, εʆχουμε (xy)∗ = y∗x∗ διοʆ τι

((ei1...eir)(ej1...ejs))∗ = (−ejs)...(−ej1)(−eir)...(−ei1) = (ej1...ejs)∗(ei1...eir)∗.

Οριʆζουμε, επιʆσης, τον αυτομορφισμοʆ a της Ck με πραʆ ξη a(ei) = −ei. Η συζυγιʆα
δεν ειʆναι αυτομορφισμοʆ ς διοʆ τι a(eiej) = eiej.
Ορισμός 5.13. Για u ∈ Pin(k) και x ∈ Rk, ορίζουμε p(u)(x) = a(u)xu∗.

Δεν ειʆναι προφανεʆς οʆ τι p(u)(x) ∈ Rk. Αυτοʆ προκυʆ πτει ως αποτεʆλεσμα των
δυʆ ο παρακαʆ τω προταʆ σεων:
Πρόταση 5.14. Αν u ∈ Sk−1 ⊂ Pin(k) και u 6= ±1, τότε το p(u) είναι ανάκλαση
στον Rk ως προς το κάθετο πεδίο στο u.

Απόδειξη. Παιʆρνουμε μια ορθοκανονικηʆ βαʆ ση 〈u1, ...,uk〉 στον Rk με u1 = u.
Έχουμε p(u1)ui = a(u1)uiu

∗
1 = (−u1)ui(−u1) = u1uiu1. Αν i = 1, τοʆ τε παιʆρ‑

νουμε ui. Αν u = 1, τοʆ τε παιʆρνουμε−ui.

Πρόταση 5.15. Η p είναι ομομορφισμός της Pin(k) πάνω από τηνO(k) με kerp =
{−1, 1}.
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Απόδειξη. Καʆ θε στοιχειʆο του Pin(k) ειʆναι πεπερασμεʆνο γινοʆ μενο στοιχειʆων της
Sk−1. Για να δειʆξουμε οʆ τι p ειʆναι ομομορφισμοʆ ς, αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι αν u, v ∈
Sk−1 καιx ∈ Rk, τοʆ τεp(uv)(x) = a(uv)x(uv)∗ = a(u)(a(v)xv∗)u∗ = p(u)(p(v)x).
Τωʆ ρα, εʆχουμε οʆ τι ∀u ∈ Pin(k), η p(u) στεʆλνει τον Rk στον εαυτοʆ του και ειʆναι
ορθογωʆ νια ως γινοʆ μενο ανακλαʆ σεων. Γνωριʆζουμε οʆ τι οO(k) παραʆ γεται αποʆ ανα‑
κλαʆ σεις, συνεπωʆ ς η p ειʆναι ”επιʆ”. Ειʆναι προφανεʆς οʆ τι τα −1, 1 ειʆναι στοιχειʆα του
πυρηʆ να της p. Αν εʆχουμε ei1...eir στον πυρηʆ να της p με r > 1, καταληʆ γουμε στην
εξηʆ ς αντιʆφαση: Αν p(ei1...eir) ειʆναι το ουδεʆτερο, ∀x ∈ Rk εʆχουμε οʆ τι

a(ei1...eirx(ei1...eir)∗ = x⇒ ei1...eirx = xei1...eir.

Παιʆρνοντας x = eir εʆχουμε (−1)r−1ei1ei1...eir = ei1ei1...eir ⇒ ei2...eir = 0,
αφουʆ το r ειʆναι αʆ ρτιος αφουʆ το γινοʆ μενο περιττουʆ αριθμουʆ ανακλαʆ σεων δεν μπο‑
ρειʆ να ειʆναι το ουδεʆτερο στοιχειʆο.

Ορισμός 5.16. Ορίζουμε Spin(k) = p−1(SO(k)).

Θαυπολογιʆσουμε ταSpin(1),Spin(2),Spin(3). Έχουμε οʆ τιC1 = C, εʆτσιC∗
1 =

C− {0} και Pin(1) ειʆναι υποομαʆ δα τηςC∗
1 που παραʆ γεται αποʆ την S0 = {e1,−e1}.

Αποʆ το παραπαʆ νω παιʆρνουμε {e1, e1
2 = −1, e1

3 = −e1, e1
4 = 1} ∼= Z/4. Τωʆ ρα,

p(e1) = p(−e1) ειʆναι αναʆ κλαση και Spin(1) = {−1, 1} ∼= Z/2. H C2 = H, αʆ ρα
C2

∗ = H − {0} και Pin(2) παραʆ γεται αποʆ την S1 = {ae1 + be2 : a2 + b2 = 1}.
Οποʆ τε, (ae1+be2)(ce1+de2) = −(ac+bd)+(ad−bc)e1e2, εʆτσιωʆ στε ηPin(2) να
περιεʆχει την S = {c+de1e2 : c2 +d2 = 1}. Μπορουʆ με ευʆ κολα να παρατηρηʆ σουμε
οʆ τι Pin(2) = S ∪ S1 και Spin(2) = S. Με παροʆ μοιους υπολογισμουʆ ς προκυʆ πτει
ευʆ κολα οʆ τι Spin(3) = {a + be1e2 + ce1e3 + de2e3 : a2 + b2 + c2 + d2 = 1}
και παρατηρουʆ με οʆ τι Spin(3) ∼= Sp(1). Ολοκληρωʆ νοντας, θα υπολογιʆσουμε τα
κεʆντρα των ομαʆ δων περιστροφηʆ ς. Πρωʆ τα αποʆ οʆ λα, εʆχουμε παʆ ντα το {−1, 1} στο
κεʆντρο. Αυτοʆ ειʆναι οʆ λο το κεʆντρο της Spin(1), αφουʆ ειʆναι οʆ λη η Spin(1) και η
Spin(2) ειʆναι ιʆση με το κεʆντρο της. Θα δουλεʆψουμε για k > 3. Έστω οʆ τι ei1...eir
δεν περιεʆχει το ej. Παιʆρνουμε

(ei1...eir)(eirej) = (−1)r−1eir(ei1...eir)ej =

= (−1)r−1(−1)r(eireij)(ei1...eir) = −(eireij)(ei1...eir).
Συνεπωʆ ς, παρατηρουʆ με οʆ τι ei1...eir δεν ειʆναι στο κεʆντρο. Έτσι, τα e1e2...ek και
−e1e2...ek ειʆναι τα μοναδικαʆ υποψηʆφια στοιχειʆα, πεʆραν των−1, 1, για να βριʆσκο‑
νται στο κεʆντρο. Για περιττοʆ k, e1e2...ek δεν ειʆναι μεʆσα στην Spin(k). Για αʆ ρτιο
k = 2n, βλεʆπουμε οʆ τι

(e1e2...e2n)(ei1...eir) = (ei1...eir(e1e2...e2n)(−1)(2n−1)r = (ei1...eir)(e1e2...en),

αʆ ρα το e1...en ειʆναι στο κεʆντρο.

Πρόταση 5.17. (i) Αν k είναι περιττό, το κέντρο του Spin(k) είναι το {−1, 1}.

(ii) Το κέντρο του Spin(2n) είναι το Z/4 αν n περιττό.

(iii) Το κέντρο του Spin(2n) είναι το Z/2 ⊕ Z/2 αν n είναι άρτιος.

Απόδειξη. Έχουμε δειʆξει το πρωʆ το και εʆχουμε δει οʆ τι το κεʆντρο του Spin(2n) ειʆ‑
ναι το {1,−1, e1...e2n,−e1...e2n}. Επιʆσης, (e1...e2n)(e1...e2n) = (−1)n(2n+1) το
οποιʆο ειʆναι 1 να n ειʆναι αʆ ρτιος και−1 αν n ειʆναι περιττοʆ ς.
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Έχουμε ηʆ δη δει οʆ τι αν ei1...eir ∈ Spin(k) τοʆ τε ο r ειʆναι αʆ ρτιος. Σε αυτηʆ ν την
περιʆπτωση, εʆχουμε (ei1...eir)(ei1...eir)∗ = 1. Έτσι, αν x ∈ Spin(k), το x ειʆναι
γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς μιας βαʆ σης αʆ ρτιας ταʆ ξης και xx∗ = 1.

Ορισμός 5.18. Ορίζουμε ϕ : Ck−1 → Ck με τύπο ϕ(ei) = eiek, i = 1, ..., k− 1.

Ηϕ επεκτειʆνεται σεομομορφισμοʆ αλγεβρωʆ ν, αφουʆ (eiek)2 = −1και (eiek)(ejek) =
−(ejek)(eiek). Όντως, eiekejek = eiej και παρατηρουʆ με οʆ τι ϕ ειʆναι ισομορφι‑
σμοʆ ς της Ck−1 προς την αʆ ρτιας ταʆ ξης Ck.

Πρόταση 5.19. Οι ισομορφισμοί ψ : C → C1,ψ : H → C2,ψ : H ⊕ H → C3,ψ :
M2(H) → C4,ϕ ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) (ϕ(x))∗ = ϕ(x∗).

(ii) ψ(M∗) = (ψ(M))∗.

Απόδειξη. (ϕ(ei))∗ = (eiek)
∗ = (−ek)(−ei) = −eiek = ϕ(ei

∗). Για τιςC1,C2,C3,C4,
ελεʆγχουμε με τη μεʆθοδο των βασικωʆ ν πιναʆ κων, οʆ που:

M =

(
i 0
0 i

)
→ e1,M∗ =

(
−i 0
0 −i

)
→ −e1 = (ψ(M∗)),

μεʆσω της ψ. Ο εʆλεγχος ειʆναι προφανηʆ ς και ευʆ κολα αποδεικνυʆ εται οʆ τιM4(C) →
C5 μεʆσω τηςψ.

Θεώρημα 5.20. Έχουμε Sp(2) → M2(H) → C4 → C5, όπουM2(H) ∼= C4 μέσω
τηςψ και C4 → C5 μέσω της ϕ. SU(4) →M4(C) → C5 → C6, όπουM4(C) ∼= C5
μέσω τηςψ καιC5 → C6 μέσω τηςϕ. Τα παραπάνω δίνουν ισομορφισμό της Sp(2)
με την Spin(5) και της SU(4) με την Spin(6).

Απόδειξη. Οι Sp(2) και SU(4) περιεʆχουν τους πιʆνακες για τους οποιʆους ισχυʆ ει
MM∗ = I.

Άρα,ψ(MM∗) = ψ(M)ψ(M∗) = 1καιϕ(ψ(M))ϕ(ψ(M)∗) = ϕ(ψ(M))ϕ(ψ(M))∗.
Έχουμε οʆ τι οʆ λες οι αʆ ρτιας ταʆ ξης μοναʆ δες x με xx∗ = 1. Συνεπωʆ ς, Spin(5) ⊂
ϕ(ψ(Sp(2)) και Spin(6) ⊂ ϕ(ψ(SU(4)) καιϕ(ψ(Sp(2)) ειʆναι κλειστηʆ πολλαπλοʆ ‑
τητα διαʆ στασης 10 και Spin(5) ειʆναι επιʆσης κλεστηʆ πολλαπλοʆ τητα διαʆ στασης 10.
Άρα, Spin(5) = ϕ(ψ(Sp(2)). Όμοια, δυʆ ο πολλαπλοʆ τητες διαʆ στασης 15, η Spin(6)
και ϕ(ψ(SU(4)) ειʆναι ισοʆ μορφες.


