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Πρόλογος 
Στην παρούσα Πτυχιακή εργασία έγινε µία έρευνα σχετικά µε τα 

Martingales και τις εφαρµογές τους. Αρχικά, κάναµε µια επισκόπηση 
σε χρήσιµες έννοιες από την θεωρία Μέτρου και την θεωρία 
Πιθανοτήτων όπως, η σ-άλγεβρα, ο χώρος πιθανότητας και η 
δεσµευµένη µέση τιµή. 

Στη συνέχεια παρουσιάζεται η θεωρία των στοχαστικών 
διαδικασιών και αναλύεται η θεωρία των Μαρκοβιανών αλυσίδων 
πραγµατοποιώντας µια αναφορά στην ταξινόµηση καταστάσεων και 
στις αλυσίδες Markov σε συνεχή χρόνο. 

Κατόπιν, µελετάµε τις στοχαστικές ανελίξεις συνεχούς χρόνου, 
δίνοντας τον γενικό ορισµό τους και δύο παραδείγµατα όπως είναι η 
στοχαστική ανέλιξη Poisson και οι στοχαστικές ανελίξεις Γεννήσεως 
- Θανάτου. Παρουσιάζουµε την θεωρία της Κίνηση Brown και 
κάνουµε αναφορά σε κάποιες από τις παραλλαγές της. 

Στα δύο τελευταία κεφάλαια, µελετάµε την θεωρία των Martingales 
και τον τρόπο που κατατάσσονται σε Martingales διακριτού και 
συνεχούς χρόνου. Καταλήγουµε αναφέροντας κάποιες εφαρµογές 
που επιλύονται µε την βοήθεια των Martingales.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΧΡΗΣΙΜΕΣ 
ΕΝΝΟΙΕΣ 
1.1 σ-Άλγεβρα


Ορισµός 1.1.1 
Έστω  ένα τυχαίο σύνολο, όπου . Μια οικογένεια 
υποσυνόλων του , έστω A, καλείται σ-άλγεβρα στον  εάν 

i) A. 

ii) Εάν A τότε και  A. 
iii) Εάν { } τυχαία ακολουθία στην A τότε και A. 

Ορισµός 1.1.2 
Έστω ένα σύνολο . Εάν  είναι µια οικογένεια 
συναρτήσεων στο  µε τιµές στο , ονοµάζουµε σ-άλγεβρα 
παραγόµενη από τις συναρτήσεις  το σύνολο 

.   

Παράδειγµα 1.1.3 

Έστω . Η κλάση  όλων των υποσυνόλων του  είναι 
σ-άλγεβρα. Επίσης, η κλάση υποσυνόλων  είναι σ-άλγεβρα. 

Παράδειγµα 1.1.4 

Έστω  µε . Τότε η κλάση  είναι σ-
άλγεβρα. 

Ω Ω ≠ ∅
Ω Ω

Ω ∈
A ∈ Ac ∈
An, n ≥ 1

∞

⋃
n=1

An ∈

X {fi : i ∈ I}
X [−∞, ∞]

{fi : i ∈ I}
σ({fi : i ∈ I}) := σ(∪i∈Iσ( fi))

Ω ≠ ∅ P(Ω) Ω
{∅, Ω}

A ⊂ Ω A ≠ ∅ {∅, Ω, A, Ac}
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1.2 Μετρήσιμος Χώρος


Έστω  ένα σύνολο και A µια σ-άλγεβρα αποτελούµενη από 

υποσύνολα του . Το ζεύγος ( , A ) λέγεται µετρήσιµος χώρος. 

1.3 Μέτρο Πιθανότητας


Έστω  και A µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του . Η µη-

αρνητική συνολοσυνάρτηση  A  λέγεται πιθανότητα ή 
µέτρο πιθανότητας εάν: 

i)     
ii) Για κάθε ακολουθία { } στην A µε , 

: . 

1.4 Χώρος πιθανότητας


Τα στοιχεία της A λέγοντα ενδεχόµενα και η τριάδα  A,  
λέγεται χώρος πιθανότητας. 

Ω
Ω Ω

Ω ≠ ∅ Ω
P : → [0,1]

P(Ω) = 1
An, n ≥ 1 Ai ∩ Aj = ∅

∀i ≠ j P(
∞

⋃
n=1

An) =
∞

∑
n=1

P(An)

(Ω, P)
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1.5 Τυχαίες Μεταβλητές


Κάθε συνάρτηση η οποία απεικονίζει το σύνολο των δυνατών 
αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης στο σύνολο των 
πραγµατικών αριθµών ονοµάζεται τυχαία µεταβλητή. 

Ορισµός 1.5.1: 

Έστω  ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Μία 
πραγµατική συνάρτηση ℝ λέγεται τυχαία µεταβλητή εάν 
για κάθε διάστηµα ℝ το σύνολο { } είναι 
ενδεχόµενο του . 

Μια τυχαία µεταβλητή ℝ αντιστοιχεί το δειγµατικό χώρο  
σε ένα υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών ℝ. Το 
σύνολο αυτό είναι το { ℝ  για κάποιο } και 
ονοµάζεται πεδίο τιµών ή σύνολο τιµών  της τυχαίας µεταβλητής . 

Μια τυχαία µεταβλητή καλείται διακριτή εάν το πεδίο τιµών της είναι 
πεπερασµένο ή το πολύ απείρως αριθµήσιµο. Το σύνολο τιµών της 
έχει τότε την µορφή:  { } ή    
{ }. 

Μια τυχαία µεταβλητή καλείται συνεχής, εάν υπάρχει µία µη-
αρνητική συνάρτηση   τέτοια ώστε για κάθε 
υποσύνολο  του συνόλου  των πραγµατικών αριθµών, το οποίο 
µπορεί να γραφεί ως ένωση ενός πεπερασµένου ή απείρως 
αριθµήσιµου πλήθους διαστηµάτων, ισχύει ότι 

. Όπου η συνάρτηση   καλείται 

συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής . 

Ω
X : Ω →

I ⊆ ω ∈ Ω |X(ω) ∈ I
Ω

X : Ω → Ω

x ∈ : X(ω) = x ω ∈ Ω
X

Sx = ℝx = x1, x2, . . . Sx = ℝx=
x1, x2, . . . , xN

fx : ℝ → [0,∞)
B ℝ

P(X ∈ B) = ∫B
fx(t)dt, t ∈ ℝ fx

X
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1.6 Μέση τιμή (Αναμενόμενη τιμή)


Ορισµός 1.6.1: 

Έστω  µια διακριτή τυχαία µεταβλητή. Τότε, η Μέση 
τιµή της  που συµβολίζεται µε µ ή ( )  είναι ο αριθµός  

, 

όπου  η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής .  

Ορισµός 1.6.2: 

Έστω  µια συνεχής τυχαία µεταβλητή. Τότε, η µέση τιµή 
ορίζεται από τη σχέση 

, 

όπου  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 
µεταβλητής . 

Ιδιότητες: 

Έστω , 

(i)  . 

(ii)  . 

(iii)  Έστω  τυχαίες µεταβλητές, είναι 
. 

X : Ω → ℝx
X E X

E(X ) =
k

∑
i=1

xi fX(xi)

f (xi) X

X : Ω → ℝ

E(X ) = ∫
+∞

−∞
xfX(x)dx

f (x)
X

a ∈ ℝ

E(aX ) = aE(X )

E(X + a) = E(X ) + a

X1, X2, . . . , Xn
E(X1 + X2 + . . . + Xn) = E(X1) + E(X2) + . . . + E(Xn)
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1.7 Δεσμευμένη Μέση Τιμή


Ορισµός 1.7.1: 

Η δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ.  δεδοµένης της τ.µ. ,  η οποία 
συµβολίζεται ως , ορίζεται από την σχέση: 

, εάν X,Y  συνεχείς τ.µ. 

, εάν X,Y διακριτές τ.µ. 

Ορισµός 1.7.2: 

Δεσµευµένη µέση τιµή της τ.µ.  στον χώρο πιθανότητας 
 A,  µε , ως προς τη σ-άλγεβρα G, ονοµάζεται 

οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή  ικανοποιεί τις 
παρακάτω ιδιότητες: 

(i)  Η  είναι G-µετρήσιµη.  
(ii)  Ισχύει  

  ,                  

για κάθε G. 
Σύµφωνα µε τον ορισµό παραπάνω, ο υπολογισµός 
ολοκληρωµάτων της τ.µ.  σε σύνολα της υποάλγεβρας G µπορεί 
να πραγµατοποιηθεί από την . Η τ.µ.  µπορεί να είναι αρκετά 
περίπλοκη συνάρτηση, ενώ η  είναι ένα απλούστερο αντικείµενο 
και κάνει την ίδια δουλειά.  

X Y
E(X |Y )

E(X |Y ) = ∫
∞

−∞
xfX|Y(x |y)dx

E(X |Y ) =
∞

∑
i=0

xi fX|Y(xi |yj)

X : Ω → ℝ
(Ω, P) E(X ) < ∞

Y : Ω → ℝ

Y

∫B
XdP = ∫B

YdP

B ∈

X
Y X
Y
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Πρόταση 1.7.3 (Ύπαρξη και µοναδικότητα) 

(i)  Μια δεσµευµένη µέση τιµή  της  ως προς την G υπάρχει. 
(ii)  Για οποιαδήποτε δεσµευµένη τιµή  της  ως προς την G 

ισχύει . 
(iii)  Εάν  είναι δύο δεσµευµένες µέσες τιµές της  ως προς την 

G, τότε . 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

Έστω  A,  και  G  A σ-άλγεβρα. Ισχύουν τα εξής: 

i) G . 
ii) Εάν η  είναι G - µετρήσιµη, τότε G .  
iii) Εάν η  είναι ανεξάρτητη από την G, τότε G .  

Απόδειξη: 
i) Προκύπτει θέτοντας  στην (ii) του ορισµού 1.6.2. 
ii) Η  ικανοποιεί τις δύο απαιτήσεις του ορισµού 1.6.2. 
iii) Η σταθερή συνάρτηση  είναι G - µετρήσιµη και για G 

έχουµε 

.  

Y X
Y X

E(Y ) ≤ E(X ) < ∞
Y, Y′ X

P(Y = Y′ ) = 1

X ∈ L1(Ω, P) ⊂
E(E(X | ) = E(X )

X E(X | ) = X
X E(X | ) = E(X )

B = Ω
X

E(X ) F ∈

∫F
XdP = E(1FX ) = E(1F)E(X ) = P(F )E(X ) = ∫F

E(X )dP
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Παράδειγµα 1.7.4 

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας µιας διδιάστατης διακριτής 
διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής  δίνεται από τον τύπο 

,    και . Να υπολογιστούν 

και να συγκριθούν: 

1)  . 

2)  . 

Απάντηση 

1)  . Όµως,   

και  

Εποµένως,    και 

  

Άρα, . 

    

(X, Y )
p(x, y) =

1
15

(x + y) x = 0,1,2 y = 1,2

E(X |Y = 1)

E(Y |X = 1)

E(X |Y = 1) =
2

∑
x=0

xpX|Y(x |1) pX|Y(x |y) =
p(x, y)
pY(y)

pY(y) =
2

∑
x=0

p(x, y) =
1
5

y +
1
5

pX|Y(x |y) =
1
3

(x + y)
y + 1

pX|Y(x |1) =
p(x,1)
pY(1)

=
x + 1

6

E(X |Y = 1) =
2

∑
x=0

x(
x + 1

6
) =

8
6
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2). . Όµως,   

και  . 

Εποµένως,    και . 

Άρα,  

Συνεπώς,  . 

Γεωµετρική ερµηνεία δεσµευµένης Μέσης Τιµής 

Θα παρουσιάσουµε, χωρίς απόδειξη, την γεωµετρική ερµηνεία που 
έχει η δεσµευµένη µέση τιµή. Ο αναγνώστης που επιθυµεί 
περισσότερη ανάλυση µπορεί να ανατρέξει στην σχετική 
βιβλιογραφία (Δ. Χελιώτης, Εισαγωγή στον Στοχαστικό Λογισµό, 
Εκδόσεις Κάλλιπος, 2020) 

   

Η απεικόνιση  µε , όπου 
 εφοδιασµένο µε το εσωτερικό γινόµενο 

 είναι χώρος Hilbert.                           

Ο  είναι υπόχωρος του  και µάλιστα κλειστός. 
Η δεσµευµένη µέση τιµή, η ,  είναι η ορθογώνια προβολή στον 
υπόχωρο . 

E(X = 1) = ∑ ypY|X(y |1) pY|X(y |x) =
p(x, y)
pX(x)

pX(x) =
2

∑
y=1

p(x, y) =
1
15

(2x + 3)

pY|X(y |x) =
x + y

2x + 3
pY|X(y |1) =

1 + y
5

E(Y |X = 1) =
2

∑
y=1

y
1 + y

5
=

8
5

E(Y |X = 1) > E(X |Y = 1)

T : H → H0 T(X ) = E(X |G)
H := L2(Ω, A, P)
(X, Y ) → E(XY ) = ∫ XYdP

H0 := L2(Ω, G, P) H
T(X )

H0
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1.8 Διήθηση


Ορισµός 1.8.1  
Έστω ένας χώρος πιθανότητας  A, . Διήθηση σε αυτόν τον 

χώρο λέγεται µια αύξουσα ακολουθία  σ-αλγεβρών, η 

καθεµία από τις οποίες είναι υποσύνολο της A. Δηλαδή, έχουµε 

 A για κάθε .  

Ορισµός 1.8.2 
Μια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών  στον  λέγεται 
προσαρµοσµένη στη διήθηση  εάν για κάθε  η  
είναι -µετρήσιµη.   

(Ω, P)
(𝒜n)n≥0

𝒜1 ⊂ 𝒜2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝒜n⊂ n ≥ 0

(Xn)n≥0 Ω
(𝒜n)n≥0 n ≥ 0 Xn

An

20

Η δεσμευμένη μέση τιμή ως προβολή. Ο περιβάλλων χώρος είναι ο H και ο 
υπόχωρος H0 παριστάνεται από ένα επίπεδο. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 
2.1 Εισαγωγή


Η θεωρία των στοχαστικών ανελίξεων αναπτύχθηκε µε τη µελέτη 
διαφόρων φυσικών φαινοµένων, όπως η Κίνηση Brown που κάνει 
ένα σωµατίδιο µέσα σε ένα υγρό ή αέριο κάτω από ορισµένες 
συνθήκες και πολλά άλλα. Βρίσκουν εφαρµογή και στην επιστήµη 
της Βιολογίας αλλά και σε εκείνη της Οικονοµίας. Έχει διατυπωθεί η 
άποψη (Χρυσαφίνου, 2012) ότι οι στοχαστικές ανελίξεις έχουν 
εφαρµογές σε όλες τις επιστήµες επειδή περιγράφουν φαινόµενα 
που εξαρτώνται από τον χρόνο ή τον χώρο. Σε αυτό το κεφάλαιο 
γίνεται µια αναφορά στον ορισµό τους και στις κατηγορίες τους.   

2.2 Στοχαστικές Διαδικασίες


Ορισµός 2.2.1: 

Στοχαστική διαδικασία ή ανέλιξη ονοµάζεται µια οικογένεια τυχαίων 
µεταβλητών  πάνω σε ένα χώρο πιθανότητας  A, . Το 

 συνήθως καλείται χρόνος και η  αναφέρεται ως η κατάσταση 
της διαδικασίας στον χρόνο . Το σύνολο τιµών της 
συµβολίζεται µε  και ονοµάζεται χώρος καταστάσεων, ενώ το 
σύνολο  καλείται παραµετρικός χώρος. 

Αναλόγως της µορφής της οποίας µπορεί να έχει ο παραµετρικός 
χώρος , οι στοχαστικές διαδικασίες χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: 

{Xt}t∈T (Ω, P)
t X(t)

t {Xt}t∈T
I

T

T
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• Εάν το σύνολο  είναι πεπερασµένο της µορφής                     
{ } ή της µορφής ( ), τότε η 

συλλογή τ.µ.  καλείται στοχαστική διαδικασία διακριτού 
χρόνου. 

• Εάν το σύνολο  είναι ή (απείρως) αριθµήσιµο της µορφής  
, τότε η συλλογή τ.µ.  καλείται στοχαστική 

διαδικασία σε συνεχή χρόνο.    

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

- Μία στοχαστική διαδικασία  έχει ανεξάρτητες 
προσαυξήσεις εάν για κάθε  και για όλα τα τυχαία 

, οι προσαυξήσεις 
 είναι ανεξάρτητες. 

- Μία στοχαστική διαδικασία  έχει στάσιµες ή χρονικά 
οµογενείς προσαυξήσεις εάν οι προσαυξήσεις  και 

 είναι ισόνοµες, για κάθε  και 
.  

2.3 Αλυσίδες Markov


Η αλυσίδα Μάρκοφ, ή µαρκοβιανή αλυσίδα, που πήρε το όνοµα της 
από τον Ρώσο µαθηµατικό Αντρέι Μάρκοφ, είναι ένα µαθηµατικό 
σύστηµα το οποίο µεταβάλλεται από µια κατάσταση σε µια άλλη, 
ανάµεσα σε ένα πεπερασµένο αριθµό καταστάσεων. Είναι µια 
τυχαία διαδικασία που δεν διατηρεί µνήµη για τις µεταβολές που 
έχουν πραγµατοποιηθεί. « Το µέλλον είναι ανεξάρτητο από το 
παρελθόν δεδοµένου του παρόντος ». 

T
T = 0, ± 1, ± 2,... T = 0,1,2,...

{Xt}t∈T

T
T = [0, + ∞) {Xt}t∈T

{X(t), t ≥ 0}
ν > 2

t1 < t2 < ⋅ ⋅ ⋅ < tν
X(t2) − X(t1), . . . , X(tν) − X(tν−1)

{X(t), t ≥ 0}
X(t) − X(s)

X(t + h) − X(s + h) h > 0
0 ≤ s < t

22



Ορισµός 2.3.1: 

Μια στοχαστική ανέλιξη  ονοµάζεται Μαρκοβιανή εάν 
ισχύει η σχέση: 

 
για κάθε επιλογή  και κάθε        

 

Ορισµός 2.3.2: 

Μια στοχαστική ανέλιξη  που ικανοποιεί την 
Μαρκοβιανή ιδιότητα και έχει διακριτό χώρο καταστάσεων, 
ονοµάζεται αλυσίδα Markov ή Μαρκοβιανή αλυσίδα. 

Μια στοχαστική ανέλιξη  µε Μαρκοβιανή ιδιότητα 
µπορεί να ταξινοµηθεί µε βάση το παραµετρικό χώρο  και το χώρο 
καταστάσεων  ως εξής: 
 

{X(t), t ∈ T}

P(X(tν) ≤ xν |X(tν−1) = xν−1, . . . , X(t1) = x1) = P(X(tν) ≤ xν |X(tν−1) = xν−1),
t1 < t2 < ⋯ < tν ∈ T x1, . . . , xν ∈ I,

ν > 2

{X(t), t ∈ T}

{X(t), t ∈ T}
T

I

Διακριτός Συνεχής
Διακριτός Αλυσίδες Markov σε 

Διακριτό χρόνο
Στοχαστική ανέλιξη 
Markov σε Διακριτό 
χρόνο

Συνεχής Αλυσίδες Markov σε 
Συνεχή χρόνο

Στοχαστική ανέλιξη 
Markov σε Συνεχή 
χρόνο

Παραμετρικός χώρος T Χώρος καταστάσεων I
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2.4 Αλυσίδες Markov σε Διακριτό χρόνο 

Έστω µια αλυσίδα Markov σε Διακριτό χρόνο. Δηλαδή, µια 
στοχαστική ανέλιξη  η οποία ικανοποιεί την 
Μαρκοβιανή ιδιότητα, έχει διακριτό χώρο καταστάσεων  και 
διακριτό παραµετρικό χώρο .  
Για τις Μαρκοβιανές αλυσίδες σε Διακριτό χρόνο συνήθως 
θεωρούµε ως παραµετρικό χώρο το  και 
χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό  

Με  δηλώνεται ότι η στοχαστική ανέλιξη βρίσκεται στην κ-
κατάσταση την χρονική στιγµή ν. 

• Η πιθανότητα: 

 , 

καλείται πιθανότητα µετάβασης πρώτης τάξης από την                    
-κατάσταση στην -κατάσταση. Δηλώνει, δηλαδή, την πιθανότητα η 
µελλοντική κατάσταση  να είναι η   δοθέντος ότι η τωρινή 
κατάσταση  είναι η . Εάν ισχύει ότι 

    , 

τότε η αλυσίδα καλείται Οµογενής ή Μαρκοβιανή αλυσίδα µε 
στάσιµες πιθανότητες µετάβασης. 

Η συλλογή  ονοµάζεται πίνακας 
πιθανοτήτων µετάβασης πρώτης τάξης και είναι: 

{X(t), t ∈ T}
I

T

T = {0,1,2,...}
Xν = X(ν), ν = 0,1,…

Xν = κ

pij(ν, ν + 1) = P(Xν+1 = j |Xν = i)

i
j

Xν+1 j
Xν i

pij(ν, ν + 1) = pij ∀ν = 0,1,2,…

P = {pij(ν, ν + 1)}i, j∈I
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Τα στοιχεία του πίνακα έχουν τις εξής ιδιότητες: 

,    

,    

• Η πιθανότητα: 
,    

καλείται πιθανότητα µετάβασης ν-οστής τάξης από την -κατάσταση 
στην -κατάσταση ύστερα από ν-µεταβάσεις. 

Εάν η αλυσίδα είναι οµογενής, τότε γράφουµε: 
,   . 

Συµβολίζουµε τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης ν-οστής τάξης µε 
, ο οποίος στην περίπτωση που ο χώρος καταστάσεων είναι  

 είναι 

P =

p00 p01 p02 ⋯ p0i ⋯
p10 p11 p12 ⋯ p1i ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

pi0 pi1 pi2 ⋯ pii ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

pij ≥ 0 ∀i, j = 0,1,…

∑
j∈I

pij = 1 i = 0,1,…

pij(m, m + ν) = P(Xm+ν = j |Xm = i) ν, m ≥ 0,
i

j

pij(ν) = P(Xν+m = j |Xm = i) m = 0,1,…, ν ≥ 1

P(ν)

I = {0,1,…}
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Και η πιθανότητα: 

,   ,    

καλείται απόλυτη πιθανότητα [4]. 

Ο υπολογισµός των πιθανοτήτων  γίνεται ευκολότερη 
κάνοντας χρήση των εξισώσεων Chapman-Kolmogorov. Πρόκειται 
για εξισώσεις οι οποίες µας επιτρέπουν να εκφράσουµε τις 
πιθανότητες µετάβασης ν-οστής τάξης συναρτήσει των πιθανοτήτων 
µετάβασης πρώτης τάξης.  

Θεώρηµα: 
Για κάθε  και κάθε ζεύγος καταστάσεων , ισχύει η 
σχέση: 

   .         

Απόδειξη: 

΄Εστω τα ενδεχόµενα:  
                               . 

P(ν) =

p00(ν) p01(ν) p02(ν) ⋯ p0i(ν) ⋯
p10(ν) p11(ν) p12(ν) ⋯ p1i(ν) ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
pi0(ν) pi1(ν) pi2(ν) ⋯ pii(ν) ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

pk(ν) = P(Xν = k) k ∈ I ν ≥ 1,

pij(ν)

m < r < ν (i, j)

pij(m, ν) = ∑
k∈I

pik(m, r)pkj(r, ν)

A : Xν = j, B : Xm = i, Ak : Xr = k
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Είναι 

 

Για οµογενείς αλυσίδες: 

 

 

. 

Παρατηρούµε ότι, εάν  ο πίνακας πιθανοτήτων 
µετάβασης ν-οστής τάξης, τότε: 

, , . 

Ισχύει, δηλαδή, γενικά ότι ο πίνακας  µπορεί να υπολογιστεί µε 
τον πολλαπλασιασµό του πίνακα  ν-φορές µε τον εαυτό του. 

,    

pij(m, ν) = P(Xν = j |Xm = i) = P(A |B) =
P(AB)
P(B)

=

∑k∈I P(Ak |B)

P(B)
= ∑

k∈I

P(Ak) |B)P(A |Ak) =

∑
k∈I

pik(m, r)pkj(r, ν)

pij(2) = ∑
k∈I

pik pkj

pij(ν) = ∑
k∈I

pik pkj(ν − 1)

pij(m + ν) = ∑
k∈I

pik(m)pkj(ν)

P(ν) = (pij(ν))

P(2) = P ⋅ P P(ν) = P ⋅ P(ν−1) P(m+ν) = P(m) ⋅ P(ν)

P(ν)

P

P(ν) = Pν ν = 1,2,…
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2.5 Ταξινόμηση καταστάσεων


Ορισµός 2.5.1: 

Έστω µια Μαρκοβιανή αλυσίδα  µε χώρο 
καταστάσεων . Μια κατάσταση   καλείται προσιτή από την 
κατάσταση , εάν  για κάποιο  και συµβολίζεται 

. Εάν και η   κάνει προσιτή την  ( ) τότε οι καταστάσεις 
 επικοινωνούν και συµβολίζεται . Η επικοινωνία είναι µια 

σχέση ισοδυναµίας. 

Το σύνολο των καταστάσεων µιας αλυσίδας  διαµερίζεται σε 
κλάσεις ισοδυναµίας. 

, 

Όπου , .    
Μια κατάσταση που ανήκει στην  είναι δυνατό να κάνει προσιτή 
µια κατάσταση η οποία ανήκει στην , όµως όχι αντίστροφα, διότι 
αυτό θα σήµαινε πως οι δύο αυτές καταστάσεις ανήκουν στην ίδια 
κλάση ισοδυναµίας. 

Ορισµός 2.5.2: 

Μια αλυσίδα  Markov καλείται απλή ή ανάγωγη εάν , 
. Δηλαδή, εάν όλες οι καταστάσεις ανήκουν σε µια κλάση 

ισοδυναµίας. 

Ορισµός 2.5.3: 

Μια κλάση ισοδυναµίας  καλείται κλειστή ή κλειστό σύστηµα 
καταστάσεων εάν 

, , , . 

{Xν, ν = 0,1,2,…}
I j ∈ I

i ∈ I pij(ν) > 0 ν ≥ 0
i → j j i j → i
i, j i ↔ j

I

I = C1 ∪ C2 ∪ ⋯ ∪ Cr ∪ ⋯

CiCj = ∅ i ≠ j
Ci

Cj

i ↔ j
∀i, j ∈ I

K

pij(ν) = 0 ∀i ∈ K j ∉ K ν ≥ 1
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Ορισµός 2.5.4: 

Εάν  και  κλειστό σύστηµα καταστάσεων, τότε η 
κατάσταση  λέγεται κατάσταση απορρόφησης.  
   
Επαναληπτικότητα αλυσίδας Markov 

Έστω µια αλυσίδα Markov  µε χώρο καταστάσεων . Η 
πιθανότητα: 

,  
καλείται πιθανότητα πρώτης επανόδου στην κατάσταση   µετά από 
ακριβώς  βήµατα. Η πιθανότητα: 

. 

καλείται πιθανότητα να γυρίσει κάποτε το σύστηµα στην κατάσταση 
.  

Ορισµός 2.5.5: 

α) Εάν , τότε η   καλείται έµµονη ή επαναληπτική. 
β) Εάν , τότε η   καλείται µεταβατική. 
Στην α) περίπτωση, έχουµε ότι µε πιθανότητα 1 το σύστηµα 
ξεκινώντας από την κατάσταση, επιστρέφει στην  τουλάχιστον 
µια φορά και οι  ορίζουν την κατανοµή του 
χρόνου πρώτης επανόδου. 

Το µέγεθος  είναι ο µέσος χρόνος επανόδου στην 

κατάσταση.  

K = {i} K
i

{Xν, ν ≥ 1} I

fj(ν) = P(Xν = j, Xr ≠ j, r = 1,…, n − 1 |X0 = j) j ∈ I,
j

n

fj =
∞

∑
ν=1

fj(ν)

j

fj = 1 j
fj < 1 j

j− j
{fj(ν), ν = 1,2,…}

μj =
∞

∑
ν=1

νfj(ν) j−
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Ορισµός 2.5.6: 

α) Εάν , τότε η   καλείται θετική. 
β) Εάν , τότε η   καλείται µηδενική. 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση µεταβατικής κατάστασης έχουµε 
. 

Ορισµός 2.5.7: 

Περίοδος, έστω , µιας κατάστασης  είναι ο µέγιστος κοινός 
διαιρέτης των ακέραιων  για τους οποίους 

. 
Στην περίπτωση που , η   καλείται απεριοδική. 

Ορισµός 2.5.8:  

Μια κατάσταση   η οποία είναι έµµονη, θετική και απεριοδική 
λέγεται εργοδική. 

Ορισµός 2.5.9: 

Μια συνάρτηση πιθανότητας  καλείται στάσιµη για 
µια αλυσίδα Markov µε πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης πρώτης 
τάξης  και  εάν ισχύει η σχέση 

 ,   . 

μj < ∞ j
μj = ∞ j

μj = ∞

d( j) j ∈ I
ν ≥ 1

pjj(ν) > 0
d( j) = 1 j

j

{uj, j = 0,1,…}

P = (pij) I = {0,1,…}

uj =
∞

∑
i=0

ui pij i, j ∈ I
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2.6 Αλυσίδες Markov σε συνεχή χρόνο


Αναφερόµαστε στην περίπτωση όπου ο παραµετρικός χώρος είναι 
της µορφής  και ο χώρος καταστάσεων ℝ. Είναι 
στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες αλλάζουν κατάσταση σε τυχαίους 
χρόνους, όπως για παράδειγµα οι τηλεφωνικές κλήσεις στο κινητό 
τηλέφωνο ή οι φορείς που µεταδίδουν µια ασθένεια. 

Ορισµός 2.6.1: 

Μια στοχαστική ανέλιξη  σε συνεχή χρόνο και χώρο 
καταστάσεων  λέγεται Μαρκοβιανή ή στοχαστική 
ανέλιξη Markov εάν: 

  και , 

    

Οι πιθανότητες ,   και 
 καλούνται πιθανότητες µετάβασης και ικανοποιούν τις 

εξισώσεις Chapman - Kolmogorov. 

,   . 

Η απόδειξη είναι ίδια όπως και για τις αλυσίδες σε διακριτό χρόνο. 
Λόγω της Μαρκοβιανής ιδιότητας έχουµε: 

 

             

                     

                           

T = [0,∞) I ⫅

{(X(t), t ≥ 0}
I = {0,1,2,…}

∀ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tν j1, …jν ∈ I

P[X(tν)) = jν |X(tν−1) = jν−1, …, X(t1) = j1] = P[X(tν) = jν |X(tν−1 = jν−1] .

pij(s, t) = P[X(t) = j |X(s) = i] ∀0 ≤ s < t
i, j ∈ I

pij(s, t) =
∞

∑
k=0

pik(s, u)pkj(u, t) 0 ≤ s < u < t

pij(s, t) = P(X(t) = j |X(s) = i)

=
P(X(t) = j, X(s) = i)

P(X(s) = i)

=
∑∞

k=0 P(X(t) = j, X(u) = k, X(s) = i)

P(X(s) = i)
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     . 

Ο πίνακας µετάβασης ορίζεται από τις πιθανότητες: 

,   για     

Η στοχαστική ανέλιξη  καλείται οµογενής και συνήθως 
αναφέρουµε ότι έχει στάσιµες πιθανότητες µετάβασης εάν 

,   ,    

Δηλαδή, η πιθανότητα µετάβασης εξαρτάται από το χρονικό 
διάστηµα που µεσολαβεί έως ότου γίνει η µετάβαση από µία 
κατάσταση σε µια άλλη και όχι πότε έγινε. 

=
∞

∑
k=0

P(X(t) = j |X(u) = k, X(s) = i)P(X(u) = k |X(s) = i)

=
∞

∑
k=0

pik(s, u)pkj(u, t)

pij(s, t) = P(X(t) = j |X(s) = i) s ≤ t

{X(t), t ≥ 0}

pij(s, t) = P(X(t) = j |X(s) = i) = pij(0,t − s) ∀t s ≥ 0
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
ΑΝΕΛΙΞΕΙΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΧΡΟΝΟΥ 

3.1 Γενικός Ορισμός


Έστω (S,F) ένας µετρήσιµος χώρος. Δηλαδή το S είναι ένα σύνολο 
και F είναι µια σ-άλγεβρα στο S. 

Στοχαστική ανέλιξη µε τιµές στον S λέµε µια οικογένεια τυχαίων 
µεταβλητών  που ορίζονται σε κοινό χώρο πιθανότητας 

 A,  και παίρνουν τιµές στο S. Το  είναι ένα αυθαίρετο 

σύνολο δεικτών, αλλά συνήθως είναι το   ή το  και τότε 
ερµηνεύουµε το  ως χρόνο και το  ως την τιµή ενός µεγέθους τη 
χρονική στιγµή . Για σταθερό , η συνάρτηση  
λέγεται µονοπάτι ή τροχιά της ανέλιξης. 

Παράδειγµα 3.1.1 

Έστω . Υπάρχει χώρος πιθανότητας  A,  και 

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές   ορισµένες σε αυτόν ώστε 
 η  να παίρνει τις τιµές  και , καθεµία µε πιθανότητα 

. Πρακτικά, κάθε χρονική στιγµή  ρίχνουµε ένα αµερόληπτο 

νόµισµα και θέτουµε  εάν έρθει Γράµµατα,  εάν 
έρθει Κεφαλή. Με πιθανότητα , ο µονοπάτι της ανέλιξης είναι µια 
συνάρτηση που ταλαντώνεται συνεχώς (καθώς το t µεταβάλλεται) 
ανάµεσα στις τιµές  και . 

Μια ανέλιξη µπορεί να εκφραστεί από την απεικόνιση: 

{X(t), t ∈ I}
(Ω, P) I

[0,∞) (s, t)
t Xt

t ω ∈ Ω t → Xt(ω)

I = [0,∞) (Ω, P)
(Xt)t≥0

∀t ≥ 0 Xt −1 1
1
2

t ≥ 0

Xt = − 1 Xt = 1
1

−1 1
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,  

µε  και ως απεικόνιση 

,  

µε  να είναι συνάρτηση µε τιµές . Ο  
εφοδιάζεται µε τη σ-άλγεβρα γινόµενο και ως προς αυτήν η  είναι 
τυχαία µεταβλητή.  

Η σ-άλγεβρα γινόµενο είναι αυτή που παράγεται από κάθε σύνολο 
της µορφής  µε A για κάθε  και µε 

. 

Ορισµός 3.1.2: 

Κατανοµή της ανέλιξης  λέµε την κατανοµή της τυχαίας 
µεταβλητής , δηλαδή το µέτρο πιθανότητας  
για κάθε  στη σ-άλγεβρα γινόµενο. 

3.2 Στοχαστική Ανέλιξη Poisson


Η στοχαστική ανέλιξη Poisson είναι ένα πολύ καλό 
πιθανοθεωρητικό µοντέλο για τυχαία φαινόµενα που συµβαίνουν σε  
ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ή χωρίο και είναι η πιο απλή 
Μαρκοβιανή αλυσίδα. Εάν ο χρόνος ή ο χώρος είναι συγκεκριµένος, 
τότε η µελέτη έγκειται σε µια τυχαία µεταβλητή. Παρακολουθώντας 
τα φαινόµενα στο χρόνο και στο χώρο έχουµε να µελετήσουµε την 
ανέλιξή τους, µία διαδικασία η οποία παράγει ακολουθία τυχαίων 
µεταβλητών. Η στοχαστική ανέλιξη Poisson απαριθµεί γεγονότα 
που συµβαίνουν µε κάποια τυχαιότητα στο χρόνο ή στο χώρο, για 
αυτό και είναι απαριθµήτρια στοχαστική ανέλιξη. Χρησιµοποιώντας 

X : I × Ω → S

X(t, ω) = Xt(ω)

X̂ : Ω → SI

X̂(ω) X̂(ω)(t) = X(t, ω) SI

X̂

Πi∈I Ai AI ∈ i ∈ I
{i ∈ I : Ai ≠ S}

X
X̂ PX(A) = P(X̂ ∈ A)

A ⊂ SI
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την στοχαστική ανέλιξη Poisson µελετώνται ενδεικτικά, 
δυστυχήµατα, πελάτες που φθάνουν σε ένα κέντρο εξυπηρέτησης, 
τηλεφωνήµατα που γίνονται σε ένα τηλεφωνικό κέντρο, σωµατίδια 
που εκπέµπονται από ραδιενεργό πηγή. 

Ορισµός 3.2.1: 
Απαριθµήτριες στοχαστικές ανελίξεις , καλούνται οι 
ανελίξεις στις οποίες η  εκφράζει το πλήθος κάποιων γεγονότων 
που έχουν συµβεί µέχρι και το χρόνο . 

Ορισµός 3.2.2: 

Μια στοχαστική ανέλιξη  καλείται ανέλιξη Poisson µε 
παράµετρο  εάν είναι απαριθµήτρια διαδικασία και επιπλέον 
ικανοποιεί: 

I)  

II) Έχει ανεξάρτητες και χρονικά οµογενείς προσαυξήσεις. 

III) Για κάθε  η τυχαία µεταβλητή  είναι 
Poisson µε παράµετρο , . Δηλαδή, 

  

 ,  

Η τελευταία συνθήκη µπορεί να αντικατασταθεί από την ( ΙΙΙ΄ ): 

,  πολύ µικρό 

 

Όπου  

{Xt, t ≥ 0}
Xt

t

{X(t), t ≥ 0}
λ > 0

X(0) = 0

0 ≤ s < t X(t) − X(s)
λ(t − s) λ > 0

P(X(t) − X(s) = k) = e−λ(t−s) [λ(t − s)]k

k!
k = 0,1,…

P(X(t + h) − X(t) = 1) = λh + o(h) h > 0

P(X(t + h) − X(t) = 0) = 1 − λh + o(h)

o(h) : lim
h→ 0

o(h)
h
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Από τις δύο παραπάνω σχέσεις έχουµε ότι: 

,  

Οι δύο τελευταίες συνθήκες είναι ισοδύναµες. 

Η στοχαστική ανέλιξη Poisson, όπως αναφέρθηκε, συνήθως 
απαριθµεί γεγονότα που συµβαίνουν σε χρόνο . Για αυτό το λόγο 
καλείται και Απαριθµήτρια. 

Σε µια στοχαστική ανέλιξη Poisson, πέρα από την κατανοµή της 
, µας ενδιαφέρουν και οι εξής τυχαίες µεταβλητές οι 

οποίες σχετίζονται µε αυτήν: 

: Χρόνος αναµονής έως την πραγµατοποίηση του ν-οστού 
γεγονότος,   

: Ο ενδιάµεσος χρόνος µεταξύ του (ν-1)-οστού και ν-οστού 
γεγονότος,  

Οι παραπάνω µεταβλητές συνδέονται µε τις εξής σχέσεις: 

                                 

,      

µε . 

Πρόταση 3.2.3: 

Οι ενδιάµεσοι χρόνοι  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες 
τυχαίες µεταβλητές µε κοινή κατανοµή την εκθετική µε παράµετρο  
(την παράµετρο της αντίστοιχης Poisson). 

Απόδειξη: 

Έστω   ο χρόνος του πρώτου γεγονότος µε: 

.  

P(C(t + h) − X(t) = k) = o(h) k = 2,3,…

t

{X(t), t ≥ 0}

Wv
ν = 1,2,…

Tν
ν = 1,2,…

Wν = T1 + T2 + … + Tν

Tν = Wν − Wν−1 ν = 1,2,…

W0 = 0

T1, T2, …, Tν
λ

T1 ≥ t

P(T1 ≥ t) = P(X(t)) = 0 = e−λt
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Η  έχει µέση τιµή . Εάν πάρουµε την κατανοµή της  θα είναι: 

δεν συµβαίνει κανένα γεγονός στο                                                                            
 .          

Εποµένως, η  είναι ανεξάρτητη της  και η κάθε µία ακολουθεί 
την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο . Οµοίως, για  και 

  ισχύει: 

                          

        

                                                                     

Εποµένως, η  είναι ανεξάρτητη των  και ακολουθεί 
την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο . 

3.3 Στοχαστικές Ανελίξεις Γεννήσεως-Θανάτου


Μια γενίκευση της διαδικασίας Poisson είναι οι Στοχαστικές Ανελίξεις 
Γεννήσεως-Θανάτου. Είναι µια Μαρκοβιανή αλυσίδα σε συνεχή 
χρόνο  όπου η τυχαία µεταβλητή  αναπαριστά το 
µέγεθος ενός πληθυσµού τη χρονική στιγµή . Χρησιµοποιούνται για 
την µελέτη βιολογικών πληθυσµών όπως και συστηµάτων όπου 
υπάρχει χρόνος αναµονής πελατών. 

Ορισµός 2.6.1: 

Μία στοχαστική ανέλιξη  σε συνεχή χρόνο και µε χώρο 
καταστάσεων  καλείται Γεννήσεως-Θανάτου εάν έχει 
στάσιµες πιθανότητες µετάβασης 

T1
1
λ

T2

P(X2 ≥ t |X1 = s) = P( (s, s + t) |T1 = s))
= e−λt

T2 T1
λ ν ≥ 1

t, s1, …, sν ≥ 0

P(Tν > t) |T1 = s1, …, Tν−1 = sν−1)

=P(X(t + s1 + ⋯ + sν) − X(s1 + ⋯ + sν))

= e−λt

Tν T1, T2, …, Tν−1
λ

{X(t), t ≥ 0} X(t)
t

{X(t), t ≥ 0}
I = {0,1,2,…}
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,   ,     

και οι πιθανότητες  ικανοποιούν τις συνθήκες: 

1. ,    

2.  ,    

3. ,    για  

4.  

5. ,  ,         

Οι παράµετροι  και  ονοµάζονται απειροστικοί ρυθµοί γέννησης 
και θανάτου και ο πίνακας  είναι: 

 

και καλείται γεννήτορας πίνακας ή απειροστική γεννήτρια της 
στοχαστικής ανέλιξης. 

pij = P(X(t + s) = j |X(s) = i) s ≥ 0 t > 0

pij(t)

pi,i+1(h) = λih + o(h) i ≥ 0

pi,i−1(h) = μih + o(h) ι ≥ 1

pi,i(h) = 1 − (λi + μi)h + o(h) i ≥ 0 h ↓ 0

pij(0) = δij

μ0 = 0 λ0 > 0 μi, λi > 0 i = 1,2,…

λi μi
G = (gij)

G =

−λ0 λ0 0 0 0 ⋯
μ1 −(λ1 + μ1) λ1 0 0 ⋯
0 μ2 −(λ2 + μ2) λ2 0 ⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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3.3 ΚΙΝΗΣΗ BROWN


Την Κίνηση Brown ως φυσικό φαινόµενο κατέγραψε πρώτος ο 
Robert Brown το 1828 παρατηρώντας την κίνηση κόκων γύρης 
µέσα σε νερό. Επειτα, το 1900, ο Louis Bachelier τη χρησιµοποίησε 
ως  µοντέλο για τις τιµές µετοχών. Ο Albert Einstein το 1905 
απέδειξε ότι µια κίνηση µε κάποια «φυσιολογικά» επιθυµητά 
χαρακτηριστικά θα ικανοποιεί την ιδιότητα (2) του ορισµού που 
δίνεται παρακάτω και υπέδειξε εφαρµογές στον µικρόκοσµο (π.χ., 
προσδιορισµός του αριθµού του Avogadro). Παρ’ολα αυτά, η 
απόδειξη ότι η Κίνηση Brown υπάρχει, δηλαδή ότι υπάρχει ανέλιξη 
που να ικανοποιεί τις απαιτήσεις του Ορισµού 3.1.1, έγινε το 1923 
από τον Nobert Wiener. Ακολούθησαν και άλλες αποδείξεις 
ύπαρξης.  

Ορισµός 3.3.1 

Μια στοχαστική ανέλιξη  σε ένα χώρο πιθανότητας 
 A,  ονοµάζεται µονοδιάστατη Κίνηση Brown µε σηµείο 

εκκίνησης , εάν ικανοποιούνται τα παρακάτω: 

1.    

2.  Η Στοχαστική ανέλιξη  έχει ανεξάρτητες 
προσαυξήσεις. Δηλαδή, για  οι προσαυξήσεις 

 είναι ανεξάρτητες 
τυχαίες µεταβλητές.  

3.   , η στοχαστική ανέλιξη  ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  και διακύµανση . 

4.  Με πιθανότητα 1, η τροχιά  είναι συνεχής. 

{X(t), t ≥ 0}
(Ω, P)

x ∈ ℝ

X(0) = x

{X(t), t ≥ 0}
0 ≤ t1 < t2 < ⋯ < tν

Xtν − Xtν−1
, Xtν−1

− Xtν−2
, …Xt2 − Xt1, Xt1 − X0

∀ t > 0 {X(t), t ≥ 0}
0 t

t → Xt
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Στην περίπτωση όπου , η στοχαστική ανέλιξη  
ονοµάζεται τυπική Κίνηση Brown. 

 

Παρατήρηση 3.3.2 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό δεν υπάρχει κάποιος 
περιορισµός στην αρχική τιµή της κίνησης . Η κίνηση δύναται 
να ξεκινάει από ένα συγκεκριµένο , ή γενικότερα, να ξεκινάει 
τυχαία επιλέγοντας το αρχικό της σηµείο µε βάση ένα µέτρο 
πιθανότητας  στο . Δηλαδή η  να είναι τυχαία µεταβλητή µε 
κατανοµή . 

x = 0 {X(t), t ≥ 0}

X(0)
x ∈ ℝ

μ ℝ X(0)
μ
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Σχήμα 3.1: Το γράφημα μιας πραγματοποίησης της Κίνησης Brown.



ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 
Κάθε Κίνηση Brown ορίζει στον χώρο πιθανότητας που ορίζεται µια 
φυσιολογική διήθηση. Την  µε 

,   . 

Πρόταση 3.3.3 

Έστω  Κίνηση Brown και . Ορίζουµε την ανέλιξη  ως: 

,   .  

Τότε: 

α.  Η  είναι τυπική Κίνηση Brown. 

β.  Η  είναι ανεξάρτητη από την . 

(ℱt)t≥0

ℱt := σ({X(s) : s ∈ [0,t]}) ∀t ∈ [0,∞)

X t0 ≥ 0 B

B(t) := X(t0 + t) − X(t0) ∀t ∈ [0.∞]

B

B ℱt0
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(t0, B(t0)),
Σχήμα 3.2: Η τελευταία πρόταση λέει ότι τοποθετώντας νέους άξονες   
στο               η ανέλιξη δεξιά του νέου συστήματος αξόνων είναι τυπική 

Κίνηση Brown και ανεξάρτητη από το παρελθόν.



Πρόταση 3.3.4 

Έστω  µια τυπική κίνηση Brown. Ορίζουµε την ανέλιξη  ως 

,    και .  

Τότε η  είναι τυπική κίνηση Brown. 

Πρόταση 3.3.5 

Έστω  τυπική Κίνηση Brown. Ορίζουµε την ανέλιξη  ως  

  

Η  είναι τυπική Κίνηση Brown. 

 Πολυδιάστατη Κίνηση Brown  

Ορισµός 3.1.5 

Έστω  φυσικός αριθµός και  ανεξάρτητες 
µονοδιάστατες Κινήσεις Brown. Ως διάσταση Κίνηση Brown 
ορίζεται η ανέλιξη 

, . 

X B

B(t) :=
1
c

B(c2t) ∀t ∈ [0,∞] c > 0

B

X B

B(t) := {tB(1/t), ∀t > 0
0, t = 0

B

d ≥ 1 B(1), B(2), …, B(d)

d−

B(t) =

B(1)(t)
B(2)(t)

⋮
B(d)(t)

t ∈ [0,∞)
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Στην περίπτωση όπου  για κάθε , λέµε ότι η 
 είναι διάστατη τυπική Κίνηση  Brown. Η τελευταία περιγράφει 
την κίνηση ενός σωµατιδίου στον . Σε κάθε συντεταγµένη η 
κίνηση του σωµατιδίου είναι µια µονοδιάστατη Κίνηση Brown και οι 
Κινήσεις Brown που αντιστοιχούν στις  συντεταγµένες είναι 
ανεξάρτητες. 

 

Σχετικά µε το σηµείο εκκίνησης της πολυδιάστατης Κίνησης Brown 
και τον χρησιµοποιούµενο συµβολισµό, ισχύουν αυτά που είπαµε 
στην Παρατήρηση 3.1.2 για τη µονοδιάστατη περίπτωση. 

Παράδειγµα 3.3.6 

Έστω  και  µια Κίνηση Brown µε . Τότε 
 για κάθε . 

Πράγµατι, έστω ότι . Τότε 

B(0) = 0 ∈ ℝd ω ∈ Ω
B d−

ℝd

d

x ∈ ℝ B B(0) = x
Cov(B(s), B(t)) = s ∧ t s, t ≥ 0

0 ≤ s < t

43

[0,1]
Σχήμα 3.3: Δύο πραγματοποιήσεις της τυπικής διδιάστατης Κίνησης Brown για το χρονικό 

διάστημα         . 



 

                            

                           

Στην δεύτερη ισότητα χρησιµοποιείται η διγραµµικότητα της 
συνδιακύµανσης. Στην τρίτη ισότητα χρησιµοποιείται το γεγονός ότι 
οι  είναι ανεξάρτητες και ότι  (αφού 

.      

Cov(B(s), B(t)) = Cov(B(s), B(t) − B(s) + B(s))

= Cov(B(s), B(t) − B(s)) + Cov(B(s), B(s))

= 0 + Var(B(s)) = s

B(s), B(t) − B(s) B(s) ∼ N(x, s)
B(s) − B(0) ∼ N(0,s))
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4  
MARTINGALES 

4.1 Martingales διακριτού χρόνου


Ορισµός 4.1.1: 

Έστω ένας χώρος πιθανότητας  A,  και µια ακολουθία 

τυχαίων µεταβλητών . Η ακολουθία  λέγεται 
Martingale ως προς τη διήθηση  και το µέτρο  εάν 
ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες: 

(i)  Η  είναι προσαρµοσµένη στην , 

(ii)   ,  για κάθε , 

(iii)   , για κάθε . 

Εάν αντί της ιδιότητας (iii) ισχύει η , τότε η 
ακολουθία λέγεται submartingale. Αντιθέτως, εάν ισχύει η 

, τότε η ακολουθία λέγεται supermartingale. 

Παρατηρήσεις:  

α. Εάν η ακολουθία  είναι submartingale, τότε η ακολουθία 
 είναι supermartingale. 

β. Η ακολουθία  είναι -martingale εάν και µόνο εάν είναι 
ταυτοχρόνως submartingale και supermartingale. 

γ. Παίρνοντας µέσες τιµές στα µέλη της ιδιότητας (iii) έχουµε ότι η 
ακολουθία  είναι σταθερή, αύξουσα ή φθίνουσα όταν 
αντίστοιχα η  είναι -martingale, submartingale, 
supermartingale.  

(Ω, P)
X = (Xn)n∈ℕ Xn

(𝒜n)n≥0 P

(Xn)n≥0 (𝒜n)n≥0

E( |Xn | ) < ∞ n ≥ 0

E(Xn+1 |𝒜n) = Xn n ≥ 0

E(Xn+1 |𝒜n) ≥ Xn

E(Xn+1 |𝒜n) ≤ Xn

(Xn)n≥0
(−Xn)n≥0

(Xn)n≥0 𝒜n

(E(Xn))n≥0
X 𝒜n

45



Ας αναλογιστούµε ένα παίκτη ο οποίος συµµετέχει σε ένα παιχνίδι 
που γίνεται σε βήµατα και  να δηλώνει την περιουσία του ύστερα 
από το βήµα . H  µας δίνει την καλύτερη εκτίµηση 
που έχουµε για την περιουσία του µετά από ένα βήµα µε δεδοµένη 
όλη τη πληροφορία κατά τον χρόνο . Εποµένως, όταν η  είναι 
-Martingale, το παιχνίδι είναι δίκαιο. Όταν η  είναι submartingale, 
το παιχνίδι είναι υπέρ του παίκτη ενώ όταν είναι supermartingale, το 
παιχνίδι είναι κατά του παίκτη. 

Παράδειγµα 4.1.2 ( Ο απλός τυχαίος περίπατος στο ) 

Έστω  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 
µεταβλητών µε ,   και 

. Θεωρούµε την στοχαστική 

ανέλιξη  µε 

  

, για . 

Η ανέλιξη  ονοµάζεται απλός τυχαίος περίπατος στο .  

Θεωρούµε, επίσης, την διήθηση  µε  

,  

 για . 

Η ανέλιξη  είναι -Martingale ως προς την . 

Xn
n E(Xn+1 |𝒜n)

n X 𝒜n
X

ℤ

(Xt)t≥0
E(Xn) = 0 ∀ n ≥ 1

P(X1 = 1) = P(X1 = − 1) =
1
2

(Sn)n≥0

Sn := 0

Sn := X1 + … + Xn n ≥ 1

(Sn)n≥0 ℤ

(𝒜n)n≥0

𝒜0 := {∅, Ω}

𝒜n := σ(X1, X2, …, Xn) n ≥ 1

(Sn)n≥0 𝒜n (𝒜n)n≥0
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Απόδειξη:  

Από τον ορισµό της , προκύπτει ότι είναι προσαρµοσµένη. 
Η δεύτερη ιδιότητα του ορισµού 4.1.1 ικανοποιείται διότι 

 για κάθε . Για την τρίτη ιδιότητα έχουµε ότι: 

  

Στην δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήθηκε η ιδιότητα της 
γραµµικότητας της δεσµευµένης µέσης τιµής και το γεγονός ότι η  
είναι - µετρήσιµη. Η τρίτη ισότητα επαληθεύεται από το γεγονός 
ότι η  είναι ανεξάρτητη της . 

 

(𝒜n)n≥0

E( |Sn | ) ≤ n n ≥ 0

E(Sn+1 |𝒜n) = E(Sn + Xn+1 |𝒜n) = Sn + E(Xn+1 |𝒜n) = Sn + E(xn+1) = Sn .

Sn
𝒜n
Xn+1 𝒜n
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Σχήμα 4.1: Το γράφημα μιας πραγματοποίησης των πρώτων 9 βημάτων 
του απλού τυχαίου περιπάτου στο    . ℤ



Ιδιότητες 

Έστω  µια ανέλιξη και  µε . 

a. Εάν η  είναι supermartingale ως προς τη διήθηση , τότε 

.  

b. Εάν η  είναι submartingale ως προς τη διήθηση , τότε 

.  

c. Εάν η  είναι martingale ως προς τη διήθηση , τότε 

. 

4.2 Χρόνοι Διακοπής 

Ορισµός 4.2.1 

Μια συνάρτηση  λέγεται χρόνος διακοπής ως 
προς τη διήθηση  εάν για κάθε  ισχύει: 

. 

Με βάση την πληροφορία που έχουµε ως το χρόνο  µπορεί να 
καθοριστεί εάν ισχύει ότι . 

Παράδειγµα 4.2.2 

Έστω  ο απλός τυχαίος περίπατος στο  και  η 
διήθηση όπως στο παράδειγµα 4.1.2.                                               
Η τυχαία µεταβλητή  παίρνει τιµές στο 

( ). Αποτελεί τον πρώτο χρόνο που ο απλός 
τυχαίος περίπατος «χτυπάει» το επίπεδο 3. Άρα ο  είναι χρόνος 
διακοπής. Εάν µας δωθεί η πληροφορία του , δηλαδή τις τιµές 

X = (Xn)n≥0 m, n ∈ ℕ n > m

X (𝒜n)n≥0

E(Xn |𝒜m) ≤ Xm

X (𝒜n)n≥0

E(Xn |𝒜m) ≥ Xm

X (𝒜n)n≥0

E(Xn |𝒜m) = Xm

T : Ω → ℕ ∪ (∞)
(𝒜n)n≥0 n ∈ ℕ

{T ≤ n} ∈ 𝒜n

n
T ≤ n

(Sn)n≥0 ℤ (𝒜n)n≥0

T := inf{k ≥ 0 : Sk = 3}
ℕ ∪ {∞} inf∅ = ∞

T
𝒜n
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που έλαβαν οι τυχαίες µεταβλητές , είµαστε σε θέση 
να αποφανθούµε εάν ισχύει .  

Γενικά, οι χρόνοι πρώτης εισόδου σε ένα σύνολο για την  
είναι χρόνοι διακοπής ως προς τη διήθηση . 

 

X1, X2, …, Xn
T ≤ n

(Sn)n≥0
(𝒜n)n≥0
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Σχήμα 4.2: Ο χρόνος διακοπής Τ. Στην συγκεκριμένη πραγματοποίηση 
έχουμε Τ=9.



Παράδειγµα 4.2.3 

Έστω  ο απλός τυχαίος περίπατος στο  και  η 
διήθηση όπως στο παράδειγµα 4.1.2. Η τυχαία µεταβλητή                   

 εκφράζει την τελευταία φορά όπου ο 
απλός τυχαίος περίπατος « µηδενίζει ».  

Για  αναρωτιόµαστε εάν . Το ερώτηµα έχει 
ενδιαφέρον µόνο για  καθώς σε αντίθετη περίπτωση, δηλαδή 
εάν , το σύνολο  είναι το κενό. Ας θεωρήσουµε 

. Έχοντας την πληροφορία για το τι συνέβη έως τον χρόνο , 
µπορούµε να πούµε αν συνέβη το γεγονός ; Δεν µπορούµε, 
διότι και να ισχύει , δεν γνωρίζουµε εάν αργότερα η  
ξαναχτυπήσει το 0. Είναι δυνατόν, για παράδειγµα, να ισχύει 

, οπότε  γιατί η  δεν είναι δυνατόν να συµβεί 
ποτέ, ή να ισχύει , οπότε  ή . Ας το δούµε 
τυπικά. 

Εάν  τότε επειδή και το σύνολο 
, θα ισχύει 

. Τότε  γιατί 
 και 

. 

Όµως από την περιγραφή της σ-άλγεβρας , προκύπτει ότι το 

µόνο στοιχείο της που είναι γνήσιο υποσύνολο του A είναι το .  

(Sn)n≥0 ℤ (𝒜n)n≥0

̂T := sup{k ≤ 7 : Sk = 0}

n ≥ 0 {T = n} ∈ 𝒜n
n ≤ 7

n > 7 {T = n}
n = 2 2

T = 2
S2 = 0 S

S6 = 0 T = 6 S7 = 0
S6 ≠ 0 T = 2 T = 4

{T = 2} ∈ 𝒜2
A := {X1 = 1,X2 = − 1} ∈ 𝒜2
B := {T = 2} ∩ 𝒜 ∈ 𝒜2 ∅ ≠ B⊊𝒜
{X1 = 1,X2 = − 1,X3 = 1,X4 = − 1} ⊂ 𝒜\B
{X1 = 1,X2 = − 1,X3 = 1,X4 = 1,X5 = 1} ⊂ B

𝒜2
∅
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4.2.3 Θεώρηµα επιλεκτικής διακοπής 

Έστω  χρόνος διακοπής και  µια προσαρµοσµένη 
στοχαστική ανέλιξη. Ορίζουµε τη σταµατηµένη ανέλιξη  ως 

, δηλαδή για  η  έχει τιµές  

  

Για κάθε , θέτοντας , η  ακολουθεί την  στις 
τιµές  και ύστερα σταθεροποιείται στην τιµή . Εάν 

, τότε για αυτή τη τιµή του , η  έχει το ίδιο µονοπάτι 
µε την . 

Πρόταση 4.2.4  

Έστω  χρόνος διακοπής. 

α) Εάν η  είναι (sub)supermartingale, τότε η  είναι 
αντιστοίχως (sub)supermartingale. 

β) Εάν η  είναι martingale, τότε η  είναι -martingale. 

Έπεται, λοιπόν, ότι για χρόνο διακοπής , supermartingale  και 
, ισχύει  

.  

Ενώ για  martingale ισχύει 

.  

T X = (Xn)n≥0
XT

XT
n = Xn∧T n ∈ ℕ XT

n : Ω → [−∞, ∞]

XT
n (ω) = Xn∧T(ω)(ω) = {Xi(ω), T(ω) = i < n

Xn(ω), T(ω) ≥ n

ω ∈ Ω r := T(ω) XT X
X0, X1, …, Xr Xr

T(ω) = ∞ ω XT

X

T

(Xn)n≥0 XT

(Xn)n≥0 XT 𝒜n

T X
n ≥ 1

E(Xn∧T) ≤ E(X0)

X

E(Xn∧T) = E(X0)
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Θεώρηµα 4.2.5 (Επιλεκτικής Διακοπής) 

Έστω  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών στοιχείων του  
και  τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο . Ισχύει ότι 

, 

εάν ικανοποιείται µία από τις παρακάτω προϋποθέσεις: 

(i) Η  είναι φραγµένη τυχαία µεταβλητή. 

(ii)  και υπάρχει  ώστε  για 
κάθε  και . 

(iii)  και υπάρχει  ώστε 
 για κάθε  και . 

Εάν επιπλέον ο  είναι χρόνος διακοπής, τότε ισχύει: 

, για  supermartingale 

 , για  submartingale 

, για  -martingale. 

4.3 Martingales σε συνεχή χρόνο

Ορισµός 4.3.1: 
Έστω ένας χώρος πιθανότητας  A, . Διήθηση σε αυτόν τον 

χώρο λέγεται µια αύξουσα οικογένεια  σ-αλγεβρών, καθεµία 

υποσύνολο της A. Δηλαδή, ισχύει ότι A για κάθε 

. 

(Xn)n≥0 L1(P)
T ℕ ∪ {∞}

lim
n→∞

E(Xn∧T) = E(XT)

T

P(T < ∞) = 1 M < ∞ |Xn(ω) | ≤ M
n ≥ 0 ω ∈ Ω

E(T ), E( |X0 | ) < ∞ M < ∞
|Xn(ω) − Xn−1(ω) | ≤ M n ≥ 1 ω ∈ Ω

T

E(XT) ≤ E(X0) X

E(XT) ≥ E(X0) X

E(XT) = E(X0) X 𝒜n

(Ω, P)
(𝒜t)t≥0

𝒜s ⊂ 𝒜t ⊂
0 ≤ s < t
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Ορισµός 4.3.2: 
Μια στοχαστική ανέλιξη  λέγεται -προσαρµοσµένη στην 
διήθηση  εάν για κάθε  η  είναι -µετρήσιµη. 

Ορισµός 4.3.3: 

Μια στοχαστική ανέλιξη  λέγεται Martingale ως προς τη 
διήθηση , ή Martingale εάν ικανοποιεί τις παρακάτω 
ιδιότητες: 

1.  Η  είναι προσαρµοσµένη στην , 

2.     για κάθε , 

3.     για κάθε . 

Εάν αντί της ιδιότητας (iii) ισχύει η , τότε η 
ακολουθία λέγεται submartingale. Αντιθέτως, εάν ισχύει η 

, τότε η ακολουθία λέγεται supermartingale. 

Παρατήρηση: 

Εάν η  είναι martingale ως προς τη διήθηση  και 
 είναι µια αύξουσα ακολουθία στο , τότε η ανέλιξη 
 είναι -martingale ως προς τη διήθηση . Με 

αυτό το τρόπο µεταφέρονται αποτελέσµατα ανελίξεων που είναι σε 
διακριτό χρόνο σε συνεχή χρόνο. 

  

(Xt)t≥0 𝒜n
(𝒜t)t≥0 t ≥ 0 Xt 𝒜t

{Xt, t ≥ 0}
(𝒜t)t≥0 𝒜t−

(Xt)t≥0 (𝒜t)t≥0

E( |Xt | ) < ∞ t ≥ 0

E(Xt |𝒜s) = Xs 0 ≤ s < t

E(Xt |𝒜s) ≥ Xs

E(Xt |𝒜s) ≤ Xs

(Xt)t≥0 (𝒜t)t≥0
(tn)n∈ℕ [0,∞)
(Xtn)n∈ℕ 𝒜n (𝒜tn)n∈ℕ
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4.4 Χρόνοι διακοπής 

 

Ορισµός 4.4.1 

Μια συνάρτηση  λέγεται χρόνος διακοπής ως προς 
την διήθηση  εάν για κάθε  ισχύει: 

.  

Αν η διήθηση  θεωρηθεί σαν η φυσική διήθηση που παράγεται από 
κάποια στοχαστική διαδικασία  (ή πιο γενικά θεωρήσουµε ότι η  
είναι µία διήθηση που κάνει την  µετρήσιµη), διαισθητικά 
µπορούµε να πούµε ότι η τυχαία µεταβλητή  είναι ένας χρόνος 
διακοπής αν η τιµή της µπορεί να καθοριστεί από την γνώση της 
στοχαστικής διαδικασίας µόνο κατά το παρελθόν και δεν χρειάζεται 
πληροφορία από το µέλλον. Στις περισσότερες περιπτώσεις ένας 
χρόνος διακοπής είναι η πρώτη φορά που θα συµβεί ένα γεγονός. 

 

T : Ω → [0,∞)
(𝒜t)t≥0 t ≥ 0

{T ≤ t} ∈ 𝒜t

Xt 𝒜t
Xt

T
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Σχήμα 4.3: Διακοπή της στοχαστικής ανέλιξης     στον χρόνο στάσης Τ. 
Αριστερά φαίνεται η αρχική στοχαστική ανέλιξη και δεξιά η σταματημένη 

ανέλιξη στον τυχαίο χρόνο Τ. 

Xt



Έστω ανέλιξη  και  χρόνος διακοπής. 
Συµβολίζουµε µε  την ανέλιξη που ορίζεται ως  για 
κάθε  η οποία ονοµάζεται σταµατηµένη ανέλιξη. 

Είναι προφανές ότι η σταµατηµένη ανέλιξη  έχει ακριβώς τις ίδιες 
τροχιές µε την  µέχρι τον χρόνο διακοπής , ενώ µετά τον χρόνο 
διακοπής  είναι «σταµατηµένη» στην τιµή . 

  

Θεώρηµα 4.4.2 

Έστω µια συνεχής Martingale ανέλιξη  και  χρόνος 
διακοπής. Τότε η ανέλιξη  είναι -Martingale. 

Την απόδειξη την παραλείπουµε. Ο αναγνώστης µπορεί να την 
αναζητήσει στο κεφάλαιο II παράγραφος 3 στο Revuz and 
Yor(1999) [2]. 

Επιλεκτική διακοπή 

Η επιλεκτική διακοπή µας δίνει πληροφορία σχετικά µε το τι µπορεί 
να συµβεί αν σταµατήσουµε µία martingale ή µία 
(sub)supermartingale σε κάποιο χρόνο διακοπής . Η επιλεκτική 
διακοπή αποτελεί µία ιδιαίτερα χρήσιµη τεχνική στην στοχαστική 
ανάλυση και την θεωρία των martingales και διευκολύνει στους 
υπολογισµούς µέσων τιµών και ποσοτήτων που σχετίζονται µε 
χρόνους στάσης. 

X = (Xt)t≥0 T : Ω → [0,∞)
XT

t XT
t = Xt∧T

t ≥ 0

XT
t

Xt T
T XT

XT = {Xt(ω), t < T(ω)
XT(ω), t ≥ T(ω)

X = (Xt)t≥0 T
XT 𝒜n

T
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Θεώρηµα 4.4.4: Έστω συνεχής -Martingale ανέλιξη  
και  φραγµένος χρόνος διακοπής. Τότε 

.   

Απόδειξη: 

Εάν  είναι ένα άνω φράγµα του χρόνου διακοπής , τότε επειδή η 
 είναι -Martingale, θα έχουµε  το οποίο είναι 

η ζητούµενη ισότητα αφού . 

𝒜n X = (Xt)t≥0
T

E(XT) = E(X0)

M T
XT 𝒜n E(XT

M) = E(XT
0 )

T ∧ M = T
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4.5 Εφαρμογές Martingale σε διακριτό χρόνο


Εφαρµογή: (Κάλπη  του Polya) 

Μια κάλπη περιέχει (α) άσπρες και (µ) µαύρες µπάλες. Επιλέγουµε 
στην τύχη µία από τις µπάλες που περιέχει η κάλπη, την 
επιστρέφουµε στην κάλπη, και προσθέτουµε ακόµα s του ίδιου 
χρώµατος µε αυτήν. Επαναλαµβάνουµε αυτή τη διαδικασία επ’ 
άπειρον. Εστω   και  ο αριθµός των άσπρων και µαύρων 
µπαλών αντίστοιχα µετά τη n-οστή επανάληψη του πειράµατος και 

 το ποσοστό των άσπρων µπαλών στην κάλπη 
εκείνη τη στιγµή. Θέτουµε . H 

 είναι Martingale ως προς την . 

Απόδειξη:  

Οι δύο πρώτες ιδιότητες του ορισµού του Martingale 
ικανοποιούνται. Αναφορικά µε την τρίτη, η  παράγεται από 
διαµέριση κάθε µέλος της οποίας είναι της µορφής  

, για κάθε 
          όπου  θετικοί ακέραιοι. Αυτό 

συγκεκριµενοποιεί τα αποτελέσµατα των n πρώτων πειραµάτων και 
για να έχει θετική πιθανότητα πρέπει οι  να ικανοποιούν 
κάποιες προφανείς σχέσεις. ΄Εστω λοιπόν C ένα σύνολο αυτής της 
µορφής µε θετική πιθανότητα, και για ευκολία γράφουµε  αντί 

. Για  υπολογίζουµε 

                                 

An Bn

Xn := An /(An + Bn)
ℱN := σ({Ai, Bi : i = 1,2,…, n})

(Xn)n≥1 (ℱn)n≥1

Fn

C( j1, k1, j2, k2, …, jn, kn) := {Ar = jr, Br = kr
r = 1,2,…, n} jr, kr

jr, kr

j, k
jn, kn ω ∈ C

E(Xn+1 |Fn)(ω) =
E(Xn+1; C)

P(C)

=
j + s

j + k + s
P( |An+1=j+s ∩ C)

P(C)
+

j
j + k + s

P({An+1 = j} ∩ C)
P(C)
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.                    

Άρα η  είναι Martingale ως προς την .  

Δόθηκε µια σχολαστική απόδειξη του ισχυρισµού. Ο τρόπος που 
συνήθως γράφεται είναι ο εξής. Στην  µας δίνεται 
ολόκληρη η ιστορία της διαδικασίας έως τη ν-οστή επανάληψη του 
πειράµατος. Δηλαδή είναι στην διάθεση µας οι αριθµοί 

. Οι ενδεχόµενες τιµές του  είναι 
 και  οι οποίες, δεδοµένου του 

παρελθόντος, έχουν πιθανότητα 
 

αντίστοιχα. Η δεσµευµένη πιθανότητα εδώ είναι η συνηθισµένη από 
τις στοιχειώδεις πιθανότητες. Καταλήγουµε γράφοντας την τελευταία 
γραµµή του παραπάνω υπολογισµού. 

Ένα εύλογο ερώτηµα είναι τι κάνει η  καθώς το . Συγκλίνει 
σε κάποιον σταθερό αριθµό; Για παράδειγµα στο 1/2 που θα 
σήµαινε ότι τελικά επέρχεται µια ισορροπία στον αριθµό των 
µπαλών στην κάλπη. Αυτό το οποίο συµβαίνει είναι ότι πράγµατι η 

 συγκλίνει σε έναν αριθµό στο (0,1) αλλά αυτός είναι τυχαίος. 
Κάθε πραγµατοποίηση της διαδικασίας δίνει διαφορετικό αριθµό. 
Μπορεί να αποδειχθεί ότι µε πιθανότητα 1, η ακολουθία  
συγκλίνει σε µια τυχαία µεταβλητή  η οποία έχει κατανοµή Beta µε 
παραµέτρους α/s, µ/s. Στην ειδική περίπτωση όπου α=µ=s=1, η 
οριακή τυχαία µεταβλητή έχει κατανοµή την οµοιόµορφη στο (0,1).  

=
j + s

j + k + s
P(An+1 = j + s |C) +

j
j + k + s

P(An+1 = j |C)

=
j + s

j + k + s
j

j + k
+

j
j + k + s

k
j + k

=
j

j + k
= Xn

(Xn)n≥1 (ℱn)n≥1

E(Xn+1 |ℱn)

j := An, k := Bn Xn+1
( j + s)/( j + k + s) j/( j + k + s)

P(An+1 = j + s |An = j, Bn = k), P(An+1 = j |An = j, Bn = k)

Xn n → ∞

Xn

(Xn)n≥1
X
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 Εφαρµογή: (Απλός τυχαίος περίπατος στο ) 

Θεωρούµε διαδοχικές ρίψεις ενός τίµιου νοµίσµατος, δηλαδή το 
νόµισµα έχει την ίδια πιθανότητα να φέρει κορώνα και ίδια να φέρει 
γράµµατα. Για την ν-οστή ρίψη, ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή        

                                                

καθώς και την τυχαία µεταβλητή . Ας θεωρήσουµε κι ένα 

παιχνίδι στο οποίο κάποιος παίκτης ποντάρει 1€ στο αν θα έρθει 
κορώνα ή γράµµατα, δηλαδή κερδίζει 1€ εάν έρθει η επιλογή του και 
χάνει 1€ στην αντίθετη περίπτωση. Τότε η τυχαία µεταβλητή  µας 
δίνει την περιουσία του παίκτη κατά την χρονική στιγµή .       Έστω 
ότι ο παίκτης ξεκινάει µε περιουσία 0. Ας ορίσουµε σαν  την σ-
άλγεβρα που παράγεται από τις τυχαίες µεταβλητές 

. Είναι φανερό ότι η τυχαία µεταβλητή  είναι 
ανεξάρτητη της σ-άλγεβρες  έτσι ώστε:                  

                    

                    

Στο αποτέλεσµα παραπάνω χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η 
τυχαία µεταβλητή  είναι -µετρήσιµη. Από αυτό συµπεραίνουµε 
ότι  για . Εφόσον , η  είναι 
µία martingale ως προς τη διήθηση . Αυτό µας λέει ότι ο παίκτης 
αναµένει να έχει στην  ρίψη την ίδια περιουσία που είχε στη  
ρίψη, δεδοµένης της ιστορίας του παιχνιδιού. 

Aς υποθέσουµε ότι το νόµισµα έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να φέρει 

γράµµατα παρά κορώνα, δηλαδή . Τότε, 

επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία µπορούµε να 
δείξουµε ότι  και σύµφωνα µε τον ορισµό, η  
είναι supermartingale. 

ℤ

Xn = {1 K
−1 Γ

Sn =
n

∑
i=1

Xi

Sn
n
𝒜n

(X1, X2, …, Xn) Xn+1
𝒜n

E(Sn+1 |𝒜n) = E(Sn + Xn+1 |𝒜n) = E(Sn |𝒜n) + E(Xn+1 |𝒜n)

= Sn + E(Xn+1) = Sn

Sn 𝒜n
E(Sm |𝒜n) = Sn m > n E( |Sn | ) < ∞ Sn

𝒜n
n + 1 n

P(Xn = 1) ≤
1
2

E(Sn+1 |𝒜n) ≤ Sn Sn
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Αντιστοίχως, ας υποθέσουµε ότι έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να 

φέρει κορώνα παρά γράµµατα, δηλαδή . Τότε, 

αποδεικνύεται ότι  και σύµφωνα µε τον ορισµό, η 
 είναι submartingale. 

Στις τρεις περιπτώσεις της τελευταίας εφαρµογής διασαφηνίζεται η 
ερµηνεία µίας martingale ως ένα τίµιο παιχνίδι ενώ µία 
supermartingale ή submartingale ερµηνεύεται ως µη τίµιο παιχνίδι. 

P(Xn = 1) ≥
1
2

E(Sn+1 |𝒜n) ≥ Sn
Sn
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4.6 Εφαρμογές Martingale σε συνεχή χρόνο


Η εφαρµογή που ακολουθεί είναι Θεώρηµα [8]. Θα αποδείξουµε ότι 
η Κίνηση Brown είναι martingale ως προς τη διήθηση , όπως και 
ακόµη δύο ανελίξεις. Όπου  θα χρησιµοποιηθεί η διήθηση που 
παράγει η ίδια η Κίνηση Brown, δηλαδή: 

     

Έστω B τυπική Κίνηση Brown. Οι ακόλουθες ανελίξεις είναι 
martingales.  
i)  

ii) 

iii) 


Απόδειξη:

i) Είναι προφανές ότι είναι προσαρμοσμένη. 

Για , η  έχει την κατανομή  της οποίας η απόλυτη 
τιμή έχει πεπερασμένο ολοκλήρωμα και τέλος, για 


 


Η δεύτερη ισότητα έπεται από την πρόταση 3.3.3, ενώ η τελευταία 
από το γεγονός ότι η  έχει μέση τιμή 0 και η  είναι 

-μετρήσιμη.


ii) Ελέγχουμε μόνο την τρίτη απαίτηση του ορισμού τον martingale. 
Για , έχουμε 





και παίρνοντας δεσμευμένη μέση τιμή υπολογίζουμε 




                        


ℱ
ℱ

ℱt := σ({B(s) : s ∈ [0,t]})

{B(t) : t ≥ 0}
{B(t)2 − t : t ≥ 0}
{eλB(t)− λ2

2 t : t ≥ 0}

t > 0 B(t) N(0,t)
0 ≤ s < t

E(B(t) |ℱs) = E(B(t) − B(s) |ℱs) + E(B(s) |ℱs) = E(B(t) − B(s)) + B(s) = B(s) .

B(t) − B(s) B(s)
ℱs

0 ≤ s < t

B(t)2 − t = {B(t) − B(s) + B(s)}2 − t = {B(t) − B(s)}2 + B(s)2 + 2{B(t) − B(s)}B(s) − t,

E(B(t)2 − t |ℱs) = E({B(t) − B(s)}2 + B(s)2) + 2B(s)E(B(t) − B(s) |ℱs) − t
= t − s + B(s)2 + 0 − t − B(s)2 − s
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Χρησιμοποιήσαμε ότι η  είναι ανεξάρτητη της , έχει 
μέση τιμή  και διασπορά . Επίσης, χρησιμοποιήσαμε ότι η 

 είναι -μετρήσιμη.


iii) Όμοια, όπως και στο προηγούμενο, παρατηρούμε ότι για 
 ισχύει:


 


Η  είναι -μετρήσιμη, ενώ η  είναι ανεξάρτητη 
της  και ακολουθεί την κατανομή . Άρα





B(t) − B(s) ℱs
0 t − s

B(s) ℱs

0 ≤ s < t

eλB(t)− λ2
2 t = e{λB(t)−B(s)}eλB(s)− λ2

2 t .

eλB(s) ℱs B(t) − B(s)
ℱs N(0,t − s)

E(eλB(t)− λ2
2 t |ℱs) = E(eλ{B(t)−B(s)})eλB(s)− λ2

2 t = e
λ2
2 (t−s)+λB(s)− λ2

2 t=eλB(s)− λ2
2 s

.
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