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Κεφάλαιο 1

Λίγα λόγια για την Ανάλυση

Δεδομένων

Η ανάλυση δεδομένων είναι μία διαδικασία επιθεώρησης, καθαρισμού, μετα-

σχηματισμού και μοντελοποίησης δεδομένων. Σκοπός είναι η εύρεση χρήσιμης

πληροφορίας, η εξαγωγή συμπερασμάτων σχετικών με τα δεδομένα και με αυ-

τόν τον τρόπο η υποστήριξη της διαδικασίας λήψης αποφάσεων. Η ανάλυση

δεδομένων έχει πολλές όψεις και προσεγγίσεις και αξιοποιείται μεγάλη ποικι-

λία τεχνικών. Χρησιμοποιείται ευρέως σε διάφορους τομείς όπως οι θετικές,

οικονομικές και κοινωνικές επιστήμες. [0]

Σχετικά με τις εφαρμογές της στην Στατιστική, η ανάλυση δεδομένων

χωρίζεται στις εξής τρεις κατηγορίες:

• Περιγραφική Στατιστική

• Διερευνητική Ανάλυση Δεδομένων (Exploratory Data A-
nalysis (EDA)), που επικεντρώνεται στην ανακάλυψη νέων χαρακτηρι-
στικών των δεδομένών

• Επιβεβαιωτική Ανάλυση Δεδομένων (Confirmatory Data
Analysis (CDA)), που εστιάζει στην απόρριψη ή μη προϋπαρχόντων
υποθέσεων

Από την άλλη μεριά, έχουμε:
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• Ανάλυση Προγνωστικών (predictive analysis), στοχεύει στην
εφαρμογή στατιστικών μοντέλων για την πρόβλεψη ή κατηγοριοποίηση

• Ανάλυση Κειμένου (text analytics), εφαρμόζει γλωσσικές, στα-
τιστικές και κατασκευαστικές τεχνικές για την εξόρυξη και ταξινόμηση

δεδομένων από πηγές κειμένου, που αποτελούν ένα είδος αδόμητων δε-

δομένων.

΄Ολα τα παραπάνω είναι μορφές της ανάλυσης δεδομένων. Ιστορικά η

ενοποίηση δεδομένων (Data Ιntegration) είναι ο πρόγονος της ανάλυσης δε-
δομένων η οποία συνδέεται πολύ στενά με την οπτικοποίηση δεδομένων (Data
Visualization) και τη διασπορά δεδομένων (Data Dissemination). [0]



1.1. Η ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 7

1.1 Η διαδικασία της ανάλυσης δεδομένων

Η ανάλυση ως όρος χρησιμοποιείται για να καταδείξει τη διαίρεση του όλου

στα συστατικά του στοιχεία, από τα οποία προσπαθούμε να “καταλάβουμε” τις
ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τα δεδομένα μας. Η ανάλυση δεδομένων, είναι μία

διαδικασία κατά την οποία επεξεργαζόμαστε ακατέργαστα δεδομένα με στόχο

από αυτά να εξάγουμε χρήσιμη πληροφορία. Με τον όρο χρήσιμη πληροφορία

εννοούμε ότι αυτή σε μεγάλο ή μικρό βαθμό θα συμβάλει στη λήψη αποφάσεων

από τους χρήστες. Ως διαδικασία προέκυψε από την ανάγκη να απαντηθούν

ερωτήματα, να ελεγχθούν υποθέσεις ή να απορριφθούν θεωρίες, με βάση τα

όσα μπορούμε να γνωρίσουμε από ένα σύνολο δεδομένων. [0]

Σύμφωνα με τον John Tukey, το 1961, η ανάλυση δεδομένων αποτελείται
από:

¨Διαδικασίες για την ανάλυση δεδομένων, τεχνικές για την ερμηνεία των

αποτελεσμάτων, τρόπους σχεδιασμού της συλλογής δεδομένων έτσι ώστε η α-

νάλυση να γίνει πιο εύκολη, πιο ακριβής, (είτε με την έννοια ότι τα δεδομένα

είναι πιο κοντά στην πραγματικότητα με κριτήριο την αντίστοιχη τιμή p-value,
είτε με την έννοια ότι είναι πιο κοντά μεταξύ τους) και ολόκληρο το “οπλο-
στάσιο” και τα αποτελέσματα της (μαθηματικής) στατιστικής που εφαρμόζει
στην ανάλυση δεδομένων’ [0]

Παρακάτω θα αναφερθούμε στις διάφορα στάδια της ανάλυσης δεδο-

μένων που μπορούμε να διακρίνουμε. Τα στάδια αυτά επαναλαμβάνονται και με

αυτόν τον τρόπο η ανατροφοδότηση που παίρνουμε από τις τελευταίες φάσεις

οδηγεί σε επιπλέον επεξεργασία στις αρχικές. [0]

Προδιαγραφές Δεδομένων

Τα δεδομένα είναι απαραίτητα ως καταχωρήσεις στην ανάλυση, που γίνε-

ται ποιο εξειδικευμένη με βάση τις προδιαγραφές που θέτουν οι αναλυτές ή ε-

κείνοι που θα αναλύσουν το τελικό αποτέλεσμα. Ο φορέας πάνω στον οποίο

γίνεται η συλλογή των δεδομένων θα ονομάζεται πειραματική μονάδα. Επιπλέον

θα προσδιορίζουμε και θα επιλέγουμε συγκεκριμένες μεταβλητές που αφορούν

στον πληθυσμό, χωρίς να μας δημιουργείται πρόβλημα είτε αυτές είναι ποσοτι-

κές είτε ποιοτικές. [0]
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Συλλογή Δεδομένων

Τα δεδομένα συλλέγονται από διάφορες πηγές. Οι απαιτήσεις μπορεί

να διατυπώνονται από τους αναλυτές στους συλλέκτες των δεδομένων. Συλ-

λέκτες δεδομένων μπορεί να είναι για παράδειγμα το προσωπικό τεχνολογίας

πληροφοριών κάποιας εταιρίας. Τα δεδομένα μπορεί να συλλεχθούν ακόμα και

από αισθητήρες στο περιβάλλον, όπως κάμερες κυκλοφορίας, συσκευές ηχο-

γράφησης κλπ. Επιπλέον, μπορούμε να πάρουμε δεδομένα μέσω συνεντεύξεων,

λήψεων από διαδικτυακές πηγές ή από διάφορα έγγραφα. [0]

Επεξεργασία Δεδομένων

Αφού συλλέξουμε τα δεδομένα, θα πρέπει να τα επεξεργαστούμε ή με

κάποιο τρόπο να τα οργανώσουμε ώστε να τα αναλύσουμε. ΄Ενας τέτοιος τρόπος

οργάνωσης των δεδομένων μπορεί να είναι η γνωστή διάταξη σε γραμμές και

στήλες, δηλαδή σε πίνακες, συχνά με τη χρήση υπολογιστικών φύλλων ή στα-

τιστικών λογισμικών. [0]

Καθαρισμός Δεδομένων

Μετά την επεξεργασία που έχουν υποστεί τα δεδομένα μπορεί να είναι

ατελή, να εμφανίζονται παραπάνω από μία φορές ή να περιέχουν ακραίες παρα-

τηρήσεις. Από αυτά τα προβλήματα που εμφανίζονται κατά την εισαγωγή και

ταξινόμηση των δεδομένων, είναι που αναδεικνύουν την ανάγκη καθαρισμού των

δεδομένων. Ο καθαρισμός είναι η διαδικασία που ακολουθούμε για να προλάβου-

με ή να διορθώσουμε αυτά τα λάθη. Στις συνήθεις πρακτικές συγκαταλέγονται

αντιστοιχίσεις καταγραφών, εξακρίβωση της ακρίβειας των δεδομένων, αξιο-

λόγηση της συνολικής ποιότητας των υπαρχόντων δεδομένων, η διαγραφή των

καταχωρήσεων που εμφανίζονται για δεύτερη φορά και η κατάτμηση σε στήλες.

[0]

Τέτοια προβλήματα με τα δεδομένα μπορούν να εντοπιστούν χρησιμοποι-

ώντας διάφορες αναλυτικές τεχνικές. Στα χρηματοοικονομικά, για παράδειγμα,

τα σύνολα συγκεκριμένων μεταβλητών μπορούν να συγκριθούν με διαφορε-

τικά δημοσιευμένα δεδομένα που θεωρούνται αξιόπιστα. [0] Είναι πιθανό να

μελετήσουμε και ασυνήθιστες ποσότητες, με την έννοια ότι μπορεί να βρίσκο-

νται πολύ παραπάνω ή αντίστοιχα πολύ παρακάτω από κάποια προκαθορισμένα

όρια (κατώφλια). Υπάρχουν διάφοροι τρόποι καθαρισμού δεδομένων, που εξαρ-

τώνται από το είδος των μεταβλητών. Οι μέθοδοι για τον εντοπισμό ακραίων

παρατηρήσεων που αφορούν σε ποσοτικά δεδομένα, χρησιμοποιούνται για να
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εξαιρέσουμε τα δεδομένα που έχουν τη μεγαλύτερη πιθανότητα να οδηγήσουν

σε εσφαλμένα συμπεράσματα.

Διερευνητική Ανάλυση Δεδομένων

Εφόσον έχουμε ολοκληρώσει τον καθαρισμό των δεδομένων, μπορούμε

να προχωρήσουμε στην ανάλυσή τους. Οι αναλυτές δεδομένων αξιοποιούν πλη-

θώρα τεχνικών, στις οποίες αναφερόμαστε ως διερευνητική ανάλυση δεδομένων,

για να καταφέρουν να αποκωδικοποιήσουμε την πληροφορία που περιέχεται στα

δεδομένα που έχουν συλλεχθεί. Η διερεύνηση των δεδομένων είναι διαδικασία

που μπορεί να οδηγήσει εκ νέου στον καθαρισμό δεδομένων ή στη δημιουργία

καινούριων απαιτήσεων σχετικών με τα δεδομένα. Εν τέλει, η όλη διαδικασία

επάγει επαναλήψεις κάποιων διαδικασιών. Αξιοποιώντας την περιγραφική στα-

τιστική, στοιχεία όπως η μέση τιμή ή η διάμεσος, μπορούν να λειτουργήσουν

βοηθητικά στην κατανόηση των δεδομένων. Μία άλλη συχνά αξιοποιούμενη τε-

χνική είναι η οπτικοποίηση, που δίνει τη δυνατότητα στον αναλυτή να εξετάσει

τα δεδομένα ως γραφήματα με σκοπό να εξάγει επιπρόσθετα συμπεράσματα σχε-

τικά με τα δεδομένα. [0]

Μοντελοποίηση και Αλγόριθμοι

Διάφοροι αλγόριθμοι, μπορούν να εφαρμοστούν στα δεδομένα, με σκο-

πό να προσδιοριστούν οι σχέσεις μεταξύ των μεταβλητών, όπως για παράδειγμα

η συσχέτιση και η αιτιότητα. Σε γενικές γραμμές, κατασκευάζονται μοντέλα

με τέτοιο τρόπο ώστε να εκτιμούν την επιρροή που ασκούν σε μία ορισμένη

μεταβλητή, άλλες μεταβλητές που περιέχονται στο σύνολο δεδομένων που δια-

θέτουμε, συνυπολογίζοντας και κάποιο υπολειπόμενο σφάλμα που εξαρτάται

από την ακρίβεια του μοντέλου που εφαρμόζουμε. (Σχηματικά: Δεδομένα =

Μοντέλο + Σφάλμα) [0]

Η διερευνητική στατιστική, περιλαμβάνει την αξιοποίηση τεχνικών, οι

οποίες ποσοτικοποιούν τις σχέσεις μεταξύ ορισμένων μεταβλητών. Η ανάλυση

παλινδρόμησης για παράδειγμα, μπορεί να χρησιμοποιηθεί σ΄ αυτήν την κατε-

ύθυνση, όπου το εκάστοτε μοντέλο ¨οφείλει’ να ελαχιστοποιεί το σφάλμα (τα

κατάλοιπα στην προκειμένη περίπτωση), και να εξηγεί με την επίδραση της με-

ταβολής της ανεξάρτητης μεταβλητής στην εξαρτημένη μεταβλητή. Οι αναλυτές

καλούνται, σε πολλές περιπτώσεις, να κατασκευάσουν μοντέλα που περιγράφουν

τα δεδομένα, με σκοπό να απλοποιήσουν την ανάλυση και να καταλήξουν σε

αποτελέσματα. [0]
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Προϊόν Δεδομένων

΄Ενα προϊόν δεδομένων, είναι μία εφαρμογή στην οποία καταχωρούνται

δεδομένα (inputs) και εξάγει αποτελέσματα (outputs), τα οποία επιστρέφει στο
περιβάλλον. Είναι δυνατό να βασίζεται σε κάποιο μοντέλο ή αλγόριθμο. Για

παράδειγμα, ένα προϊόν δεδομένων είναι μία εφαρμογή στην οποία καταχωρείται

το ιστορικό αγορών των πελατών μίας επιχείρησης και εξάγει εξατομικευμένες

προτάσεις αγορών για τους καταναλωτές. [0]

Επικοινωνία

Αφού ολοκληρωθεί η ανάλυση των δεδομένων, τα αποτελέσματά της

περιλαμβάνονται σε διάφορων μορφών αναφορές έτσι ώστε να ικανοποιούνται

τα αιτήματα των αναλυτών. Ωστόσο, η ανατροφοδότηση που λαμβάνουν οι

αναλυτές συχνά οδηγεί σε επιπρόσθετη ανάλυση. Κατά αυτόν τον τρόπο ο

κύκλος της ανάλυσης είναι επαναληπτικός. [0]

Κατά τον προσδιορισμό του τρόπου επικοινωνίας των αποτελεσμάτων,

οι αναλυτές είναι πιθανό να αξιοποιήσουν τη δυνατότητα οπτικοποίησης των

δεδομένων με χρήση ποικίλων τεχνικών, με σκοπό να επικοινωνήσουν τα α-

ποτελέσματα της ανάλυσης σύντομα και με σαφήνεια. Η οπτικοποίηση των

δεδομένων στηρίζεται στην απεικόνιση πληροφοριών, με γραφήματα, πίνακες

κτλ. [0]
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1.2 Εισαγωγή στην Τοπολογική Ανάλυση

Δεδομένων

Εν γένει στην Ανάλυση Δεδομένων αποτελεί πρόκληση η εξαγωγή συμπερα-

σμάτων από σύνολα που είναι πολυδιάστατα, ατελή και έχουν θόρυβο. Η Το-

πολογική Ανάλυση Δεδομένων φαίνεται να δίνει μία απάντηση σε αυτά τα προ-

βλήματα. ΄Οπως προδίδει και η ονομασία της, το νέο που έχει αυτή να εισφέρει

είναι η αξιοποίηση τεχνικών της τοπολογίας επί του συνόλου δεδομένων που

έχουμε προς ανάλυση. Το γενικό πλαίσιο στο οποίο κινείται δίνει τη δυνατότη-

τα, ανάλογα με τη μετρική που επιλέγουμε, να ελαχιστοποιεί τη διάσταση και

την ευρωστία του θορύβου, να γίνεται η ανάλυση πιο ευπροσάρμοστη σε νέα

μαθηματικά εργαλεία.

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων βασίζεται στην ιδέα ότι το σχήμα

του συνόλου δεδομένων περιέχει κάποια σχετική πληροφορία. Στην πραγμα-

τικότητα, τα πολυδιάστατα δεδομένα είναι συνήθως διασκορπισμένα, και πα-

ρουσιάζουν ιδιότητες μόνο σε λιγότερες διαστάσεις. Αυτό αποτελεί ένα από

τα ζητήματα στα οποία καλείται να δώσει απαντήσεις η Τοπολογική Ανάλυση

Δεδομένων. Για να γίνει λίγο πιο εύληπτη αυτή η προσέγγιση, θεωρούμε ότι

έχουμε ένα απλό σύστημα θηρευτή – θηράματος Lotka – Voltera. Η τροχιά
του δημιουργεί ένα κλειστό κύκλο σε ένα χώρο καταστάσεων. Η Τοπολογική

Ανάλυση Δεδομένων παρέχει τα εργαλεία για την αναγνώριση και ποσοτικοπο-

ίηση αυτή της περιοδικής κίνησης.

Η διαδικασία της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων (όπως και στην

Ανάλυση Δεδομένων) προϋποθέτει την επιλογή κάποιων παραμέτρων και ως

εκ τούτου γίνεται πιο περίπλοκη. Η εύρεση των σωστών παραμέτρων είναι μία

αρκετά δύσκολη διαδικασία, η οποία στην περίπτωση μας προσεγγίζεται μέσω

της Εμμένουσας Ομολογίας. Το σκεπτικό της Εμμένουσας Ομολογίας είναι να

χρησιμοποιήσουμε την πληροφορία που λαμβάνουμε από όλες τις τιμές που μπο-

ρεί να δοθούν στις παραμέτρους και να κωδικοποιήσουμε αυτήν την τεράστια

σε ποσότητα πληροφορία σε μία πιο εύκολα κατανοητή και ερμηνεύσιμη φόρμα.

Ουσιαστικά, με τη Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων υπάρχει μία μαθηματική

ερμηνεία, όπου η πληροφορία είναι μία ομάδα ομολογίας. Σε γενικές γραμμές,

υποθέτουμε ότι τα χαρακτηριστικά που εμμένουν σε μία ευρεία κλίμακα πα-

ραμέτρων είναι και τα “πραγματικά” χαρακτηριστικά του συνόλου δεδομένων.
Ενώ τα χαρακτηριστικά που εμμένουν για ένα πιο περιορισμένο εύρος παρα-

μέτρων θεωρούνται θόρυβος. Για την τελευταία παρατήρηση δεν υπάρχει σαφής

θεωρητική απόδειξη.
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Κεφάλαιο 2

Τοπολογική Ανάλυση

Δεδομένων

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων στοχεύει στην παροχή καλά θεμελιωμένων

μαθηματικών, στατιστικών και αλγοριθμικών μεθόδων με τις οποίες θα συμ-

βάλει στην ανάλυση και την εξαγωγή συμπερασμάτων εκμεταλλευόμενη τις πε-

ρίπλοκες τοπολογικές και γεωμετρικές ιδιότητες που υποβόσκουν στα δεδο-

μένα, οι οποίες μάλιστα συχνά αναπαρίστανται μέσω νεφών σημείων μέσα στον

Ευκλείδειο ή και άλλους μετρικούς χώρους.

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων βασίζεται κατά κύριο λόγο στην

ιδέα ότι η τοπολογία και η γεωμετρία δίνουν τη δυνατότητα μίας προσέγγισης

που οδηγεί σε εύρωστες ποιοτικές, και κάποιες φορές ποσοτικές πληροφορίες

για τη δομή των δεδομένων (π.χ. Chazal (2017).

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων (Topological Data Analysis (TDA))
είναι ένα σύγχρονο πεδίο που προέκυψε από διάφορες εργασίες στην εφαρμο-

σμένη αλγεβρική τοπολογία και την υπολογιστική γεωμετρία κατά την πρώτη

δεκαετία του 21oυ αιώνα. Παρ΄ ότι υπήρξαν γεωμετρικές προσεγγίσεις στην α-
νάλυση δεδομένων πολύ παλαιότερα, η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων ουσια-

τικά εμφανίστηκε στης καινοτόμες εργασίες των Edelbrunner et al. (2002) και
Zomorodian and Carlsson (2005) στην Εμμένουσα Ομολογία, οι οποίες δημο-
σιεύτηκαν σε μια δημοσίευση που αποτελεί σημείο αναφοράς το 2009 (Carlsson
(2009)).
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Τα τελευταία χρόνια έχει γίνει σημαντική προσπάθεια να παρασχεθούν

εύρωστες και αποδοτικές δομές δεδομένων και αλγόριθμοι για την Τοπολογική

Ανάλυση Δεδομένων. Τα παραπάνω είναι πλέον προσβάσιμα και είναι εύκολο να

χρησιμοποιηθούν μέσω βιβλιοθηκών, όπως η βιβλιοθήκη Gudhi, με τη χρήση
των γλωσσών προγραμματισμού C++ και Python [Maria et al. (2014)] και του
στατιστικού πακέτου R [Fasy et al. (2014a)]. Παρά την γρήγορη ανάπτυξη και
εξέλιξη του αντικειμένου, η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων ήδη παρέχει ένα

σύνολο ολοκληρωμένων και αποτελεσματικών εργαλείων που μπορούν να α-

ξιοποιηθούν σε συνδυασμό ή συμπληρωματικά με άλλα εργαλεία της ανάλυσης

δεδομένων.

Οι Βασικές Υποθέσεις της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων τα τελευταία χρόνια εξελίσσεται

προς διάφορες κατευθύνσεις και πεδία εφαρμογής. Υπάρχει ήδη μεγάλη ποικιλία

μεθόδων που έχουν προκύψει από τοπολογικές και γεωμετρικές προσεγγίσεις.

Χωρίς να μπαίνουμε σε λεπτομερείς καταγραφές αυτών των προσεγγίσεων, θα

παρουσιάσουμε σύντομα τους βασικούς όρους και προϋποθέσεις που τις χαρα-

κτηρίζουν και έτσι εισάγουμε τις πρώτες υποθέσεις που είναι απαραίτητες για

την κατανόηση της διαδικασίας που τυπικά ακολουθείται. Πιο συγκεκριμένα:

1. Τα εισαγόμενα δεδομένα υποθέτουμε ότι είναι ένα πεπερασμένο σύνολο

σημείων, εφοδιασμένα με την έννοια κάποιας απόστασης ή ομοιότητας με-

ταξύ τους. Αυτή η απόσταση μπορεί να επάγεται από μία μετρική σε έναν

περιβάλλοντα χώρο. Για παράδειγμα, μία τέτοια μετρική θα μπορούσε να

είναι η Ευκλείδεια όταν τα δεδομένα είναι ενσωματωμένα στον Ευκλείδειο

χώρο (Rd
). Θα μπορούσε, επίσης, να χρησιμοποιείται μία εσωτερική με-

τρική, ορισμένη από κάποιον πίνακα προσδιορισμού της απόστασης ανά

ζεύγη. Ο ορισμός της μετρικής που εφαρμόζεται στα δεδομένα συνήθως

αποτελεί δεδομένο που εισάγεται στο πρόγραμμα με το οποίο θα γίνει ή

ανάλυση ή, εναλλακτικά, δίνονται οι απαραίτητες εντολές για την καθο-

δήγηση του υπολογισμού της απόστασης. Είναι, ωστόσο, ύψιστης ση-

μασίας, λόγω του αντίκτυπου στο αποτέλεσμα, η επιλογή της μετρικής,

καθώς μπορεί να αποκαλύψει κρίσιμες ή/και ενδιαφέρουσες τοπολογικές

και γεωμετρικές ιδιότητες των δεδομένων.

2. Στη συνέχεια επί των δεδομένων κατασκευάζεται ένας ¨συνεχής’ χώρος,

με σκοπό να δοθεί έμφαση στην υποβόσκουσα τοπολογία ή γεωμετρία.

Συχνά προκύπτει ένα πλεγματικό σύμπλεγμα (simplicial complex) ή μία
εμφωλευμένη οικογένεια πλεγματικών συμπλεγμάτων, που ονομάζεται δι-
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ήθηση, η οποία αντανακλά τη δομή των δεδομένων υπό διαφορετικές

κλίμακες οπτικής. Τα πλεγματικά συμπλέγματα μπορούμε να τα δούμε

ως υψηλότερης διάστασης γενικεύσεις των γειτονικών γραφημάτων που

κλασικά κατασκευάζονται επί των δεδομένων σε πληθώρα τυπικών αλ-

γορίθμων που αξιοποιούνται στην ανάλυση δεδομένων ή την εκπαίδευση

αλγορίθμων. Η δυσκολία σε αυτό το σημείο έγκειται στον ορισμό μίας

τέτοιας δομής, που αποδεδειγμένα αντανακλά, σχετικές με τη δομή των δε-

δομένων, πληροφορίες. Οι δομές αυτές όμως θα πρέπει να παρουσιάζουν

κάποια ευκολία στην κατασκευή και αποτελεσματικότητα στην πράξη.

3. Από τις δομές που κατασκευάζονται επί των δεδομένων εξάγονται πληρο-

φορίες σχετικές με τις τοπολογικές και γεωμετρικές ιδιότητες που αυτά

φέρουν. Αυτή η μελέτη μπορεί να οδηγήσει σε ολική ανακατασκευή, τυπι-

κά μία τριγωνοποίηση του σχήματος που υποβόσκει στα δεδομένα από τα

οποία εύκολα εξάγονται οι τοπολογικές ή/και γεωμετρικές πληροφορίες

ή από ακατέργαστα συγκεντρωτικά αρχεία ή προσεγγίσεις για τα οποία

η εξαγωγή των σχετικών πληροφοριών απαιτεί συγκεκριμένες μεθόδους,

όπως είναι για παράδειγμα η εμμένουσα ομολογία. Πέρα, όμως, από την

ταυτοποίηση των τοπολογικών ή γεωμετρικών πληροφοριών που παρου-

σιάζουν ενδιαφέρον, την οπτικοποίησή και την ερμηνεία τους, συνιστά

δυσκολίες σε αυτό το σημείο η ανάδειξη της σχετικότητας, της σταθε-

ρότητας, λαμβάνοντας υπόψιν διαταραχές, ή την παρουσία θορύβου στα

εισαγόμενα δεδομένα. Προκύπτει, με αυτόν τον τρόπο, η ανάγκη κατα-

νόησης της στατιστικής συμπεριφοράς των συναγόμενων ιδιοτήτων.

4. Οι τοπολογικές και γεωμετρικές πληροφορίες που εξάγονται αναδεικνύουν

πιθανές τοπολογικές αναλλοίωτες που παρέχουν νέες οπτικές περιγραφής

των δεδομένων. Αυτές μπορούν να αξιοποιηθούν στη βελτίωση της κατα-

νόησης των δεδομένων, ειδικά μέσω της οπτικοποίησής τους, ή σε συν-

δυασμό με άλλα είδη ιδιοτήτων των δεδομένων να προβούμε σε περαιτέρω

ανάλυση και εργασίες μηχανικής μάθησης. Στόχος προς κατάκτηση, κάθε

φορά, είναι η απόδειξη της βελτίωσης της ανάλυσης και της συμπληρω-

ματικότητας, σε σχέση με άλλα χαρακτηριστικά, των πληροφοριών που

παρέχονται από τη χρήση εργαλείων της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδο-

μένων.

Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων και Στατιστική

Μέχρι πρόσφατα, οι θεωρητικές πλευρές της Τοπολογικής Ανάλυσης

Δεδομένων και των τοπολογικών συμπερασμάτων βασίζονταν κατά κύριο λόγο
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σε αιτιοκρατικές προσεγγίσεις. Δυστυχώς, οι αιτιοκρατικές προσεγγίσεις αδυ-

νατούν να συνυπολογίσουν την επίδραση της τυχαιότητας που διέπει τα δεδο-

μένα και της εσωτερικής μεταβλητότητάς των τοπολογικών ιδιοτήτων που αυτή

συνεπάγεται. Κατά συνέπεια, οι περισσότερες μέθοδοι παραμένουν επεξηγη-

ματικές, χωρίς να παρέχουν την δυνατότητα να γίνεται αποτελεσματική διάκρι-

ση μεταξύ της πληροφορίας και αυτού που συχνά αναφέρεται ως ¨τοπολογικός

θόρυβος¨.

Η στατιστική προσέγγιση της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων βα-

σίζεται στην ιδέα ότι τα δεδομένα προέρχονται από κάποια άγνωστη κατανομή,

όπως επίσης και στο ότι οι συναγόμενες τοπολογικές ιδιότητες από της με-

θόδους της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων θεωρούνται εκτιμήτριες των

τοπολογικών ποσοτήτων που περιγράφουν κάποιο υποβόσκον αντικείμενο. Υ-

πό αυτήν την προσέγγιση, το άγνωστο αντικείμενο, συνήθως το άγνωστο υπο-

βόσκον αντικείμενο σχετίζεται με το στήριγμα της κατανομής των δεδομένων,

ή είναι τουλάχιστον κοντά στο στήριγμά της. Ωστόσο, αυτό το στήριγμα δεν

έχει πάντοτε φυσική υπόστασή. Για παράδειγμα, οι γαλαξίες του σύμπαντος

φαίνεται να είναι οργανωμένοι σε ένα πλέγμα, το οποίο όμως δεν υπάρχει.

Ο βασικός στόχος της στατιστικής προσέγγισης στην ανάλυση δεδο-

μένων εμπεριέχει κάποιες δυσκολίες. Στην παρακάτω λίστα συνοψίζονται αυτά

τα προβλήματα:

1. Η εύρεση περιοχών εμπιστοσύνης για τις τοπολογικές ιδιότητες και ο

έλεγχος της σημαντικότητας των εκτιμημένων τοπολογικών ποσοτήτων.

2. Η επιλογή σχετικών κλιμάκων στις οποίες τα τοπολογικά φαινόμενα θα

μπορούν να θεωρούνται ως συναρτήσεις των παρατηρούμενων δεδομένων.

3. Η αντιμετώπιση των ακραίων παρατηρήσεων και η αξιοποίηση εύρωστων

μεθόδων για την Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων.

Η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων στην Επιστήμη των Δε-

δομένων

Από άποψη εφαρμογής, πολλά πρόσφατα επιτυχή και υποσχόμενα απο-

τελέσματα έχουν αναδείξει το ενδιαφέρον που παρουσιάζουν οι τοπολογικές και

γεωμετρικές προσεγγίσεις σε ένα συνεχώς αυξανόμενο αριθμό πεδίων. Ονομα-

στικά κάποιες από αυτές της εφαρμογές είναι:

• στην επιστήμη των υλικών (Kramar et al. (2013), Nakamura et al.
(2015))



17

• στην ανάλυση τρισδιάστατων σχημάτων (Skraba et al. (2010), Turner et
al. (2014b))

• στην ανάλυση πολυμεταβλητών χρονοσειρών (Seversky et al. (2016))

• στη βιολογία (Yao et al. (2009))

• τη χημεία (Lee et al. (2017))

Από την άλλη πλευρά, η επιτυχία των αποτελεσμάτων της Τοπολογικής

Ανάλυσης Δεδομένων στηρίζεται και στον συνδυασμό της με άλλες τεχνικές α-

νάλυσης ή εκπαίδευσης, όπως θα συζητηθεί παρακάτω στην εργασία. Επομένως

η αποσαφήνιση του τρόπου και της συμβατότητας της Τοπολογικής Ανάλυσης

Δεδομένων σε σχέση με την ανάλυση μέσω άλλων προσεγγίσεων και εργα-

λείων στην επιστήμη των δεδομένων είναι επίσης ένα πολύ σημαντικό πεδίο

συζήτησης, το οποίο επί του παρόντος ερευνάται.



18 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ

2.1 Μετρικοί Χώροι, Καλύμματα και Πλεγ-

ματικά Συμπλέγματα

Καθώς οι τοπολογικές και γεωμετρικές ιδιότητες συνήθως συσχετίζονται με

συνεχείς χώρους, ενώ τα δεδομένα παρουσιάζονται ως πεπερασμένα σύνολα πα-

ρατηρήσεων, οι τοπολογικές πληροφορίες δεν αποκαλύπτονται απευθείας. ΄Ενας

απλός τρόπος να αναδείξουμε την τοπολογική δομή των δεδομένων είναι να κα-

τά κάποιο τρόπο να ενώσουμε τα σημεία στα οποία απεικονίζονται τα δεδομένα

που βρίσκονται κοντά το ένα στο άλλο έτσι ώστε να εκθέσουμε το καθολικό

συνεχές υποβόσκων σχήμα των δεδομένων. Η ποσοτικοποίηση της έννοιας της

εγγύτητας μεταξύ των σημείων στα οποία απεικονίζονται τα δεδομένα συνήθως

επιτυγχάνεται με τη χρήση κάποιας μετρικής ή κάποιο μέτρο ανομοιότητας και

είναι συνήθως βολικό στην Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων να θεωρούμε τα

σύνολα δεδομένων ως διακριτούς μετρικούς χώρους ή ως δείγματα μετρικών

χώρων.

Μετρικοί Χώροι

Υπενθυμίζουμε τον ορισμό του μετρικού Χώρου:

2.1.1 Ορισμός

΄Εστω ένα σύνολο M και μία συνάρτηση ρ. Η ρ καλείται μετρική αν για
κάθε x, y, z ∈M ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

(i) ρ(x, y) ≥ 0 και ρ(x, y) = 0 αν και μόνο άν x = y.

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) και

(iii) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Τότε το ζεύγος (M,ρ) ονομάζεται μετρικός χώρος.

Δοθέντος ενός μετρικού χώρου (M,ρ), το σύνολο των συμπαγών υ-
ποσυνόλων του, έστω K(M), μπορεί να εφοδιαστεί με τη λεγόμενη απόστα-
ση Hausdorff. Πιο αναλυτικά, δεδομένων δύο συμπαγών υποσυνόλων, έστω
A,B ⊆ M η απόσταση Hausdorff dH(A,B) μεταξύ των A και B ορίζεται
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ως ο ελάχιστος μη αρνητικός αριθμός δ τέτοιος ώστε για κάθε a ∈ A υπάρ-
χει b ∈ B τέτοιο ώστε ρ(a, b) ≤ δ και για κάθε b ∈ B, υπάρχει a ∈ A
τέτοιο ώστε ρ(a, b) ≤ δ, όπως φαίνεται παρακάτω στο Σχήμα 1. Εναλλακτι-
κά, αν για κάθε συμπαγές υποσύνολο C ⊆ M , συμβολίζουμε τη συνάρτηση
που δίνει την απόσταση από το C με d(., C) : M → R+, η οποία ορίζεται ως

d(x,C) := infc∈Cρ(x, c), για κάθε x ∈ M , τότε μπορούμε να αποδείξουμε ότι
η απόσταση Hausdorff μεταξύ των A και B ορίζεται από οποιαδήποτε από τις
παρακάτω ισότητες:

dH(A,B) = max{supb∈Bd(b, A), supa∈Ad(a,B)}
= supx∈M |d(x,A)− d(x,B)| = ||d(., A)− d(., B)||∞

Κλασικό αποτέλεσμα αποτελεί το ότι η απόσταση Hausdorff είναι όντως
απόσταση μεταξύ των συμπαγών υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου. Υπό το

πρίσμα της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων, παρέχει έναν εύχρηστο τρόπο

να ποσοτικοποιούμε την εγγύτητα μεταξύ διαφορετικών συνόλων δεδομένων

που δεν έχουν συντεθεί από στοιχεία του ίδιου περιβάλλοντα χώρου. Ευτυ-

χώς, η έννοια της απόστασης Hausdorff μπορεί να γενικευθεί στη σύγκριση
οποιωνδήποτε δύο συμπαγών μετρικών χώρων, που δημιουργεί το έδαφος για

την έννοια της απόστασης Gromov - Hausdorff.

Δύο συμπαγείς μετρικοί χώροι, έστω (M1, ρ1) και (M2, ρ2), καλούνται
ισομετρικοί αν υπάρχει μία αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση φ :M1 →M2, τέτοια

ώστε να διατηρεί τις αποστάσεις, δηλαδή να ισχύει ότι ρ2 (φ(x), φ(y)) = ρ1(x, y),
για κάθε x, y ∈ M1. Η απόσταση Gromov-Hausdorff μετρά πόσο μακριά από
ισομετρικοί είναι δύο μετρικοί χώροι.

2.1.2 Ορισμός

Η απόσταση Gromov-Hausdorff dGH(M1,M2) μεταξύ δύο συμπαγών μετρικών
χώρων είναι το infimum των πραγματικών αριθμών r ≥ 0 τέτοιων ώστε να υπάρ-
χει ένας μετρικός χώρος (M, r) και οι συμπαγείς υπόχωροι C1, C2 ⊂M που ε-
ίναι ισομετρικοί με τουςM1 καιM2 αντίστοιχα και τέτοιοι ώστε dH(C1, C2) ≤ r.

Η απόσταση Gromov-Hausdorff θα χρησιμοποιηθεί παρακάτω στην ερ-
γασία για τη μελέτη των ιδιοτήτων σταθερότητας των εμμενόντων διαγραμ-

μάτων.
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Σχήμα 2.1: Αριστερά: Η απόσταση Gromov-Hausdorff μεταξύ των υποσυ-
νόλων A και B. Το A μπορεί να περιστραφεί. Αυτό αποτελεί μία ισομετρική

ενσωμάτωση του A στο επίπεδο. Η περιστροφή γίνεται με σκοπό να μειωθεί

η απόσταση Hausdorff από το B και κατ΄ επέκταση dGH(A,B) ≤ dH(A,B).

Δεξιά: Η απόσταση Hausdorff μεταξύ των υποσυνόλων A και B του επι-
πέδου. Σε αυτό το παράδειγμα ως dH(A,B) ορίζεται η απόσταση μεταξύ των

σημείων a ∈ A και b ∈ B, διότι το σημείο a είναι το πιο ¨απομακρυσμένο’ στο

A σημείο από το b. [0]

Η σύνδεση ζευγών γειτονικών σημείων δεδομένων με μία ακμή οδηγεί

στη συνήθη έννοια του γραφήματος γειτνίασης από το οποίο οι συνδεσιμότητα

των δεδομένων μπορεί να αναλυθεί, για παράδειγμα χρησιμοποιώντας αλγο-

ρίθμους ομαδοποίησης. Για να προχωρήσουμε πέρα από τη συνδεσιμότητα, η

κεντρική ιδέα της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων είναι να κατασκευάσουμε

ένα υψηλότερης διάστασης ισοδύναμου του γραφήματος γειτνίασης συνδέοντας,

όμως, όχι μόνο τα ζεύγη σημείων αλλά και τα (k+1)-διάστατα γειτονικά σημε-
ία. Τα αντικείμενα στα οποία καταλήγουμε ονομάζονται πλεγματικά συμπλέγ-

ματα και μας επιτρέπουν να αναγνωρίζουμε νέες τοπολογικές ιδιότητες, όπως

κύκλους, κενά και τα υψηλότερης διάστασης αντίστοιχα σημεία τους.
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2.1.1 Γεωμετρικά και αφηρημένα πλεγματικά συ-

μπλέγματα

Τα πλεγματικά συμπλέγματα μπορούν να θεωρηθούν ως γενίκευση των γραφη-

μάτων σε ανώτερες διαστάσεις. Είναι αντικείμενα με τοπολογική και συνδυα-

στική υπόσταση, ιδιότητα που τα καθιστά ιδιαίτερα χρήσιμα στην Τοπολογική

Ανάλυση Δεδομένων.

Δοθέντος ενός συνόλου X = {x0, x1, ..., xk} ⊂ Rd
των k + 1 αφινικά

ανεξάρτητων σημείων, το k-διάστατο σύμπλεγμα σ = [x0, x1, ..., xk] που επε-
κτείνεται από το X είναι η κυρτή καμπύλη που περικλείει το X. Σημεία του X
ονομάζονται τα διανύσματα του σ και τα πλέγματα που επεκτείνονται από υπο-
σύνολα του X καλούνται όψεις του σ. ΄Ενα γεωμετρικό πλεγματικό σύμπλεγμα
K στον Rd

είναι μία συλλογή πλεγμάτων για την οποία:

i) Κάθε όψη ενός πλέγματος K είναι ένα πλέγμα του K,

ii) Η τομή οποιωνδήποτε δύο πλεγμάτων του K είναι είτε το κενό, είτε μία
όψη.

Η ένωση των πλεγμάτων του K είναι ένα υποσύνολο του Rd
ονομάζεται

υποβόσκοντας χώρος του K και κληρονομεί από την τοπολογία του Rd
. Επο-

μένως, μπορούμε να δούμε το K και ως έναν τοπολογικό χώρο μέσω του υπο-
βόσκοντα χώρου του. Σε αυτό το σημείο σημειώνεται ότι όταν τα διανύσματά

του είναι γνωστά, το K είναι πλήρως καθορισμένο από τη συνδυαστική περιγρα-
φή μίας συλλογής πλεγμάτων που ικανοποιεί κάποιους κανόνες περιπτώσεων.

Δεδομένου ενός συνόλου V , ένα αφηρημένο πλέγματικό σύμπλεγμα με
σύνολο κορυφών V είναι ένα σύνολο K̃ που αποτελείται από πεπερασμένα υ-
ποσύνολα του V , τέτοιο ώστε τα στοιχεία του V να ανήκουν στο K̃ και για
κάθε σ ∈ K̃ κάθε υποσύνολο του σ ανήκει στο K̃. Τα στοιχεία του K̃ κα-
λούνται όψεις ή πλέγματα του K̃. Η διάσταση ενός αφηρημένου πλέγματος
είναι η πληθικότητα του μείον 1 και η διάσταση του K̃ είναι η μεγαλύτερη από
τις διαστάσεις των πλεγμάτων του. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι τα πλεγματικά

συμπλέγματα διάστασης 1 είναι γραφήματα.

Η συνδυαστική περιγραφή κάθε γεωμετρικού πλέγματος K δίνει τη δυ-
νατότητα δημιουργίας ενός αφηρημένου πλεγματικού συμπλέγματος K̃. Το
αντίστροφό του επίσης ισχύει. Μπορούμε πάντα να συσχετίσουμε ένα αφηρη-

μένο πλεγματικό σύμπλεγμα K̃ με ένα τοπολογικό χώρο |K̃| τέτοιο ώστε αν
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K είναι ένα γεωμετρικό πλέγμα, η συνδυαστική περιγραφή του οποίου είναι ίδια
με αυτή του K̃, τότε ο υποβόσκων χώρος του K είναι ομοιομορφικός με τον
|K̃|. ΄Ενα τέτοιο K θα ονομάζεται γεωμετρική πραγματοποίηση του K. Κατά
συνέπεια, τα αφηρημένα πλεγματικά συμπλέγματα μπορούμε να τα δούμε ως

γεωμετρικές πραγματοποιήσεις των υποβοσκόντων συνδυαστικών δομών. Με

αυτόν τον τρόπο, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα πλεγματικά συμπλέγματα ε-

ίναι ταυτόχρονα συνδυαστικά αντικείμενα, που είναι κατάλληλα κατασκευασμένα

για αποδοτικούς υπολογισμούς, και τοπολογικοί χώροι, τους οποίους μπορούμε

να μελετήσουμε ως προς τις τοπολογικές τους ιδιότητες.
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2.1.2 Κατασκευή πλεγματικών συμπλεγμάτων από

δεδομένα

Δεδομένου ενός συνόλου δεδομένων, η γενικότερα ενός τοπολογικού ή μετρι-

κού χώρου, υπάρχουν πολλοί τρόποι να κατασκευαστούν πλεγματικά συμπλέγ-

ματα. Παρουσιάζουμε παρακάτω μερικά κλασικά παραδείγματα που είναι ευρέως

χρησιμοποιούμενα για εξάσκηση.

Το πρώτο παράδειγμα είναι μία άμεση επέκταση της έννοιας του a-
γειτονικού γραφήματος. Υποθέτουμε ότι δοθέντος ενός συνόλου σημείων του

X σε ένα μετρικό χώρο (M,ρ) και έναν πραγματικό αριθμό a ≥ 0, το πλέγ-
μα Vierotis-Rips Ripsa(X) είναι ένα σύνολο πλεγμάτων {x0, x1, ..., xk} τέτοιο
ώστε dX(xi, xj) ≤ a, για κάθε (i, j). Από τον ορισμό προκύπτει άμεσα ότι αυτό
αποτελεί ένα αφηρημένο πλεγματικό σύμπλεγμα. Ωστόσο, σε γενικές γραμμές,

ακόμη και όταν X είναι ένα πεπερασμένο σύνολο του Rd
, το Ripsa(X) δεν ε-

πάγει κάποια γεωμετρική πραγματοποίηση στον Rd
. Αυτό προκύπτει από το ότι

η διάστασή του θα είναι μεγαλύτερη του d.

Το σύμπλεγμα Vietoris-Rips είναι στενά συνδεδεμένο με το σύμπλεγμα
C̆ech, το οποίο συμβολίζουμε με Cecha(X), που ορίζεται από το σύνολο των
πλεγμάτων [x0, x1, ..., xk]. τέτοιο ώστε με τη (k + 1)-διάστατη κλειστή μπάλα
B(xi, a) να έχουν μη κενή τομή. Σημειώνεται ότι αυτά τα δύο συμπλέγματα
σχετίζονται ως εξής:

Ripsa(X) ⊆ Cecha(X) ⊆ Rips2a(X)

και το ότι αν X ⊂ Rd
τότε τα Cecha(X) και Rips2a(X) έχουν τον ίδιο μονοδι-

άστατο σκελετό, δηλαδή έχουν τα ίδια διανύσματα και ακμές.
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Σχήμα 2.2: Το συμπλέγμα C̆ech, Cecha(X), (αριστερά) και το Vietoris-Rips,
Rips2a(X), (δεξιά) ενός πεπερασμένου νέφους σημείων στο επίπεδο Rd

. Το

κάτω μέρος του Cecha(X) είναι η ένωση των δύο γειτονικών τριγώνων, ενώ το
κάτω μέρος του Rips2a(X) είναι ένα τετράεδρο που επεκτείνεται από τέσσερα
διανύσματα και όλες τις όψεις τους. Το σύμπλεγμα C̆ech είναι δισδιάστατο ενώ
το Vietoris-Rips είναι τρισδιάστατο. Επισημαίνεται ότι το Vietoris-Rips δεν
είναι ενσωματωμένο στον Rd

. [0]

2.1.3 Το θεώρημα νεύρου

Το σύμπλεγμα C̆ech είναι μία ιδιαίτερη περίπτωση μίας οικογένειας συμπλεγ-
μάτων που συνδέονται με καλύμματα. Δοθέντος ενός καλύμματος U = (Ui)i∈I
του M, δηλαδή μία οικογένεια συνόλων Ui, τέτοιο ώστε M =

⋃
i∈I Ui, το νε-

ύρο του U είναι ένα αφηρημένο πλεγματικό σύμπλεγμα C(U), του οποίου τα
διανύσματα είναι τα Ui, για τα διάφορα i ∈ I, και τέτοια ώστε:

σ = [Ui0 , Ui1 , ..., Uik ] αν και μόνο αν
⋂k

j=0 Uij ̸= ∅.

Δεδομένου ενός καλύμματος ενός συνόλου δεδομένων, όπου κάθε σύνο-

λο του καλύμματος μπορεί να είναι για παράδειγμα μία τοπική συστάδα ή κάποια

ομαδοποίηση σημείων των δεδομένων με κάποια κοινά χαρακτηριστικά. Τότε το



2.1. ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ, ΚΑΛΥΜΜΑΤΑΚΑΙ ΠΛΕΓΜΑΤΙΚΑ ΣΥΜΠΛΕΓΜΑΤΑ25

νεύρο του παρέχει μία συμπαγή και συνδυαστική περιγραφή της σχέσης μεταξύ

αυτών των συνόλων μέσω των μοτίβων της τομής τους (βλέπε Σχήμα 2.3).

΄Ενα θεμελιώδες θεώρημα της αλγεβρικής τοπολογίας συνδέει, διατυ-

πώνοντας πρώτα κάποιες υποθέσεις, την τοπολογία του νεύρου του καλύμμα-

τος με την τοπολογία των ενώσεων των συνόλων του καλύμματος. Για τη

διατύπωση του θεωρήματος θα χρειαστεί να εισάγουμε κάποιες έννοιες.

Δύο τοπολογικοί χώροι, έστωX και Y , θεωρούνται συνήθως όμοιοι από
τοπολογικής άποψης αν είναι ομοιομορφικοί, δηλαδή αν υπάρχουν δύο συνεχείς

αμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → X τέτοιες ώστε οι f ◦g
και g ◦ f να είναι οι ταυτοτικές απεικονίσεις του Y και του X αντίστοιχα. Σε
πολλές περιπτώσεις το να είναι ομοιομορφικοί οι X και Y είναι πολύ ισχυρότερο
αίτημα από αυτό που απαιτείται για να δείξουμε ότι οι X και Y έχουν κοινές
τοπολογικές ιδιότητες που ενδιαφέρουν την Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων.

Δύο συνεχείς απεικονίσεις, έστω f0, f1 : X → Y θα λέγονται ομοτο-
πικές αν υπάρχει συνεχής απεικόνιση H : X × [0, 1] → Y τέτοια ώστε για
κάθε x ∈ X, H(x, 0) = f0(x) και H(x, 1) = g(x). Τότε η χώροι X και Y θα
ονομάζονται ομοτοπικά ισοδύναμοι. Η έννοια της ομοτοπικής ομοιότητας είναι

ασθενέστερη της έννοιας του ομοιομορφικότητας. Αν οι X και Y είναι ομοιο-
μορφικοί τότε θα είναι και ομοτοπικά ισοδύναμοι, για να είμαστε πιο ακριβείς

θα έχουν την ίδια ομολογία όπως θα δούμε και παρακάτω.

΄Ενας χώρος καλείται συσταλτός αν είναι ομοτοπικά ισοδύναμος με ένα

σημείο. Κάποια κλασικά παραδείγματα συσταλτών χώρων είναι οι μπάλες και

γενικότερα τα κυρτά σύνολα στον Rd
. Τα ανοικτά καλύμματα τα στοιχεία των

οποίων και οι τομές τους είναι συσταλτά έχουν την εξής ιδιότητα:

2.1.3 Θεώρημα (Θεώρημα Νεύρου)

΄Εστω U = (Ui)i∈I ένα κάλυμμα ενός τοπολογικού χώρου X με ανοικτά σύνολα
τέτοια ώστε η τομή οποιονδήποτε Ui να είναι είτε κενή είτε συσταλτός χώρος.

Τότε το X και το νεύρο C(U) είναι ομοτοπικά ισοδύναμα.

Εύκολα εξακριβώνουμε ότι τα κυρτά υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου

είναι συσταλτά. Κατά συνέπεια, αν U = (Ui)i∈I είναι μία συλλογή κυρτών υπο-
συνόλων του Rd

, τότε τα C(U) και
⋃

i∈I Ui είναι ομοτοπικά ισοδύναμοι. Πιο

συγκεκριμένα, αν το X είναι ένα σύνολο σημείων του Rd
, τότε το σύμπλεγ-

μα C̆ech, Cecha(X), είναι ομοτοπικά ισοδύναμο με την ένωση των μπαλών
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Σχήμα 2.3: Το νεύρο ενός καλύμματος ενός συνόλου σημείων ενός δείγματος

στο επίπεδο. [0]

⋃
x∈XB(x, a).

Το Θεώρημα Νεύρου είναι πολύ σημαντικό για την Τοπολογική Ανάλυση

Δεδομένων. Ακριβέστερα, παρέχει έναν τρόπο κωδικοποίησης της τοπολογίας

συνεχών χώρων σε αφηρημένες συνδυαστικές δομές που είναι κατάλληλες για

το σχεδιασμό αποδοτικών δομών και αλγορίθμων δεδομένων.
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2.2 Χρήση καλυμμάτων και νεύρων για τη

διερευνητική ανάλυση δεδομένων και την

οπτικοποίηση: Ο Αλγόριθμος Mapper

Η χρήση του νεύρου των καλυμμάτων ως μέσο για να συνοψίσουμε και να

εξερευνήσουμε τα δεδομένα αποτελεί μία ιδέα που προκύπτει με φυσικό τρόπο

και που ήταν η πρώτη που προτάθηκε για την Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων

στο Singh et al. (2007), που δημιούργησε τη βάση για τον λεγόμενο αλγόριθμο
Mapper.

2.2.1 Ορισμός

΄Εστω f : X → Rd
, d ≥ 1, μία συνεχής συνάρτηση πραγματικής μεταβλη-

τής και U = (Ui)i∈I κάποιο κάλυμμα του Rd
. Το κάλυμμα pull-back του X

που επάγεται από το (f,U) είναι η συλλογή των ανοικτών συνόλων της μορ-
φής (f−1 (Ui))i∈I . Τότε, το επεξεργασμένο pull-back είναι η συλλογή των
ενωμένων τμημάτων των ανοικτών συνόλων f−1 (Ui), i ∈ I.

Σχήμα 2.4: Το επεξεργασμένο κάλυμμα του pull-back της συνάρτησης ύψους
στην επιφάνεια R3

και το νεύρο του. [0]

Εν γένει η ιδέα του αλγορίθμου Mapper δεδομένου ενός συνόλου δε-
δομένων X και μίας καλά ορισμένης συνάρτησης πραγματικής μεταβλητής f :
X → Rd

,είναι να συνοψίσει το X μέσω του νεύρου του επεξεργασμένου pull-
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back του καλύμματος U του f(X). Για καλώς επιλεγμένα καλύμματα U , όπως
θα δούμε παρακάτω, το νεύρο αποτελεί γράφημα που παρέχει ένα εύληπτο τρόπο

οπτικοποίησης της σύνοψης των δεδομένων. Στο Σχήμα 2.4 φαίνεται ένα απλό

τέτοιο παράδειγμα.

Ο αλγόριθμος Mapper είναι σχετικά απλός, ωστόσο εγείρει αρκετά ε-
ρωτήματα σχετικά με της διάφορες επιλογές που αφήνονται στο χρήστη. Αυτό

θα συζητηθεί συνοπτικά παρακάτω.

Η επιλογή της συνάρτηση f

Η επιλογή της συνάρτησης f , που συνήθως καλείται συνάρτηση φίλτρου
ή φακού, εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τα χαρακτηριστικά των δεδομένων

που θέλουμε να τονίσουμε. Παρακάτω παρατίθενται τα συνηθέστερα στη βι-

βλιογραφία:

• Εκτιμήσεις πυκνότητας: Το σύμπλεγμα mapper μπορεί να συμβάλλει
στην κατανόηση της δομής και συνεκτικότητας μίας περιοχής με μεγάλη

πυκνότητα (συστάδες)

• PCA συντεταγμέςνες ή συναρτήσεις συντεταγμένων που προκύπτουν α-
πό την τεχνική της μη γραμικής διαστατικής μείωσης, ιδιοσυναρτήσεις
γραφημάτων Laplace: Μπορεί να συμβάλλουν στην ανακάλυψη και κα-
τανόηση κάποιων ασαφιών που προκύπτουν κατά τη χρήση μη γραμμικών

διαστατισκών μειώσεων

• Η συνάρτηση κεντρικότητας f(x) =
∑

y∈X d(x, y) και η συνάρτηση κε-
ντρικότητας f(x) = maxy∈Xd(x, y): αποτελούν καλές επιλογές σε κάποιες
περιπτώσεις που δεν προϋποτίθενται συγκεκριμένες γνώσεις για τα δεδο-

μένα

• Για δεδομένα που εξάγονται από δείγματα μονοδιάστατων δομών νημάτων,
η συνάρτηση απόστασης σε ένα ορισμένο σημείο επιτρέπει την εύρεση της

υποβόσκουσας τοπολογίας των δομών νημάτων (Chazal et al. (2015c))
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Παρακάτω παρατίθενται ένα παράδειγμα αλγόριθμουmapper και το σχήμα
2.5, στο οποίο αποτυπώνεται η διαδικασία του αλγορίθμου mapper στην πε-
ρίπτωση που τα δεδομένα φαίνεται να σχηματίζουν κύκλο.

Αλγόριθμος 1 (Αλγόριθμος Mapper)

Input ΄Ενα σύνολο X δεδομένων με μία μετρική ή ένα μέτρο ανομοιότη-
τας μεταξύ σημείων των δεδομένων, μία συνάρτηση f : X → Rd

και ένα κάλυμμα U του f(X)

Output · ΄Ενα πλεγματικό σύμπλεγμα, το νεύρο (συχνά είναι ένα γράφη-
μα για καλά επιλεγμένα καλύμματα για να είναι εύκολη η οπτι-

κοποίηση)

· ΄Ενα διάνυσμα vU,i για κάθε συστάδα CU,i

· Μία ακμή μεταξύ των διανυσμάτων vU,i και vU ′,i, αν και μόνο

αν CU,i ∩ CU ′,i ̸= ∅

Η επιλογή του καλύμματος U

΄Εστω f μία πραγματική συνάρτηση. Τότε μία συνήθης επιλογή για το
κάλυμμα U είναι ένα σύνολο διαστημάτων κανονικών αποστάσεων ίσου μήκους
r > 0 που καλύπτει το σύνολο f(X). Ο πραγματικός αριθμός r καλείται κάποιες
φορές διάλυση (resolution) του καλύμματος. Επιπλέον το ποσοστό g επικάλυ-
ψης μεταξύ διαδοχικών διαστημάτων ονομάζεται ωφέλεια (gain) του καλύμματος
(βλέπε Σχήμα 2.6).

Επισημαίνεται ότι αν η ωφέλεια g επιλέγεται να είναι μικρότερη του 50

Η επιλογή των συστάδων

Ο αλγόριθμος Mapper προϋποθέτει τη συσταδοποίηση των προεικόνων
των ανοικτών συνόλων U ∈ U . Υπάρχουν δύο στρατηγικές προσεγγίσεις για
τη συσταδοποίηση, οι οποίες παρατίθενται συνοπτικά παρακάτω:

1. Εφαρμόζουμε για κάθε U ∈ U έναν αλγόριθμο συσταδοποίησης, ο οποίος
επιλέγεται από το χρήστη, στην προεικόνα f−1(U).

2. Κατασκευάζουμε ένα γράφημα γειτνίασης επί του συνόλου δεδομένων X
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Σχήμα 2.5: Ο αλγόριθμος Mapper σε ένα νέφος σημείων που σχηματίζουν
κύκλο. [0]

Σχήμα 2.6: Παράδειγμα καλύμματος της πραγματικής ευθείας, με διάλυση r και

ωφέλεια g = 25%. [0]

για κάθε U ∈ U , κρατώντας τα ενωμένα συστατικά στοιχεία του υπογρα-
φήματος με το σύνολο κορυφών f−1(U). Η δεύτερη προσέγγιση είναι και
η πιο διαδεδομένη.

Η θεωρητική και στατιστική πλεύρα του αλγορίθμουMap-
per

Βασισμένοι στα αποτελέσματα για τη σταθερότητα και τη δομή του αλ-

γορίθμου Mapper στα οποία κατέληξαν οι Carriere and Oudot (2015),
έχουν πρόσφατα γίνει βήματα προς μία καλά θεμελιωμένη στατιστικά εκ-

δοχή του αλγορίθμου Mapper Carriere et al (2017). ΄Οπως είναι ανα-
μενόμενο η απόδοση αποτελεσμάτων του αλγορίθμου Mapper εξαρτάται
από το δείγμα που θα επιλεγεί καθώς και από τη συνάρτηση φίλτρου. Ε-

πιπρόσθετα, μπορούμε να προτείνουμε στρατηγικές για τη λήψη μικρότε-
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ρων του αρχικού δειγμάτων με σκοπό να επιλεγεί ένα σύμπλεγμα σε ένα

φιλτράρισμα Rips σε κάποια βολική για την ανάλυση κλίμακα, όπως ε-
πίσης και η διάλυση και η ωφέλεια για τον προσδιορισμό του γραφήματος

Mapper. ΄Αλλες προσεγγίσεις για την αντιμετώπιση της αστάθειας του
αλγορίθμουMapper έχουν προταθεί για μελέτη από τους Dey et al (2016,
2017).

Ανάλυση δεδομένων με τη χρήση του αλγορίθμου Mapper

Ο αλγόριθμος Mapper έχει επιτυχώς χρησιμοποιηθεί ως εργαλείο διερε-
ύνησης στην ανάλυση δεδομένων για τη συσταδοποίηση και την επιλογή

χαρακτηριστικών προς μελέτη. Η κεντρική ιδέα είναι να ανγνωρίσουμε

συγκεκριμένες δομές στο γράφημα (ή σύμπλεγμα) Mapper και πιο συκε-
κριμένα βρόχους και ανοίγματα. Αυτές οι δομές θα χρησιμοποιηθούν στη

συνέχεια για την αναγνώριση συστάδων που παρουσιάζουν ενδιαφέρον

για την ανάλυση ή για την επιλογή χαρακτηριστικών ή μεταβλητών που

βοηθούν στη βέλτιστη διάκριση των δεδομένων σε αυτές τις δομές. Για

εφαρμογές σε πραγματικά δεδομένα, στις οποίες παρουσιάζονται αυτές οι

τεχνικές μπορούμε να ανατρέξουμε για παράδειγμα στα έργα των Lum et
al (2013) και Yao et al (2009).
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2.3 Γεωμετρική ανακατασκευή και ομο-

λογιακή συμπερασματολογία

΄Ενας άλλος τρόπος να κατασκευάσουμε καλύμματα και να χρησιμοποι-

ήσουμε τα νεύρα τους για να εκθέσουμε την τοπολογική δομή των δεδο-

μένων είναι να θεωρήσουμε μία ένωση μπαλών, το κέντρο των οποίων θα

είναι τα σημεία που αναπαριστούν τα δεδομένα. Σε αυτήν την ενότητα,

υποθέτουμε ότι το Xn = {x0, x1, ..., xn} αποτελεί υποσύνολο του Rd
, των

οποίων η κατά κατανομή δειγματοληψία έγινε με βάση κάποιο μέτρο πι-

θανότητας µ, με συμπαγές στήριγμα M ⊂ Rd
. Η γενική στρατηγική για

τη εξαγωγή τοπολογικής πληροφορίας σχετικά με το M από το µ αποτε-
λείται από μία διαδικασία δύο βημάτων, η οποία περιγράφεται συνοπτικά

παρακάτω:

1. Το Xn καλύπτεται από μία ένωση μπαλών σταθερής ακτίνας με

κέντρο τα xi. Δεδομένων κάποιων υποθέσεων για την κανονικότητα
τουM , μπορούμε να συσχετίσουμε την τοπολογία αυτής της ένωσης
μπαλών με αυτή του M .

2. Από πρακτικής και αλγοριθμικής άποψης, οι τοπολογικές ιδιότητες

του M εξάγονται από το νεύρο της ένωσης μπαλών, αξιοποιώντας

το Θεώρημα Νεύρου.

Σε αυτό το πλαίσιο, είναι πιθανό να συγκρίνουμε χώρους μέσω της ισο-

δυναμίας ισοτοπίας. Η ισοδυναμία ισοτοπίας αποτελεί ισχυρότερη έννοια

του ομοιομορφισμού.

2.3.1 Ορισμός

΄Εστω δύο χώροιX ⊆ Rd
και Y ⊆ Rd

. ΟιX και Y θα λέγονται ισοτοπικοί
αν υπάρχει συνεχής οικογένεια ομοιομορφισμών H : [0, 1]× Rd → Rd

, η

H είναι συνεχής έτσι ώστε για κάθε t ∈ [0, 1], με Hτ = H(t, )̇ : Rd → Rd

να είναι ομοιομορφισμός, H0 να είναι η ταυτοτική απεικόνιση στον Rd
και

H1(X) = Y .

Παρατήρηση 2.3.1.1

Αν οι X και Y είναι ισοτοπικοί τότε θα είναι και ομοιομορφικοί.
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Παρατήρηση 2.3.1.2

Το αντίστροφο της παρατήρησης 2.3.1.1 δεν ισχύει. Θα δώσουμε ένα

αντιπαράδειγμα. ΄Εστω ότι έχουμε δύο κύκλους στον R3
, με τον έναν να

έχει κόμπο και τον άλλο όχι. Οι κύκλοι

΄Ενωση μπαλών και συναρτήσεις απόστασης

Δεδομένου ενός συμπαγούς υποσυνόλουK του Rd
και ενός μη αρνητικού

πραγματικού αριθμού, έστω r, η ένωση των μπαλών ακτίνας r με κέντρο
στο K, έστω Kr = ∪x∈KB(x, r), η οποία καλείται r-μετατόπιση του K,
είναι το r-υποεπίπεδο σύνολο της συνάρτησης απόστασης dK : Rd → R
που ορίζεται από την dk(x) = infy∈K ||x − y||. Με άλλα λόγια, Kr =
d−1
k ([0, r]).

Αυτή η παρατήρηση μας επιτρέπει να χρησιμοποιούμε διαφορετικές ιδιότη-

τες της συνάρτησης απόστασης και να συγκρίνουμε την τοπολογία των

μετατοπίσεων συμπαγών συνόλων που βρίσκονται κοντά μεταξύ τους και

σέβονται την απόσταση Hausdorff. Σε αυτό το σημείο θα χρειαστεί να
υπενθυμίσουμε τον ορισμό της απόστασης Hausdorff.

2.3.2 Ορισμός

΄ΕστωK καιK ′
δύο συμπαγή υποσύνολα του Rd

. Ορίζουμε την απόσταση

Hausdorff μεταξύ των συμπαγών K και K ′
ως εξής

dH(K,K
′) = ||dK − dK′ ||∞ = sup

x∈Rd

|dK − dK′ |.

Στην περίπτωσή μας, τα προαναφερθέντα συμπαγή σύνολα είναι τα σύνολα

δεδομένων Xn και M το στήριγμα του μέτρου πιθανότητας µ. ΄Οταν το
M είναι λεία συμπαγής πολλαπλότητα, υπό κάποιες συνθήκες σχετικά με
την απόσταση Hausdorff dH(X,M), για κάποιο καλώς επιλεγμένο r, οι
μετατοπίσεις του Xn είναι ομοτοπικά ισοδύναμες με το στήριγμα M . [0]

Στην ακόλουθη εικόνα βλέπουμε μία απεικόνιση των παραπάνω [0]

Αυτά τα αποτελέσματα επεκτείνονται σε μεγαλύτερες κλάσεις συμπαγών

συνόλων γεγονός το οποίο οδηγεί σε δυνατότερα αποτελέσματα σχετικά

με τα συμπεράσματα που εξάγονται από τον τύπο ισοτοπίας των μετατο-

πίσεων του M . [0] Επιπλέον, τα παραπάνω οδηγούν σε αποτελέσματα
σχετικά με την εκτίμηση των λοιπών γεωμετρικών και διαφορικών ποσο-

τήτων όπως κανονικών σχημάτων [0], καμπυλοτήτων [0] ή μέτρα συνόρων
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Σχήμα 2.7: Το παράδειγμα ενός νέφους σημείων Xn που έχουν επιλεγεί από

την επιφάνεια ενός τόρου στον Rd
(επάνω αριστερά) και τις μετατοπίσεις του

για διάφορες τιμές της ακτίνας r1, r2, r3, με r1 ≤ r2 ≤ r3. [0]

[0] υπό ορισμένες υποθέσεις για την απόσταση Hausdorff μεταξύ του υ-
ποβόσκοντος σχήματος και του συνόλου δεδομένων.

Τα παραπάνω στηρίζονται στην 1-ημικοιλότητα του τετραγώνου της συ-

νάρτησης απόστασης d2K , έτσι ώστε η κυρτότητα της συνάρτησης x →
||x||2 − d2K(x) και μπορούν με φυσικό τρόπο να διατυπωθούν μέσω του
ακόλουθου γενικού πλαισίου.

2.3.3 Ορισμός

Μια συνάρτηση θα ονομάζεται πλήρης αν η προεικόνα κάθε συμπαγούς

συνόλου στο R είναι συμπαγές σύνολο στον Rd
.
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2.3.4 Ορισμός

Μία συνάρτηση φ : Rd → R+ είναι σχεδόν-απόσταση αν είναι πλήρης

και η x→ ||x||2 − φ2(x) είναι κυρτή.

Λόγω της ημικοιλότητας της, μία συνάρτηση σχεδόν-απόστασης φ έχει
μία καλά ορισμένη, αλλά όχι συνεχή βαθμίδα (gradient) ∇φ : Rd →
Rd
που μπορεί να ενσωματωθεί σε μία συνεχή ροή που επιτρέπει την

παρακολούθηση της εξέλιξης της τοπολογίας των συνόλων υποεπιπέδων

και τη σύγκρισή της με αυτά των συνόλων υποεπιπέδων των κοντινών

συναρτήσεων σχεδόν-απόστασης.

2.3.5 Ορισμός

΄Εστω φ είναι μία συνάρτηση σχεδόν-απόστασης και έστω φr = φ−1([0, r])
ένα σύνολο r-υποεπιπέδων της φ. Θα ονομάζουμε ένα σημείο x ∈ Rd α-
κρίσιμο αν ||∇xφ|| ≤ α.

2.3.6 Ορισμός

΄Εστω φ είναι μία συνάρτηση σχεδόν-απόστασης και έστω φr = φ−1([0, r])
ένα σύνολο r-υποεπιπέδων της φ. Το μέγεθος αδύναμων χαρακτηριστι-
κών (weak feature size) της φ στο r είναι το ελάχιστο r′ > 0 το οποίο
δεν έχει καμία κρίσιμη τιμή μεταξύ των r και r + r′. Συμβολίζουμε με
wfsφ(r). Για κάθε 0 < α < 1 ορίζουμε ως α-έκταση της φ το μέγιστο r
για το οποίο το φ−1((0, r]) δεν περιέχει κανένα α-κρίσιμο σημείο.

2.3.7 Λήμμα (Grove (1993))

΄Εστω φ μία συνάρτηση σχεδόν-απόστασης και r1, r2 δύο θετικοι αριθμοί
με r1 < r2, τέτοια ώστε η φ να μην έχει 0-κρίσιμα σημεία, δηλαδή σημεία
x για τα οποία ∇φ(x) = 0, στο υποσύνολο φ−1([r1, r2]). Τότε όλα τα
σύνολα υποεπιπέδων φ−1([0, r]) είναι ισοτοπικά για κάθε r ∈ [r1, r2]. [0]

Παρατήρηση 2.3.7

΄Αμεση συνέπεια του παραπάνω λήμματος είναι ότι όλα τα σύνολα υπο-

επιπέδων της φ μεταξύ των r και r+wfsφ(r) έχουν την ίδια τοπολογία.
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Το παρακάτω θεώρημα παρέχει μία σύνδεση μεταξύ της τοπολογίας των

συνόλων των υποεπιπέδων των κοντινών συναρτήσεων σχεδόν-απόστασης.

[0]

2.3.8 Θεώρημα

΄Εστω φ και ψ δύο συναρτήσεις σχεδόν-απόστασης τέτοιες ώστε ||φ −
ψ||∞ < ε με έκταση, reacha(φ) ≥ R, για κάποιους θετικούς αριθμούς ε

και α. Τότε για κάθε r ∈

[
4ε

α2
, R− 3ε

]
και κάθε η ∈ (0, R), τα σύνολα

των υποεπιπέδων ψr
και φη

είναι ομοτοπικά ισοδύναμα όταν:

ε ≤
R

5 + 4
α2

Διατηρώντας της παραπάνω υποθέσεις, αν αυτές είναι ελαφρά πιο απαιτη-

τικές από τεχνικής άποψης, το Θεώρημα Ανακατασκευής (Reconstruction
Theorem) μπορεί να επεκταθεί με τέτοιο τρόπο ώστε να αποδεικνύει ότι
τα σύνολα υποεπιπέδων είναι όντως ομοιομορφικά και ακόμα ισοτοπικά.

[0], [0]

Επιστρέφοντας στις υποθέσεις μας, αν επιπλέον θεωρήσουομε την φ =
dM και την ψ = dXn , της συναρτήσεις δηλαδή απόστασης στο στήριγμα

M του μέτρου µ και στο σύνολο δεδομένων Xn, υπό την υπόθεση ότι

reacha(dM) ≥ R μπορεί να ερμηνευτεί ως υπόθεση κανονικότητας επί
του M . Για παράδειγμα αν το M είναι μία λεία συμπαγής πολυπλοκότητα
τότε το reachO(∅) είναι πάντοτε θετικό και γνωστό ως έκταση του M .
[0] Το Θεώρημα Ανακατασκευής συνδυαστικά με το Θεώρημα Νεύρου

μας δίνουν ότι, για καλά επιλεγμένες τιμές των r και η, τα η-μετατοπίσεις
του M είναι ομοτοπικά ισοδύναμες με το νεύρο της ένωσης μπαλών α-

κτίνας r με κέντρο στο Xn, με άλλα λόγια το σύμπλεγμα Cech, το οποίο
συμβολίζεται με Cechr(Xn).

Από στατιστικής άποψης, το κύριο πλεονέκτημα αυτών των αποτελε-

σμάτων συμπεριλαμβανομένης της απόστασης Hausdorff είναι ότι η ε-
κτίμηση των τοπολογικών ποσοτήτων που έχουμε θεωρήσει, μπορεί να

υποστηρίξει την εκτίμηση απαντήσεων σε ερωτήματα που έχουν ευρέως

μελετηθεί.
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Τα παραπάνω αποτελέσματα παρέχουν ένα καλά θεμελιωμένο μαθηματι-

κά πλαίσιο για την εξαγωγή της τοπολογίας των σχημάτων από κάποιο

πλεγματικό σύμπλεγμα που έχει δομηθεί επί ενός προσεγγιστικού πεπε-

ρασμένου δείγματος. Ωστόσο, αν το εξετάσουμε πιο πρακτικά δύο ζη-

τήματα αναδύονται. Πρώτον, το Θεώρημα Ανακατασκευής απαιτεί την

υπόθεση της κανονικότητας μέσω μίας προϋπόθεσης για την α-έκταση
που μπορεί να μην ικανοποιείται πάντα και την επιλογή μια ακτίνας r για
την μπάλα που θα χρησιμοποιήσουμε για την κατασκευή του Cech συ-
μπλέγματος, Cechr(Xn). Δεύτερον, το σύμπλεγμα Cechr(Xn) παρέχει
μία τοπολογικά συνεπή περίληψη των δεδομένων, μέσω ενός πλεγματικού

συμπλέγματος του οποίου η συνήθης χρήση δεν ταιριάζει στην επεξεργα-

σία των δεδομένων. Υπό αυτό το πρίσμα, συχνά ψάχνουμε για εύκολα

αξιοποιήσιμες περιγραφές τοπολογιών, κυρίων αριθμητικές, οι οποίες μπο-

ρούν εύκολα να υπολογιστεί από το σύμπλεγμα. Το πρώτο ζήτημα που

προκύπτει θα μελετηθεί εκτενέστερα στην εισαγωγή στην Εμμένουσα Ο-

μολογία (Persistent Homology) που θα γίνει σε επόμενη ενότητα, ενώ το
δεύτερο ζήτημα που προκύπτει αντιμετωπίζεται θεωρώντας την ομολογία

των πλεγματικών συμπλεγμάτων που θα θεωρήσουμε στην επόμενη πα-

ράγραφο.

Ομολογία σε ένα κέλυφος

Η ομολογία είναι μία κλασική έννοια στην αλγεβρική τοπολογία που μας

δίνει ένα ισχυρό εργαλείο για την τυποποίηση και το χειρισμό των εννοι-

ών των τοπολογικών ιδιοτήτων ενός τοπολογικού χώρου ή ενός πλεγμα-

τικού συμπλέγματος από αλγεβρικής άποψης. Για κάθε διάσταση k, οι
k-διάστατες ¨τρύπες’ αναπαρίστανται από ένα διανυσματικό χώρο, έστω
Hk, του οποίου η διάσταση είναι διαισθητικά ο αριθμός των ανεξάρτητων

χαρακτηριστικών. Για παράδειγμα, η 0-διάστατη ομάδα ομολογίας H0 α-

ναπαριστά τα ενωμένα συστατικά του συμπλέγματος, η 1-διάστατη ομάδα

ομολογίας H1 αναπαριστά του μονοδιάστατους κόμβους, η 2-διάστατη ο-

μάδα ομολογίας H2 αναπαριστά τις δισδιάστατες κοιλότητες κ.ο.κ.

Για την αποφυγή τεχνικών λεπτομερειών και δυσκολιών, στο εξής θα

περιορίσουμε την εισαγωγή στην ομολογία στο ελάχιστο που είναι απα-

ραίτητο για την παρούσα εργασία. Πιο συγκεκριμένα, θα περιοριστούμε

σε ομολογίες με συντελεστές στο Z2, δηλαδή στο πεδίο που περιέχει δύο

μόνο στοιχεία, τα 0 και 1 για τα οποία ισχύει ότι 1 + 1 = 0, που φαίνεται
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να είναι το πιο απλό διαισθητικά από γεωμετρικής άποψης. Από την άλλη

πλευρά, όλες οι έννοιες και τα αποτελέσματα που θα παρουσιαστούν στη

συνέχεια με φυσικό τρόπο επεκτείνονται σε ομολογία με συντελεστές σε

κάθε πεδίο. Για την πιο ολοκληρωμένη και κατανοητή εισαγωγή στην

ομολογία αναφερόμαστε στον Hatcher (2001) [0] και για μία πλήρη εισα-
γωγή στην εφαρμοσμένη αλγεβρική τοπολογία και τη σύνδεσή της με την

ανάλυση δεδομένων στον Ghrist (2017) [0].

΄ΕστωK ένα πεπερασμένο πλεγματικό σύμπλεγμα και k ένας μη αρνητικός
ακέραιος αριθμός. Ο χώρος των k-αλυσίδων στον K. Τόε Ck(K) είναι
το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι τυπικά (πεπερασμένα) αθροίσματα

k-πλεγμάτων τουK. Για να είμαστε πιο ακριβείς, αν {σ1, σ2, . . . , σp} είναι
το σύνολο των k-πλεγμάτων του K, τότε οποιαδήποτε k-αλυσίδα μπορεί
για εi ∈ Z2 να γράφεται ως εξής:

c =

p∑
i=1

εiσi

Επιπλέον αν c′ =
∑p

i=1 ε
′
iσi κάποια άλλη k-αλυσίδα και λ ∈ Z2, τότε:

1. Το άθροισμα δύο k-αλυσίδων ορίζεται ως εξής:

c+ c′ =

p∑
i=1

(εi + ε′i)σι

2. Ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ορίζεται ως εξής:

λc =

p∑
i=1

(λεi)σi

Με αυτόν τον τρόπο συμπεραίνουμε ότι ο Ck(K) είναι διανυσματικός
χώρος με συντελεστές στο Z2. Γεωμετρικά μπορούμε να δούμε μία k-
αλυσίδα ως μία πεπερασμένη συλλογή k-πλεγμάτων και το άθροισμα k-
αλυσίδων ως τη συμμετρική διαφορά των δύο συλλογών αντίστοιχα. Υ-

πενθυμίζουμε σε αυτό το σημείο ότι η συμμετρική διαφορά δύο συνόλων,

έστω A και B είναι το σύνολο A△B = (A \B) ∪ (B \ A).

Το σύνορο ενός k-πλέγματος σ = [v0, v1, . . . , vk] είναι η k − 1-αλυσίδα:
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∂k(σ) =
k∑

i=0

(−1)i[v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vk]

όπου [v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vk] είναι το k-πλέγμα που επάγεται από όλα τα
διανύσματα εκτός από το vi. Σημειώνεται επίσης ότι επειδή βρισκόμαστε
στο Z2 ισχύει ότι −1 = 1 και έτσι (−1)i = 1, για κάθε i. Τα k-πλέγματα
δημιουργούν μία βάση για το Ck(K) και το σύνορο ∂k επεκτείνεται ως μία
γραμμική απεικόνιση από το Ck(K) στο Ck−1(K) και ονομάζεται τελεστής
συνόρου. Ο πυρήνας Zk(K) = {c ∈ Ck(K) : ∂k = 0} του συνόρου ∂k
ονομάζεται χώρος των k-κύκλων του K και η εικόνα

Bk(K) = {c ∈ Ck(K) : ∃c′ ∈ Ck+1(K), ∂k+1(c
′) = c}

του ∂k+1 θα ονομάζεται χώρος των k-συνόρων του K. Οι τελεστές συ-
νόρων ικανοποιούν τη θεμελιώδη ιδιότητα που διατυπώνεται παρακάτω:

∂k−1 ◦ ∂k ≡ 0,∀k ≥ 1

Με άλλα λόγια, κάθε k-σύνορο είναι ένας k-κύκλος και έτσι Bk(K) ⊆
Zk(K) ⊆ Ck(K). Οι προαναφερθείσες έννοιες απεικονίζονται στο Σχήμα
2.8.

2.3.9 Ορισμός (Ομάδα Πλεγματικής Ομολογίας)

Η ομάδα k-οστής (πλεγματικής) ομολογίας του K ορίζεται ώς:

Hk(K) = Zk(K)/Bk(K)

Παρατήρηση 2.3.9

΄Οταν δουλεύουμε στο Z2 (ή σε κάθε σώμα Zp, όπου p πρώτος αριθ-
μός) τότε μπορεί κανείς να δεί ότι αυτή η ομάδα ομολογίας έχει τη δομή

διανυσματικού χώρου, αφού είναι πηλίκο διανυσματικών χώρων.
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Σχήμα 2.8: Για κάποια παραδείγματα αλυσίδων, κύκλων και συνόρων σε ένα

δισδιάστατο σύμπλεγμα K: τα c1, c2 και c4 είναι 1-κύκλοι, το c3 είναι 1-αλυσίδα

αλλά όχι 1-κύκλος, το c4 είναι 1-σύνορο, πιο συγκεκριμένα το σύνορο των 2-

αλυσίδων που προκύπτει από το άθροισμα των δύο τριγώνων που περιβάλλονται

γύρω από το c4. Οι κύκλοι c1 και c2 επάγονται από το ίδιο στοιχείο του H1(K)

και η διαφορά τους είναι μία 2-αλυσίδα που αναπαρίσταται από την ένωση των

τριγώνων που περιβάλλονται από την ένωση των c1 και c2. [0]

2.3.10 Ορισμός (Αριθμοί Betti)

Ο k-οστός αριθμός Betti του K είναι η διάσταση βk(K) = dimHk(K)
του διανυσματικού χώρου Hk(K).

Δύο κύκλοι c και c′ ∈ Zk(K) είναι ομόλογοι αν διαφέρουν κατά ένα
σύνορο, δηλαδή αν υπάρχει μία k + 1-αλυσίδα, έστω d, τέτοια ώστε
c = c′ + ∂k+1(d). Δύο ομόλογοι κύκλοι αναδεικνύουν το ίδιο στοιχε-
ίο του Hk. Με άλλα λόγια , τα στοιχεία του Hk(K) αποτελούν κλάσεις
ισοδυναμίας ομόλογων κύκλων.

Οι ομάδες πλεγματικής ομολογία και οι αριθμοί Betti είναι τοπολογικές
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αναλλοίωτες. ΑνK, K ′
είναι δύο πλεγματικά συμπλέγματα των οποίων οι

γεωμετρικές αναπαραστάσεις είναι ομοτοπικά ισοδύναμες, τότε οι ομάδες

ομολογίας είναι ισομορφικές και οι αριθμοί Betti, που τους αντιστοιχούν,
είναι οι ίδιοι.

Η μοναδιαία ομολογία είναι μία διαφορετική έννοια ομολογίας που επι-

τρέπει τη μελέτη μεγαλύτερων κλάσεων τοπολογικών χώρων. Ορίζεται

για οποιονδήποτε τοπολογικό χώρο X με παρόμοιο τρόπο όπως στην
πλεγματική ομολογία. ΄Ομως η έννοια του πλέγματος αντικαθίσταται α-

πό το μοναδιαίο πλέγμα που είναι μία συνεχής απεικόνιση σ : ∆k → X,
όπου ∆k είναι το τυπικό k-διάστατο πλέγμα. Ο χώρος των k-αλυσίδων ε-
ίναι ένας διανυσματικός χώρος που επάγεται από τα k-διάστατα μοναδιαία
πλέγματα και το σύνορο του ενός πλέγματος, έστω σ, το οποίο ορίζε-
ται ως το (εναλλακτικό) άθροισμα των περιορισμών του σ στο (k − 1)-
διάστατων πλευρών του ∆k. Μία σημαντική παρατήρηση σχετικά με τη

μοναδιαία ομολογία είναι το γεγονός ότι συμπίπτει με την πλεγματική

ομολογία όταν ο X είναι ομοιομορφικός με τη γεωμετρική αναπαράστα-
ση ενός πλεγματικού συμπλέγματος. Το παραπάνω μας επιτρέπει στη

συνέχεια να συζητάμε χωρίς να διαχωρίζουμε την πλεγματική από τη μο-

ναδιαία ομολογία για τοπολογικούς χώρους και πλεγματικά συμπλέγματα.

Παρατηρούμε, επίσης, ότι αν η f : X → Y είναι μία συνεχής απεικόνι-
ση, τότε για οποιοδήποτε μοναδιαίο πλέγμα σ : ∆k → X στον X, η
f ◦ σ : ∆k → Y είναι ένα μοναδιαίο πλέγμα στον Y . Εύκολα κατα-
λήγουμε στο συμπέρασμα ότι οι συνεχείς απεικονίσεις μεταξύ τοπολογι-

κών χώρων εισάγουν με κανονικό τρόπο ομοιομορφισμούς μεταξύ των

ομάδων ομολογίας. Πιο συγκεκριμένα, αν η f είναι ένας ομοιομορφισμός
ή μία ομοτοπική ισοδυναμία, τότε αυτή εισάγει έναν ισομορφισμό μεταξύ

των Hk(X) και Hk(Y ), για κάθε μη αρνητικό ακέραιο αριθμό k. Για πα-
ράδειγμα, έπεται από το Θεώρημα Νεύρου ότι κάθε σύνολο σημείων του

X ⊂ Rd
και κάθε κάθε r > 0, η r-μετατόπισηXr

και το σύμπλεγμα Cech,
Cechr(X), έχουν ισομορφικές ομάδες ομολογία και τους ίδιους αριθμούς
Betti.

Κατ΄ επέκταση, το Θεώρημα Ανακτασκευής μας οδηγεί στο ακόλουθο συ-

μπέρασμα για την εκτίμηση των αριθμών Betti.
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Σχήμα 2.9: Οι αριθμοί Betti του κύκλου (πάνω αριστερά) η δισδιάστατη σφα-
ίρα (πάνω δεξιά) και ο δισδιάστατος τόρος (κάτω). Οι μπλέ καμπύλες στον

τόρο αναπαριστούν δύο ανεξάρτητους κύκλους των οποίων η κλάση ομολογίας

αποτελεί βάση για την μονοδιάστατη ομάδα ομολογίας του. [0]

2.3.11 Θεώρημα

΄ΕστωM ⊂ Rd
είναι ένα συμπαγές σύνολο τέτοιο ώστε η έκταση reachadM ≥

R ≥ 0, για κάποιο a ∈ (0, 1) και έστω X ένα πεπερασμένο σύνολο σημε-
ίων για τα οποία ισχύει ότι:

dH(M,X) = ε <
R

5 + 4
a2

.

Τότε για κάθε r ∈ [4ε/a2, R − 3ε] και κάθε η ∈ (0, R), οι αριθμοί Betti
του Cechr(X) είναι οι ίδιοι με αυτούς τουMn

. Συγκεκριμένα, αν τοM ε-
ίναι μία λεία m-διάστατη υποπολλαπλότητα του Rd

, τότε βk(Cechr()X) =
βk(M), για κάθε k = 0, 1, . . . ,m.

Από μία πιο πρακτική άποψη, αυτό το αποτέλεσμα φέρνει στο επίκεντρο

τρεις δυσκολίες. Πρώτον, η υπόθεση της κανονικότητας που περιλαμβάνει
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η α-έκταση του M μπορεί να είναι υπέρ το δέον περιοριστική. Δεύτερον,
ο υπολογισμός του νεύρου μίας ένωσης μπαλών απαιτεί τη χρήση ενός

δύσκολου κατηγορηματικού ελέγχου της κενότητας μίας πεπερασμένης

ένωσης μπαλών. Τρίτον, η εκτίμηση των αριθμών Betti βασίζεται στην
παράμετρο κλίμακας r, της οποίας η επιλογή μπορεί να είναι αρκετά δύσκο-
λη.

Για να ξεπεράσουμε αυτά τα ζητήματα οι Chazal και Oudot (2008) παρου-
σιάζουν το ακόλουθο αποτέλεσμα που λύνει τα πρώτα δύο προβλήματα.

[0]

{2.3.12Θεώρημα

΄Εστω M ⊂ Rd
ένα σύνολο τέτοιο ώστε wfs(M) = wfsdM (0) ≥ R >

0. Επιπλέον, έστω X ένα πεπερασμένο σύνολο σημείων τέτοιο ώστε
dH(M,X) = ε < 1

9
wfs(M). Τότε για κάθε r ∈ [2ε, 1

4
(wfs(M)− ε)] και

κάθε η ∈ (0, R), έχουμε:

βk(X
η) = rk(Hk(Ripsr(X)) → Hk(Rips4r(X)))

όπου rk(Hk(Ripsr(X)) → Hk(Rips4r(X))) συμβολίζει την τάξη του ο-
μοιομορφισμού που επάγεται από τη συνεχή κανονική εμφύτευσηRipsr(X) ↪→
Rips4r(X).

Παρόλο που αυτό το αποτέλεσμα αφήνει αναπάντητο το ερώτημα της ε-

πιλογής της παραμέτρου κλίμακας r, αποδεικνύεται από τους Chazal και
Oudot (2008) ότι υπάρχει μια πολυεπίπεδη στρατηγική που μπορεί να
αξιοποιηθεί, ωστόσο αυτή είναι πέρα από τους σκοπούς της παρούσας

εργασίας. [0]
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2.3.1 Στατιστικές πλευρές της Ομολογιακής Συ-

μπερασματολογίας

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα για τη σταθερότητα που έχουν παρουσια-

στεί, μια στατιστική προσέγγιση στην ομολογιακή συμπερασματολογία

συνδέεται ισχυρά με το πρόβλημα της εκτίμησης του στηρίγματος και της

εκτίμησης των συνόλων επιπέδων υπό την μετρική Hausdorff. ΄Ενα με-
γάλο πλήθος μεθόδων και αποτελεσμάτων είναι διαθέσιμα για την εκτίμη-

ση του στηρίγματος της κατανομής στη στατιστική. Για παράδειγμα, ο

εκτιμητής Devroye κ αι Wise (2008) ([0]) που ορίζεται επί ενός δείγμα-
τος Xn είναι επίσης μια μετατόπιση του Xn. Οι αναλογίες σύγκλισης για

το Xn και τον εκτιμητή Devroye και Wise στο στήριγμα της κατανομής
για την απόσταση Hausdorff στον Rd

. Η εκτίμηση των minimax αναλο-
γιών σύγκλισης μίας πολλαπλότητας για την απόσταση Hausdorff, που
σχετίζεται ισχυρά με την τοπολογική συμπερασματολογία, έχει μελετηθεί

από τους Genovese et al (2012). [0] Υπάρχει επίσης εκτενής βιβλιογρα-
φία σχετικά με την εκτίμηση των συνόλων επιπέδων για διάφορες μετρικές

([0], [0], [0]). ΄Ολες αυτές οι εργασίες για την εκτίμηση των στηριγμάτων

και των συνόλων επιπέδων, δίνουν πληροφορίες για τη στατιστική ανάλυ-

ση των διαδικασιών της στατιστικής συμπερασματολογίας.

Στην εργασία των Niyogi et al. (2008), φαίνεται ότι ο τύπος ομοτο-
πίας για τις πολλαπλότητες Riemann, που είναι μεγαλύτερος από κάποια
σταθερά που εξάγεται με μεγάλη πιθανότητα από τις μετατοπίσεις του

δείγματος επάνω ή έστω πολύ κοντά στην πολλαπλότητα. Αυτή η ερ-

γασία αποτελεί πιθανά την πρώτη προσπάθεια να σκεφτούμε με όρους

πιθανοτήτων το πρόβλημα της στατιστικής συμπερασματολογίας. Το α-

ποτέλεσμα αυτής της εργασίας προκύπτει από τη συζήτηση σχετικά με

την ανάκληση συστολής και συνδέεται ισχυρά με τον αριθμό ¨στοιβών’

της πολλαπλότητας, με σκοπό να ελέγξουμε την απόσταση Hausdorff με-
ταξύ της πολλαπλότητας και του παρατηρούμενου νέφους σημείων. Η

στατιστική συμπερασματιολογία είναι μία αρκετά πολύπλοκη περίπτωση.

Υπό την έννοια της κατανομής των παρατηρήσεων που είναι συγκεντρω-

μένη γύρω από την πολλαπλότητα υπάρχει θόρυβος, κάτι που έχει επίσης

μελετηθεί από τους Niyogi et al. (2008, 2011). ([0], [0]) Η υπόθεση ότι
το γεωμετρικό αντικείμενο είναι μία λεία πολλαπλότητα Riemann χρησι-
μοποιείται στη εργασία με στόχο τον έλεγχο της απόστασης Hausdorff
μεταξύ του δείγματος και της πολλαπλότητας από άποψη πιθανότητας.

Αυτό δεν είναι ωστόσο απαραίτητο για το τοπολογικό μέρος του αποτε-

λέσμτος. Λαμβάνουμε υπόψην και τα τοπολογικά αποτελέσματα που υ-
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πάρχουν στις εργασίες των Chazal et al. (2009δ) και Chazal ανδ Lieutier
(2008β), στο συγκεκριμένο πλαίσιο των πολλαπλοτήτων Riemann. ([0],
[0] Ξεκινώντας από το αποτέλεσμα των Niyogi et al. (2008), οι minimax
αναλογίες του τύπου ομοτοπίας έχουν μελετηθεί από τους Balakrishna
et al. (2012) για διάφορα μοντέλα, για πολλαπλότητες Riemannian με
έκταση μεγαλύτερη από μία σταθερά σε αντίθεση με κάποια στατιστική

εκδοχή της εργασίας των Chaza et al. (2009δ) η οποία δεν έχει ακόμα
προταθεί. ([0], [0], [0])

Οι Niyogi et al. (2008) και Bobrowski et al. (2014) πρότειναν έναν ε-
ύρωστο εκτιμητή ομολογίας για τα σύνολο επιπέδων των συναρτήσεων

πυκνότητας και παλινδρόμησης, θεωρώντας ότι η συνάρτηση ένθεσης με-

ταξύ των εμφωλευμένων ζευγών των εκτιμώμενων συνόλων επιπέδων, με

την έννοια του Θεωρήματος 2.3.12, μπορεί να βρεθεί με τη βοήθεια της

προσέγγισης σύνδεσης (plug-in) από τους εκτιμητές του πυρήνα. ([0],
[0])
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2.3.2 Απόσταση σε μέτρο

Είναι γνωστό ότι οι μέθοδοι της Τοπολογικής Ανάλυσης Δεδομένων που

βασίζονται στην απόσταση μπορεί να αποτύχουν παταγωδώς αν υπάρχουν

ακραίες παρατηρήσεις. Πράγματι, όπως βλέπουμε και στο Σχήμα 2.10, με

την προσθήκη ακόμα και μίας ακραίας παρατήρησης μπορεί να προκύψουν

σημαντικές μεταβολές στη συνάρτηση απόστασης. Για να αντιμετωπιστεί

αυτό το πρόβλημα, οι Chazal et al. (2011β) εισήγαγαν μία εναλλακτική
συνάρτηση απόστασης που είναι εύρωστη στο θόρυβο, την οποία καλούν

απόσταση σε μέτρο.

Σχήμα 2.10: Η επίδραση των ακραίων παρατηρήσεων στα σύνολα επιπέδων

των συναρτήσεων απόστασης. Αν προσθέσουμε μερικές ακόμα ακραίες παρα-

τηρήσεις σε ένα νέφος σημείων, είναι πιθανό η συνάρτηση απόστασης και η

τοπολογία των μετατοπίσεών του να αλλάξουν δραματικά. [0]

Δεδομένης κάποιας κατανομής πιθανότητας, έστω P στον Rd
και μία

πραγματική παράμετρο, έστω u, για την οποία ισχύει 0 ≤ u ≤ 1, η έννοια
της απόστασης από το στήριγμα P μπορεί να γενικευτεί στην παρακάτω
συνάρτηση:

δP,u : x ∈ Rd 7→ inf{t > 0, P (B(x, t)) ≥ u}

όπου B(x, t) είναι μία κλειστή Ευκλείδεια μπάλα με κέντρο το x και α-
κτίνα r. Για να αποφύγουμε ζητήματα που προκύπτουν από τα σημεία α-
συνέχειας της απεικόνισης P → δP,u, η συνάρτηση απόστασης σε μέτρο,
έστω DTM (Distance-To-Measure), με την παράμετρο m ∈ [0, 1] και
εκθέτη r ≥ 1 ορίζεται ως εξής:
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dP,m,r(x) : x ∈ Rd 7→

(
1

m

∫ m

0

δrP,u(x)du

)1/r

(2.1)

Μία ιδιότητα της DTM , που έχει αποδειχθεί από τους Chazal et al.
(2011β), είναι η σταθερότητά της, που σέβεται τις διαταραχές του P για
τη μετρική Wasserstein. [0] Πιο συγκεκριμένα, η απεικόνιση P 7→ δP,u
είναι m1/r

-Lipschitz, ή με άλλα λόγια αν P και P̃ είναι δύο κατανομές
πιθανότητας στον Rd

, τότε έχουμε:

||dP,m,r − dP̃ ,m,r||∞ ≤ m−1/rWr(P, P̃ ) (2.2)

όπου Wr είναι η απόσταση Wasserstein για την Ευκλείδεια μετρική στον
Rd
με εκθέτη r. Αυτή η ιδιότητα, μας δίνει ότι η DTM που σχετίζεται

με κοντινές κατανομές με την μετρική Wasserstein έχουν κοντινά σύνο-
λα επιπέδων. Επιπλέον, όταν r = 2, Η συνάρτηση d2P,M,2 είναι ημικοίλη,

το οποίο διασφαλίζει ισχυρές ιδιότητες κανονικότητας επί της γεωμετρίας

των συνόλων υποεπιπέδων της. Αποδεικνύεται από τους Chazal et al.
(2011β) ότι χρησιμοποιώντας αυτές τις ιδιότητες, υπό κάποιες γενικές

υποθέσεις, αν η P̃ είναι μία κατανομή πιθανότητας που προσεγγίζει το P ,
τότε τα σύνολα υποεπιπέδων της συνάρτησης dP̃ ,m,2 παρέχουν μία τοπο-

λογικά ορθή προσέγγιση στο στήριγμα του P .

Στην πράξη το μέτρο P είναι γνωστό συνήθως μόνο στην περίπτωση που
το σύνολο των παρατηρήσεων είναι πεπερασμένο, έστωXn = {X1, X2, . . . , Xn}
που περιέχει στοιχεία από το P , συνιστά στην ανάγκη διερευνήσουμε την
προσέγγιση τουDTM . Με φυσικό τρόπο προκύπτει η ιδέα να εκτιμήσου-
με την DTM του Xn είναι να συνδέσουμε το εμπειρικό μέτρο Pn αντί του

P από τον ορισμό της DTM . Αυτή η στρατηγική ¨σύνδεσης’ αξιοποιείται
στον υπολογισμό της απόστασης του εμπειρικού μέτρου (DTEM). Για
m = k

n
, η DTEM ικανοποιεί το εξής:

dr
Pn,

k
n
,r
(x) :=

1

k

k∑
j=1

||x− Xn||r(j)

όπου με ||x − Xn||(j) συμβολίζουμε την απόσταση μεταξύ του x και του
j-οστού γειτονικού σημείου στο {X1, X2, . . . , Xn. Αυτή είναι μία εύκολα

υπολογίσιμη ποσότητα στην πράξη αφού απαιτούνται οι αποστάσεις με-

ταξύ του x και των σημείων του δείγματος. Η σύγκλιση του DTEM
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στο DTM μελετήθηκε από τους Chazal et al. (2014a) και Chazal et al.
(2016b). ([0], [0])

Η εισαγωγή του DTM οδήγησε εργασίες και εφαρμογές σε διάφορους

τομείς όπως μεταξύ άλλων η Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων ([0]), η

ανάλυση εντοπισμού GPS ([0]), η εκτίμηση πυκνότητας ([0]), οι έλεγχοι
υποθέσεων ([0]), η συσταδοποίηση ([0]). Επιπλέον, υπάρχουν εργασίες

σχετικά με προσεγγίσεις, γενικεύσεις και μεταβλητές της DTM . ([0],
[0], [0]).
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2.4 Εμμένουσα Ομολογία (Persistent H-
omology)

Η Εμμένουσα Ομολογία είναι ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για τον υπολο-

γισμό, τη μελέτη και την κωδικοποίηση με επαρκή τρόπο των πολύπλο-

κων τοπολογικών ιδιοτήτων των εμφωλευμένων οικογενειών πλεγματικών

συμπλεγμάτων και τοπολογικών χώρων. Μάλιστα, όχι μόνο παρέχει α-

ποδοτικούς αλγορίθμους για τον υπολογισμό των αριθμών Betti κάθε
συμπλέγματος στις οικογένειες που έχουμε θεωρήσει, όπως έχουμε δει

ότι απαιτείται για τη στατιστική συμπερασματολογία, αλλά επιπλέον κωδι-

κοποιεί την εξέλιξη των ομάδων ομολογίας των εμφωλευμένων συμπλεγ-

μάτων στις διάφορες κλίμακες.

2.4.1 Διηθήσεις

Η διήθηση ενός πλεγματικού συμπλέγματος K είναι μία εμφωλευμένη οι-
κογένεια υποσυμπλεγμάτων (Kr)r∈T , όπου T ⊆ R, τέτοιο ώστε για κάθε
r, r′ ∈ T , με r ≤ r′, έχουμε Kr ⊆ Kr′ και K = ∪r∈TKr. Το υποσύνολο

Τ μπορεί να είναι είτε πεπερασμένο, είτε άπειρο. Γενικότερα, μία διήθηση

ενός τοπολογικού χώρουM είναι μία εμφωλευμένη οικογένεια υπόχωρων
(Mr)r∈T όπου T ⊆ R, τέτοιο ώστε για κάθε r, r′ ∈ T , με r ≤ r′, έχουμε
Mr ⊆ Mr′ και M = ∪r∈TMr. Για παράδειγμα αν f : M → R είναι μία
συνάρτηση. Τότε η οικογένεια Mr = f−1((−∞, r]), όπου r ∈ R ορίζει
μία διήθηση που ονομάζεται διήθηση συνόλου υποεπιπέδων της f .

Πρακτικά, η παράμετρος r ∈ T μπορεί συχνά να ερμηνευθεί ως μία πα-
ράμετρος κλίμακας. Επιπλέον οι διηθήσεις που παραδοσιακά χρησιμο-

ποιούνται στην Τοπολογική Ανάλυση Δεδομένων συνήθως ανήκουν σε

μία από της παρακάτω οικογένειες:

Κατασκευή διηθήσεων επί των δεδομένων

΄Εστω ένας συμπαγής μετρικός χώρος (M,ρ), ένα υποσύνολό του X
οι οικογένειες των πλεγμάτων Rips – Vietoris, που συμβολίζεται με
(Ripsr((X))r∈R και τα συμπλέγματα Cech, που συμβολίζονται με (Cechr((X))r∈R,
είναι διηθήσεις. Σημειώνεται ότι κάνουμε την παραδοχή ότι για r ≤ 0,
Ripsr(R) = Cechr(X) = ∅. Εδώ η παράμετρος r μπορεί να ερμηνευθεί
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ως μία ανάλυση με βάση την οποία θεωρούμε τα δεδομένα.

Για παράδειγμα, αν το X είναι ένα νέφος δεδομένων στον Rd
, βασιζόμε-

νοι στο Θεώρημα Νεύρου, διήθηση (Cechr((X))r∈R κωδικοποιεί την το-
πολογία ολόκληρης της οικογένειας των ενώσεων των μπαλών, δηλαδή

Xr = ∪x∈XB(x, r), καθώς πηγαίνει από το 0 στο ∞. Εν γένει η έννοια
της διήθησης είναι αρκετά ευέλικτη, και κατ’ επέκταση διάφορες διηθήσεις

έχουν θεωρηθεί στη βιβλιογραφία και μπορούν να κατασκευαστούν επί

των δεδομένων, όπως είναι για παράδειγμα το λεγόμενο σύμπλεγμα του

μάρτυρα witness complex είναι αρκετά δημοφιλές στην Τοπολογική Α-
νάλυση Δεδομένων. [0]

Διηθήσεις συνόλων υποεπιπέδων

Οι συναρτήσεις που ορίζονται πάνω στις ακμές των πλεγματικών συ-

μπλεγμάτων ωθεί στην παρατήρηση ενός άλλου σημαντικού παραδείγμα-

τος διήθησης, το οποίο και θα αναλύσουμε. ΄Εστω K ένα πλεγματικό
σύμπλεγμα με σύνολο κορυφών V και μία f : V → R. Τότε η f μπορεί
να επεκταθεί σε όλα τα πλέγματα του K ως εξής f([v0, v1, . . . , vk]) =
max{f(vi) : i = 1, 2, . . . , k} για κάθε πλέγμα σ = [v0, v1, . . . , vk] ∈ K.
Τότε η ομάδα υποπλεγμάτων Kr = {σ ∈ K : f(σ) ≤ r} ορίζει μία διήθη-
ση που καλείται διήθηση του συνόλου υποεπιπέδων της f . Με παρόμοιο
τρόπο ορίζουμε και τη διήθηση του συνόλου υπερεπιπέδων της f .

Στην πράξη, ακόμα και αν το σύνολο δεικτών είναι άπειρο, όλες οι σχετι-

κές διηθήσεις κατασκευάζονται πάνω σε πεπερασμένα σύνολα και είναι και

οι ίδιες πεπερασμένες. Για παράδειγμα, όταν το σύνολο δεδομένων X είναι
πεπερασμένο, τότε το σύμπλεγμα Vietoris - Rips, Ripsr(X) μεταβάλλεται
μόνο για ένα πεπερασμένο αριθμό δεικτών r. Με αυτόν τον τρόπο είναι
εύκολος ο χειρισμός τους μέσω κάποιας αλγοριθμικής προσέγγισης. [0]
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2.4.2 Αρχικά παραδείγματα

Δεδομένης κάποιας διήθησης, έστω Filt = (Fr)r∈T ενός πλεγματικού συ-
μπλέγματος ή ενός τοπολογικού χώρου, η ομολογία των Fr μεταβάλλεται

καθώς το r αυξάνεται, ως εξής: Μπορεί να εμφανιστούν νέες ενωμένες
συνιστώσες, μπορεί να συγχωνευτούν ήδη υπάρχουσες συνιστώσες και

μπορεί να εμφανιστούν ή να “γεμίσουν” κόμβοι ή κοιλότητες κ.ο.κ. Η Εμ-
μένουσα Ομολογία (Persistent Homology) ανιχνεύσει αυτές τις αλλαγές,
αναγνωρίζει τις ιδιότητες που προκύπτουν και σχετίζει κάποιο χρόνο ζωής

με αυτές. Η πληροφορία στην οποία καταλήγουμε είναι κωδικοποιημένη

ως ένα σύνολο διαστημάτων το οποίο ονομάζουμε barcode ή, ισοδύναμα,
ως ένα πολυσύνολο σημείων στον R2

, όπου οι συντεταγμένες κάθε ση-

μείου είναι τα άκρα του διαστήματος αντίστοιχα.

Πριν προχωρήσουμε στην αυστηρή διατύπωση ορισμών θα παρατεθούν

εισαγωγικά κάποια παραδείγματα:

Παράδειγμα 1

΄Εστω f : [0, 1] → R μία συνάρτηση της εικόνας 11 που βρίσκεται παρα-
κάτω. ΄Εστω (Fr = f−1((−∞, r]))r∈R η διήθηση συνόλου υποεπιπέδων
της f . ΄Ολα τα σύνολα υποεπιπέδων της f είναι είτε κενά είτε ενώσεις δια-
στημάτων, επομένως η μόνη μη τετριμμένη τοπολογική πληροφορία που

αυτά φέρουν είναι η 0-διάστατη τοπολογία τους, ή, ισοδύναμα, ο αριθμός
που εκφράζει το πλήθος των ενωμένων συνιστωσών του. Για r < α1,

το Fr είναι το κενό σύνολο. ΄Ομως αν r = α1 εμφανίζεται η πρώτη ένω-

ση συνιστωσών στην Fα1 . Σύμφωνα με την Εμμένουσα Ομολογία τα α1

καταγράφεται ως η ώρα γέννησης μία ενωμένης συνιστώσας και ξεκινά

να καταγράφει τις αλλαγές του, αναπαριστώντας ένα διάστημα που ξεκινά

από το α1. Τότε, το Fr παραμένει ενωμένο έως ότου το r φτάσει την τιμή
α2, όπου η μία δεύτερη συνιστώσα εμφανίζεται. Η Εμμένουσα Ομολογία

αρχίζει και πάλι να καταγράφει τις αλλαγές δημιουργώντας ένα δεύτερο

διάστημα που ξεκινά από το α2. Με παρόμοιο τρόπο λειτουργεί προχω-

ρώντας στο α3 και η Εμμένουσα Ομολογία δημιουργεί άλλο ένα διάστημα

που ξεκινά από το α3. Ωστόσο, όταν το r φτάσει το α4, οι δύο ενωμένες

συνιστώσες που δημιουργήθηκαν στα α1 και α3 συγχωνεύονται σε μία

μεγαλύτερη συνιστώσα. Σε αυτό το σημείο η Εμμένουσα Ομολογία θεω-

ρεί πως αυτή είναι η πιο πρόσφατα εμφανιζόμενη συνιστώσα στη διήθηση

που ¨πεθαίνει¨. Επομένως το διάστημα που ξεκινά από το α3, τελειώνει
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στο α4 και αυτό αποτελεί το πρώτο εμμένον διάστημα που κωδικοποιεί τη

διάρκεια ζωής της συνιστώσας που δημιουργήθηκε όταν εμφανίστηκε το

α3. ΄Οταν το r φτάνει το α5, όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, η

συνιστώσα που δημιουργείται στα α2 ¨πεθαίνει’ και το εμμένον διάστημα

(α2, α5) δημιουργείται. Το διάστημα που δημιουργείται στα α1 παραμένει

έως ότου η διήθηση δίνει το εμμένον διάστημα (α1, α6), αν η διήθηση
σταματά στο α6, ή στο (α1,∞) αν το r πηγαίνει στο ∞. Στη δεύτε-
ρη περίπτωση σημειώνεται ότι η διήθηση παραμένει σταθερή για r ≥ α6.

Το σύνολο διαστημάτων που έχει παραχθεί κωδικοποιεί τη διάρκεια ζωής

των διάφορων ομολογικών ιδιοτήτων που συναντάμε κατά τη διήθηση ο-

νομάζονται εμμένοντα barcode της f . Κάθε διάστημα της μορφής (α, α′)
μπορεί να παρασταθεί από ένα σημείο με συντεταγμένες (α, α′). Το σύνο-
λο σημείων στο οποίο καταλήγουμε καλείται εμμένον διάγραμμα της f .
Σημειώνεται ότι μία συνάρτηση μπορεί να έχει πλήθος αντιγράφων του

ίδιου διαστήματος στο εμμένον barcode και κατά συνέπεια το εμμένον δι-
άγραμμα της f είναι ένα πολυσύνολο, στο οποίο κάθε σημείο έχει κάποια
ακέραια πολλαπλότητα. Τέλος, για τεχνικούς λόγους που θα γίνουν πιο

κατανοητοί στην επόμενη ενότητα, προσθέτουμε στην εμμένουσα όλα τα

σημεία ης διαγωνίου, έστω ∆ = {(b, d) : b = d}.

Σχήμα 2.11: Το εμμένον Barcode και το εμμένον διάγραμμα μίας συνάρτησης
f : [0, 1] → R [0]

Παράδειγμα 2

΄Εστω f : M → R Η συνάρτηση που απεικονίζεται στο Σχήμα 12, όταν
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το M είναι μία 2-διάστατη επιφάνεια ομοιομορφική με έναν τόρο. ΄Ε-

στω (Fr = f−1 ((−∞, r])r∈R η διήθηση του συνόλου υποεπιπέδων της
f . Η 0-διάστατη εμμένουσα ομολογία, που υπολογίζεται όπως και στο
Παράδειγμα 1, δίνοντας κόκκινες γραμμές στο barcode. Τα σύνολα υπο-
επιπέδων επίσης φέρουν 1-διάστατες ομολογικές ιδιότητες. Καθώς το r
ξεπερνά το ύψος a1 τα σύνολα υποεποεπιπέδων Fr που είναι ομοιομορφικά

με δύο δίσκους γίνονται ομοιομορφικά με την κατατμημένη ένωση ενός

δίσκου και ενός αντικειμένου σε σχήμα δακτυλίου, δημιουργώντας έναν

πρώτο κύκλο ομολογικό με τον σ1, όπως φαίνεται στο Σχήμα 12. Παρα-
τηρούμε τότε ότι ένα διάστημα (με μπλε) αναπαριστά τη γέννηση αυτού

του 1-κύκλου, το οποίο θα ξεκινά από το a1. Με την ίδια λογική, όταν το
r ξεπερνά το ύψος α2 ένας νέος κύκλος, αυτή τη φορά ομοιομορφικός με

το σ2 δημιουργείται, και έτσι ξεκινά από εκείνο το σημείο ένα νέο εμμένον
διάστημα. Οι δύο προαναφερθέντες κύκλοι δε θα ¨γεμίσουν’ ποτέ και τα

αντίστοιχα διαστήματα παραμένουν έως το τέλος της διήθησης. ΄Οταν το

r ξεπεράσει το a3 δημιουργείται ένας νέος κύκλος, ο οποίος όμως ¨γε-
μίζει’ αι έτσι ¨πεθαίνει’ στο a4, δημιουργώντας έτσι το εμμένον διάστημα
(a3, a4). Επομένως πλέον η διήθηση του συνόλου υποεπιπέδων της f
παράγει δύο barcodes ένα για τη 0-διάστατη ομολογία και ένα για την
1-διάστατη ομολογία, που φαίνονται στο Σχήμα 12 με κόκκινο και μπλε
αντίστοιχα. ΄Οπως και προηγουμένως, αυτά τα δύο barcodes μπορούν
ισοδύναμα να παρασταθούν ως διαγράμματα στο πεδίο.

Παράδειγμα 3

Σε αυτό το παράδειγμα θα θεωρήσουμε τη διήθηση που δίνεται από μία

ένωση αυξανόμενων μπαλών με κέντρο στο πεπερασμένο σύνολο σημείων

C του Σχήματος 13. Παρατηρούμε ότι το σύνολο υποσυνόλων διήθησης
της συνάρτησης απόστασης στο C, και λόγω του Θεωρήματος Νεύρου,
αυτή η διήθηση είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με τη διήθηση Cech που κα-
τασκευάζεται επί του C. Στο Σχήμα 13 απεικονίζονται διάφορα σύνολα
επιπέδων της διήθησης, τα οποία παρουσιάζονται παρακάτω:

i. Για την ακτίνα r = 0, η ένωση μπαλών περιορίζεται στο αρχικό
σύνολο σημείων, καθένα από τα οποία αντιστοιχίζεται σε κάποιο

0-διάστατο χαρακτηριστικό, δηλαδή μία ενωμένη συνιστώσα. ΄Ετσι
δημιουργείται ένα διάστημα για τη ¨γέννηση’ καθενός από αυτά τα

χαρακτηριστικά στο r = 0.

ii. Παρατηρούμε ότι κάποιες μπάλες φαίνεται να επικαλύπτονται, το ο-
ποίο οδηγεί στο ¨θάνατο’ κάποιων συνδεδεμένων συνιστωσών που
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Σχήμα 2.12: Το εμμένονbarcode και το εμμένον διάγραμμα της συνάρτησης
ύψους, δηλαδή η προβολή στον άξονα z που ορίζεται επί μίας επιφάνειας του

R3
. [0]

συνενώνονται. Το εμμένον διάγραμμα αποδελτιώνει αυτούς τους

θανάτους, θέτοντας ένα σημείο για τη λήξη των αντίστοιχων δια-

στημάτων καθώς αυτά εξαφανίζονται.

iii. Νέες συνιστώσες συνενώνονται δίνοντας έτσι μία συνδεδεμένη συνι-
στώσα και με αυτόν τον τρόπο όλα τα διαστήματα που σχετίζονται με

τα 0-διάστατα χαρακτηριστικά έχουν τελειώσει, με εξαίρεση εκείνο
που αντιστοιχίζεται στην εναπομένουσα συνιστώσα. Τότε εμφανίζο-

νται δύο καινούρια 1-διάστατα χαρακτηριστικά, που με τη σειρά τους
οδηγούν σε δύο νέα διαστήματα, που στο Σχήμα 13 απεικονίζονται

με μπλε, εκκινώντας την κλίμακα ¨γέννησής’ τους.

iv. ΄Ενας από τους δύο 1-διάστατους κύκλους έχει γεμίσει, επομένως
¨πεθαίνει’ στη διήθηση και το οδηγώντας στο τελικό σημείο του

αντίστοιχου (μπλε) διαστήματος.

v. ΄Ολα τα 1-διάστατα χαρακτηριστικά έχουν ¨πεθάνει’ πλέον και απο-
μένει μόνο η μακριά κόκκινη γραμμή που απεικονίζει το διάστημα που
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δεν ¨πεθαίνει ποτέ¨. ΄Οπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, το

τελικό barcode μπορεί επίσης να παρασταθεί ισοδύναμα ως εμμένον
διάγραμμα, στο οποίο κάθε διάστημα (a, b) αναπαρίσταται από ένα
σημείο με συντεταγμένες (a, b) ∈ R2

. Διαισθητικά καταλαβαίνουμε

ότι όσο μεγαλύτερο είναι ένα διάστημα στο barcode, ή ισοδύναμα
όσο πιο μακριά βρίσκεται από τη διαγώνιο το αντίστοιχο σημείο του

διαγράμματος, τόσο πιο εμμένουσα και με αυτόν τον τρόπο σχετική

είναι η αντίστοιχη ομολογική ιδιότητα στη διήθηση. Σημειώνεται

επιπλέον ότι για δοθείσα ακτίνα r, ο k-οστός αριθμός Betti της α-
ντίστοιχης ένωσης μπαλών είναι ίσος με το πλήθος των εμμενόντων

διαστημάτων που αντιστοιχούν στις k-διάστατες ομολογικές ιδιότη-
τες και περιέχουν το r. Επομένως, το εμμένον διάγραμμα μπορούμε
να το δούμε ως μία πολλαπλής κλίμακας τοπολογική υπογραφή που

κωδικοποιεί την ομολογία της ένωσης μπαλών για κάθε ακτίνα, όπως

επίσης την ανταπόκρισή της στις μεταβολές των τιμών της ακτίνας

r.

Σχήμα 2.13: Η διήθηση συνόλου υποεπιπέδων της συνάρτησης απόστασης σε

ένα νέφος δεδομένων και η ¨κατασκευή’ του αντίστοιχου εμμένοντος barcode
καθώς η ακτίνα των μπαλών αυξάνεται. [0]
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Λίγα λόγια για τα εμμένοντα διαγράμματα και τα Barcodes

Τα εμμένοντα barcodes βοηθούν στην οπτικοποίηση των n-διάστατων ο-
μάδων ομολογίας μέσω των γεννητόρων τους. Κάθε μπάρα του barcode
αναπαριστά ένα γεννήτορα της ομάδας της εμμένουσας ομολογίας. Πιο

απλά, η κάθε μπάρα δείχνει τη ¨διαρκεια ζωής’ των εκαστοτε χαρακτηρι-

στικών καθώς η ακτίνα r μεγαλώνει.

Το εμμένον διάγραμμα, είναι ένα δισδιάστατο γράφημα που δείχνει τη

¨γέννηση’ και το ¨θάνατο’ κάθε χαρακτηριστικου ως εξής:

– Στον άξονα των x σημειώνεται η ¨γέννηση’ του χαρακτηριστικού και

– Στον άξονα των y σημειώνεται ο ¨θάνατός’ του

Το πόσο ¨εμμένει’ ένα χαρακτηριστικό γίνεται αντιληπτό από το μήκος

της αντίστοιχης μπάρας του barcode και, αντίστοιχα, της απόστασης με-
ταξύ του σημείου που αναπαριστά το συγκεκριμένο χαρακτηριστικό στο

εμμένον διάγραμμα και της διαγωνίου. Με άλλα λόγια, ένα χαρακτηρι-

στικό που απεικονίζεται με μία μπάρα μεγάλου μήκους στο barcode και
(ισοδύναμα) το αντίστοιχο σημείο στο οποίο αντιστοιχεί στο εμμένον δι-

άγραμμα βρίσκεται μακριά από τη διαγώνιο, θεωρούμε ότι περιέχει σημα-

ντική τοπολογική πληροφορία, σχετικά με τα δεδομένα και το υποβόσκων

σχήμα τους.
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2.4.3 Εμμένοντα Τοπία

Προηγούμενα μέσα στην εργασία έγινε μία εισαγωγή των εμμενόντων

διαγραμμάτων και barcodes. Τα εργαλεία αυτά δεν είναι όμως εύκολα
συμβατά με άλλες τεχνικές, όπως η μηχανική μάθηση. Μία εναλλακτική

προσέγγιση είναι τα εμμένοντα τοπία. Το βασικό τεχνικό πλεονέκτημα

που αυτά παρουσιάζουν είναι ότι αποτελούν συναρτήσεις και έτσι μπο-

ρούμε να αξιοποιήσουμε τον χώρο συναρτήσεων στον οποίο ζουν. Τα

εμμένοντα τοπία απεικονίζουν τα εμμένοντα διαγράμματα σε ένα χώρο

συναρτήσεων. Ο χώρος αυτός είναι συχνά χώρος Hilbert. [0]

Για να ορίσουμε την έννοια ενός χώρου Hilbert πρέπει αρχικά να ορίσουμε
την έννοια του εσωτερικού γινομενου σε ενα διανυσματικό χώρο καθώς

και κάποιες σχετικές ιδιότητες και προτάσεις διανυσματικών χώρων με

εσωτερικό γινόμενο που θα μας χρειαστούν στη συνέχεια, χωρίς τις απο-

δείξεις τους.

2.4.3.1 Ορισμός

Θεωρούμε έναν διανυσματικό χώρο, έστω V επί ενός σώματος C. Μία
απεικόνιση ⟨·, ·⟩ : V × V → C, που για κάθε x, y, z ∈ V και λ ∈ C
ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩

(ii) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0 και αν ⟨x, x⟩ = 0, τότε x = 0V

θα λέγεται εσωτερικό γινόμενο στον V .

Ο V με την απεικόνιση ⟨·, ·⟩ ονομάζεται διανυσματικός χώρος με εσωτε-
ρικό γινόμενο.

2.4.3.2 Πρόταση

΄Εστω ένας διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο (V, ⟨·, ·⟩). Η
απεικόνιση ∥ · ∥ : V × V → R, όπου ∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2 είναι μία νόρμα.
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Παρατήρηση 2.4.3.2

Από την πιο πάνω πρόταση, συμπεραίνουμε ότι κάθε απεικόνιση εσωτε-

ρικού γινομένου επάγει και μια νόρμα, δηλαδή καθε χώρος με εσωτερικό

γινόμενο είναι και χώρος με νόρμα.

2.4.3.3 Ορισμός

Χώρος Banach ονομάζεται ένας πλήρης διανυσματικός χώρος με νόρμα.

2.4.3.4 Ορισμός

΄Ενας χώρος με εσωτερικό γινόμενο, έστω H, ⟨·, ·⟩, ονομάζεται χώρος
Hilbert, αν είναι χώρος Banach ως προς τη νόρμα που ορίζει το εσωτερι-
κό γινόμενο ⟨·, ·⟩.

Στην περίπτωση, λοιπόν, που ο χώρος συναρτήσεων που δημιουργείται

από το εμμένον τοπίο είναι χώρος Hilbert είναι τότε μπορούν να εφαρμο-
στούν εργαλεία της στατιστικής και της μηχανικής μάθησης.

Η απεικόνιση ενός εμμένοντος διαγράμματος σε ένα εμμένον τοπίο σε

κάποιες περιπτώσεις να αντιστραφεί. Δηλαδή, από ένα εμμένον τοπίο μπο-

ρούμε, κάποιες φορές, να ανακατασκευάσουμε το αντίστοιχο εμμένον δι-

άγραμμα.

Το εμμένον τοπίο έχει παρουσιαστεί αρχικά ως εναλλακτική αναπαράστα-

ση των εμμενόντων διαγραμμάτων. [0] Αυτή η προσέγγιση στοχεύει στην

αναπαράσταση τοπολογικών πληροφοριών κωδικοποιημένων με εμμένοντα

διαγράμματα ως στοιχεία ενός χώρου Hilbert, για τον οποίο μπορούν άμε-
σα να εφαρμοστούν μέθοδοι στατιστικής εκμάθησης.

Το εμμένον τοπίο είναι μία συλλογή συνεχών τμηματικά συναρτήσεων λ :
N×R → R, η οποία συνοψίζει ένα εμμένον διάγραμμα dgm, όπως φαίνεται
στο Σχήμα 14. Το τοπίο ορίζεται θεωρώντας το σύνολο των συναρτήσεων

που δημιουργείται μετασχηματίζοντας κάθε σημείο στην παρακάτω μορφή:

p = (x, y) =

(
abirth + adeath

2
,
adeath − abirth

2

)
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Το παραπάνω αναπαριστά ένα ζεύγος (abirth, adeath) ∈ dgm ως εξής:

Λp(t) =


t− x+ y, όπου t ∈ [x− y, x]
x+ y − t, όπου t ∈ (x, x+ y]
0, διαφορετικά

 =


t− abirth, όπου t ∈

[
abirth,

abirth+adeath
2

]
adeath − t, όπου t ∈

(
abirth+adeath

2
, adeath

]
0, διαφορετικά


Το εμμένον τοπίο του dgm είναι μία μορφή οργανωμένης σύνοψης των επί
μέρους γραμμικών καμπυλών που παίρνουμε από την επικάλυψη γραφη-

μάτων των συναρτήσεων {Λp}p. Για να είμαστε πιο τυπικοί, το εμμένον
τοπίο του dgm της συλλογής των συναρτήσεων:

λdgm(k, t) = kmaxpΛp(t), t ∈ [0, T ], k ∈ N

όπου kmax είναι η k-οστή μεγαλύτερη τιμή στο σύνολο. Ωστόσο, το
1max είναι η συνήθης μέγιστη συνάρτηση. Δοθέντος ενός k ∈ N, η συ-
νάρτηση λdgm(k, .) : R → R ονομάζεται k-οστό τοπίο του dgm. Για την
απεικόνιση που συνδέεται με κάθε εμμένον διάγραμμα, μπορούμε εύκολα

να διαπιστώσουμε ότι το αντίστοιχο τοπίο του είναι ενθετικό. Συμπερα-

ίνουμε έτσι ότι όταν έναν εμμένον διάστημα αναπαρίσταται, το εμμένον

τοπίο του δε χάνει πληροφορία.

Σχήμα 2.14: Στα δεξιά βλέπουμε το εμμένον τοπίο που συνδέεται με το εμμένον

διάγραμμα στα αριστερά. Το πρώτο τοπίο αναπαρίσταται από τη μπλε γραμμή,

το δεύτερο αναπαρίσταται από την κόκκινη γραμμή και το τελευταίο από την

πορτοκαλί. ΄Ολα τα υπόλοιπα τοπία είναι μηδενικά. [0]

Το πλεονέκτημα της αναπαράστασης του εμμένοντος τοπίου είναι μία 2-

πολλαπλότητα. Αρχικά, τα εμμένοντα διαγράμματα απεικονίζονται ως
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στοιχεία ενός χώρου συναρτήσεων. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να

χρησιμοποιήσουμε μεγάλη ποικιλία εργαλείων της στατιστικής και της

ανάλυσης δεδομένων για την περαιτέρω επεξεργασία των τοπολογικών ι-

διοτήτων. Θεμελιώδες από θεωρητικής άποψης είναι το γεγονός ότι τα

εμμένοντα τοπία έχουν τις ίδιες ιδιότητες σταθερότητας όπως τα εμμένο-

ντα διαγράμματα. Με το ίδιο σκεπτικό, έχουν προταθεί και άλλες εναλλα-

κτικές για τα εμμένοντα διαγράμματα, όπως για παράδειγμα οι εμμένουσες

εικόνες. [0]
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2.4.4 Μετρικές στους χώρους των εμμενόντων

διαγραμάτων

Για να έχουμε τη δυνατότητα να εξερευνήσουμε τις τοπολογική πληρο-

φορία και τις τοπολογικές ιδιότητες που συνάγονται από την εμμένουσα

ομολογία, είναι απαραίτητο να μπορούμε να συγκρίνουμε εμμένοντα δια-

γράμματα. Με άλλα λόγια, να εφοδιάσουμε το χώρο των εμμενόντων

διαγραμμάτων με μία μετρική δομή. Για αυτό το σκοπό μπορούμε να

αξιοποιήσουμε μία σειρά μετρικών, ωστόσο, η συνήθης (βιβλιογραφικά

θεμελιώδης) μετρική που χρησιμοποιούμε είναι η απόσταση bottleneck.

Θυμίζουμε ότι τα εμμένοντα διαγράμματα είναι η ένωση ενός διακριτού

πολυσυνόλου που είναι ένα ημιεπίπεδο επάνω από τη διαγώνιο ∆ και, για
τεχνικούς λόγους που θα δούμε στη συνέχεια, όπου τα σημεία του∆ θεω-
ρούμε ότι είναι σημεία άπειρης πολλαπλότητας. Στο Σχήμα 15, που φαίνε-

ται παρακάτω, βλέπουμε μία αντιστοίχιση (matching) μεταξύ δύο διαγραμ-
μάτων, έστω dgm1 και dgm2, είναι ένα υποσύνολο m ⊆ dgm1 × dgm2,

τέτοιο ώστε κάθε σημείο στα dgm1∆ και dgm2∆ εμφανίζεται ακριβώς μία
φορά m. Δηλαδή, για κάθε p ∈ dgm1∆ και κάθε q ∈ dgm2∆, καθένα
από τα ({p} × dgm2)∩m και (dgm1 × {q})∩m περιέχει ένα ζεύγος. Η
απόσταση Bottleneck μεταξύ των dgm1 και dgm2 ορίζεται τότε ως εξής:

db(dgm1, dgm2) = infmatchingmmax(p,q)∈m||p− q||∞

Ο υπολογισμός, πρακτικά, της απόστασης Bottleneck συμπυκνώνεται ην
εύρεση μίας τέλειας αντιστοιχίας σε ένα διμερές γράφημα του οποίου οι

κλασικοί αλγόριθμοι μπορούν να χρησιμοποιηθούν.

Η μετρική Bottleneck είναι όμοια με μία L∞ μετρική. Η μετρική αυ-

τή λειτουργεί με φυσικό τρόπο στην έκφραση ιδιοτήτων σταθερότητας

των εμμενόντων διαγραμμάτων που θα παρουσιαστεί αναλυτικότερα στην

επόμενη ενότητα. ΄Εχει όμως τα ίδια ¨ελαττώματα’ με τις L∞ νόρμες,

δηλαδή καθορίζεται απόλυτα από μία μεγαλύτερη απόσταση μεταξύ των

ζευγών και δε λαμβάνει υπόψη την εγγύτητα των εναπομεινάντων ζευ-

γών σημείων. Για να υπερκεράσουμε αυτό το ζήτημα, θεωρούμε κάποιες

φορές μία μεταβλητή, τη λεγόμενη απόσταση Wasserstein μεταξύ των
διαγραμμάτων. Η απόσταση αυτή, δεδομένου ενός p ≥ 1, ορίζεται ως
εξής:
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Σχήμα 2.15: Μία τέλεια αντίστοιχη και η απόσταση Bottleneck μεταξύ των ενός
κόκκινου και ενός μπλε διαγράμματος. Σημειώνεται επίσης ότι κάποια σημεία

και από τα δύο διαγράμματα αντιστοιχίζονται σε σημεία της διαγωνίου. [0]

Wp(dgm1, dgm2)
p = infmatchingm

∑
(p,q∈m)

||p− q||p∞

Βιβλιογραφικά συναντάμε χρήσιμα αποτελέσματα για τη σταθερότητα της

εμμονής (persistence) της Wp μετρικής, ([0]) βασίζονται όμως σε υπο-

θέσεις που επηρεάζουν τα αποτελεσμάτα για τη σταθερότητα στη μετρική

Bottleneck.
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2.4.5 Στατιστικές πλευρές της εμμένουσας ο-

μολογίας

Η εμμένουσα ομολογία δε λαμβάνει υπόψη την τυχαία φύση των δεδο-

μένων και την εγγενή μεταβλητότητα της τοπολογικής ποσότητας που

αυτά συνεπάγονται. Θα παρουσιάσουμε σε αυτό το σημείο μία στατι-

στική προσέγγιση της εμμένουσας ομολογίας, το οποίο σημαίνει ότι θα

θεωρήσουμε ότι τα δεδομένα προέρχονται από μία άγνωστη κατανομή.

Θα ξεκινήσουμε με διάφορα αποτελέσματα σχετικά με τη συνοχή της συ-

μπερασματολογίας της εμμένουσας ομολογίας.

Εκτίμηση της εμμένουσας ομολογίας ενός μετρικού χώρου

Υποθέτουμε ότι έχουμε n παρατηρήσεις (X1, X2, . . . , Xn) σε ένα μετρικό
χώρο (M,ρ) ανεξάρτητα και ισόνομα από κάποιο άγνωστο μέτρο πιθα-
νότητας µ, με στήριγμα Xµ. Η απόσταση Gromov-Hausdorff μας επι-
τρέπει να συγκρίνουμε το στήριγμα Xµ με συμπαγείς μετρικούς χώρους

που δεν είναι απαραίτητα ενσωματωμένοι στον M . Στη συνέχεια, ένας ε-

κτιμητής X̂ του Xµ είναι μία συνάρτηση των X1, X2, . . . , Xn που παίρνει

τιμές στο σύνολο των συμπαγών μετρικών χώρων και είναι μετρήσιμο για

την άλγεβρα Borel ου επάγεται από την dGH .

΄Εστω Filt(Xµ) και Filt(X̂) δύο διηθήσεις που ορίζονται επί του Xµ και

του X̂ αντίστοιχα. Θα ξεκινήσουμε από το Θεώτημα 2.4.5.5. Μια στρα-
τηγική, που προκύπτει φυσικά για την εκτίμηση της εμμένουσας ομολο-

γίας στην Filt(Xµ), στηρίζεται στην εκτίμηση του στηρίγματος Xµ. Σε

κάποιες περιπτώσεις ο χώρος M μπορεί να είναι άγνωστος και οι παρατη-
ρήσεις X1, X2, . . . , Xn είναι τα μόνα γνωστά στοιχεία μέσω των ανά δύο

αποστάσεών τους ρ(Xi, Xj), i, j = 1, 2, . . . , n. Η χρήση της απόστα-
σης Gromov-Hausdorff μας επιτρέπει να θεωρήσουμε αυτό το σύνολο
παρατηρήσεων ως ένα αφηρημένο μετρικό χώρο με n το πλήθος στοιχεία,
ανεξάρτητα από τον τρόπο που αυτό ενσωματώνεται στο M . Αυτό το
γενικό πλαίσιο περιέχει μία πιο συνηθισμένη προσέγγιση που συμβάλει

στην εκτίμηση του στηρίγματος, με σεβασμό στην απόσταση Hausdorff
περιορίζοντας της τιμές του X̂ στα συμπαγή σύνολα που περιέχονται στο
χώρο M .
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Το πεπερασμένο σύνολο Xn := {X1, X2, . . . , Xn} είναι ένας φυσικός ε-
κτιμητής του στηρίγματος Xµ. Θα δούμε παρακάτω ότι σε διάφορα πλαίσια

συζήτησης, το Xn φαίνεται να έχει τη βέλτιστη αναλογία σύγκλισης στο

Xµ σεβόμενο τη απόσταση Hausdorff. Για κάποιες σταθερές a, b ≥ 0,
θεωρούμε ότι το µ ικανοποιεί την (α, β)-στάνταρ υπόθεση ότι αν για κάθε
x ∈ Xµ και κάθε r ≥ 0:

µ(B(x, r)) ≥ min(arb, 1)

Αυτή η υπόθεση έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως στη βιβλιογραφία των εκτι-

μήσεων συνόλων με την απόσταση Hausdorff. ([0], [0])

2.4.5.1 Θεώρημα [0]

Υποθέτουμε ότι το μέτρο πιθανότητας µ στο χώρο M ικανοποιεί την

(a, b)-στάνταρ υπόθεση. Τότε για κάθε ε ≥ 0:

P(db(dgm(Filt(Xµ)), dgm(Filt(Xn)))) ≥ ε) ≤ min

(
2b

aεb
exp(−naεb), 1

)

Επιπλέον έχουμε σχεδόν βέβαια ότι:

lim sup
n→∞

(
n

log n

)1/b

db(dgm(Filt(Xµ)), dgm(Filt(Xn))) ≤ C1

Και το παρακάτω:

P

db(dgm(Filt(Xµ)), dgm(Filt(Xn))) ≤ C2

(
log n

n

)1/b


συγκλίνει στο 1 όταν το n → ∞, όπου C1 και C2 εξαρτώνται αποκλει-

στικά από τα a και b.
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΄Εστω P = P(a, b,M) το σύνολο όλων των μέτρων πιθανότητας σε ένα
μετρικό χώρο (M,ρ) που ικανοποιεί την (a, b)-στάνταρ υπόθεση στο χώρο
M :

P := {μ στον Μ|Xµ συμπαγές και ∀x ∈ Xµ,∀r ≥ 0, µ(B(x, r)) ≥ min
(
1, arb

)
}

Το ακόλουθο θεώρημα δίνει τα άνω και κάτω φράγματα για την αναλογία

σύγκλισης των εμμενόντων διαγραμμάτων. Το άνω φράγμα αποτελεί συ-

νέπεια του Θεωρήματος 2.4.5.7, ενώ το κάτω φράγμα προκύπτει από τη

χρήση του Λήμματος του Le Cam.

2.4.5.2 Θεώρημα [0]

΄Εστω a, b δύο μη αρνητικές σταθερές. Τότε:

supµ∈PE[db(dgm(Filt(Xµ)), dgm(Filt(Xn)))] ≤ C

(
log n

n

)1/b

όπου η σταθερά C εξαρτάται αποκλειστικά από τα a και b, όχι στον M .
Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα μη απομονωμένο σημείο x ∈ M
και θεωρώντας οποιαδήποτε ακολουθία (xn) ∈M τέτοια ώστε ρ(x, xn ≤
(an)−1/b

. Τότε οποιοσδήποτε εκτιμητής ˆdgm του dgm(Filt(Xµ)):

lim inf
n→∞

ρ(x, xn)
−1 sup

µ∈P
E
[
db(dgm(Filt(Xµ)), ˆdgmn)

]
≥ C ′

όπου το C ′
είναι μία σταθερά.

Συνεπώς, ο εκτιμητής dgm(Filt(Xn)) είναι το βέλτιστο minimax στο
χώρο P(a, b,M) έως κάποιο λογαριθμικό όρο, εφόσον μπορέσουμε να
βρούμε ένα μη απομονωμένο σημείο στο M και μία ακολουθία (xn) ∈M
τέτοια ώστε ρ(xn, x) ∼ (an)−1/b

. Εμφανώς αυτή είναι η περίπτωση του

Ευκλείδειου χώρου Rd
.

Θεωρούμε το μοντέλο περιελιγμού, όπου οι παρατηρήσεις ικανοποιούν τη

σχέση Yi = Xi + εi. με X1, X2, . . . , Xn. Οι παρατηρήσεις αυτές λαμ-

βάνονται σύμφωνα με το μέτρο µ, όπως και στη προηγούμενη ενότητα,
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και με ε1, ε2, . . . , εn συμβολίζουμε τυχαίες μεταβλητές ακολουθούν i.i.d.
την τυπική κανονική. Μπορούμε να συμπεράνουμε από τα αποτελέσματα

των Genovese et al. (2012) ότι οι minimax αναλογίες σύγκλισης για
την εκτίμηση των εμμενόντων διαγραμμάτων, σε αυτό το πλαίσιο, είναι

άνω φραγμένα από κάποια αναλογία τάξης ίσης με αυτή του (log n)−1/2
.

Από την άλλη μεριά όμως, η εύρεση ενός αυστηρού κάτω φράγματος είναι

σαφώς δυσκολότερη από την εκτίμηση του στηρίγματος. [0]

Εκτίμηση της εμμένουσας ομολογίας των συναρτήσεων

Το Θεώρημα 2.4.5.5 μας δίνει τη δυνατότητα να εκτιμήσουμε την εμ-

μένουσα ομολογία των συναρτήσεων που ορίζονται επί του Rd
, σε μία

υποπολλαπλότητα του Rd
ή γενικότερα σε ένα μετρικό χώρο. Για να ακο-

λουθήσουμε μία πολύ σημαντική κατεύθυνση στην έρευνα, σχετικά με το

συγκεκριμένο θέμα, θα χρειαστούμε διάφορες εύρωστες τεχνικές της Το-

πολογικής Ανάλυσης Δεδομένων. Μία επιλογή είναι να μελετήσουμε την

εμμένουσα ομολογία των άνω συνόλων επιπέδων των εκτιμητών πυκνότη-

τας. [0] Εναλλακτικά, μια προσέγγιση που είναι πιο στενά συνδεδεμένη

με την έννοια της συνάρτησης απόστασης, και ταυτόχρονα εύρωστη στο

θόρυβο, συντελεί στη μελέτη της εμμένουσας ομολογίας των συνόλων

υποεπιπέδων της απόστασης σε μέτρο, όπως ορίζεται σε προηγούμενη ε-

νότητα. [0] Η εμμένουσα ομολογία των συναρτήσεων παλινδρόμησης έχει

επίσης μελετηθεί από τους Bubenik et al. (2010). [0] Από την άλλη με-
ρία η εναλλακτική προσέγγιση των Bobrwski et al. (2014) που βασίζεται
στην ενθετική απεικόνιση μεταξύ των εμφωλευμένων ζευγών των εκτι-

μώμενων εμμενόντων ομολογιών των συναρτήσεων πυκνότητας και των

συναρτησεων παλινδρόμησης. [0]

Στατιστικά αποτελέσματα για άλλες υπογραφές

Οι περιοχές σύγκλισης και της περιοχές εμπιστοσύνης μπορούν να προτα-

θούν ως εμμένοντα τοπία δίνοντας παρόμοια αποτελέσματα για της στα-

θερότητα. ΄Ομως, μία πολύπλοκη περιγραφή του minimax για αυτό το
πρόβλημα θα προϋπέθετε την απόδειξη των αντίστοιχων κάτω φραγμάτων.

Η συναρτησιακή σύγκλιση για τα εμμένοντα τοπία και σχήματα έχει με-

λετηθεί από τους Chazal et al. (2015b). [0]
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Περιοχές εμπιστοσύνης για την εμμένουσα ομολογία

Σε κάποιες περιπτώσεις η χρήση των εμμενόντων διαστημάτων, πιο συ-

γκεκριμένα όταν το νέφος δεδομένων δεν προέρχεται από κάποιο γεω-

μετρικό σχήμα, γίνεται εξαιρετικά περίπλοκη. Το πρόβλημα έγκειται στο

γεγονός ότι πολλές τοπολογικές ιδιότητες παρουσιάζονται κοντά στη δια-

γώνιο. Αυτό σημαίνει ότι ανταποκρίνονται σε τοπολογικές ιδιότητες που,

αφού εμφανιστούν στη διήθηση, “πεθαίνουν” γρήγορα και ως εκ τούτου
θεωρούνται θόρυβος και όχι πληροφορία. Οι περιοχές εμπιστοσύνης των

εμμενόντων διαγραμμάτων δίνουν σαφείς απαντήσεις σχετικά με τη διάκρι-

ση μεταξύ των σημάτων και του θορύβου σε αυτές τις αναπαραστάσεις.

Τα αποτελέσματα για τη σταθερότητα, όπως αυτά αποτυπώνονται σ’ αυ-

τήν την εργασία, ωθούν στη χρήση της απόστασης Bottleneck για τον
ορισμό των περιοχών εμπιστοσύνης. Φυσικά μπορούν, στο πνεύμα των

αποστάσεων Wasserstein, να προταθούν και εναλλακτικές αποστάσεις.
Για την εκτίμηση ενός εμμένοντος διαγράμματος dgm με κάποιον εκτιμη-
τή dgm, ψάχνουμε τυπικά για κάποια τιμή ηα τέτοια ώστε:

P (db(dgm, dgm) ≥ ηα) ≤ α, ∀α ∈ (0, 1)

΄Εστω Bα μία κλειστή μπάλα ακτίνας α, για την απόσταση Bottleneck,
και κέντρο στο dgm στο χώρο των εμμενόντων διαγραμμάτων. Μπορο-
ύμε να οπτικοποιήσουμε τις υπογραφές των σημείων που ανήκουν σε αυτή

τη μπάλα με διάφορους τρόπους. [0] Μία πρώτη επιλογή είναι να αποτε-

λεί κέντρο ενός “κουτιού” πλευράς 2α, σε κάθε σημείο του εμμένοντος
διαγράμματος dgm. Μία διαφορετική λύση είναι να οπτικοποιήσουμε το
σύνολο εμπιστοσύνης, με την πρόσθεση μίας ζώνης σε απόσταση ηα/2
κατακόρυφα από τη διαγώνιο. Σημειώνεται ότι η απόσταση Bottleneck
έχει οριστεί ως η νόρμα l∞. Τα σημεία που βρίσκονται έξω από αυτή τη
ζώνη θεωρούνται ότι είναι σημαντικές τοπολογικές ιδιότητες. [0]

΄Εχουν προταθεί αρκετές μέθοδοι για την εκτίμηση ηα στον ορισμό της
περιοχής εμπιστοσύνης για την εμμένουσα ομολογία του στηρίγματος

του μέτρου και για τα σύνολα υποεπιπέδων μίας συνάρτησης πυκνότη-

τας. Με εξαίρεση τη μέθοδο Bottleneck Bootstrap, που θα δούμε παρα-
κάτω, όλες οι υπόλοιπες προτεινόμενες μέθοδοι που παρουσιάζονται στην
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παρούσα εργασία βασίζονται στα αποτελέσματα για τη σταθερότητα των

εμμενόντων διαγραμμάτων. Τα σύνολα εμπιστοσύνης για τα διαγράμματα

προκύπτουν από τα σύνολα εμπιστοσύνης από το δειγματικό χώρο.

Υποδειγματοληπτική προσέγγιση

Αυτή η μέθοδος βασίζεται σε μία περιοχή για το στήριγμα K της κατα-
νομής του δείγματος σε απόσταση Hausdorff. ΄Εστω X̃b ένα υπο-δείγμα

μεγέθους b από το δείγμα X̃n, όπου b = o(n/ log n). ΄Εστω qp(1− a) ένα
τεταρτημόριο της κατανομής του Haus(X̃b,Xn). Σε αυτό το σημείο θα
θεωρήσουμε η̂α := 2q̂b(1 − a), όπου q̂b είναι μία εκτίμηση του qb(1 − a),
αξιοποιώντας την τυπική διαδικασίαMonte Carlo. Υπό μία (a, b)-στάνταρ
υπόθεση και για κάποιο αρκετά μεγάλο n, έχουμε: [0]


P (db(dgm(Filt(K)), dgm(Filt(Xn))) ≥ η̂α) ≤ P (Haus(K,Xn) ≥ η̂α)

≤ a+O

(
b

n

)1/4


Bottleneck Bootstrap

Τα αποτελέσματα σχετικά με τη σταθερότητα συχνά οδηγούν σε συντη-

ρητικά σύνολα εμπιστοσύνης. Μία εναλλακτική στρατηγική είναι εκείνη

που ονομάζεται Bottleneck Bootstrap και έχει εισηχθεί από τους Chazal
et al. (2016b). [0] Θεωρούμε ότι το γενικό πλαίσιο όπου ένα εμμένον δι-
άγραμμα, έστω ˆdgm, που ορίζεται από τις παρατηρήσεις (X1, X2, . . . , Xn)
σε ένα μετρικό χώρο. Αυτό το εμμένον διάγραμμα αντιστοιχεί στην ε-

κτίμηση ενός υποκείμενου εμμένοντος διαγράμματος dgm, η οποία μπορεί
να συνδεθεί, για παράδειγμα με το στήριγμα του μέτρου, ή τα σύνολα υπο-

επιπέδων μίας συνάρτησης, που σχετίζεται με την κατανομή. ΄Ενα τέτοιο

παράδειγμα είναι η συνάρτηση πυκνότητας όταν τα Xi ανήκουν στον Rd
.

΄Εστω (X∗1, X∗2, . . . , X∗n) ένα δείγμα από το εμπειρικό μέτρο, που ο-
ρίζεται από τις παρατηρήσεις (X1, X2, . . . , Xn). ΄Εστω ˆdgm∗ το εμμένον
διάγραμμα που προκύπτει από αυτό το δείγμα. Μπορούμε τώρα να αντί

για το ηα να πάρουμε την ποσότητα η̂α που ορίζεται από την παρακάτω
εξίσωση:

P (db( ˆdgm∗, ˆdgm) ≥ η̂α|X1, X2, . . . , Xn) = α
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Σημειώνεται ότι το ηα μπορεί με ευκολία να εκτιμηθεί με τη χρήση των δια-
δικασιών Monte Carlo. ΄Εχει παρατηρηθεί ότι το Bottleneck Bootstrap
είναι έγκυρο όταν χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό των συνόλων υπο-

επιπέδων ενός εκτιμητή πυκνότητας. [0]

Ζώνες εμπιστοσύνης για τοπία

΄Ενας αλγόριθμος Bootstrap μπορεί να αξιοποιηθεί στην κατασκευή ζω-
νών εμπιστοσύνης για τοπία. [0] Από την άλλη μεριά, υποθέτουμε τώρα

ότι τα διάφορα παρατηρούμενα τοπία, έστω λ1, λ2, . . . , λN επιλέγονται
i.i.d. από μία τυχαία κατανομή στο χώρο των τοπίων. ΄Ετσι, η στρα-
τηγική του πολλαπλασιαστή Bootstrap μπορεί να χρησιμοποιηθεί στην
κατασκευή μίας ζώνης εμπιστοσύνης για το E(λ1).
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