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Abstract

In this thesis, a computational method of nonparametric Bayesian statistics is
presented that aims both at estimating the various parameters and the density of the
noise that perturbs stochastic dynamical systems. This approach is based on the
Dirichlet process mixture model.

Chapter 1 provides some introductory information regarding Bayesian statistics,
focusing on the key differences between Classical and Bayesian statistics. Further-
more, the chapter defines the statistical model, which serves as the foundation for
statistical inference, before moving on to the concept of uncertainty and how it is
expressed in terms of probabilities in Bayesian statistics. Another notion that plays
an important role in the application of Bayesian statistics is exchangeability. That is
why the definition, de Finetti’s well-known representation theorem, and an example
are presented for a deeper understanding.

Chapter 2 briefly examines the two types of computational methods used in Bayesian
inference, namely the Variational Inference (VI) and Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) approaches. Due to the fact that this thesis focuses on the second class of
methods, the Metropolis-Hastings, Gibbs, and Slice sampling algorithms are discussed
in depth. Furthermore, an introduction to Bayesian finite mixture models is provided,
as well as an example of parameter estimation for a Gaussian finite mixture model
using the Gibbs sampling algorithm. The Label Switching Problem, which is covered
at the end of the chapter, is one of the issues that arise while using this technique.

Chapter 3 provides the definition of the Dirichlet process and also some constructive
definitions proposed for its representation, such as the Generalized Pólya urn, the
Chinese Restaurant Process (CRP) and the Stick-Breaking representation. Then, both
marginal and conditional computational inference methods are discussed, followed
by an introduction to infinite Bayesian mixture models. This thesis focuses on the
infinite Dirichlet process mixture models which are used for parameter estimation
and density estimation. Walker (2007) proposed an algorithm for sampling from these
models, which is presented in this chapter and is based on a subset of conditional
methods. The algorithm is then used and the results are presented at the end of the
chapter.

Chapter 4 deals with the application of the algorithm introduced in Chapter 3 to
stochastic dynamical systems. For the definition of stochastic dynamical systems, an
introduction to deterministic dynamical systems is provided, as well as the categories
of random noise. Furthermore, the chaotic behavior observed in dynamical systems
is discussed, followed by the definition of a stochastic dynamical system. The
Dirichlet process reconstruction model is then presented, which is used to estimate
the parameters of a stochastic dynamical system along with the density of the random
noise perturbing it. The chapter completes with a presentation of the findings acquired
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by applying the algorithm.

Chapter 5 provides a brief overview of the thesis, presents the conclusions that
obtained and suggests a possible future research topic based on this thesis.

Finally, the Bibliography and an Appendix with the codes used in the paper are
mentioned.

Keywords: MCMC Algorithms, Stick-Breaking Representation, Bayesian Non Para-
metric Mixture Models, Dynamical Systems, Dirichlet Process Reconstruction Models.
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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται µία υπολογιστική µέθοδος της µη παραµετρικής
Μπεϋζιανής στατιστικής που στοχεύει τόσο στην εκτίµηση των διάφορων παραµέτρων,
όσο και στην εκτίµηση πυκνότητας του ϑορύβου ενός στοχαστικού δυναµικού συστήµα-
τος. Η µέθοδος αυτή ϐασίζεται στα µοντέλα µίξης της διαδικασίας Dirichlet.

Στο Κεφάλαιο 1, δίνονται κάποιες εισαγωγικές πληροφορίες για τη Μπεϋζιανή στατι-
στική, όπου και αναφέρονται οι ϐασικές διαφορές µεταξύ Κλασικής και Μπεϋζιανής
στατιστικής. Στη συνέχεια, αναφέρεται ο ορισµός του στατιστικού µοντέλου, που απο-
τελεί ϑεµέλιο της στατιστικής συµπερασµατολογίας, ενώ παράλληλα αναφέρεται και η
έννοια της αβεβαιότητας και πως αυτή εκφράζεται µε όρους πιθανοτήτων στη Μπεϋζιανή
στατιστική. Μία ακόµα έννοια που έχει πρωταρχικό ϱόλο στη χρήση της Μπεϋζια-
νής στατιστικής είναι αυτή της ανταλλαξιµότητας. Για το λόγο αυτό παρουσιάζονται
ο ορισµός της, το διάσηµο ϑεώρηµα αναπαράστασης του de Finetti, καθώς και ένα
παράδειγµα για την καλύτερη κατανόηση της.

Στο Κεφάλαιο 2, γίνεται αναφορά στις δύο κατηγορίες υπολογιστικών µεθόδων που
χρησιµοποιούνται στην Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία, δηλαδή στις µεθόδους που ϐα-
σίζονται στη µεταβολική συµπερασµατολογία (Variational Inference) και στις µεθόδους
Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Λόγω του ότι η εργασία ϐασίζεται στην δεύτε-
ϱη κατηγορία µεθόδων, δίνονται αναλυτικά οι αλγόριθµοι Metropolis-Hastings, Gibbs
και Slice. Επιπλέον, γίνεται µια εισαγωγή στα πεπερασµένα Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης,
όπου µε τη ϐοήθεια του αλγορίθµου Gibbs, πραγµατοποιείται η εκτίµηση των παρα-
µέτρων ενός πεπερασµένου µοντέλου µίξης κανονικών κατανοµών. ΄Ενα πρόβληµα που
δηµιουργείται κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου είναι το Πρόβληµα Εναλλαγής Ετι-
κέτας (Label Switching Problem), στο οποίο γίνεται αναφορά στο τέλος του κεφαλαίου.

Στο Κεφάλαιο 3, δίνεται ο ορισµός της διαδικασίας Dirichlet, καθώς και κάποιοι κατα-
σκευαστικοί ορισµοί που προτάθηκαν για την αναπαράστασή της, όπως το Γενικευµένο
Pólya urn, η διαδικασία Κινέζικου Εστιατορίου (Chinese Restaurant Process) και η
αναπαράσταση Stick-Breaking. ΄Επειτα, γίνεται αναφορά τόσο στις περιθώριες, όσο
και στις υπό συνθήκη υπολογιστικές µεθόδους συµπερασµατολογίας, ενώ παράλληλα
ακολουθεί µία εισαγωγή στα µη πεπερασµένα Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης. Η παρούσα
εργασία εστιάζει στα µη πεπερασµένα µοντέλα µίξης της διαδικασίας Dirichlet τα οπο-
ία χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση παραµέτρων και την εκτίµηση πυκνότητας. Ο
Walker (2007) πρότεινε έναν αλγόριθµό για τη δειγµατοληψία από αυτά τα µοντέλα, ο
οποίος παρουσιάζεται στο κεφάλαιο αυτό και ϐασίζεται σε µία υποκατηγορία των υπό
συνθήκη µεθόδων. Στη συνέχεια, γίνεται χρήση του αλγορίθµου και τα αποτελέσµατα
παρουσιάζονται στο τέλος του κεφαλαίου.

Το Κεφάλαιο 4 αφορά την εφαρµογή του αλγορίθµου, που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο
3, σε στοχαστικά δυναµικά συστήµατα. Συγκεκριµένα, για τον ορισµό των στοχαστικών
δυναµικών συστηµάτων γίνεται µία εισαγωγή στα ντετερµινιστικά δυναµικά συστήµατα
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και παρουσιάζονται οι κατηγορίες τυχαίων ϑορύβων. Επιπλέον, αναφέρεται η χαοτική
συµπεριφορά που παρατηρείται στα δυναµικά συστήµατα και ακολουθεί ο ορισµός ενός
στοχαστικού δυναµικού συστήµατος. Στη συνέχεια, δίνεται ο αλγόριθµος ανακατασκευ-
ής της διαδικασίας Dirichlet, όπου χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των παραµέτρων
ενός στοχαστικού δυναµικού συστήµατος, καθώς και για την εκτίµηση πυκνότητας του
τυχαίου ϑορύβου που το διαταράσσει. Το κεφάλαιο κλείνει µε την παρουσίαση των
αποτελεσµάτων που προέκυψαν κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου.

Στο Κεφάλαιο 5, γίνεται µία σύντοµη επισκόπηση της εργασίας, παρουσιάζονται τα
συµπεράσµατα που προέκυψαν καθ’ όλη τη διάρκειά της και προτείνεται µία πιθανή
µελλοντική έρευνα µε αφορµή το ϑέµα της παρούσας εργασίας.

Τέλος, παρατίθενται η Βιβλιογραφία και ένα Παράρτηµα µε τους κώδικες που χρησιµο-
ποιήθηκαν στην εργασία.

Λέξεις-Κλειδιά: Αλγόριθµοι MCMC, Αναπαράσταση Stick-Breaking, Μη παραµετρικά
Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης, ∆υναµικά Συστήµατα, Μοντέλο ανακατασκευής διαδικασίας
Dirichlet.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Τα τελευταία χρόνια, οι µη παραµετρικές Μπεϋζιανές µέθοδοι αποτελούν ισχυρά εργα-
λεία για τη µοντελοποίηση σύνθετων και πολυδιάστατων δεδοµένων. Σε αντίθεση µε τις
παραδοσιακές παραµετρικές προσεγγίσεις που υποθέτουν σταθερές δοµές µοντέλων και
πεπερασµένους χώρους παραµέτρων, οι µη παραµετρικές Μπεϋζιανές µέθοδοι έχουν
την ικανότητα να προσαρµόζουν αυτόµατα την πολυπλοκότητα του µοντέλου στην πο-
λυπλοκότητα των δεδοµένων, καθιστώντας τις ιδιαίτερα κατάλληλες για την ανάλυση
µεγάλων και ετερογενών συνόλων δεδοµένων.

Μεταξύ αυτών των µεθόδων, τα µοντέλα µίξης διαδικασίας Dirichlet (DPM) είναι αρκετά
διαδεδοµένα λόγω της ικανότητάς τους να µοντελοποιούν άγνωστους και δυνητικά άπει-
ϱους αριθµούς παραµέτρων. Τα µοντέλα DPM παρέχουν ένα ευέλικτο πλαίσιο για την
εκτίµηση της πυκνότητας και των παραµέτρων, επιτρέποντας την ανακάλυψη κρυφών
δοµών στα δεδοµένα χωρίς την απαραίτητη γνώση του αριθµού των στοιχείων της µίξης
ή την κατανοµή των δεδοµένων.

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να προσφέρει το ϑεωρητικό πλαίσιο των υπολογι-
στικών µεθόδων των µη παραµετρικών Μπεϋζιανών µοντέλων µίξης, µε ιδιαίτερη έµφαση
στα µοντέλα µίξης διαδικασίας Dirichlet. Για την επίτευξη του παραπάνω στόχου και
για την καλύτερη κατανόηση του αναγνώστη πραγµατοποιείται η εφαρµογή των υπολο-
γιστικών µεθόδων µοντελοποίησης στα στοχαστικά δυναµικά συστήµατα µε στόχο την
εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου, καθώς και της πυκνότητας του τυχαίου ϑο-
ϱύβου.

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί, δίνονται κάποιες εισαγωγικές πληροφορίες της Μπεϋζια-
νής στατιστικής που είναι απαραίτητες για την κατανόηση του ϑεωρητικού πλαισίου που
έπεται στη συνέχεια.
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1.1 Μπεϋζιανή και Κλασική Στατιστική

Η στατιστική συµπερασµατολογία ορίζεται ως η διαδικασία εκµάθησης κάποιων γενικών
χαρακτηριστικών ενός πληθυσµού που εξάγεται από ένα υποσύνολό του. Οι αριθµητικές
τιµές των χαρακτηριστικών του πληθυσµού εκφράζονται µε κάποια παράµετρο ϑ, ενώ οι
αριθµητικές περιγραφές αυτού του υποσυνόλου παράγουν το σύνολο δεδοµένων (Hoff,
2009). Η στατιστική συµπερασµατολογία µπορεί να γίνει είτε χρησιµοποιώντας την
Κλασική προσέγγιση είτε την Μπεϋζιανή. Οι δύο προσεγγίσεις διαφέρουν ως προς τις
ϑεµελιώδεις αρχές και µεθοδολογίες τους (Bolstad, 2011).

΄Οσον αφορά την Κλασική στατιστική, οι παράµετροι ενός µοντέλου ϑεωρούνται άγνωστες
σταθερές και όχι τυχαίες, ενώ η έννοια της πιθανότητας ορίζεται ως µια µακροχρόνια σχε-
τική συχνότητα ενός «επαναλαµβανόµενου» γεγονότος. Η εξαγωγή συµπερασµάτων στην
Κλασική στατιστική περιλαµβάνει έναν συνδυασµό τεχνικών, εννοιών και µεθόδων δύο
διαφορετικών ϑεωριών. Η πρώτη ϑεωρία είναι του Fisher που ϐασίζεται στη συνάρτηση
πιθανοφάνειας εισάγοντας έννοιες όπως οι εκτιµητές µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE) οι
οποίοι χρησιµοποιούνται στην ανάλυση διακύµανσης και στους ελέγχους σηµαντικότη-
τας. Ενώ, η δεύτερη ϑεωρία αναπτύχθηκε από τους Neyman και Pearson στην οποία
εισήχθη η έννοια της ϑεωρίας αποφάσεων δηµιουργώντας διάφορα κριτήρια για την ε-
ύρεση ϐέλτιστων λύσεων (Bolstad, 2011). Αξίζει να αναφερθεί ότι ένα ϐασικό εργαλείο
της Κλασικής στατιστικής είναι τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης, τα οποία δεδοµένου
ότι η παράµετρος ϑ είναι µια σταθερά, ερµηνεύονται ως εξής : κατά τη διεξαγωγή επα-
ναλαµβανόµενων δοκιµών εύρεσης διαστηµάτων εµπιστοσύνης, η πραγµατική τιµή της
παραµέτρου ϑ ϐρίσκεται στο 95% των διαστηµάτων αυτών (Casella and Berger, 2017).
Σηµειώνεται επίσης, ότι το ποσοστό 95% είναι ενδεικτικό και ανάλογα µε το πρόβληµα
ο ερευνητής επιλέγει το κατάλληλο ποσοστό για την εξαγωγή συµπερασµάτων.

΄Οσον αφορά τη Μπεϋζιανή στατιστική, οι παράµετροι ϑεωρούνται τυχαίες µεταβλητές,
σε αντίθεση µε την Κλασική στατιστική στην οποία όπως αναφέρθηκε οι παράµετροι
είναι άγνωστες σταθερές. Στην Μπεϋζιανή στατιστική για τις τυχαίες µεταβλητές ϑ ∈ Θ,
όπου Θ το σύνολο των τιµών των παραµέτρων, καθορίζεται µια εκ των προτέρων (prior)
κατανοµή p(ϑ) η οποία ποσοτικοποιεί την πληροφορία για το ϑ πριν την παρατήρηση
των δεδοµένων. ΄Επειτα, ακολουθεί η περιγραφή της συσχέτισης µεταξύ των δεδοµένων
x και των παραµέτρων ϑ µέσω µιας συνάρτησης p(x|ϑ) η οποία καλείται συνάρτηση
πιθανοφάνειας. Τέλος, µε τη ϐοήθεια του κανόνα του Bayes ορίζεται η εκ των υστέρων
(posterior) κατανοµή

p(ϑ|x) = p(ϑ)p(x|ϑ)
p(x)

(1.1)

η οποία ποσοτικοποιεί την πληροφορία για το ϑ, µετά την παρατήρηση των δεδοµένων
(Hoff, 2009). Σε αντίθεση µε την Κλασική στατιστική, η Μπεϋζιανή έναντι των διαστη-
µάτων εµπιστοσύνης χρησιµοποιεί τα 95% διαστήµατα αξιοπιστίας. ∆εδοµένου ότι η
παράµετρος ϑ είναι τυχαία µεταβλητή που προέρχεται από µια συνάρτηση πιθανότητας,
τα διαστήµατα αξιοπιστίας ερµηνεύονται ως εξής : υπάρχει 95% πιθανότητα η πραγµα-
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τική τιµή της παραµέτρου ϑ να ϐρίσκεται µέσα σε αυτό το διάστηµα (Casella and Berger,
2002). Σηµειώνεται και σε αυτή την περίπτωση, ότι το ποσοστό 95% είναι ενδεικτικό
και είναι στην ευχέρεια του κάθε ερευνητή να επιλέξει το κατάλληλο ποσοστό για την
εξαγωγή συµπερασµάτων.

1.2 Στατιστικό Μοντέλο και Αβεβαιότητα

Η χρήση των στατιστικών µοντέλων είναι απαραίτητη, καθώς χρησιµοποιούνται για την
αναπαράσταση και την ερµηνεία πολύπλοκων ϕαινοµένων, καθώς και για την πρόβλεψη
µελλοντικών γεγονότων (Bernardo and Smith 1994). Πως ορίζεται όµως ενα στατιστικό
µοντέλο;

΄Εστω (Ω,F ,P) ένας χώρος πιθανοτήτων όπου Ω είναι ο δειγµατικός χώρος, δηλαδή το
σύνολο όλων των πιθανών αποτελεσµάτων, F είναι µία σ-άλγεβρα, δηλαδή ο χώρος των
ενδεχοµένων του Ω και P ένα µέτρο πιθανότητας ορισµένο στη σ-άλγεβρα. Επιπλέον,
έστω Χ ο χώρος καταστάσεων µε X τη Borel σ-άλγεβρα των υποσυνόλων του Χ, x =
(x1, x2, ..., xn) το παρατηρούµενο δείγµα από πραγµατοποιήσεις των τυχαίων µεταβλητών
Xi στο χώρο καταστάσεων Χ και PX ο χώρος όλων των µέτρων πιθανότητας στον Χ.

Ορισµός 1.2.1 (Στατιστικό µοντέλο, Wasserman, 2000). ΄Εστω Θ ένας παραµετρικός
χώρος και PX ο χώρος όλων των µέτρων πιθανότητας ενός χώρου καταστάσεων Χ. ΄Ενα
στατιστικό µοντέλο ορίζεται να είναι ένα υποσύνολο M του PX όπου κάθε στοιχείο του
M είναι παραµετροποιηµένο ως προς κάποια παράµετρο ϑ ∈ Θ.

M = {Pϑ|ϑ ∈ Θ} ⊆ PX

Η στατιστική συµπερασµατολογία περιλαµβάνει συµπεράσµατα σχετικά µε την παράµε-
τρο ϑ. Στην περίπτωση που παραµετρικός χώρος Θ είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε
το µοντέλο είναι παραµετρικό, ενώ στην περίπτωση που είναι άπειρης διάστασης, τότε
το µοντέλο είναι µη παραµετρικό.

Κατά τη στατιστική µοντελοποίηση συχνά εµφανίζεται η έννοια της αβεβαιότητας, είτε
λόγω της τυχαιότητας ενός συστήµατος που εξελίσσεται, είτε εξαιτίας του µεγάλου α-
ϱιθµού των ενεργών ϐαθµών ελευθερίας. Η στατιστική συµπερασµατολογία παρέχει
πληροφορίες σχετικά µε αυτή την αβεβαιότητα, η οποία εκφράζεται µε όρους πιθα-
νοτήτων. Συγκεκριµένα, η Μπεϋζιανή προσέγγιση, η οποία χρησιµοποιείται ευρέως
λόγω της ϱαγδαίας εξέλιξης των υπολογιστικών µεθόδων της, εκφράζει την αβεβαιότητα
µέσω κάποιων παραµέτρων οι οποίες µοντελοποιούνται ως τυχαίες µεταβλητές που χα-
ϱακτηρίζονται από µια κατανοµή πιθανότητας p(ϑ), τη γνωστή prior κατανοµή. Η prior
κατανοµή, όπως έχει ήδη αναφερθεί, περιέχει όλη τη γνώση για την παράµετρο ϑ πριν
την παρατήρηση των δεδοµένων. Στη συνέχεια, υπό την παρατήρηση των δεδοµένων,
εξάγονται συµπεράσµατα για την παράµετρο ϑ µέσω της posterior κατανοµής p(ϑ|x)
(Berger, 1985; Robert et al. 2010; Kaloudis, 2019).
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1.3 Ανταλλαξιµότητα

Η ϐασική προϋπόθεση που χρησιµοποιείται στη Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία είναι
η ανταλλαξιµότητα, σε αντίθεση µε την Κλασική στην οποία χρησιµοποιείται η ανεξαρ-
τησία. Η υπόθεση της ανταλλαξιµότητας είναι ασθενέστερη από αυτή της ανεξαρτησίας,
αλλά ταυτόχρονα ισχυρότερη από την υπόθεση των ισόνοµων µεταβλητών. Επιπλέον,
ισχύει ότι αν κάποιες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες, τότε είναι και αντάλλα-
ξιµες, ενώ σύµφωνα µε το ϑεώρηµα αναπράστασης του de Finetti αν είναι ανταλλάξιµες,
τότε είναι και υπό συνθήκη ανεξάρτητες και ισόνοµες δοθέντος ενός µέτρου πιθανότητας
(Heath and Sudderth, 1976; Poirier, 2011).

Ορισµός 1.3.1 (Ανταλλαξιµότητα, Heath and Sudderth, 1976). Μία πεπερασµένη
ακολουθία τυχαίων µεταβλητών X(n) = (X1, X2, ..., Xn) είναι ανταλλάξιµη αν οι n!
µεταθέσεις των τυχαίων µεταβλητών (Xk1 , Xk2 , ..., Xkn) προέρχονται από την ίδια κα-
τανοµή πιθανότητας µε τις τυχαίες µεταβλητές (X1, X2, ..., Xn). Οι µεταβλητές µιας
άπειρης ακολουθίας (Xm)m≥1 είναι ανταλλάξιµες, αν κάθε πεπερασµένη υπακολουθία
της (Xm)m≥1 είναι επίσης ανταλλάξιµη.

Με άλλα λόγια, η κατανοµή των µεταβλητών (X1, X2, ..., Xn) παραµένει αναλλοίωτη σε
οποιαδήποτε µετάθεση των δεικτών. Παρακάτω δίνεται το παράδειγµα του µοντέλου
Pólya urn για την καλύτερη κατανόηση του ορισµού της ανταλλαξιµότητας.

Παράδειγµα 1.3.1. (Briggs, 2016). ΄Εστω ότι έχουµε ένα δοχείο µε n άσπρες και
m µάυρες µπάλες. Κατά τη διάρκεια του πειράµατος επιλέγουµε τυχαία µια µπάλα,
σηµειώνουµε το χρώµα της µπάλας που τραβήξαµε και την επανατοποθετούµε µέσα στο
δοχείο προσθέτοντας άλλη µία µπάλα του ίδιου χρώµατος. Στη συνέχεια, επιλέγουµε
µια δεύτερη µπάλα από το δοχείο και επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία. Σύµφωνα
µε τα δεδοµένα, η πιθανότητα η πρωτη µπάλα που ϑα τραβήξουµε να είναι άσπρη είναι

n

n+m
. ΄Εστω τώρα ότι η πρώτη µπάλα που επιλέγουµε είναι άσπρη, ακολουθώντας τη

διαδικασία του πειράµατος, οι άσπρες µπάλες που υπάρχουν στο δοχείο αυτή τη στιγµή
είναι n + 1. Λαµβάνοντας υπόψη τα δεδοµένα του πειράµατος έως τώρα, η πιθανότητα

η δεύτερη µπάλα να είναι και αυτή άσπρη είναι
n+ 1

n+m+ 1
. Στην περίπτωση που η

πρώτη µπάλα ήταν µαύρη, τότε η πιθανότητα η δεύτερη µπάλα να είναι άσπρη είναι
n

n+m+ 1
. Η γνώση του ποια µπάλα επιλέχθηκε πρώτα είναι σχετική µε τη γνώση της

πιθανότητας η δεύτερη µπάλα να είναι άσπρη. ∆ηλαδή, έχουµε ότι

P(πρώτη µπάλα άσπρη |n,m) =
n

n+m

Τότε,
P(δεύτερη µπάλα άσπρη |n+ 1,m) =

n+ 1

n+m+ 1

ή
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P(δεύτερη µπάλα άσπρη |n,m+ 1) =
n

n+m+ 1

∆οθέντων των δεδοµένων Ε, µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα η δεύτερη
µπάλα να είναι άσπρη.

P(δεύτερη µπάλα άσπρη|E) = P(πρώτη άσπρη-δεύτερη άσπρη ή πρώτη µαύρη-δεύτερη άσπρη|E)

=
n

n+m

n+ 1

n+m+ 1
+

m

n+m

n

n+m+ 1

=
n(n+ 1) +mn

(n+m)(n+m+ 1)

=
n(n+m+ 1)

(n+m)(n+m+ 1)

=
n

n+m

Η πιθανότητα η πρώτη µπάλα να είναι άσπρη είναι ίση µε την πιθανότητα η δεύτερη
µπάλα να είναι άσπρη. Αν συνεχίσουµε να υπολογίζουµε τις πιθανότητες η τρίτη, τέταρ-
τη κ.ο.κ µπάλα να είναι άσπρη ϑα δούµε ότι και αυτές οι πιθανότητες είναι επίσης ίσες,
δηλαδή n

n+m
. Αυτό συµβαίνει διότι στην ουσία αυξάνουµε το δοχείο µε άσπρες και µα-

ύρες µπάλες της ίδιας περίπου ποσότητας. Ωστόσο, το γεγονός αυτό είναι συνέπεια της
ανταλλαξιµότητας. Για να κατανοήσουµε καλύτερα τον ορισµό της ανταλλαξιµότητας ϑα
πρέπει να υπολογίσουµε τις εξής πιθαντότητες P(πρώτη άσπρη-δεύτερη µαύρη|E) και
P(πρώτη µαύρη-δεύτερη άσπρη|E).

P(πρώτη άσπρη-δεύτερη µαύρη|E) =
n

n+m

m

n+m+ 1

=
nm

(n+m)(n+m+ 1)

P(πρώτη µαύρη-δεύτερη άσπρη|E) =
m

n+m

n

n+m+ 1

=
nm

(n+m)(n+m+ 1)

Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα παραµένει αναλλοίωτη στην αλλαγή της σειράς µε την
οποία επιλέγονται οι µπάλες και αυτό ισχύει όσο µεγάλος κι αν είναι ο αριθµός των
µπαλών που εξάγονται από το δοχείο. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι η πιθανότητα δεν
σχετίζεται µε τη σειρά µε την οποία επιλέγονται οι µπάλες αλλά εξαρτάται µόνο από τον
αριθµό των άσπρων και τον αριθµό των µαύρων µπαλών που ϑα επιλεχθούν.
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Το ϑεώρηµα αναπαράστασης του De Finetti αποδείχθηκε αρχικά για ακολουθίες µε
δυαδικές τιµές και αργότερα επεκτάθηκε και για τυχαίες παραγµατικές µεταβλητές. Το
ϑεώρηµα αυτό στην ουσία αποδεικνύει ότι µια άπειρη ακολουθία τυχαίων µεταβλητών
είναι ανταλλάξιµη, αν και µόνο αν οι τυχαίες µεταβλητές είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες
και ισόνοµες δοθέντος ένα µέτρο πιθανότητας, (Bernardo and Smith, 1994) . Για να
δοθεί το ϑεώρηµα αναπαράστασης του De Finetti πρέπει να δοθεί πρώτα ο ορισµός του
µέτρου πιθανότητας.

Ορισµός 1.3.2 (Μέτρο πιθανότητας, Billingsley 1995). ΄Εστω δειγµατικός χώρος Ω.
Η συνολοσυνάρτηση είναι µία πραγµατική συνάρτηση που ορίζεται από µία συλλογή
υποσυνόλων του δειγµατικού χώρου Ω, δηλαδή από µία σ-άλγεβρα. Τότε, µία συνο-
λοσυνάρτηση P από µια σ-άλγεβρα F είναι µέτρο πιθανότητας αν ικανοποιεί τις εξής
συνθήκες :

i. 0 ≤ P (A) ≤ 1 για A ∈ F

ii. P (∅) = 0 και P (Ω) = 1

iii. Αν A1, A2, ... ∈ F µε Ai ∩ Aj = ∅ για κάθε i ̸= j και αν ∪∞
k=1 Ak ∈ F τότε

P

(
∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P (Ak)

Θεώρηµα 1.3.1 (Θεώρηµα Αναπαράστασης De Finetti (Bernardo and Smith 1994)).
Αν (Xn)n≥1 είναι µία άπειρη ακολουθία ανταλλάξιµων µεταβλητών µε Xi ∈ {0, 1} ∀i και
µέτρο πιθανότητας P , τότε υπάρχει µια συνάρτηση κατανοµής Q τέτοια ώστε η από κοινού
συνάρτηση πιθανότητας p(x1, ..., xn) να έχει τη µορφή

p(x1, ..., xn) =

∫ 1

0

n∏
r=1

ϑxi(1− ϑ)n−xi dQ(ϑ).

όπου,

Q(ϑ) = lim
r→∞

P
[yn
n

≤ ϑ
]
.

µε

yn =
n∑

i=1

xn και ϑ = lim
n→∞

yn
n

6



΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, το ϑεώρηµα αυτό αναφέρεται σε ακολουθίες µεταβλητών
Bernoulli , ωστόσο έχει επεκταθεί και για άλλες περιπτώσεις.

Θεώρηµα 1.3.2 (Bernardo and Smith 1994). ΄Εστω X1, X2, ... είναι µία άπειρη ακολου-
ϑία ανταλλάξιµων τυχαίων µεταβλητών µε µέτρο πιθανότητας p. Τότε, υπάρχει ένα µέτρο
πιθανότητας Q τέτοιο ώστε η από κοινού κατανοµή των X1, X2, ... να µπορεί να γραφτεί
ως

p(x1, ..., xn) =

∫
G

n∏
r=1

G(xi) dQ(G)

όπου G είναι ο χώρος των συναρτήσεων πιθανότητας, Q(G) = limn→∞ p(Gn) και Gn είναι
η εµπειρική συνάρτηση κατανοµής που ορίζεται από τα X1, ..., Xn.

Στα παραπάνω ϑεωρήµατα, η συνάρτηση Q ονοµάζεται µέτρο De Finetti και έχει το
ϱόλο της prior κατανοµής, ενώ η G έχει το ϱόλο της πιθανοφάνειας. Στην ουσία, το ϑε-
ώρηµα αναπαράστασης του De Finetti αναφέρει ότι µία ακολουθία τυχαίων µεταβλητών
είναι ανταλλάξιµη αν και µόνο αν είναι µια µίξη ακολουθίων ανεξάρτητων και ισόνοµων
τυχαίων µεταβλητών (Bernardo et al. 1988).

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δοθούν ϐασικές πληροφορίες σχετικά µε διάφορες µεθόδους
Μπεϋζιανής εκτίµησης, ϑα γίνει εφαρµογή αυτών των µεθόδων σε πεπερασµένα µο-
ντέλα µίξης και ϑα αναφερθούν τα προβλήµατα που µπορεί να παρουσιαστούν κατα την
εφαρµογή τους.
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Κεφάλαιο 2

Μπεϋζιανή Εκτίµηση

2.1 Κατηγορίες υπολογιστικών µεθόδων Μπεϋζιανής
εκτίµησης

΄Οπως ήδη αναφέρθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, στη Μπεϋζιανή στατιστική η αβεβαι-
ότητα εκφράζεται µέσω της έννοιας των πιθανοτήτων. Απαιτείται, λοιπον, ο υπολογισµός
της posterior κατανοµής. ΄Οµως, για να γίνει αυτό χρειάζεται ο υπολογισµός του αθρο-
ίσµατος ή του ολοκληρώµατος κάποιων µεταβλητών που δεν είναι πάντα εύκολος. ΄Ετσι,
αναπτύχθηκαν δύο ϐασικές κατηγορίες υπολογιστικών µεθόδων Μπεϋζιανής εκτίµησης
µε σκοπό τον υπολογισµό των κατανοµών που είναι δύσκολες στον προγραµµατισµό
τους. Η πρώτη µεγάλη κατηγορία περιλαµβάνει τις µεθόδους µεταβολών (Variational In-
ference), ενώ η δεύτερη περιλαµβάνει τις µεθόδους Markov Chain Monte Carlo (MCMC).

2.1.1 Μέθοδοι Μεταβολών (Variational Inference)

Η ϐασική ιδέα των VI µεθόδων για τον υπολογισµό της posterior κατανοµής, στηρίζεται
ως επί το πλείστον στην ϐελτιστοποίηση, κατά την οποία η posterior προσεγγίζεται µέσω
µια απλούστερης κατανοµής. ΄Εστω ϑ η παράµετρος ενδιαφέροντος, η οποία προέρχεται
από µια κατανοµή, και x οι παρατηρήσεις. Στόχος είναι η προσέγγιση της posterior
κατανοµής p(ϑ|x). Πρώτο ϐήµα είναι ο καθορισµός µιας οικογένειας κατανοµών Q,
η οποία ανατίθεται στην παράµετρο ϑ. Επόµενο ϐήµα είναι η εύρεση κατάλληλης
κατανοµής, η οποία ανήκει στην οικογένεια Q, τέτοια ώστε να ελαχιστοποιεί το µέτρο
απόκλισης Kullback−Leibler (KL)1 από την πραγµατική posterior κατανοµή. ∆ηλαδή η

1Το µέτρο αυτό είναι γνωστό και ως σχετική εντροπία και είναι ένα µέτρο οµοιότητας µεταξύ δύο
κατανοµών πιθανότητας. Αν f, g δύο κατανοµές πιθανότητας τότε

KL(f ||g) def
=

∫
f(x) log

f(x)

g(x)
dx = Ef

[
log

f(x)

g(x)

]
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εύρεση της κατανοµής:

q∗(ϑ) = arg min
q(ϑ)∈Q

KL(q(ϑ) || p(ϑ|x)) (2.1)

Η Ϲητούµενη posterior δίνεται από την q∗.

Στις µεθόδους αυτές δεν χρειάζεται ο υπολογισµός των σταθερών κανονικοποίησης, πα-
ϱά µόνο ο τύπος της από κοινού πυκνότητας της παραµέτρου ϑ και των δεδοµένων x.
΄Ενα ακόµα πλεονέκτηµα των µεθόδων, είναι ότι ο αλγόριθµος είναι γρήγορος υπολο-
γιστικά και για το λόγο αυτό µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα µε µεγάλο σύνολο
δεδοµένων. Ωστόσο, µειονεκτούν στο γεγονός ότι δεν υπάρχει ακριβής υπολογισµός
αλλά προσεγγιστικός. Επίσης, η επιλογή της συνάρτησης που ελαχιστοποιείται οδηγεί
σε υποεκτιµήσεις της διασποράς (Blei et al. 2017; Zhang et al. 2019; Hershey and
Olsen, 2007). Ενδεικτικά, κάποιοι γνωστοί αλγόριθµοι VI είναι οι εξής : Coordinate
Ascent VI (CAVI), Automatic Differentiation Variational Inference (ADVI), Black Box
Variational Inference (BBVI) και Stochastic Variational Inference (SVI) (Ganguly and
Earp, 2021; Kucukelbir et al. 2016; Hoffman et al. 2012).

2.1.2 Markov Chain Monte Carlo

Η ϐασική ιδέα των MCMC µεθόδων στηρίζεται στην παραγωγή µιας εργοδικής Μαρκο-
ϐιανής αλυσίδας ϑ(m) η οποία έχει ως στάσιµη κατανοµή, την κατανοµή ενδιαφέροντος
f(ϑ|x), η οποία ονοµάζεται κατανοµή στόχος.

Ορισµός 2.1.1 (Μαρκοβιανή Αλυσίδα). Μια στοχαστική διαδικασία X = {Xn : n ∈ N}
ονοµάζεται µαρκοβιανή αλυσίδα όταν ισχύει ότι

P {Xn+1 = j|X0, X1, ..., Xn} = P {Xn+1 = j|Xn} (2.2)

για κάθε j ∈ E, όπου E ο χώρος καταστάσεων, και n ∈ N.

Με άλλα λόγια, κάθε επόµενη κατάσταση της αλυσίδας εξαρτάται µόνο από την τελευταία
κατάσταση και είναι ανεξάρτητη όλων των προηγούµενων καταστάσεων (Cinlar, 1975).

΄Οπως αναφέρθηκε, οι MCMC µέθοδοι παράγουν µια µαρκοβιανή αλυσίδα, η οποία
είναι εργοδική. Με αυτή την ιδιότητα εξασφαλίζεται ότι η κατανοµή της αλυσίδας ϑ(m)

συγκλίνει στην κατανοµή στόχο f για κάθε αρχική τιµή ϑ(0) και άρα δεν εξαρτάται από
την αρχική τιµή. Επιπλέον, όταν µια µαρκοβιανή αλυσίδα έχει στάσιµη κατανοµή,
αυτό σηµαίνει ότι η κατανοµή στην οποία συγκλίνει η αλυσίδα παραµένει αναλλοίωτη
ως προς τις µεταβάσεις της αλυσίδας (Robert, 2007; Robert and Casella, 2010).

΄Ενα µειονέκτηµα των µεθόδων αυτών είναι το υπολογιστικό κόστος που δηµιουργείται
κατά την εφαρµογή τους. Ωστόσο, σε αντίθεση µε τις VI µεθόδους, τα δείγµατα που
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παράγονται από τους αλγορίθµους MCMC είναι ασυµπτωτικά πιο ακριβή. Επιπλέον,
διαχειρίζονται καλύτερα προβλήµατα στα οποία η κατανοµή στόχος είναι µια µίξη κα-
τανοµών (Blei et al. 2017). Για το λόγο αυτό, στην παρούσα εργασία, οι εκτιµήσεις των
παραµέτρων σε παραµετρικά και µη παραµετρικά µοντέλα µίξης ϑα γίνουν αποκλειστι-
κά µε τη χρήση MCMC µεθόδων.

Παρακάτω, στην ενότητα 2.2 δίνονται αναλυτικότερα οι αλγόριθµοι Metropolis-Hastings,
Gibbs και Slice, που είναι χαρακτηριστικά παραδείγµατα MCMC αλγορίθµων και απο-
τελούν το ϐασικό εργαλείο που ϑα χρησιµοποιηθεί στα επόµενα κεφάλαια.

2.2 Κατηγορίες MCMC µεθόδων

2.2.1 Ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings

Ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings (MH) είναι ένας από τους πιο δηµοφιλείς MCMC
αλγορίθµους που προτάθηκε από τον Nicholas Metropolis το 1953 και επεκτάθηκε
αργότερα από τον Wilfred Keith Hastings το 1970 (Tierney, 1994) .

Σκοπός του αλγορίθµου είναι να εξασφαλίσει τη δειγµατοληψία από µια κατανοµή f(·)
η οποία ονοµάζεται κατανοµή στόχος, όταν η άµεση δειγµατοληψία απο αυτή την κα-
τανοµή είναι δύσκολη. Η ιδέα του αλγορίθµου περιλαµβάνει µια κατανοµή q(·|x), από
την οποία είναι εύκολη η δειγµατοληψία και ονοµάζεται κατανοµή πρότασης, σε συν-
δυασµό µε ένα µηχανισµό ο οποίος αποδέχεται τα δείγµατα που προτείνονται από την
κατανοµή q(·|x) ως δείγµατα της f . ΄Εχει αποδειχθεί ότι ο αλγόριθµος ΜΗ έχει στάσιµη
κατανοµή και δεν είναι άλλη από την κατανοµή στόχο (Tierney, 1994).

Αναλυτικότερα, ο αλγόριθµος ξεκινάει µε την αρχικοποίηση του ϑ(0), τέτοιο ώστε f(ϑ) >
0. Στη συνέχεια, σε κάθε επανάληψη t του αλγορίθµου παράγεται ένας αριθµός ξ ∼
q
(
ξ|ϑ(t−1)

)
από την κατανοµή πρότασης. Ο αριθµός αυτός γίνεται δεκτός µε πιθανότητα

α
(
ξ, ϑ(t−1)

)
= min

{
1,

f(ξ)q
(
ϑ(t−1)|ξ

)
f(ϑ(t−1))q(ξ|ϑ(t−1))

}
. (2.3)

Η πιθανότητα α
(
ξ, ϑ(t−1)

)
ονοµάζεται πιθανότητα αποδοχής και δεν εξαρτάται από τη

σταθερά κανονικοποίησης. Παρακάτω στον Αλγόριθµο 1 δίνεται αναλυτικά ο αλγόριθ-
µος ΜΗ για ένα k-διάστατο διάνυσµα παραµέτρων ϑ = (θ1, ..., θk).
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Algorithm 1 Metropolis-Hastings
1: procedure ∆ειγµα απο (ϑ = (θ1, ..., θk))
2: Αρχικοποίηση ϑ(0) =

(
θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
k

)
3: for t = 1 to N do
4: ∆είγµα από την κατανοµή πρότασης ξ ∼ q

(
ξ|ϑ(t−1)

)
5: Υπολογισµός πιθανότητας αποδοχής α(ξ, ϑ(t−1))
6: ∆είγµα από u ∼ U(0, 1)
7: Υπολογισµός

ϑ(t) =

{
ξ αν u < α(ξ, ϑ(t−1))

ϑ(t−1) ,αλλιώς
(2.4)

8: end for
9: end procedure

Ο αλγόριθµος εξαρτάται αποκλειστικά από τους λόγους

f(ξ)

f(ϑ(t−1))
και

q(ϑ(t−1)|ξ)
q(ξ|ϑ(t−1))

(2.5)

συνεπώς, είναι ανεξάρτητος από οποιαδήποτε σταθερά κανονικοποίησης εφόσον και
η συνάρτηση πρότασης είναι γνωστή έως µια σταθερά που είναι ανεξάρητη του x. Η
επιλογή της κατανοµής πρότασης είναι ελεύθερη, ωστόσο η κατανοµή αυτή πρέπει να
ικανοποιεί τον εξής περιορισµό

suppf ⊆
⋃

x∈suppf

supp q(·|x) (2.6)

δηλαδή, το στήριγµα της κατανοµής στόχου να είναι υποσύνολο της ένωσης των στη-
ϱιγµάτων της κατανοµής πρότασης για κάθε x που ανήκει στο στήριγµα της κατανοµής
στόχου. Αυτή η προϋπόθεση εξασφαλίζει την πλήρη εξερεύνηση της αλυσίδας στο χώρο
(Robert and Casella, 2010).

Ο αρχικός αλγόριθµος που πρότεινε ο Metropolis περιλάµβανε στις προϋποθέσεις για
την επιλογή της κατανοµής πρότασης και τη συµµετρία της κατανοµής, δηλαδή έπρεπε
να ισχύει q(x|y) = q(y|x) (Metropolis et al., 1953). Αργότερα, ο Hastings επέκτεινε
την εφαρµογή του αλγορίθµου και για µη συµµετρικές κατανοµές πρότασης (Hastings,
1970). Στην περίπτωση που ικανοποιείται η συνθήκη της συµµετρίας, τότε η πιθανότητα
αποδοχής µετατρέπεται σε

α
(
ξ, ϑ(t−1)

)
= min

{
f(ξ)

f(ϑ(t−1))
, 1

}
. (2.7)
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Αυτή ορίζεται να είναι και η πιθανότητα αποδοχής του αλγορίθµου Random Walk
Metropolis .

΄Εστω (x, y) δύο στοιχεία του χώρου της µαρκοβιανής αλυσίδας. Η µαρκοβιανή αλυσίδα
που παράγεται από τον αλγόριθµο ΜΗ είναι αντιστρέψιµη µε στάσιµη κατανοµή την f ,
διότι ικανοποιεί τη συνθήκη της αναλυτικής ισορροπίας.

Εξίσωση αναλυτικής ισορροπίας : f(y)K(x, y) = f(x)K(y, x) (2.8)

Ο πυρήνας µετάβασης της µαρκοβιανής αλυσίδας είναι :

K(x, y) = α(x, y)q(y|x) +

1−
∫

α(x, y)q(y|x) dy︸ ︷︷ ︸
r(x)

 I(x = y) (2.9)

όπου ο δεύτερος όρος του πυρήνα εµφανίζεται όταν το υποψήφιο σηµείο απορρίπτεται
και η αλυσίδα παραµένει στην ίδια κατάσταση.

Εποµένως, προκύπτουν οι εξισώσεις :

α(x, y)q(y|x)f(x) = α(y, x)q(x|y)f(y) (2.10)

(1− r(x))I(x = y)f(x) = (1− r(y))I(y = x)f(y) (2.11)

δηλαδή, ικανοποιείται η συνθήκη της αναλυτικής ισορροπίας, εποµένως η f(·) είναι η
Ϲητούµενη στάσιµη κατανοµή (Rizzo, 2007).

2.2.2 Ο αλγόριθµος Gibbs

Ο δειγµατολήπτης Gibbs προτάθηκε από τους Geman και Geman το 1984 και µπορεί
να ϑεωρηθεί ειδική περίπτωση του αλγορίθµου Metropolis-Hastings , µε πιθανότητα
αποδοχής ίση µε τη µονάδα (Robert and Casella, 2010). Εφαρµόζεται ιδιαίτερα σε περι-
πτώσεις που η δειγµατοληψία γίνεται από πολυµεταβλητές κατανοµες. Αυτό συµβαίνει
διότι ο αλγόριθµος µετατρέπει το πρόβληµα σε πρόβληµα µικρότερης διάστασης. Ανα-
λυτικότερα, έστω ότι η κατανοµή στόχος είναι η πολυµεταβλητή κατανοµή f(θ1, ..., θk|x).
Η δειγµατοληψία από την κατανοµή αυτή, γίνεται µέσω των πλήρων δεσµευµένων κα-
τανοµών της (Full Conditionals ή αλλιώς FCs) f(θj|θ−j), όπου

θ(−j) = (θ1, ..., θj−1, θj+1, ..., θk), j = 1, ..k

Παρακάτω, στον Αλγόριθµο 2, δίνεται αναλυτικά ο αλγόριθµος Gibbs για ένα k−διάστατο
διάνυσµα παραµέτρων.
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Algorithm 2 Gibbs
1: procedure ∆είγµα από (ϑ = (θ1, ..., θk))
2: Αρχικοποίηση ϑ(0) =

(
θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
k

)
3: for i = 1 to N do
4: for j = 1 to d do
5: ∆είγµα από θ

(i)
j ∼ fθj |θ−j

(θj|θ(i)1 , ..., θ
(i)
j−1, θ

(i)
j+1, ..., θ

(i)
k )

6: end for
7: Υπολογισµός ϑ(i) =

(
θ
(1)
1 , ..., θ

(i)
k

)
8: end for
9: end procedure

Σηµειώνεται ότι κάθε θj µπορεί να είναι και µεγαλύτερης διάστασης, οπότε στην πε-
ϱίπτωση αυτή η δειγµατοληψία γίνεται σε κοµµάτια (Gelman and Rubin, 1996). Επι-
πλέον, για την επιτυχή εφαρµογή του αλγορίθµου, χρειάζεται οι πλήρως δεσµευµένες
κατανοµές να είναι γνωστές µορφές κατανοµών. Στην περίπτωση που η δειγµατοληψία
από κάποια από τις πλήρως δεσµευµένες κατανοµές δεν είναι εφικτή, τότε εισάγουµε
ένα ϐήµα Metropolis, δηλαδή η δειγµατοληψία ϑα γίνει µε τη ϐοήθεια µιας κατανοµής
πρότασης όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 2.2.1. Αυτός είναι ο γνωστός αλγόριθµος
Metropolis within Gibbs (Gilks et al. 1995).

2.2.3 Ο αλγόριθµος Slice

Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες είναι δύσκολο να εφαρµοστούν οι αλγόριθµοι Metropolis-
Hastings και Gibbs. Για το λόγο αυτό, ο Neal (2003) και οι Damien et al. (1999)
πρότειναν µία νέα MCMC µέθοδο. Η ϐασική ιδέα της µεθόδου στηρίζεται στο γεγονός
ότι κάποιος µπορεί να δηµιουργήσει ένα δείγµα, κάνοντας οµοιόµορφη δειγµατοληψία
από την περιοχή που ϐρίσκεται κάτω από την καµπύλη της κατανοµής ενδιαφέροντος.
΄Ενας τρόπος, για να πραγµατοποιηθεί αυτό είναι να γίνει οµοιόµορφη δειγµατοληψία
από τις οριζόντιες «ϕέτες» που δηµιουργούνται στην τρέχουσα κατακόρυφη ϑέση. Η
µέθοδος αυτή µπορεί να εφαρµοστεί τόσο σε µονοδιάστατα προβλήµατα, όσο και σε
πολυδιάστατα (Neal, 2003).

Το παρακάτω ϑεώρηµα αποτελεί το ϐασικό ϑεµέλιο πάνω στο οποίο δηµιουργήθηκε η
µέθοδος αυτή.

Θεώρηµα 2.2.1 (Damien et al. 1999). ΄Εστω f η κατανοµή από την οποία ϑα παραχθούν
τυχαίες µεταβλητές και δίνεται από τη σχέση

f(x) ∝ π(x)
N∏
i=1

li(x), (2.12)
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όπου π µία γνωστή κατανοµή και τα li είναι µη αρνητικές αντιστρέψιµες συναρτήσεις
για τις οποίες, αν li(x) > u τότε µπορεί να δηµιουργηθεί το σύνολο Ai

u {x : li(x) > u}.
Τότε µπορεί να εφαρµοστεί ο αλγόριθµος Gibbs, στην περίπτωση που όλες οι πλήρως
δεσµευµένες κατανοµές είναι οµοιόµορφες κατανοµές εκτός από µία που ϑεωρείται µία
περικοµένη εκδοχή της κατανοµής π.

Σύµφωνα µε τους Damien et al. 1999, έστω f η κατανοµή από την οποία ϑα παραχθεί
δείγµα

f(ϑ) ∝ π(ϑ)l(ϑ) (2.13)

όπου π είναι µία γνωστή πυκνότητα και l µία µη αρνητική αντιστρέψιµη συνάρτηση.
΄Εστω u µία νέα µεταβλητή, τότε η από κοινού πυκνότητα των u και ϑ γράφεται ως εξής

f(ϑ, u) ∝ π(ϑ)I(u < l(ϑ)). (2.14)

όπου αν κάποιος ολοκληρώσει ως προς u την παραπάνω σχέση, τότε επιστρέφει πάλι στη
σχέση (2.13). Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Gibbs οι πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές
που προκύπτουν για τα u και ϑ είναι :

• u ∼ U(0, l(ϑ))

• µια περικοµµένη π στο σύνολο

Au = {ϑ : u < l(ϑ)} .

Παράδειγµα 2.2.1. (Damien and Walker, 2001). ΄Εστω X τυχαίες µεταβλητές από µία
περικοµµένη τυπική κανονική κατανοµή στο διάστηµα (a,b) και έστω ότι ϑέλουµε να
παράξουµε δείγµα από αυτές. ∆ηλαδή, ϑέλουµε να παράξουµε δείγµα από την

fX(x) ∝ exp(−x2

2
)I(x ∈ (a, b)). (2.15)

Εισάγουµε την τυχαία µεταβλητή Y . Η από κοινού πυκνότητα της X και της Y είναι

fX,Y (x, y) ∝ I
(0,exp(−x2

2
))
(y)I(x ∈ (a, b)). (2.16)

Οπότε, οι πλήρεις δεσµευµένες κατανοµές που προκύπτουν είναι

• Y |(X = x) ∼ U
(
0, exp

(
−x2

2

))
• X|(Y = y) ∼ U

(
max

{
a,−

√
−2 log y

}
,min

{
b,
√
−2 log y

})
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Ακολουθώντας το παράδειγµα, εφαρµόστηκε ο αλγόριθµος Slice για την παραγωγή ενός
δείγµατος από την περικοµµένη τυπική κανονική κατανοµή στο διάστηµα (0,4). Τα
αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο Σχήµα 2.1 όπου ϕαίνεται το Ιστόγραµµα του δείγ-
µατος που παράχθηκε. Επιπλέον, µε µωβ χρώµα ϕαίνεται η καµπύλη της ϑεωρητικής
κατανοµής.

Σχήµα 2.1: Ιστόγραµµα περικοµµένης κανονικής κατανοµής στο διάστηµα (0,4)

2.3 Πεπερασµένα Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης

Η ανάγκη για τη δηµιουργία των µοντέλων µίξης γεννήθηκε καθώς τα δεδοµένα σε
διάφορα προβλήµατα µπορεί να προέρχονται από δύο ή περισσότερους πληθυσµούς σε
διαφορετικές αναλογίες (McLachlan and Basford, 1988).

Μία µίξη κατανοµών είναι ο κυρτός συνδυασµός C κατανοµών,
C∑
c=1

wcfc(x) (2.17)

όπου 0 < wc < 1 και
∑C

c=1wc = 1. Οι κατανοµές fc συνήθως ανήκουν σε µια οικογένεια
κατανοµών όπως για παράδειγµα η Κανονική, η Βήτα ή η Γάµµα µε παραµέτρους ϑc.
Εποµένως προκύπτει το µοντέλο µίξης

C∑
c=1

wcfc(x|ϑc) (2.18)

µε παραµέτρους wc και ϑc. Τα wc ονοµάζονται ϐάρη της µίξης. ΄Ενα µοντέλο µίξης
µπορεί να εκφραστεί µε όρους ελλιπών δεδοµένων. ∆ηλαδή, αν zi, (i = 1, ..., n) είναι
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ενα διάνυσµα διάστασης C όπου κάθε στοιχείο του υποδεικνύει από ποιο στοιχείο της
µίξης προήλθε η παραταρήση xi, τέτοιο ώστε zic ∈ {0, 1} και

∑C
c=1 zic = 1, τότε η

πυκνότητα των (xi, zi) µπορεί να γραφεί ως (Diebolt and Robert, 1994; Marin and
Robert, 2014)

C∏
c=1

wzic
j f zic

c (xi). (2.19)

Για την εκτίµηση των παραµέτρων σε Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης εφαρµόζεται συνήθως ο
αλγόριθµος Gibbs. ΄Εστω X = (X1, ..., Xn) δεδοµένα που προέρχονται από το µοντέλο
µίξης κανονικών κατανοµών (Gaussian Mixture Model)

X|ϑ ∼
C∑
c=1

wcN(x|µc, τc), (2.20)

όπου µc η µέση τιµή και τc = 1
σ2
c

η ακρίβεια του στοιχείου c της µίξης. Το διάνυσµα των
παραµέτρων του µοντέλου είναι

ϑ = (µ, τ, w)

µε µ = (µ1, ..., µC), τ = (τ1, ..., τC) και w = (w1, ..., wC).

Εισάγεται µία νέα ϐοηθητική µεταβλητή Zi = (Zi1, ..., ZiC) η οποία υποδεικνύει από
ποιο στοιχείο της µίξης προήλθε η παρατήρηση Xi. Για τη Zic ισχύει ότι

zic =

{
1 Αν ανήκει στο στοιχείο c της µίξης
0 αλλού

(2.21)

µε
Zi|ϑ

iid∼ Multinom(1, w = (w1, ..., wC))

και
Xi|Zi = zi, ϑ

i∼ N(xi|µzi , τzi).

Η πιθανοφάνεια του µοντέλου δίνεται από:

L(ϑ, z) =
n∏

i=1

f(xi|Zi = zi, µ, τ, w)P (Zi = zi|µ, τ, w)

=
n∏

i=1

(
C∏
c=1

N(xi|µc, τc)
zic

C∏
c=1

wzic
c

)

=
n∏

i=1

C∏
c=1

(wcN(xi|µc, τc))
zic (2.22)

16



Βασικό ϐήµα για την εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου είναι η επιλογή των prior
κατανοµών για τις παραµέτρους αυτές.

µc
iid∼ N(µ0, τ0)

τc
iid∼ G(α0, β0)

w ∼ Dirichlet(α1, ..., αC)

Αφού έγινε ο καθορισµός των εκ των προτέρων κατανοµών, µπορεί να ακολουθήσει ο
υπολογισµός των πλήρων δεσµευµένων κατανοµών για την εφαρµογή του αλγορίθµου
Gibbs.

1. Για το µc:

π(µc|τc, z, x) ∝ πµc(µc)Lc(ϑ, z)

∝ N(µc|µ0, τ0)
n∏

i=1

(N(xi|µc, τc))
zic

∝ exp

{
−τ0

(µc − µ0)
2

2

} n∏
i=1

exp

{
−τczic

(xi − µc)
2

2

}

= exp

{
−τ0

(µc − µ0)
2

2

}
× exp

{
−τc

n∑
i=1

zic
(xi − µc)

2

2

}

= exp

{
−τ0

2

(
µ2
c − 2µcµ0 + µ2

0

)
− τc

2

n∑
i=1

zic
(
x2
i − 2xiµc + µ2

c

)}

∝ exp

{
−τ0

2
µ2
c + τ0µcµ0 + τc

n∑
i=1

zicxiµc −
τc
2

2∑
i=1

zicµ
2
c

}

= exp

−τ0 + τc
∑n

i=1 zic
2

µ2
c − 2

τ0
2
µ0 +

τc
2

∑n
i=1 zicxi

τ0 + τc
∑n

i=1 zic
2

µc




= exp

{
−τ0 + τc

∑n
i=1 zic

2

(
µ2
c − 2

τ0µ0 + τc
∑n

i=1 zicxi

τ0 + τc
∑n

i=1 zic
µc ±

[
τ0µ0 + τc

∑n
i=1 zicxi

τ0 + τc
∑n

i=1 zic

]2)}

∝ exp

{
−τ0 + τc

∑n
i=1 zic

2

(
µc −

τ0µ0 + τc
∑n

i=1 zicxi

τ0 + τc
∑n

i=1 zic

)2
}

(2.23)
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προκύπτει ότι η σχέση (2.23) είναι ο πυρήνας µιας Κανονικής Κατανοµής.

Συνεπώς, µc|τc, z, x ∼ N

(
τ0µ0 + τc

∑n
i=1 zicxi

τ0 + τc
∑n

i=1 zic
, (τ0 + τc

∑n
i=1 zic)

−1

)

2. Για το τc:

π(τc|µc, z, x) ∝ πτc(τc)Lc(ϑ, z)

∝ τα0−1
c exp {−β0τc}

n∏
i=1

(
τ

1
2
c exp

{
−τc

(xi − µc)
2

2

})zic

= τα0−1
c exp {−β0τc}

n∏
i=1

τ

zic
2

c exp

{
−zicτc

(xi − µc)
2

2

}

= τα0−1
c τ

∑n
i=1 zic

2
c exp {−βτc} exp

{
−τc

∑n
i=1 zic(xi − µc)

2

2

}

= τ
α0+

∑n
i=1 zic
2

−1

c exp

{
−
(
β0 +

∑n
i=1 zic(xi − µc)

2

2

)
τc

}
(2.24)

Είναι ϕανερό ότι η σχέση (2.24) είναι ο πυρήνας µιας Γάµµα Κατανοµής.

Συνεπώς, τc|µc, z, x ∼ G
(
α0 +

∑n
i=1 zic
2

, β0 +

∑n
i=1 zic(xi − µc)

2

2

)

3. Για τα ϐάρη w:

π(w|z) ∝ πw(w)Lc(ϑ, z)

∝
C∏
c=1

wαc−1
c

C∏
c=1

n∏
i=1

wzic
c

=
C∏
c=1

wαc−1
c

C∏
c=1

w
∑n

i=1 zic
c
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=
C∏
c=1

wαc+
∑n

i=1 zic−1
c (2.25)

Η σχέση (2.25) είναι ο πυρήνας µιας Dirichlet Κατανοµής, της οποίας ο ορισµός δίνεται
αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο στην ενότητα 3.1.

Συνεπώς, w|z ∼ Dirichlet (αc +
∑n

i=1 zic).

4. Για το zi:

π(zi|µ, τ, w, xi) ∝ Lc(ϑ, z)

∝
C∏
c=1

(wcN(xi|µc, τc))
zic

=
C∏
c=1

(
wcN(xi|µc, τc)∑C
c=1wcN(xi|µc, τc)

C∑
c=1

wcN(xi|µc, τc)

)zic

=
C∏
c=1

(
wcN(xi|µc, τc)∑C
c=1wcN(xi|µc, τc)

)zic C∏
c=1

(
C∑
c=1

wcN(xi|µc, τc)

)zic

=
C∏
c=1

(
wcN(xi|µc, τc)∑C
c=1wcN(xi|µc, τc)

)zic ( C∑
c=1

wcN(xi|µc, τc)

)∑C
c=1 zic

∝
C∏
c=1

(
wcN(xi|µc, τc)∑C
c=1 wcN(xi|µc, τc)

)zic

(2.26)

Προκύπτει ότι η σχέση (2.26) είναι ο πυρήνας µιας Multinomial Κατανοµής.

Συνεπώς, zi|µ, τ, w, xi ∼ Multinomial

(
1, pic =

wcN(xi|µc, τc)∑C
c=1wcN(xi|µc, τc)

)
Παράδειγµα. ΄Εστω η µίξη των κανονικών κατανοµών Ν(0,1), Ν(5,1) και Ν(10,1) µε
ϐάρη 0.5, 0.3, 0.2 αντίστοιχα. ∆ηλαδή,

0.5N(0, 1) + 0.3N(5, 1) + 0.2N(10, 1) (2.27)

Οι παράµετροι του µοντέλου είναι
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• w = (w1, w2, w3) = (0.5, 0.3, 0.2)

• µ = (µ1, µ2, µ3) = (0, 5, 10)

• τ = (τ1, τ2, τ3) = (1, 1, 1)

Με σκοπό την εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου µίξης (2.27), εφαρµόστηκε ο αλ-
γόριθµος Gibbs. Παράχθηκε δείγµα 4000 παρατηρήσεων ύστερα από περίοδο burn-in
2 1000 παρατηρήσεων και λέπτυνση (thining) 3 ανά 5 παρατηρήσεις. Για τις εκτιµήσεις
των παραµέτρων, υπολογίστηκε η µέση τιµή των τιµών που προέκυψαν από τις επανα-
λήψεις του αλγορίθµου και τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται παρακάτω.

Για τα ϐάρη w οι εκτιµήσεις είναι οι εξής :

Για το w1 η εκτίµηση είναι 0.4849.
Για το w2 η εκτίµηση είναι 0.3064.
Για το w3 η εκτίµηση είναι 0.2087.

Για τις µέσες τιµές µ οι εκτιµήσεις είναι :

Για το µ1 η εκτίµηση είναι 0.0207.
Για το µ2 η εκτίµηση είναι 5.0214.
Για το µ3 η εκτίµηση είναι 9.9266.

Για τις τυπικές αποκλίσεις σ =
1√
τ

οι εκτιµήσεις είναι οι εξής :

Για το σ1 η εκτίµηση είναι 0.9267.
Για το σ2 η εκτίµηση είναι 0.9297.
Για το σ3 η εκτίµηση είναι 1.0257.

Στο Σχήµα 2.2 ϕαίνεται το διάγραµµα ίχνους (Trace plot), το διάγραµµα αυτοσυσχέτισης
(ACF plot), το διάγραµµα κινούµενου µέσου και το ιστογράµµα για τον έλεγχο σύγκλισης
της αλυσίδας για την εκτίµηση της παραµέτρου w2.

2Απόρριψη του αρχικού µέρους του δείγµατος µέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση στην επιθυµητή κατανοµή
3Επιλογή δειγµατικού σηµείου ανά k παρατηρήσεις
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∆ιαγράµµατα για το w2

Σχήµα 2.2: Trace plot, ACF plot, διάγραµµα κινούµενου µέσου και Ιστόγραµµα για το
w2

Το διάγραµµα ίχνους είναι ένα διάγραµµα που στον οριζόντιο άξονα αποτυπώνει τους
αριθµούς των επανηλήψεων και στον κατακόρυφο άξονα τις τιµές της παραµέτρου που
εκτίµησε ο αλγόριθµος σε κάθε επανάληψη. Εάν στο διάγραµµα δεν υπάρχει ένδειξη
κάποιας συστηµατικής τάσης, τότε η αλυσίδα που παράχθηκε από τον αλγόριθµο συ-
γκλίνει στην πραγµατική κατανοµή (Dong and Peng, 2013). Στο διάγραµµα ίχνους, στο
Σχήµα 2.2, δεν ϕαίνεται κάποια τάση, εποµένως το συµπέρασµα είναι ότι η αλυσίδα
έχει καλή σύγκλιση.

Το διάγραµµα αυτοσυσχέτισης δείχνει τις αυτοσυσχετίσεις µεταξύ των τιµών της αλυ-
σίδας σε διάφορες υστερήσεις. Εάν οι κατακόρυφες γραµµές δεν υπερβαίνουν κατα
πολύ τις µπλε διακεκοµµένες γραµµές, σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ένδειξη για αυτοσυ-
σχέτιση µεταξύ των τιµών (Dong and Peng, 2013). Στο Σχήµα 2.2 ϕάινεται ότι ικανο-
ποιείται αυτή η συνθήκη, εποµένως δεν υπάρχει αυτοσυσχέτιση µεταξύ των τιµών του
w2.

Το διάγραµµα κινούµενου µέσου δείχνει σε κάθε επανάληψη, τη µέση τιµή των τιµών της
αλυσίδας µέχρι την τρέχουσα επανάληψη. Στο Σχήµα 2.2 η τιµή ϕαίνεται να συγκλίνει
στην τιµή 0.306, η οποία είναι πολύ κοντά στην πραγµατική τιµή του w2 που είναι 0.3.

Τέλος, στο Σχήµα 2.2 δίνεται επίσης και το Ιστόγραµµα της κατανοµής της παραµέτρου
w2 που εκτίµησε ο αλγόριθµος Gibbs.

Τα αποτελέσµατα για την παραµέτρο w2 είναι ενδεικτικά, καθώς προέκυψαν παρόµοια
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αποτελέσµατα και για τις υπόλοιπες παραµέτρους που δεν συµπεριλήφθηκαν στην ερ-
γασία για λόγους συντοµίας.

2.4 Πρόβληµα Εναλλαγής Ετικέτας

΄Ενα πρόβληµα που δηµιουργείται κατά την εφαρµογή MCMC µεθόδων σε πεπερασµένα
µοντέλα µίξης είναι αυτό της µη ταυτοποιησιµότητας. Αναλυτικότερα, πριν την εφαρµο-
γή κάποιας µεθόδου, πρώτο ϐήµα είναι η ανάθεση prior κατανοµών στις παραµέτρους
του µοντέλου µίξης. Στην περίπτωση όµως που οι κατανοµές αυτές είναι ανταλλάξιµες,
η posterior, που είναι απόρροια της αλυσίδας που δηµιούργησε ο αλγόριθµος, παρα-
µένει αναλλοίωτη στις µεταθέσεις των δεικτών των παραµέτρων της. Με άλλα λόγια, οι
περιθώριες posterior κατανοµές των παραµέτρων είναι ταυτόσηµες για κάθε στοιχείο της
µίξης (Jasra et al. 2005; Marin and Robert, 2014). Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό ως
Πρόβληµα εναλλαγής ετικέτας (Label Switching problem) και παρατηρέιται στις Μπε-
ϋζιανές µεθόδους εκτίµησης αλλά όχι στις κλασικές µεθόδους, όπως για παράδειγµα η
εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας (Frühwirth-Schnatter, 2006).

Το πρόβληµα αυτό δηµιουργείται λόγω της συµµετρίας που παρουσιάζει η πιθανοφάνεια
του µοντέλου, δηλαδή η πιθανοφάνεια παραµένει η ίδια στις διάφορες µεταθέσεις των
δεικτών των παραµέτρων. Αν δεν υπάρχει a priori πληροφορία για τη διάκριση µεταξύ
των στοιχείων της µίξης, τότε για όλες τις µεταθέσεις των παραµέτρων η prior είναι η
ίδια και άρα η posterior είναι επίσης συµµετρική (Stephens, 2000).

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 2.3 απεικονίζονται τα τρία διαγράµµατα ίχνους για τις πα-
ϱαµέτρους µ1, µ2 και µ3, του προηγούµενου παραδείγµατος, αντίστοιχα. Σύµφωνα µε
τα διαγράµµατα, ϕαίνεται ότι η συµπεριφορά της αλυσίδας που παράχθηκε για την πα-
ϱάµετρο µ1 αντιστοιχεί στο τρίτο διάγραµµα για την παράµετρο µ3, ενώ η συµπεριφορά
της αλυσίδας για το µ3 αποτυπώνεται στο διάγραµµα για το µ1.
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∆ιαγράµµατα ίχνους των παραµέτρων µ1, µ2, µ3

Σχήµα 2.3: ∆ιαγράµµατα ίχνους για τις µέσες τιµές της τριπλής µίξης (2.27)

Με την πάροδο των χρόνων προτάθηκαν διάφορες µέθοδοι για τον περιορισµό του προ-
ϐλήµατος εναλλαγής ετικέτας. Η πιο διαδεδοµένη µέθοδος, που υποστήριξαν ιδιαίτερα
οι Diebolt και Robert (1994), καθώς και οι Richardson και Green (1997), είναι αυτή των
περιορισµών ταυτοποιησιµότητας (Identifiability Constraints) που τίθενται στον παρα-
µετρικό χώρο, µε στόχο να περιορίσουν τη συνθήκη της συµµετρίας της πιθανοφάνειας.
Κατά τη µέθοδο αυτή, ορίζονται διατάξεις µεταξύ των παραµέτρων, για παράδειγµα
ϑ1 < ϑ2, οι οποίες ικανοποιούν µόνο µια µετάθεση των δεικτών. Αργότερα, οι Celeux et
al. (2000) πρότειναν µία ϑεωρητική µέθοδο που στηρίζεται στη χρήση µιας συνάρτησης
απώλειας, η οποία µένει αναλλοίωτη στις µεταθέσεις των δεικτών, και στην ελαχιστοπο-
ίηση της εκ των υστέρων αναµενόµενης απώλειας (Papastamoulis and Iliopoulos, 2010;
Jasra et al. 2005).

Στο επόµενο κεφάλαιο παρουσιάζεται τόσο η διαδικάσια Dirichlet, όσο και κάποιες
αναπαράστασεις της. Στη συνέχεια, γίνεται η εισαγωγή στα µη πεπερασµένα µοντέλα
µίξης και δίνεται αναλυτικά ο αλγόριθµος για τη δειγµατοληψία του µοντέλου µίξης
Dirichlet µε slices που πρότεινε ο Walker (2007).
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Κεφάλαιο 3

Μη παραµετρική Μπεϋζιανή
Στατιστική

Για τη Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία σε µη παραµετρικά προβλήµατα χρειάζεται η
ύπαρξη µιας εκ των προτέρων κατανοµής για την παράµετρο, η οποία, όπως έχει ήδη
αναφερθεί, είναι άπειρης διάστασης. Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα χρησιµοποιηθεί η διαδι-
κασία Dirichlet ως η εκ των προτέρων κατανοµή για την απειροδιάστατη παράµετρο σε
µη παραµετρικά προβλήµατα.

3.1 ∆ιαδικασία Dirichlet

Η διαδικασία Dirichlet προτάθηκε από τον Ferguson το 1973 ως prior στο χώρο των
µέτρων πιθανότητας και έκτοτε χρησιµοποιείται ευρέως σε µη παραµετρικά προβλήµατα
εκτίµησης (Jara, 2017). Για τον ορισµό της διαδικασίας Dirichlet ϑα πρέπει πρώτα να
δοθεί ο ορισµός της κατανοµής Dirichlet, η οποία χρησιµοποιείται ως συζυγής1 prior
της Πολυωνυµικής κατανοµής.

Ορισµός 3.1.1 (Κατανοµή Dirichlet, Kai Wang Ng et al. 2011). ΄Εστω Zi
ind∼ Gamma(αi, 1),

1 ≤ i ≤ n και Z =
∑n

i=1 Zi. Το τυχαίο διάνυσµα Y = (Y1, Y2, ..., Yn) µε Yi =
Zi

Z
, 1 ≤

i ≤ n, ακολουθεί την κατανοµή Dirichlet µε παραµέτρους α = (α1, α2, ..., αn) και
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

D(Y |α) =
Γ
(∑n

j=1 αj

)
∏n

j=1 Γ(αj)

n∏
i=1

yαi−1
i I(Y ∈ ∆n)

µε στήριγµα ∆n = {(y1, y2, ..., yn) ∈ R+
n :
∑n

i=1 yi = 1}.
1Συζυγή prior ονοµάζουµε την κατανοµή η οποία σε συνδυασµό µε την συνάρτηση πιθανοφάνειας,

οδηγεί στην εκ των υστέρων κατανοµή που ανήκει και αυτή στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε την prior.
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Ο Ferguson (1973) χρησιµοιώντας το ϑεώρηµα συνέπειας του Kolmogorov απέδειξε την
ύπαρξη της διαδικασίας Dirichlet, η οποία ϑεωρείται η απειροδιάστατη γενίκευση της
κατανοµής Dirichlet (Müller et al. 2015). Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε
το ϑεώρηµα συνέπειας του Kolmogorov, ο αναγνώστης παραπέµπεται στη ϐιβλιογραφία
(Billingsley, 1995). Εποµένως, τώρα µπορεί να δοθεί και ο ορισµός της διαδικασίας
Dirichlet.

Ορισµός 3.1.2 (∆ιαδικασία Dirichlet, Ferguson 1973). Το τυχαίο µέτρο P ακολουθεί τη
διαδικασία Dirichlet P ∼ DP(c,G0) µε παράµετρο συγκέτρωσης c > 0 και µέτρο ϐάσης
G0 ∈ PX , αν και µόνο αν για κάθε πεπερασµένη διαµέριση A1, A2, ..., An του X το
διάνυσµα των τυχαίων πιθανοτήτων (P(A1),P(A2), ...,P(An)) ακολουθεί την κατανοµή
Dirichlet

(P(A1),P(A2), ...,P(An)) ∼ D (cG0(A1), cG0(A2), ..., cG0(An)) .

∆ηλαδή, το τυχαίο µέτρο P προέρχεται από µια διαδικασία Dirichlet αν κάθε µία από
τις περιθώριες κατανοµές είναι Dirichlet.

΄Εστω η διαµέριση του δειγµατικού χώρου που αποτελείται από το γεγονός Α και από το
συµπληρωµατικό του Ac, δηλαδή {A,Ac}. Τότε,

P(A) ∼ Be(cG0(A), cG0(A
c)).

Από τις ιδιότητες της Βήτα κατανοµής προκύπτει ότι

• E[P(A)] =
cG0(A)

(cG0(A) + cG0(Ac))
= G0(A)

• V ar[P(A)] =
G0(A)(1−G0(A))

c+ 1

Αυτό σηµαίνει ότι το µέτρο ϐάσης G0 παίζει το ϱόλο της µέσης τιµής στο DP, ενώ
η παράµετρος συγκέντρωσης c έχει το ϱόλο της ακρίβειας, δηλαδή της αντίστροφης
διασποράς. Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερη είναι η παράµετρος συγκέντρωσης, τόσο
τα µέτρα που παράγονται από το DP πλησιάζουν το µέτρο ϐάσης G0 (Hjort et al. 2010).

Στο Σχήµα 3.1 παρουσιάζονται 3 διαγράµµατα. Σε κάθε διάγραµµα αποτυπώνονται
20 τυχαία µέτρα που παράχθηκαν από ένα DP, αλλάζοντας κάθε ϕορά την παράµετρο
συγκέντρωσης. Είναι ϕανερό ότι επιβεβαιώνεται ο παραπάνω ισχυρισµός, δηλαδή όσο
µεγαλώνει η τιµή της παραµέτρου συγκέντρωσης, τόσο τα µέτρα που παράγονται από το
DP τείνουν στο µέτρο ϐάσης. Σηµειώνεται ότι στο συγκέκριµενο παράδειγµα ως µέτρο
ϐάσης χρησιµοποιήθηκε η τυπική κανονική κατανοµή.
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Σχήµα 3.1: Οι εµπειρικές συναρτήσεις κατανοµών 20 τυχαίων µέτρων DP, µε παράµετρο
συγκέντρωσης c = 5, 50, 500 και µέτρο ϐάσης G0 = N(0, 1).

Συζυγία

΄Εστω P ένα τυχαίο µέτρο που προέρχεται από ένα DP, δηλαδή P ∼ DP(c,G0) και έστω
x1, ..., xn ανεξάρτητες τιµές από το P στο X . Επιπλέον, έστω A1, ..., Ar µία πεπερα-
σµένη µετρήσιµη διαµέριση του X και nk = # {i : xi ∈ Ak}. Λόγω του ότι η κατανοµή
Dirichlet είναι συζυγής µε την Πολυωνυµική κατανοµή, ισχύει ότι

(P(A1), ...,P(Ar)) |x1, ..., xn ∈ D(cG0(A1) + n1, ..., cG0(Ar) + nr). (3.1)

το οποίο ισχύει για κάθε πεπερασµένη µετρήσιµη διαµέριση του X . Αυτό σηµαίνει ότι
η posterior P|x1, ..., xn είναι και αυτή ένα DP.

P|x1, ..., xn ∼ DP
(
c+ n,

c

c+ n
G0 +

n

c+ n

∑n
i=1 δxi

n

)
(3.2)

Εποµένως, χρησιµοποιώντας ως prior ένα DP, η Ϲητούµενη posterior είναι και αυτή
ένα DP. ∆ηλαδή, ικανοποιείται η συνθήκη της συζυγίας. Επιπλέον, από τη σχέση (3.2)
ϕαίνεται ότι το µέτρο ϐάσης της posterior είναι ο σταθµισµένος µέσος του G0 και της

εµπειρικής συνάρτησης
∑n

i=1 δxi

n
, όπου το ϐάρος του µέτρου ϐάσης G0 είναι ανάλογο
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της παραµέτρου c και το ϐάρος της εµπειρικής συνάρτησης είναι ανάλογο του αριθµού
των παρατηρήσεων (Teh, 2017).

Predictive Κατανοµή

΄Εστω x1, ..., xn δείγµα από το τυχαίο µέτρο P, όπου P ∼ DP(c,G0). Η predictive
κατανοµή για µία νέα παρατήρηση xn+1|x1, ..., xn, που προκύπτει ολοκληρώνοντας ως
προς το τυχαίο µέτρο P, για ένα µετρήσιµο σύνολο A ⊂ X δίνεται από

P (xn+1 ∈ A|x1, ..., xn) = E[P(A)|x1, ..., xn]

=
c

c+ n
G0(A) +

n

c+ n

∑n
i=1 δxi

(A)

n

=
1

c+ n

(
cG0(A) +

n∑
i=1

δxi
(A)

)
(3.3)

Εποµένως, ισχύει ότι

xn+1|x1, ..., xn ∼ 1

c+ n

(
cG0(A) +

n∑
i=1

δxi

)
(3.4)

(Teh, 2017).

Στην επόµενη ενότητα, παρουσιάζονται κάποιες διαδικασίες, οι οποίες χρησιµοποιο-
ύνται ως κατασκευαστικοί ορισµοί για την αναπαράσταση της διαδικασίας Dirichlet.

3.2 Αναπαραστάσεις της ∆ιαδικασίας Dirichlet

Η διαδικασία Dirichlet αποτελεί ϐασικό εργαλείο της Μπεϋζιανής µη παραµετρικής στα-
τιστικής και έχει πρωταγωνιστικό ϱόλο στην παρούσα εργασία. Για το λόγο αυτό, γεν-
νήθηκε η ανάγκη αναπαράστασης του τυχαίου µέτρου DP, µέσω κάποιων κατασκευα-
στικών ορισµών µε σκοπό την εφαρµογή του σε διάφορα προβλήµατα. Στην ενότητα
αυτή παρουσιάζονται τρεις διαφορετικές αναπαραστάσεις της διαδικασίας Dirichlet.

Γενικευµένο Pólya urn

΄Ενας τρόπος αναπαράστασης ενός τυχαίου µέτρου DP γίνεται µε τη ϐοήθεια του γενι-
κευµένου Pólya urn που προτάθηκε από τους Blackwell και MacQueen το 1973. Η
ονοµασία της διαδικασίας προέρχεται από τον παρακάτω συµβολισµό. ΄Εστω ένα άδειο
δοχείο, ένα σύνολο µοναδικών χρωµάτων X και ένας άπειρος αριθµός µπαλών. Επι-
λέγεται τυχαία ένα χρώµα από το µέτρο ϐάσης G0, χρωµατίζεται η πρώτη µπάλα x1 ∼ G0

και τοποθετείται µέσα στο δοχείο. Στη συνέχεια, επιλέγεται µια δεύτερη µπάλα η οποία
είτε ϑα χρωµατιστεί µε κάποιο νέο χρώµα µε πιθανότητα c

c+1
, είτε ϑα χρωµατιστεί µε
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το χρώµα της µπάλας που υπάρχει ήδη µέσα στο δοχείο µε πιθανότητα 1
c+1

και στη
συνέχεια ϑα τοποθετηθεί στο δοχείο. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία n ϕορές, στο
n + 1 ϐήµα επιλέγεται µία νέα µπάλα η οποία χρωµατίζεται είτε µε κάποιο νέο χρώµα
από το µέτρο ϐάσης xn+1 ∼ G0 µε πιθανότητα c

c+n
είτε µε το χρώµα κάποιας µπάλας

που υπάρχει ήδη µέσα στο δοχείο µε πιθανότητα n
c+n

και τοποθετείται µέσα στο δοχείο.
Εποµένως προκύπτει η εξής αναπαράσταση:

Συµβολίζοντας µε y1, ..., yk τις µοναδικές τιµές των x1, ..., xn και τη συχνότητα εµφάνισης
µε ni, 1 ≤ i ≤ k, τότε η κατανοµή της νέας παρατήρησης γράφεται ως

xn+1|x1, ..., xn ∼

{
δyi , µε πιθανότητα ni

c+n
, i = 1, ..., k

G0, µε πιθανότητα c
c+n

.
(3.5)

Σηµειώνεται ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των µπαλών n, τόσο ϑα αυξάνεται και η πιθα-
νότητα η νέα µπάλα να χρωµατιστεί µε το χρώµα µιας µπάλας που υπάρχει ήδη µέσα
στο δοχείο. Αυτό αιτιολογεί και τον ισχυρισµό ότι το DP είναι διακριτό µέτρο.

Μία ακόµη σηµαντική ιδιότητα της διαδικασίας είναι η συνθήκη της άπειρης ανταλλα-
ξιµότητας. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του de Finetti, για την ακολουθία x1, ..., xn υπάρχει
ένα τυχαίο µέτρο Q, τέτοιο ώστε

P (x1, ..., xn) =

∫
PX

n∏
i=1

P(xi)Q(dP).

Το τυχαίο µέτρο Q αποδεικνύεται ότι είναι η διαδικασία Dirichlet (Theodoridis, 2020).

∆ιαδικασία Chinese Restaurant (CRP)

Η διαδικασία Κινέζικου Εστιατορίου (Chinese Restaurant Process) έχει την ίδια λογική
µε τη διαδικασία του γενικευµένου Pólya urn. Η ονοµασία της CRP προέρχεται από
τον παρακάτω συµβολισµό. ΄Εστω ένα εστιατόριο µε άπειρο πλήθος τραπεζιών και µία
ακολουθία πελατών που ϑέλει να εξυπηρετηθεί. Αρχικά, µπαίνει ο πρώτος πελάτης ο
οποίος κάθεται στο πρώτο τραπέζι. Στη συνέχεια, µπαίνει ο δεύτερος πελάτης ο οποίος
έχει την επιλογή να καθίσει και αυτός στο πρώτο τραπέζι που κάθισε και ο προηγούµε-
νος πελάτης µε πιθανότητα 1

c+1
ή να καθίσει σε ένα κενό τραπέζι µε πιθανότητα c

c+1
. Ο

n−οστός πελάτης που ϑα µπεί στο εστιατόριο, µπορεί να καθίσει είτε σε κάποιο τραπέζι
που κάθονται προηγούµενοι πελάτες µε πιθανότητα ανάλογη του αριθµού των προη-
γούµενων πελατών, είτε σε ένα καινούριο τραπέζι µε πιθανότητα ανάλογη του αριθµού
c. Στην πραγµατικότητα, η ανάθεση των πελατών στα τραπέζια καθορίζει µια τυχαία
διαµέριση (Gershman and Blei, 2012).

Μια σηµαντική ιδιότητα που ικανοποιείται κατα τη διαδικασία CRP είναι αυτή της
ανταλλαξιµότητας, διότι η πιθανότητα για µια συγκεκριµένη ταξινόµηση δεν εξαρτάται
από τη σειρά άφιξης των πελατών και παραµένει αµετάβλητη µετά την αναδιάταξή τους
(Theodoridis, 2020).
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Αναπαράσταση Stick Breaking

Ο Sethuraman το 1994 πρότεινε έναν κατασκευαστικό ορισµό για την αναπαράσταση
ενός τυχαίου µέτρου P από ένα DP(c,G0). ΄Εστω

v1, v2, ...
iid∼ Be(1, c)

και
x1, x2, ...

iid∼ G0.

Τότε το τυχαίο µέτρο P ορίζεται ως

P =
∞∑
i=1

wiδxi
(3.6)

όπου δxi
είναι το µέτρο Dirac και είναι το µέτρο µε σηµειακή µάζα 1 στο xi, ενώ w1 = v1

και για κάθε i > 1,
wi = vi

∏
k<i

(1− vk) (3.7)

Τα wi ονοµάζονται stick-breaking ϐάρη και ισχύει ότι
∑∞

i=1wi = 1.

Επίσης, αποδεικνύεται ότι τα τυχαία µέτρα που παράγονται από ένα DP σύµφωνα µε
την αναπαράσταση stick-breaking είναι σχεδόν ϐεβαίως διακριτά (Walker, 2007; Sethu-
raman, 1994).

Αργότερα, οι Ishwaran και James το 2001 πρότειναν µία επέκταση του παραπάνω
κατασκευαστικού ορισµού, όπου τα vi ∼ Be(ai, bi) και απέδειξαν ότι το άθροισµα των
ϐαρών

∑∞
i=1wi ισούται σχεδόν ϐεβαίως µε τη µονάδα όταν ισχύει

∞∑
i=1

log

(
1 +

ai
bi

)
= +∞

(Ishwaran and James, 2001).

Στην ενότητα που ακολουθεί, παρουσιάζονται τα µη παραµετρικά Μπεϋζιανά µοντέλα
µίξης, καθώς και οι δύο ϐασικές κατηγορίες MCMC µεθόδων που χρησιµοποιούνται για
τη δειγµατοληψία από αυτά.
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3.3 Μη Παραµετρικά Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης

΄Οπως αναφέρθηκε στις προηγούµενες ενότητες, η διαδικασία Dirichlet παράγει σχεδόν
ϐεβαίως διακριτά µέτρα πιθανοτήτων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τη δυσκολία εφαρµογής
της σε προβλήµατα εκτίµησης συνεχών κατανοµών. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί
χρησιµοποιώντας ένα τυχαίο µέτρο DP ως µέτρο µίξης µιας µίξης απλών παραµετρικών
κατανοµών. Η Μπεϋζιανή µη παραµετρική στατιστική αντιµετωπίζει το τυχαίο µέτρο
P ως µία απειροδιάστατη παράµετρο η οποία χρειάζεται µία prior κατανοµή. Ωστόσο,
από τη στιγµή που η P είναι κατανοµή πιθανότητας, στην πραγµατικότητα, η ανάθεση
της prior κατανοµής σε παραµέτρους, µετατρέπεται σε ανάθεση prior κατανοµής σε
κατανοµές (McAuliffe, 2006; Müller, 2015; Theodoridis, 2020). Η έννοια του µοντέλου
µίξης διαδικασίας Dirichlet (Dirichlet Process Mixture Model) εισήχθη από τον Antoniak
(1974) και συνεχίστηκε αργότερα από τον Lo (1984) µε σκοπό την κατασκευή συνεχών
τυχαίων κατανοµών (Walker, 2007).

Στα Μπεϋζιανά µοντέλα τα στοιχεία της µίξης ϑεωρούνται στην ουσία κάποιες τάξεις,
οπότε το πρόβληµα µετατρέπεται σε πρόβληµα ταξινόµησης. Στα µη παραµετρικά προ-
ϐλήµατα ο αριθµός των στοιχείων µίξης, δηλαδή των τάξεων, είναι άγνωστος. Για το
λόγο αυτό τα Μπεϋζιανά µη παραµετρικά µοντέλα µίξης ϑεωρούν ότι ο αριθµός των
τάξεων είναι δυνητικά άπειρος. ΄Ενας ϐασικός λόγος που τα µοντέλα αυτά είναι τόσο
δηµοφιλή, είναι η προσαρµοστικότητα και η ευελιξία τους, καθώς τα δεδοµένα του προ-
ϐλήµατος είναι αυτά που καθορίζουν την πολυπλοκότητα του µοντέλου. Με άλλα λόγια,
όσο αυξάνονται τα δεδοµένα, τόσο αυξάνεται και η πολυπλοκότητα του µοντέλου (Joe
and Gooyabadi, 2021; Li et al. 2019).

Για τη συµπερασµατολογία των µοντέλων DPM χρησιµοποιούνται συνήθως MCMC µέθο-
δοι που παρουσιάστηκαν στο δεύτερο κεφάλαιο. Οι µέθοδοι αυτές χωρίζονται σε δύο
ϐασικές κατηγορίες, στις περιθώριες (marginal) και στις υπό συνθήκη (conditional)
µεθόδους.

Περιθώριες µέθοδοι

’Οσον αφορά τις περιθώριες µεθόδους, η ϐασική ιδέα τους στηρίζεται στην ολοκλήρωση
ως προς το τυχαίο µέτρο P, µε στόχο τη δειγµατοληψία από τις πεπεραµένες, πλέον,
περιθώριες κατανοµές των υπόλοιπων µεταβλητών. Στη συνέχεια, µε τη ϐοήθεια του
αλγορίθµου Gibbs πραγµατοποιείται η δειγµατοληψία από την posterior κατανοµή των
υπόλοιπων µεταβλητών. ΄Ενα σηµαντικό µειονέκτηµα που παρουσιάζουν οι περιθώριες
µέθοδοι είναι η εξάρτηση που υπάρχει µεταξύ των παραµέτρων.

30



Υπό συνθήκη µέθοδοι

Σε αντίθεση µε τις περιθώριες, οι υπό συνθήκη µέθοδοι διατηρούν το τυχαίο µέτρο P
κατά τη διάρκεια της δειγµατοληψίας, η οποία πραγµατοποιείται µε τη ϐοήθεια του αλ-
γορίθµου Gibbs. Σηµειώνεται ότι σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου, η δειγµατοληψία
γίνεται από έναν πεπερασµένο αριθµό υποσυνόλων των µεταβλητών. Οι υπό συνθήκη
µέθοδοι παρουσιάζουν αρκετά πλεονεκτήµατα, έναντι των περιθώριων µεθόδων. Αρ-
χικά, δεν υπάρχει η εξάρτηση µεταξύ των παραµέτρων, ενώ παράλληλα επιτρέπει τη
συµπερασµατολογία για το τυχαίο µέτρο P (Papaspiliopoulos and Roberts, 2008).

΄Εστω µία παραµετρική οικογένεια πυρήνων

Kϑ =
{
K(·|ϑ), ϑ ∈ Θ ⊆ Rd

}
(3.8)

µε παραµέτρους ϑ. Επιπλέον, έστω x = (x1, ..., xn) ένα δείγµα και P ∼ DP(c,G0).
Τότε, µε χρήση του µοντέλου DPM, η άπειρη µίξη πυρήνων Kϑ µε µέτρο µίξης ένα
τυχαίο µέτρο P από ένα DP, δίνεται από τη σχέση

f(x|P) =
∫
ϑ∈Θ

K(xi|ϑ)P(dϑ). (3.9)

Αν (ϑ1, ..., ϑn) ∈ Θn, τότε η ιεραρχική αναπαράσταση του µοντέλου είναι η εξής

xi|ϑi
ind∼ K(·|ϑi)

ϑi|P
iid∼ P (3.10)

P ∼ DP(c,G0)

(Hjort et al. 2010; Fuentes-Garcı́a et al. 2010).

Στην προηγούµενη ενότητα παρουσιάστηκαν διάφορες αναπαραστάσεις της διαδικασίας
Dirichlet. Χρησιµοποιώντας, λοιπόν, την αναπαράσταση stick-breaking το µοντέλο της
σχέσης (3.9) µπορεί να γραφεί

f(x|w, ϑ) =
∞∑
i=1

wiK(x|ϑi) (3.11)

όπου wi είναι τα stick-breaking ϐάρη που κατασκευάζονται σύµφωνα µε τη σχέση (3.7)
και

∑∞
i=1wi = 1.

Εφαρµόζοντας µία κατηγορία MCMC υπό συνθήκη µεθόδων, προκειµένου η δειγµατο-
ληψία να γίνει από πεπερασµένα σύνολα, κάθε παρατήρηση xi αντιστοιχίζεται µε µία
µεταβλητή di η οποία έχει το ϱόλο της δείκτριας µεταβλητής, διότι προσδιορίζει από ποιο
στοιχείο της µίξης προήλθε η εκάστοτε παρατήρηση. Η µεταβλητή αυτή δειγµατοληπτε-
ίται από το σχεδόν ϐεβαίως πεπερασµένο τυχαίο σύνολο Ai, το οποίο ονοµάζεται slice
σύνολο και για το οποίο ισχύει

di|Ai ∼ DU(Ai).
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Εποµένως, f(di = j|Ai) =
1

|Ai|
I(j ∈ Ai). Ενώ, η πυκνότητα της xi|Ai δίνεται από

f(xi|Ai) =
∞∑
j=1

f(xi, di = j|Ai)

=
∞∑
j=1

f(di = j|Ai)f(xi|di = j)

=
∑
j∈Ai

1

|Ai|
K(xi|ϑj). (3.12)

όπου πλέον το άπειρο άθροισµα µετατράπηκε σε πεπερασµένο και σύµφωνα µε τη σχέση
(3.12) πρόκειται για µίξη κατανοµών µε ίσα ϐάρη.

Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζεται, αναλυτικά, η δειγµατοληψία µε slices που πρότει-
νε ο Walker το 2007, για την δειγµατοληψία του µοντέλου DPM.

3.4 ∆ειγµατοληψία του µοντέλου µίξης διαδικασίας Dirich-
let µε slices

Στην ενότητα αυτή, ϑα δοθεί αναλυτικά ο αλγόριθµος που πρότεινε ο Walker το 2007
και επεκτάθηκε αργότερα από τους Kalli et al. το 2009. Ο αλγόριθµος αυτός ϐασίζεται
στη δειγµατοληψία slice και ανήκει στις υπό συνθήκη µεθόδους που αναφέρθηκαν
στην προηγούµενη ενότητα. Η εφαρµογή του αλγορίθµου ϐασίζεται στην επαύξηση του
χώρου καταστάσεων µε τις κατάλληλες µεταβλητές, µε στόχο η δειγµατοληψία σε κάθε
επανάληψη του αλγορίθµου να γίνεται από έναν πεπερασµένο αριθµό παραµέτρων.

΄Εστω, λοιπόν, x = (x1, ..., xn) δείγµα από ένα µη παραµετρικό Μπεϋζιανό µοντέλο
µίξης, στο οποίο χρησιµοποιείται ένα τυχαίο µέτρο DP ως prior στο µέτρο µίξης και
δίνεται από τη σχέση (3.10). Εφαρµόζοντας την αναπράσταση stick-breaking, η δε-
σµευµένη κατανοµή του xi είναι η εξής :

f(xi|w, ϑ) =
∞∑
j=1

wjK(xi|ϑj) (3.13)

µε w = (w1, w2, ...) το απειροδιάστατο διάνυσµα των stick-breaking ϐαρών και ϑ =
(ϑ1, ϑ2, ...) το απειροδιάστατο διάνυσµα των παραµέτρων.

Εισάγοντας την τυχαία ϐοηθητική µεταβλητή ui µε i = 1, ..., n, η από κοινού πυκνότητα
των (xi, ui) γράφεται ως εξής :

f(xi, ui|w, ϑ) =
∞∑
j=1

I(wj > ui)K(xi|ϑj) =
∑
j∈Aj

K(xi|ϑj) (3.14)
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όπου
Ai = {j ∈ N : 0 < ui < wj} (3.15)

είναι τα λεγόµενα slice σύνολα τα οποία είναι πεπεραµένα για κάθε ui > 0.

Στη συνέχεια, εισάγοντας τη δείκτρια µεταβλητή di, i = 1, ..., n, η σχέση (3.14) γράφεται
ως εξής

f(xi, ui|w, ϑ) =
∞∑
j=1

f(di = j)f(xi, ui|di = j, w, ϑ) =
∞∑
j=1

wjU(ui|0, wj)K(xi|ϑj). (3.16)

Προφανώς, η ολοκλήρωση της σχέσης (3.16) ως προς ui οδηγεί στη σχέση (3.13).

Η από κοινού πυκνότητα των (xi, ui, di) δίνεται από την παρακάτω σχέση:

f(xi, ui, di) = f(di = j)f(ui|di = j)f(xi|di = j)

= wjU(ui|0, wj)K(xi|ϑj)
= I(ui < wj)K(xi|ϑj).

Επιπλέον, η πιθανοφάνεια του µοντέλου είναι

l(x, u, d|w, ϑ) =
n∏

i=1

I(ui < wdi)K(xi|ϑdi), (3.17)

ενώ η posterior κατανοµή είναι

f(w, ϑ|x, u, d) ∝ f(w, ϑ)
n∏

i=1

I(ui < wdi)K(xi|ϑdi). (3.18)

Από τη σχέση (3.18) είναι ϕανερό ότι η δειγµατοληψία των παραµέτρων του µοντέλου
πραγµατοποιείται από ένα πεπερασµένο πλέον σύνολο.

Παρακάτω δίνεται αναλυτικά ο αλγόριθµος του Walker (Walker, 2007; Kalli et al.
2009). Πριν τη δειγµατοληψία από τις δεσµευµένες κατανοµές των παραµέτρων για
j = 1, ...,maxi {di} χρειάζεται η αρχικοποίηση του n−διάστατου διανύσµατος των µετα-
ϐλητών di. Στη συνέχεια ακολουθούν τα ϐήµατα που πρέπει να πραγµατοποιηθούν σε
κάθε επανάληψη του αλγορίθµου.

1. Πρώτο ϐήµα είναι η δηµιουργία των vj η οποία ϑα γίνει ξεχωριστά από τη δηµιουργία
των ui. Αυτή είναι και η ϐασική διαφοροποίηση των δύο αλγορίθµων. Η δεσµευσµένη
κατανοµή για τα vj είναι

f(vj|...εκτός των ui) = Be

(
1 +

n∑
i=1

I(di = j), c+
n∑

i=1

I(di > j)

)
, (3.19)
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όπου ακολουθεί και η κατασκευή των stick-breaking ϐαρών wj σύµφωνα µε τη σχέση
(3.7).

2. Επόµενο ϐήµα είναι η δηµιουργία των ui σύµφωνα µε τη δεσµευµένη κατανοµή

f(ui|·) = U(ui|0, wdi). (3.20)

3. Στη συνέχεια ακολουθεί η δειγµατοληψία των παραµέτρων των στοιχείων µίξης από
τις εξής δεσµευµένες κατανοµές

f(ϑj|·) ∝ g0(ϑj)
∏
di=j

K(xi|ϑj), (3.21)

όπου g0 η συνάρτηση πυκνότητας που αντιστοιχεί στο µέτρο ϐάσης G0. Στην περίπτωση
που δεν υπάρχουν di = j, τότε η δειγµατοληψία γίνεται από την prior G0.

4. Για τη δειγµατοληψία των di χρειάζεται η κατασκευή των Ai = {j ∈ N : 0 < ui < wj}.
Για να γίνει αυτό, πρέπει να υπάρχει ο κατάλληλος αριθµός των wj, ώστε να υπάρχουν
όλα τα ui < wj. Είναι ϐέβαιο ότι δεν υπάρχει κάποιο k > ki για το οποίο ισχύει ui < wk

όταν
ki∑
j=1

wj > 1− ui.

Εποµένως, για όλα τα i υπολογίζεται το µικρότερο k∗ ώστε

k∗∑
j=1

wj > 1− u∗ (3.22)

όπου u∗ = min {u1, ..., un} Αυτό σηµαίνει ότι τα ϐάρη που χρειάζονται για τη δειγ-
µατοληψία των di είναι w1, ..., wk∗. Σε περίπτωση που χρειαστούν περισσότερα ϐάρη
και παράµετροι τότε παράγονται από τις αντίστοιχες prior, δηλαδή τα ϐάρη από την
Be(1, c) και οι υπόλοιπες παράµετροι από την G0. ΄Επειτα, η δειγµατοληψία των di
πραγµατοποιείται από την διακριτή δεσµευµένη κατανοµή

f(di|·) ∝ K(xi|ϑdi)I(ui < wdi). (3.23)

5. Επόµενο ϐήµα είναι η δειγµατοληψία για την παράµετρο c της διαδικασίας Dirichlet
σύµφωνα µε τον West (1992). Τα ϐήµατα είναι τα εξής :

i. Παραγωγή s ∼ Be(c+ 1, n)

ii. Παραγωγή c|s, κ ∼ pc G(α + κ, β − log s) + (1− pc)G(α + κ− 1, β − log s)

όπου κ είναι το πλήθος των µοναδικών τιµών της µεταβλητής di. ∆ηλαδή, η παράµετρος

c προέρχεται από µία µίξη Γάµµα κατανοµών µε pc =
α + κ− 1

n(β − log s) + α + κ− 1
.
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6. Τέλος, για την εκτίµηση πυκνότητας χρειάζεται ο υπολογισµός της κατανοµής pre-
dictive

xn+1|x1, ..., xn ∼
∞∑
j=1

w∗
jK(·|ϑ∗j). (3.24)

Για να γίνει αυτό, χρησιµοποιείται κάποιο ϐάρος w∗
k µε στόχο την επιλογή των αντίστοι-

χων παραµέτρων ϑ∗k οι οποίες προσδιορίζουν από ποιο στοιχείο της µίξης K(·|ϑ∗k) ϑα
γίνει η δειγµατοληψία για την παρατήρηση xn+1.Για τον προσδιορισµό του k τα ϐήµατα
είναι τα εξής :

i. Παραγωγή αριθµού r ∼ U(0, 1)

ii. Υπολογισµός k ώστε να ισχύει
∑k−1

j=1 wj < r <
∑k

j=1wj µε w0 = 0.

Στην περίπτωση που δεν ικανοποιείται η παραπάνω σχέση για κάποιο από τα υπάρχοντα
ϐάρη, η επιλογή των παραµέτρων ϑ∗n+1 γίνεται από την prior G0.

3.5 Προσοµοίωση

Στην ενότητα αυτή, ϑα χρησιµοποιηθεί ο αλγόριθµος της προηγούµενης ενότητας µε
στόχο την εκτίµηση πυκνότητας. Συγκεκριµένα, ως πυρήνας µίξης χρησιµοποιείται η
κανονική κατανοµή N(·|ϑ) όπου ϑ = (µ, τ−1).

΄Εστω λοιπόν, x = (x1, ..., x50) παρατηρήσεις από τη µίξη κανονικών κατανοµών

f(x) =
1

3
N(x| − 4, 1) +

1

3
N(x|0, 1) + 1

3
N(x|8, 1). (3.25)

Οι prior του µοντέλου είναι οι εξής

µj ∼ N

(
µ0,

1

τ0

)
, j ≥ 1

τj ∼ G(α, β), j ≥ 1

c ∼ G(αc, βc)

όπου µ0 = 0, τ0 = 0.1 και α = β = αc = βc = 0.1.

Οι δεσµευµένες κατανοµές για τις παραµέτρους µj και τj είναι

f(µj|·) = N

(
τ0µ0 + τj

∑
di=j xi

n∗τj + τ0
,

1

n∗τj + τ0

)
(3.26)

f(τj|·) = G

(
α +

n∗

2
, β +

∑
di=j(xi − µj)

2

2

)
(3.27)
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όπου n∗ =
∑n

i=1 I(di = j).

Στο Σχήµα 3.2 δίνονται δύο διαγράµµατα. Το πρώτο διάγραµµα είναι το ιστόγραµµα
του δείγµατος της predictive κατανοµής xn+1 που παράχθηκε για την εκτίµηση της
πυκνότητας των 50 παρατηρήσεων, ενώ µε κόκκινο χρώµα εφαρµόζεται η καµπύλη της
ϑεωρητικής πυκνότητας των 50 παρατηρήσεων που προέρχονται από τη µίξη κατανο-
µών της σχέσης (3.25). Το δεύτερο διάγραµµα είναι το διάγραµµα κινούµενου µέσου
των αριθµών των στοιχείων µίξης που χρησιµοποιήθηκαν σε κάθε επανάληψη του αλ-
γορίθµου. Σηµειώνεται ότι ο αλγόριθµος έτρεξε για 20,000 επαναλήψεις και το δείγµα
προέκυψε µετά από περίοδο burn-in 5000 επαναλήψεων. Είναι ϕανερό, ότι η µαρ-
κοβιανή αλυσίδα συγκλίνει στη στάσιµη κατανοµή και έτσι το δείγµα που παράχθηκε
ϕαίνεται να προέρχεται από την predictive κατανοµή.

Σχήµα 3.2: Ιστόγραµµα του δείγµατος για την εκτίµηση της πυκνότητα της µίξης (3.25)
µαζί µε την καµπύλη της ϑεωρητικής πυκνότητας (αριστερά) και διάγραµµα κινούµενου
µέσου για τον αριθµό των κλάσεων (δεξιά).
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Κεφάλαιο 4

Εφαρµογή σε στοχαστικά δυναµικά
συστήµατα

4.1 ∆υναµικά Συστήµατα

∆υναµικά συστήµατα ονοµάζονται τα συστήµατα τα οποία εξελίσσονται στο χρόνο. Η ε-
ϕαρµογή τους ϐασίζεται κυρίως στην κατανόηση και την περιγραφή των συστηµάτων που
εξελίσσονται, καθώς και στην πρόβλεψη της µελλοντικής συµπεριφοράς τους. Κάποια
παραδείγµατα δυναµικών συστηµάτων είναι η κίνηση των ουράνιων σωµάτων, ένα εκκρε-
µές που ταλαντώνεται, η ανάπτυξη ενός πληθυσµού κ.ά. (Hasselblatt and Katok, 2003).
Τα δυναµικά συστήµατα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, στα ντετερµινιστικά και στα στο-
χαστικά δυναµικά συστήµατα. Στην πρώτη περίπτωση, τα ντερεµινιστικά συστήµατα
προσδιορίζουν την παρούσα κατάσταση του συστήµατος µοναδικά, ως συνάρτηση των
προηγούµενων καταστάσεων. Σε αντίθεση µε τη δεύτερη περίπτωση, όπου στα στοχα-
στικά δυναµικά συστήµατα εισάγεται η έννοια της τυχαιότητας για την περιγραφή της
παρούσας κατάστασης (Alligood et al. 1996).

Στη συνέχεια, δίνονται, αναλυτικότερα, σηµαντικοί ορισµοί και έννοιες τόσο για τα ντε-
τερµινιστικά όσο και για τα στοχαστικά δυναµικά συστήµατα.

4.1.1 Ντετερµινιστικά ∆υναµικά Συστήµατα

Ορισµός 4.1.1 (Ντετερµινιστικό ∆υναµικό Σύστηµα, Brin and Stuck 2002). ΄Ενα ντε-
τερµινιστικό δυναµικό σύστηµα είναι µία τριάδα (X, T, g), όπου X είναι ο χώρος κα-
ταστάσεων, T είναι ένα χρονικό σύνολο και g : X × T → X είναι µια απεικόνιση για
την οποία ισχύουν:

1. g0 = 1X

2. gn+m = gn ◦ gm, ∀n,m ∈ T
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µε gn := g(·, n) και 1X την ταυτοτική συνάρτηση.

Στην περίπτωση που T = Z, τότε το δυναµικό σύστηµα είναι διακριτού χρόνου και η g
ονοµάζεται απεικόνιση. Τότε, το δυναµικό σύστηµα µπορεί να αναπαρασταθεί ως

xi = g(ϑ, xi−1, xi−2, ..., xi−d), i ≥ 1 (4.1)

όπου (x0, x−1, ..., x−d+1) ∈ Xd είναι οι αρχικές συνθήκες και η απεικόνιση g είναι
παραµετροποιηµένη ως προς κάποιες παραµέτρους ελέγχου ϑ ∈ Θ, µε παραµετρικό
χώρο Θ. Στο παρόν κεφάλαιο, για λόγους απλότητας, κάθε κατάσταση xi εξαρτάται
µόνο από την προηγούµενη κατάσταση xi−1, εποµένως το ντετερµινιστικό δυναµικό
σύστηµα διακριτού χρόνου δίνεται από τη σχέση

xi = g(ϑ, xi−1), i ≥ 1 (4.2)

Στην περίπτωση που T = R τότε το δυναµικό σύστηµα είναι συνεχούς χρόνου και η
απεικόνιση g ονοµάζεται ϱοή. Τότε, το δυναµικό σύστηµα µπορεί να αναπαρασταθεί µε
τη ϐοήθεια διαφορικών εξισώσεων

ẋi(t) = gi(t, x1, x2, ..., xn), i = 1, ..., n (4.3)

(Brin and Stuck, 2002; Merkatas, 2018; Afanas’ev et al. 1996). Αξίζει να σηµειωθεί
ότι ένα δυναµικό σύστηµα συνεχούς χρόνου διάστασης Ν µπορεί να µετατραπεί σε
σύστηµα διακριτού χρόνου διάστασης Ν-1 µε τη µέθοδο τοµής της επιφάνειας Poincaré
(Ott, 2002).

΄Ενας σηµαντικός ορισµός που χρειάζεται να αναφερθεί είναι αυτός της τροχιάς.

Ορισµός 4.1.2 (Τροχιά, Alligood et al. 1996). ΄Εστω x ένα σηµείο και g µία απεικόνιση.
Η τροχιά του x υπό την g ορίζεται να είναι το σύνολο των σηµείων

Og(x) =
{
x, g(x), g2(x), ...

}
= {gn(x) : n ≥ 0} . (4.4)

όπου gn := g ◦ g ◦ ... ◦ g︸ ︷︷ ︸
n−ϕορές

. Το αρχικό σηµείο x της τροχιάς ονοµάζεται αρχική συνθήκη.

4.1.2 Κατηγορίες Τυχαίου Θορύβου

Σε πολλές περιπτώσεις που υπάρχει αβεβαιότητα τα δυναµικά συστήµατα µπορούν να
µοντελοποιηθούν σαν να εξελίσσονται µε την παρουσία τυχαίων διαταραχών. Οι διατα-
ϱαχές αυτές κατατάσσονται σε δύο τυχαίες κατηγορίες ϑορύβου, οι οποίες έχουν διαφο-
ϱετικές επιδράσεις στα συστήµατα.

Η πρώτη κατηγορία αφορά το ϑόρυβο µέτρησης ή αλλιώς το ϑόρυβο παρατήρησης (mea-
surement/observational noise). Ο ϑόρυβος παρατήρησης προκύπτει από σφάλµατα
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που µπορεί να συµβούν κατά τη διαδικασία της µέτρησης και ϑεωρείται ανεξάρτητος α-
πό τη δυναµική του συστήµατος. Σηµειώνεται ότι εισάγεται µετά τη χρονική εξέλιξη των
εξεταζόµενων τροχιών. Στην ουσία, ο ϑόρυβος προκύπτει σε εργαστηριακά ή πραγµατι-
κά δεδοµένα χρονοσειρών λόγω ανακριβειών στις µετρήσεις. Επίσης είναι σηµαντικό να
ανφερθεί ότι, ενώ ο ϑόρυβος παρατήρησης επηρεάζει τα παρατηρούµενα δεδοµένα, δεν
επηρεάζει εγγενώς τη µελλοντική εξέλιξη του συστήµατος.

Η δεύτερη κατηγορία αφορά το δυναµικό ϑόρυβο (dynamical noise), ο οποίος µπορεί
να είναι είτε προσθετικός είτε πολλαπλασιαστικός. Ο δυναµικός ϑόρυβος, που συχνά
χρησιµοποιείται ως σφάλµα του µοντέλου, αποτελεί αναπόσπαστο κοµµάτι σε ορισµένα
µοντέλα διότι επηρεάζει σηµαντικά τη µελλοντική εξέλιξη του δυναµικού συστήµατος.
Σε αντίθεση µε τον ϑόρυβο παρατήρησης, ο δυναµικός ϑόρυβος δεν εισάγεται µετά τη
χρονική εξέλιξη αλλά ενσωµατώνεται στο ίδιο το µοντέλο, καθώς προστίθεται σε κάθε
ϐήµα της χρονικής εξέλιξης των τροχιών. Με την ενσωµάτωση του δυναµικού ϑορύβου
στα µοντέλα, οι ερευνητές στοχεύουν στην καλύτερη αποτύπωση της πολυπλοκότητας
των συστηµάτων του πραγµατικού κόσµου και στη ϐελτίωση της ακρίβειας των προ-
ϐλέψεων, ιδίως όταν πρόκειται για συστήµατα που παρουσιάζουν εγγενή στοχαστική
συµπεριφορά (Strumik, and Macek, 2008; Merkatas, 2018; Kaloudis, 2019).

Παρακάτω δίνονται ενδεικτικά κάποια παραδείγµατα δυναµικών συστηµάτων στα οποία
ενσωµατώνονται τα είδη ϑορύβων που µόλις αναφέρθηκαν.

Παράδειγµα 4.1.1. (∆υναµικό σύστηµα µε προσθετικό ϑόρυβο παρατήρησης). ∆ίνεται
το µοντέλο

yi = g(ϑ, yi−1)

xi = yi + ei, 1 ≤ i ≤ n (4.5)

όπου ei
iid∼ π(·). Αυτό είναι ένα παράδειγµα δυναµικού συστήµατος µε προσθετικό ϑόρυ-

ϐο παρατήρησης. Σε αυτή την περίπτωση, ο ϑόρυβος προστίθεται µετά τη δηµιουργία
της τροχιάς.

Παράδειγµα 4.1.2. (∆υναµικό σύστηµα µε πολλαπλασιαστικό δυναµικό ϑόρυβο). ∆ίνε-
ται το µοντέλο

xi = ϵi g(ϑ, xi−1) (4.6)

όπου ϵi
iid∼ π(·). Συνήθως, ο πολλαπλασιαστικός δυναµικός ϑόρυβος εφαρµόζεται α-

πευθείας στις παραµέτρους έλεγχου ϑ του συστήµατος. Ενώ, ο προσθετικός δυναµικός
ϑόρυβος προστίθεται σε κάθε επανάληψη της εξέλιξης της τροχιάς του συστήµατος.

Παράδειγµα 4.1.3. (∆υναµικό σύστηµα µε προσθετικό ϑόρυβο παρατήρησης και δυνα-
µικό ϑόρυβο). Τα µοντέλα που συνδυάζουν δυναµικό ϑόρυβο και ϑόρυβο παρατήρησης
ονοµάζονται state-space µοντέλα. Η χρήση των µοντέλων αυτών είναι ιδιαίτερα δηµοφι-
λής στην περίπτωση προβληµάτων ανάλυσης δυναµικών συστηµάτων. ΄Ενα παράδειγµα
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state-space µοντέλου είναι το ακόλουθο:

yi = g(φ, yi−1) + ei, όπου ei
iid∼ π(·)

xi = f(ϑ, yi) + ϵi, όπου ϵi
iid∼ q(·) (4.7)

4.1.3 Η έννοια του χάους στα δυναµικά συστήµατα

Τα αµιγώς ντετερµινιστικά δυναµικά συστήµατα µπορεί να παρουσιάσουν ιδιαίτερα πο-
λύπλοκη συµπεριφορά, η οποία καλείται χαοτική, και αυτό µπορεί να οφείλεται στην
µη γραµµικότητα της απεικόνισης g (Gleick, 1987). Με άλλα λόγια, η µη γραµµικότη-
τα αποτελεί αναγκαία αλλά όχι και ικανή συνθήκη για την εµφάνιση του χάους. Στην
ενότητα αυτή ϑα δοθούν σηµαντικοί ορισµοί και έννοιες σύµφωνα µε τους Alligood et
al. (1996), µε στόχο την κατανόηση του ορισµού του χάους στα δυναµικά συστήµατα.

Ορισµός 4.1.3. ΄Εστω g : X → X µία απεικόνιση. ΄Ενα σύνολο S ⊆ X ονοµάζεται
αναλλοίωτο σύνολο υπό την g όταν g(ϑ, S) ⊆ S.

΄Οταν η τροχιά εισέλθει σε ένα αναλλοίωτο σύνολο, τότε ϑα παραµείνει σε αυτό για πάντα.

Ορισµός 4.1.4. (Περιοδική τροχιά). ΄Εστω g : X → X µία απεικόνιση. ΄Ενα σηµείο p
ονοµάζεται περιοδικό σηµείο µε περίοδο m όταν gm(p) = p, όπου m είναι ο µικρότερος
δυνατός ϑετικός ακέραιος. Η τροχιά µε αρχικό σηµείο το σηµείο p που αποτελείται από
m σηµεία ονοµάζεται περιοδική τροχιά µε περίοδο m. Στην περίπτωση όπου m = 1,
τότε το σηµείο p καλείται σταθερό σηµείο.

΄Ενα σταθερό σηµείο p ενός δυναµικού συστήµατος έχει την ικανότητα είτε να έλκει
γειτονικά του σηµεία είτε να τα απωθεί. Στην περίπτωση που το σταθερό σηµείο p έλκει
τα κοντινά του σηµεία τότε ονοµάζεται ελκτικό σταθερό σηµείο, ενώ στην περίπτωση που
τα απωθεί ονοµάζεται απωστικό σταθερό σηµείο.

Θεώρηµα 4.1.1. (Ευστάθεια περιοδικών τροχιών). ΄Εστω g : X → X µία απεικόνιση
και {x1, ..., xm} µία m-περιοδική τροχιά. Τότε

1. Αν |(gm)′(x1)| < 1, η τροχιά είναι ελκτική.

2. Αν |(gm)′(x1)| > 1, η τροχιά είναι απωστική.

Ορισµός 4.1.5. (Τοπολογική µεταβατικότητα). Μία απεικόνιση g : X → X είναι
τοπολογικά µεταβατική εάν για κάθε Ϲευγάρι ανοιχτών συνόλων A,B ⊆ X, υπάρχει
m > 0 τέτοιο ώστε

gm(A) ∩B ̸= ∅.

Η τοπολογική µεταβατικότητα εξασφαλίζει την µετάβαση της τροχιάς που ξεκινάει από
το x0 ∈ A σε κάποιο τυχαίο σύνολο γειτονικών σηµείων Β του x0. Εποµένως, η τροχιά
δεν ϑα απορροφηθεί από κάποιο A ⊆ X (Devaney, 1989).
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Ορισµός 4.1.6. (Ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες). ΄Εστω g : X → X µία
απεικόνιση. ΄Ενα σηµείο x0 παρουσιάζει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες
όταν υπάρχει d > 0 τέτοιο ώστε για οποιοδήποτε σύνολο γειτονικών σηµείων Ν του x0

υπάρχει σηµείο x ώστε
|gm(x)− gm(x0)| ≥ d

για κάποιο ϑετικό ακέραιο m. Το σηµείο x0 ονοµάζεται ευαίσθητο σηµείο.

΄Οταν υπάρχει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες, δύο τροχιές του ίδιου
συστήµατος στις οποίες οι αρχικές συνθήκες διαφέρουν ελάχιστα, ϑα αποκλίνουν µε
εκθετικό ϱυθµό. Αυτό µπορεί να έχει ως συνέπεια τη µεγέθυνση των σφαλµάτων στρογ-
γυλοποίησης. Επίσης, ένα χαρακτηριστικό των χαοτικών συστηµάτων είναι η µη προ-
ϐλεψιµότητα, η οποία οφείλεται στην ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες.
Ωστόσο, υπάρχει η δυνατότητα ποσοτικοποίησης της ευαίσθητης εξάρτησης από τις αρ-
χικές συνθήκες µε τη ϐοήθεια του εκθέτη Lyapunov, ο οποίος ορίζεται ως

h(x1) = lim
n→∞

1

n
[log |g′(x1)|+ ...+ log |g′(xn)|] .

Για την καλύτερη κατανόηση της ευαίσθητης εξάρτησης από τις αρχικές συνθήκες πα-
ϱατίθενται οι τροχιές του ίδιου δυναµικού συστήµατος αλλάζοντας ελάχιστα την αρχική
συνθήκη.

΄Εστω η λογιστική απεικόνιση1

xi = 1− ϑx2
i−1, i = 1, ..., 70 (4.8)

µε ϑ = 1.71 και αρχικές συνθήκες x0 = 0.5 και x′
0 = 0.5001.

Σχήµα 4.1: Τροχιές µε αρχικές συνθήκες x0 = 0.5 (µπλε) και x′
0 = 0.5001 (κόκκινο)

(αριστερά). ∆ιάγραµµα της απόλυτης τιµής της διαφοράς των δύο τροχιών (δεξιά).
1Χρησιµοποιείται η αναπαράσταση x = 1 − ϑx2, ϑ ∈ [0, 2] έναντι της x = T (µ, x) = µx(1 − x) οι

οποίες είναι ισοδύναµες. Αυτό συµβαίνει λόγω του ότι υπάρχει απεικόνιση ϕ, τέτοια ώστε g(ϑ, ϕ(x)) =

ϕ(T (m,x)), όπου ϕ(x) = 4x−2
m−2 και ϑ = µ(µ−2)

4 .
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Στο Σχήµα 4.1, απεικονίζονται δύο διαγράµµατα. Στο πρώτο διάγραµµα µε µπλε χρώµα
αποτυπώνεται η τροχιά µε αρχική συνθήκη x0 = 0.5, ενώ µε κόκκινο χρώµα παρουσι-
άζεται η τροχιά µε αρχική συνθήκη x′

0 = 0.5001. Φαίνεται ότι οι δύο τροχιές διαφέρουν
σηµαντικά, παρόλο που η διαφορά στην αρχική συνθήκη είναι πολύ µικρή. Παράλλη-
λα, στο δεύτερο διάγραµµα απεικονίζεται η απόλυτη τιµή της διαφοράς των δύο τροχιών.
Φαίνεται ότι η καµπύλη αυξάνεται εκθετικά όσο µεγαλώνει ο αριθµός των επαναλήψεων.

Τώρα µπορεί να δοθεί ο ορισµός ενός χαοτικού δυναµικού συστήµατος. Σηµειώνεται
ότι ο παρακάτω ορισµός δίνεται σύµφωνα µε τον Devaney (1989).

Ορισµός 4.1.7. ΄Εστω (X, T, g) ένα δυναµικό σύστηµα. Τότε αυτό είναι χαοτικό εάν
ισχύουν τα εξής :

1. Η g είναι τοπολογικά µεταβατική,

2. Τα περιοδικά σηµεία είναι πυκνά στον X,

3. Η g παρουσιάζει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες.

Σηµειώνεται ότι οι δύο πρώτες συνθήκες του ορισµού συνδέονται µε τοπολογικά χα-
ϱακτηριστικά, ενώ η τρίτη σύνθηκη εξαρτάται από κάποια µετρική. Σύµφωνα µε τους
Banks et al. η ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες είναι περιττή στον ο-
ϱισµό του χάους, διότι αν ισχύει η τοπολογική µεταβατικότητα και η πυκνότητα των
περιοδικών σηµείων τότε συνεπάγεται και η ευαισθησία από τις αρχικές συνθήκες.

΄Ενας τρόπος για να αποτυπωθούν γραφικά οι διαφορετικές δυναµικές συµπεριφορές
ενός χαοτικού δυναµικού συστήµατος είναι µε τη ϐοήθεια των διαγραµµάτων διακλάδω-
σης. Τα διαγράµµατα αυτά περιγράφουν τη γέννηση, την εξέλιξη και την εξαφάνιση
ελκτικών συνόλων. Με άλλα λόγια, απεικονίζουν τις ποιοτικές αλλαγές στη συµπερι-
ϕορά ενός δυναµικού συστήµατος καθώς µεταβάλλεται η παράµετρος ελέγχου ϑ. Για
την κατασκευή ενός διαγράµµατος διακλάδωσης επιλέγεται η αρχική συνθήκη x0 ∈ X
και υπολογίζεται η τροχιά του x0 για έναν µεγάλο αριθµό επαναλήψεων, σύµφωνα µε
την απεικόνιση g. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται αλλάζοντας κάθε ϕορά την τιµή της
παραµέτρου ελέγχου ϑ. Σηµειώνεται ότι δε λαµβάνονται υπόψιν όλες οι τιµές για τη δη-
µιουργία του διαγράµµατος, παρά µόνο ένα τελικό κοµµάτι του δείγµατος (Nusse et al.
1994). Στο Σχήµα 4.2 δίνεται ένα παράδειγµα διαγράµµατος διακλάδωσης µε αρχική
συνθήκη x0 = 0.5, σύµφωνα µε τη λογιστική απεικόνιση που δόθηκε στη σχέση (4.8) και
µεταβάλλοντας τις τιµές της παραµέτρου ελέγχου µεταξύ του διαστήµατος [0,2]. Επι-
πλέον, µε την κάθετη κόκκινη γραµµή δίνεται η τιµή της παραµέτρου ελέγχου ϑ = 1.71,
που παρουσιάστηκε στα προηγούµενα παραδείγµατα και για την οποία ϕαίνεται ότι το
δυναµικό σύστηµα παρουσιάζει χαοτική συµπεριφορά.

΄Οταν η τιµή του ϑ κυµαίνεται µεταξύ 0 και 0.75 οι τροχιές έλκονται από ένα σηµείο,
αµέσως µετά προκύπτουν τροχιές περιόδου 2 και στη συνέχεια τροχιές περιόδου 4. Αυ-
τή η συµπεριφορά καλείται διαδροµή διπλασιασµού περιόδου του χάους. Σύµφωνα µε
το Σχήµα 4.2, για τιµές του ϑ µεγαλύτερες του 1.35 οι τροχιές παρουσιάζουν απεριοδι-
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κότητα, δηλαδή χαοτική συµπεριφορά, ωστόσο διακρίνονται κάποιες ¨λευκές¨ κάθετες
λωρίδες στις οποίες παρατηρείται περιοδικότητα. ΄Οσο περισσότερο µεγενθύνουµε το
διάγραµµα τόσο περισσότερες ¨λευκές¨ κάθετες λωρίδες εντοπίζονται.

Σχήµα 4.2: ∆ιάγραµµα διακλάδωσης της λογιστικής απεικόνισης µε αρχική συνθήκη
x0 = 0.5. Με κόκκινο χρώµα δίνεται η τιµή της παραµέτρου ελέγχου ϑ = 1.71 που
χρησιµοποιήθηκε στα προηγούµενα παραδείγµατα.

4.1.4 Στοχαστικά ∆υναµικά Συστήµατα

Στις προηγούµενες ενότητες του κεφαλαίου παρουσιάστηκαν τα ντετερµινιστικά δυναµι-
κά συστήµατα, ωστόσο στην ενότητα 4.1.2 αναφέρθηκαν οι κατηγορίες τυχαίου ϑορύβου
και κάποια παραδείγµατα δυναµικών συστηµάτων τα οποία διαταράσσονται από κάποια
πηγή τυχαίου ϑορύβου. Στην παρούσα ενότητα, µελετώνται δυναµικά συστήµατα της
µορφής

xi = g(ϑ, xi−1) + ei, i ≥ 1 (4.9)

όπου ei είναι µία εργοδική διαδικασία και κάθε κατάσταση της τροχιάς xi εξαρτάται
µόνο από την προηγούµενη κατάσταση xi−1.

Για τον ορισµό ενός στοχαστικού δυναµικού συστήµατος είναι απαραίτητη η αναφορά
κάποιων ορισµών και εννοιών, που ϑα δοθούν σύµφωνα µε τον Klenke (2013), για την
κατανόηση του. Για τους ορισµούς που δίνονται παρακάτω ϑεωρείται ότι (Ω,F ,P) είναι
ένας χώρος πιθανότητας και φ : Ω → Ω µία µετρήσιµη απεικόνιση.

Ορισµός 4.1.8 (Μετρήσιµη απεικόνιση, Folland 1999). ΄Εστω (X,N , µ) ένας µετρήσι-
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µος χώρος2. Μία απεικόνιση g : X → X ονοµάζεται µετρήσιµη όταν

g−1(E) ∈ N , ∀E ∈ N

όπου g−1(E) = {x ∈ X : g(x) ∈ E}.

Ορισµός 4.1.9 (Αναλλοίωτο µέτρο, Day and Pianigiani 1991). ΄Εστω g : X → X µία
απεικόνιση. ΄Ενα µέτρο µ καλείται αναλλοίωτο υπό την g ή αλλιώς g−αναλλοίωτο εάν

µ
(
g−1(E)

)
= µ(E), ∀E ∈ N .

∆ιαισθητικά, όταν ένα µέτρο είναι αναλλοίωτο, αυτό σηµαίνει ότι διατηρεί τις πιθανο-
τικές του ιδιότητες, δηλαδή η κατανοµή παραµένει ίδια. Για παράδειγµα, στο Σχήµα
4.3 δίνονται τα ιστογράµµατα 200,000 τιµών της λογιστικής απεικόνισης για x0 = 0.5
και x0 = 0.5001 αντίστοιχα. Οι διαφορές στα δύο διαγράµµατα δεν είναι εύκολα α-
ντιληπτές, αυτό σηµαίνει ότι το µέτρο είναι αναλλοίωτο. Εποµένως, παρόλο που οι
δύο τροχιές αποκλίνουν εκθετικά, όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, η κατανοµή
τους παραµένει ίδια. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τα αναλλοίωτα µέτρα, ο
αναγνώστης παραπέµπεται στην εξής ϐιβλιογραφία (Ding and Zhou, 2009).

Σχήµα 4.3: Ιστογράµµατα των τροχιών της λογιστικής απεικόνισης (4.8) για x0 = 0.5
(αριστερά) και x0 = 0.5001 (δεξιά).

Ορισµός 4.1.10. (Αναλλοίωτο γεγονός). ΄Ενα γεγονός A ∈ F ονοµάζεται αναλλοίωτο
αν φ−1(A) = A και η σ-άλγεβρα των αναλλοίωτων συνόλων δίνεται από

I =
{
A ∈ F : φ−1(A) = A

}
.

2Ονοµάζεται η τριάδα (X,N , µ), όπου X ένα σύνολο, N ⊆ P(X) µία σ-άλγεβρα και µ ένα µέτρο
πιθανότητας στον (X,N ).
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Σηµειώνεται ότι αν P[A] ∈ {0, 1}, για κάθε A ∈ I, τότε η σ-άλγεβρα I λέγεται P−τετριµµένη.

Ορισµός 4.1.11. (∆ιατήρηση µέτρου και εργοδικά δυναµικά συστήµατα). Μία απει-
κόνιση φ διατηρεί το µέτρο εάν

P
[
φ−1(A)

]
= P[A] για κάθε A ∈ F .

Επιπλέον, η τετράδα (Ω,F ,P, φ) ορίζεται να είναι το δυναµικό σύστηµα που διατηρεί το
µέτρο. Στην περίπτωση που η απεικόνιση φ διατηρεί το µέτρο και I είναι P−τετριµµένη,
τότε το δυναµικό σύστηµα (Ω,F ,P, φ) ονοµάζεται εργοδικό.

΄Εστω (Xn)n∈N µία στοχαστική διαδικασία και φ ο τελεστής µετατόπισης που ορίζεται ως

φ : Ω → Ω (ωn)n∈N → (ωn+1)n∈N.

Τότε η στοχαστική διαδικασία Xn(ω) = X0(φ
n(ω)) είναι στάσιµη αν και µόνο αν η

τετράδα (Ω,F ,P, φ) είναι δυναµικό σύστηµα που διατηρεί το µέτρο. Επιπλέον, αν το
παραπάνω δυναµικό σύστηµα είναι εργοδικό, τότε η στοχαστική διαδικασία είναι και
αυτή εργοδική.

Θεώρηµα 4.1.2. (Εργοδικό ϑεώρηµα, Birkhoff 1931). ΄Εστω X0 ∈ L1(P). Τότε

1

n

n−1∑
k=0

Xk =
1

n

n−1∑
k=0

g ◦ φk n→∞−→ E[X0|I]. P− σ.β.

Συγκεκριµένα, αν η απεικόνιση φ είναι εργοδική, τότε

1

n

n−1∑
k=0

Xk
n→∞−→ E[X0]. P− σ.β.

Για τον ορισµό του δυναµικού συστήµατος, το σύστηµα της σχέσης (4.9) γράφεται ως

xi = g(ϑ, xi−1) + e(φiω), i ≥ 1 (4.10)

όπου e(φiω) είναι µια εργοδική διαδικασία. ΄Ενα στοχαστικό δυναµικό σύστηµα ορίζεται
από µία µετρήσιµη απεικόνιση ψ ως εξής :

ψ(ω, x) := g(ϑ, xi−1) + e(ω). (4.11)

Ορισµός 4.1.12. (Στοχαστικό ∆υναµικό Σύστηµα, Arnold 1998). ΄Ενα στοχαστικό δυ-
ναµικό σύστηµα είναι µία µετρήσιµη απεικόνιση

ψ : T × Ω×X → X
(t, ω, x) 7→ ψ(t, ω, x)

τέτοια ώστε για όλα τα ω ∈ Ω να ισχύουν τα εξής :
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1. ψ(0, ω) = 1X

2. ψ(t+ s, ω) = ψ(t, φsω) ◦ψ(s, ω) για όλα τα t, s ∈ T

΄Οπως αναφέρθηκε, στην παρούσα εργασία µελετώνται τα στοχαστικά δυναµικά συ-
στήµατα µε προσθετικό δυναµικό ϑόρυβο που δίνονται από τη σχέση (4.9) στην οποία
ισχύει ότι e(φiω) = ei. Εποµένως, το δυναµικό σύστηµα αποτελείται από δύο µέρη,
το ντετερµινιστικό και το τυχαίο. Επιπλέον, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι καταστάσεις
του δυναµικού συστήµατος (4.9) είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές της
διαδικασίας {Xn = ψ(n, ω, x0), n ∈ N, ω ∈ Ω}, η οποία πρόκειται για µια µαρκοβιανή
αλυσίδα µε πυρήνα µετάβασης (Arnold, 1998)

Q(x,A) = P (Xn ∈ A|Xn−1 = x) . (4.12)

Ηµι-αναλλοίωτο µέτρο

Συνήθως, η µακροπρόθεσµη συµπεριφορά ενός στοχαστικού δυναµικού συστήµατος ο-
ϕείλεται στη συµπεριφορά του ντετερµινιστικού του µέρους. Το ηµι-αναλλοίωτο µέτρο
ενός στοχαστικού συστήµατος ϑεωρείται µία εξοµαλυµένη παραµόρφωση του αντίστοι-
χου αναλλοίωτου µέτρου ενός ντετερµινιστικού συστήµατος. Συγκεκριµένα, ορίζεται
ως

µ̃g(E) = lim
n→∞

P {xn ∈ E|n < τXc} ,

όπου τXc είναι ο χρόνος κατά τον οποίο το σύστηµα εισέρχεται στο σύνολο Xc όπου και
παγιδεύεται (Collet et al. 2012). Για την καλύτερη κατανόηση του ηµι-αναλλοίωτου
µέτρου, έπεται ένα παράδειγµα, στο οποίο παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα µίας ντε-
τερµινιστικής τροχιάς και µίας στοχαστικής.

΄Εστω το ντετερµινιστικό δυναµικό σύστηµα της σχέσης (4.8) και το στοχαστικό δυναµικό
σύστηµα

xi = 1− ϑx2
i−1 + ei, ei ∼ N(0, σ2) i = 1, ..., 200, 000 (4.13)

όπου η παράµετρος ελέγχου ϑ = 1.71, η αρχική συνθήκη x0 = 0.5, και σ = 0.01.

Στο Σχήµα 4.4, αριστερά παρουσιάζεται το ιστόγραµµα µίας ντετερµινιστικής τροχιάς
200,000 καταστάσεων από το δυναµικό σύστηµα (4.8) µε παράµετρο ελέγχου ϑ = 1.71,
ενώ αριστερά ϕαίνεται το ιστόγραµµα της στοχαστικής τροχιάς του δυναµικού συστήµα-
τος (4.13). Συγκρίνοντας τα δύο ιστογράµµατα, µε την εισαγωγή του ϑορύβου στο
σύστηµα, το ηµι-αναλλοίωτο µέτρο ϕαίνεται ότι είναι µια εξοµαλυµένη παραµόρφωση
του αναλλοίωτου µέτρου του ντετερµινιστικού συστήµατος.
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Σχήµα 4.4: Ιστογράµµατα των τροχιών ενός ντετερµινιστικού (αριστερά) και ενός στοχα-
στικού (δεξιά) δυναµικού συστήµατος µε παράµετρο ελέγχου ϑ = 1.71 και σ = 0.01.

Στόχος της επόµενης ενότητας είναι η ανακατασκευή των δυναµικών εξισώσεων µε στόχο
την εκτίµηση της παραµέτρου ελέγχου, της αρχικής συνθήκης x0, καθώς και της άγνω-
στης πυκνότητας του ϑορύβου.

4.2 Μοντέλο Ανακατασκευής ∆ιαδικασίας Dirichlet

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται ένα µη παραµετρικό Μπεϋζιανό µοντέλο για την ανα-
κατασκευή µη γραµµικών δυναµικών συστηµάτων µε ϐάση τη διαδικασία Dirichlet. Στη
διεθνή ϐιβλιογραφία επικρατεί η υπόθεση της κανονικότητας του ϑορύβου στα στοχα-
στικά δυναµικά συστήµατα, ωστόσο η υπόθεση αυτή δεν είναι πάντα αληθής και µπορεί
να δηµιουργήσει προβλήµατα στην εκτίµηση των παραµέτρων αλλά και στην πρόβλε-
ψη. Για παράδειγµα, µπορεί να οδηγήσει σε υπερεκτίµηση της διασποράς του ϑορύβου
λόγω ακραίων τιµών, όταν η κατανοµή του έχει παχύτερες ουρές. Για το λόγο αυτό,
η µοντελοποίηση του ϑορύβου γίνεται υπό την υπόθεση ότι ο ϑόρυβος προέρχεται από
µία άπειρη µίξη κατανοµών, που οι απλές παραµετρικές MCMC µέθοδοι αδυνατούν να
χειριστούν και στη συνέχεια τα µοντέλα προσαρµόζουν την πολυπλοκότητά τους σύµ-
ϕωνα µε τα δεδοµένα διατηρώντας µόνο τον αριθµό των ενεργών στοιχείων της µίξης. Το
πλεονέκτηµα των µη παραµετρικών Μπεϋζιανών µεθόδων έγκειται στο γεγονός ότι προσ-
δίδουν µία πιο λεπτοµερή αναπαράσταση της υποκείµενης πυκνότητας του δυναµικού
ϑορύβου.
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΄Εστω το στοχαστικό δυναµικό µοντέλο

xi = T (ϑ, xi−1, ei) = g(ϑ, xi−1) + ei, i ≥ 1 (4.14)

όπου g : Θ × X → X, µε X ⊆ R και (xi)i≥0, (ei)i≥0 τυχαίες µεταβλητές από έναν
χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ). Επιπλέον, Θ είναι ο παραµετρικός χώρος, g είναι µία
µη γραµµική συνεχής απεικόνιση στο xi−1 και τα ei είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και
ανεξάρτητα από τα xi.

Σύµφωνα µε τους Hatjispyros et al. (2009), το µοντέλο ανακατασκευής υποθέτει ότι
ο ϑόρυβος προέρχεται από µία µίξη Κανονικών κατανοµών µε µηδενική µέση τιµή
N(x|0, τ−1) όπου τ είναι η ακρίβεια για την οποία ισχύει P =

∑
j≥1wjδτj . Εποµένως,

fw,τ (x) =

∫
τ>0

N(x|0, τ−1)P(dτ) =
∞∑
j=1

wjN(x|0, τ−1
j ). (4.15)

Ο πυρήνας µετάβασης για τα δεδοµένα (x(n)|x0) είναι

fw,τ (xi|xi−1, ϑ) =
∞∑
j=1

wjN(xi|g(ϑ, xi−1), τ
−1
j ), 1 ≤ i ≤ n (4.16)

ενώ η πιθανοφάνεια του µοντέλου είναι

fw,τ (x1, ..., xn|x0, ϑ) =
n∏

i=1

∞∑
j=1

wjN(xi|g(ϑ, xi−1), τ
−1). (4.17)

Για την εκτίµηση των παραµέτρων ενδιαφέροντος χρησιµοποιούνται τεχνικές δειγµατο-
ληψίας slice, όπου εισάγονται οι τυχαίες µεταβλητές di και κατασκευάζονται τα τυχαία
σύνολα Ai. ΄Οπως έχει αναφερθεί και στο προηγούµενο κεφάλαιο, η µεταβλητή di έχει
το ϱόλο της δείκτριας µεταβλητής, καθώς προσδιορίζει από ποιο στοιχείο της µίξης προ-
ήλθε κάθε παρατήρηση xi, και πραγµατοποιείται δειγµατοληψία από τα slice σύνολα
Ai. Θεωρώντας ότι η di|Ai είναι µία διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή, τότε

f(di|Ai) =
1

|Ai|
I(j ∈ Ai)

και άρα

fτ (xi|Ai) =
∞∑
j=1

f(xi, di = j|Ai)

=
∞∑
j=1

f(di = j|Ai)fτ (xi|di = j)
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=
∑
j∈Ai

1

|Ai|
N(xi|0, τ−1

j ) (4.18)

όπου |Ai| είναι ο αριθµός των στοιχείων του συνόλου. Εποµένως, κάθε παρατήρηση
xi|τ,Ai προέρχεται από µία πεπερασµένη µίξη κανονικών κατανοµών µε ίσα ϐάρη.

Για το µοντέλο ανακατασκευής της διαδικασίας Dirichlet, ανατίθεται σε κάθε παρατήρη-
ση xi ένα slice σύνολο Ai το οποίο εξάρτάται από τα ϐάρη w µέσω των µεταβλητών ui.
∆ηλαδή,

fw(di = j|ui) =
I(j ∈ Ai)∑∞
k=1 I(k ∈ Ai)

=
I(ui < wj)∑∞
k=1 I(ui < wk)

=
wjU(ui|0, wj)∑∞
k=1 wkU(ui|0, wk)

.

Για τη µεταβλητή ui ισχύει

ui|w ∼
∞∑
j=1

wjU(0, wj) και ui|w, di = j ∼ U(0, wj).

Η από κοινού πυκνότητα των ui, di είναι (ui, di = j) = wjU(0, wj), ενώ για δοθέν di = j
ισχύει f(xi|di = j) = N(xi|0, τj). Εποµένως,

fw,τ (xi, ui, di = j) = wjU(ui|0, wj)N(xi|0, τ−1
j ). (4.19)

Από τις σχέσεις (4.16) και (4.17) και κατασκευάζοντας τα ϐάρη σύµφωνα µε τη σχέση
(3.7) προκύπτει ότι

fw,τ (xi, ui, di = j|xi−1, ϑ) = wjU(ui|0, wj)N(xi|g(ϑ, xi−1), τ
−1
j ). (4.20)

Παράλληλα, η ιεραρχική αναπαράσταση του µοντέλου είναι η εξής

(xi|xi−1, di = j, ϑ, τ)
ind∼ N(xi|g(ϑ, xi−1), τ

−1
j )

(ui|di = j, w)
ind∼ U(0, wj)

P (di = j|w) = wj

wj = vj
∏
s<j

(1− vs)

vj
iid∼ Be(1, c)

c ∼ G(α, β)

τj
iid∼ G0

ϑ ∼ π(ϑ)

x0 ∼ π(x0)
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Επιπλέον, η πιθανοφάνεια του µοντέλου είναι

fw,τ (xi, ui, di; 1 ≤ i ≤ n|ϑ, x0, c) ∝
n∏

i=1

I(ui < wdi)τ
1/2
di

exp
{
−τdi

2
hϑ(xi, xi−1)

}
(4.21)

όπου hϑ(xi, xi−1) = (xi − g(ϑ, xi−1))
2.

Πριν τη δειγµατοληψία των µεταβλητών ενδιαφέροντος, είναι απαραίτητη η αρχικοπο-
ίηση των di για i = 1, ..., n καθώς και των c, x0 και ϑ.

1. Πρώτο ϐήµα είναι η δηµιουργία των vj από την

f(vj|·) = Be

(
1 +

n∑
i=1

I(di = j), c+
n∑

i=1

I(di > j)

)
(4.22)

για 1 ≤ j ≤ maxi di. Στη συνέχεια, κατασκευάζονται τα stick-breaking ϐάρη (wj)j≥1

σύµφωνα µε τη σχέση (3.7).

2. ∆εύτερο ϐήµα είναι η δηµιουργία των µεταβλητών ui

f(ui|·) = U(ui|0, wdi) (4.23)

για i = 1, ..., n.

3. Επόµενο ϐήµα είναι η δειγµατοληψία των τj από την

f(τj|·) = G

(
α +

1

2

n∑
i=1

I(di = j), β +
1

2
I(di = j)hϑ(xi, xi−1)

)
(4.24)

για 1 ≤ j ≤ maxi di. Στην περίπτωση που χρειαστούν περισσότερα τj η δειγµατοληψία
γίνεται από την prior G(α, β) µαζί µε τα επιπρόσθετα ϐάρη που λαµβάνονται από την
αντίστοιχη prior.

4. Στη συνέχεια, για τον προσδιορισµό του αριθµού των επιπλέον ϐαρών και ακριβειών
που χρειάζονται είναι απαραίτητος ο υπολογισµός του N∗ για το οποίο ισχύει ότι

N∗∑
j=1

wj > 1− u∗ (4.25)

όπου u∗ = min1≤i≤n {ui).

5. Εποµένως τώρα µπορεί να γίνει η δειγµατοληψία των δείκτριων µεταβλητών di

P (di = j|·) ∝ τ
1
2
j exp

{
−τj

2
hϑ(xi, xi−1)

}
I(j ∈ Ai). (4.26)

6. Για τον προσδιορισµό της παραµέτρου συγκέντρωσης c, η δειγµατοληψία σύµφωνα
µε τον West (1992) πραγµατοποιείται ως εξής :
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i. Παραγωγή s ∼ Be(c+ 1, n)

ii. Παραγωγή c|s, κ ∼ pc G(α + κ, β − log s) + (1− pc)G(α + κ− 1, β − log s)

όπου κ είναι το πλήθος των µοναδικών τιµών της µεταβλητής di. ∆ηλαδή, η παράµετρος

c προέρχεται από µία µίξη Γάµµα κατανοµών µε pc =
α + κ− 1

n(β − log s) + α + κ− 1
.

7. Για την εκτίµηση της πυκνότητας του ϑορύβου η δειγµατοληψία γίνεται από την
f(en+1|x1, ..., xn). Κάθε επανάληψη του αλγορίθµου περιέχει τα ανανεωµένα ϐάρη
(wj)1≤j≤N∗ και τις ακρίβειες (τj)1≤j≤maxN∗. Η επιλογή των τj, 1 ≤ j ≤ N∗ πρέπει
να ικανοποιεί τη σχέση

j−1∑
i=0

wi < ρ ≤
j∑

i=1

wi, w0 = 0

όπου ρ ∼ U(0, 1). Στην περίπτωση που ρ >
∑N∗

i=0 wi τότε η επιλογή των τj γίνεται
από την prior G(α, β). Σε κάθε περίπτωση, η δειγµατοληψία γίνεται από µία Κανονική
κατανοµή N(0, τ−1

j ).

8. Η δεσµευµένη κατανοµή των παραµέτρων ϑ είναι

f(ϑ|·) ∝ exp

{
−1

2

n∑
i=1

τdihϑ(xi, xi−1)

}
I(ϑ ∈ Θ) (4.27)

9. Τέλος, η δεσµευµένη κατανοµή για την αρχική τιµή x0 είναι

f(x0|·) ∝ exp
{
−τdi

2
hϑ(xi, xi−1)

}
I(x0 ∈ X). (4.28)

Στην ενότητα που ακολουθεί, παρατίθενται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την
εφαρµογή του αλγορίθµου για την εκτίµηση της παραµέτρου ελέγχου, της αρχικής
συνθήκης και της πυκνότητας του ϑορύβου ενός στοχαστικού δυναµικού συστήµατος.

4.3 Προσοµοίωση

Με χρήση του στατιστικού πακέτου R, εφαρµόστηκε ο αλγόριθµος που παρουσιάστηκε
στην προηγούµενη ενότητα για την εκτίµηση της παραµέτρου ϑ, της αρχικής συνθήκης
x0 και της πυκνότητας του ϑορύβου.

Οι prior που χρησιµοποιήθηκαν στο µοντέλο είναι οι εξής

G0 ∼ G(0.01, 0.01)
c ∼ G(0.1, 0.1)
ϑ ∼ U(0, 2)
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x0 ∼ U(−2, 2)

Επιπλέον, το µοντέλο εφαρµόστηκε σε 500 παρατηρήσεις από το στοχαστικό δυναµικό
σύστηµα της λογιστικής απεικόνισης

xi = g(ϑ, xi−1) + ei = 1− ϑx2
i−1 + ei, (4.29)

όπου η παράµετρος ελέγχου είναι ϑ = 1.71 για την οποία το δυναµικό σύστηµα παρου-
σιάζει χαοτική συµπεριφορά, η αρχική συνθήκη x0 = 0.5, και (ei)ni=1 ο τυχαίος ϑόρυβος
ο οποίος προέρχεται από µία µίξη Κανονικών κατανοµών. Συγκέκριµενα, η µίξη είναι

3

4
N(0, σ2

1) +
1

4
N(0, σ2

2). (4.30)

όπου σ2
1 = 10−6 και σ2

2 = 10−3.

Στο Σχήµα 4.5 ϕαίνεται η τροχιά του δυναµικού συστήµατος (4.29) για n = 500.

Σχήµα 4.5: Τροχιά του δυναµικού συστήµατος (4.29) για ϑ = 1.71, x0 = 0.5, και
ϑόρυβο από τη µίξη (4.30).

Η δειγµατοληψία από τις πλήρως δεσµευµένες κατανοµές των ϑ και x0 έγινε σύµφωνα
µε τους Hatjispyros et al. (2009), όπου εισάγεται η µεταβλητή zi για i = 1, ..., n. Η
πλήρως δεσµευµένη κατανοµή των zi είναι

f(zi|·) ∝ exp
{
−ziτdi

2

}
I(zi > hϑ(xi, xi−1))
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η οποία πρόκειται για µία περικοµµένη εκθετική κατανοµή στο διάστηµα (hϑ(xi, xi−1),∞).
Η δειγµατοληψία γίνεται από

zi =
2

τdi
log(qi) + hϑ(xi, xi−1)

όπου qi ∼ U(0, 1).

Οι τιµές που προκύπτουν από τις επαναλήψεις της αναδροµικής σχέσης xi = g(ϑ, xi−1)

είναι ϕραγµένες στο διάστηµα [−λ(ϑ), λ(ϑ)], όπου λ(ϑ) =
1 +

√
1 + 4ϑ

2ϑ
για κάθε ϑ ∈

[0, 2]. Οι πλήρως δεσµευµένες κατανοµές των ϑ και x0 είναι

f(x0|·) ∝ f(x0)I(zi > hϑ(xi, xi−1))

και

f(ϑ|·) ∝ f(ϑ)
n∏

i=1

I(zi > hϑ(xi, xi−1)).

Πιο αναλυτικά, για το x0 κατασκευάζονται οι αριθµοί

ρ1 =
1− x1 −

√
z1

ϑ

ρ2 =
1− x1 +

√
z1

ϑ

εποµένως η posterior παίρνει τη µορφή

f(x0|·) ∝ f(x0)I(ρ1 < x2
0 < ρ2).

Χρησιµοποιώντας ως prior για το x0 µία οµοιόµορφη U(−2, 2) και για το ϑ µία οµοι-
όµορφη U(0, 2), η δειγµατοληψία για το x0 γίνεται ως εξής :

Αν ρ1 < 0 τότε f(x0|·) =

{
U(−2, 2) αν ρ2 ≥ 4

U
(
−√

ρ2,
√
ρ2
)

αν ρ2 < 4.

Ενώ αν ρ1 > 0 τότε f(x0|·) =


1

2
U
(
−2,−√

ρ1
)
+

1

2
U
(√

ρ1, 2
)

αν ρ2 ≥ 4

1

2
U
(
−√

ρ2,−
√
ρ1
)
+

1

2
U
(√

ρ1,
√
ρ2
)

αν ρ < 4.

Ενώ, η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή του ϑ µετατρέπεται σε

f(ϑ|·) ∝
n∏

i=1

I(zi > hϑ(xi, xi−1)) ∝ I(α < ϑ < β)
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όπου
α = max

i

{
1− xi −

√
zi

x2
i−1

}
και

β = max
i

{
1− xi +

√
zi

x2
i−1

}
.

Εποµένως,
f(ϑ|·) ∝ I(max {α, 0} < ϑ < min {β, 2})

Στο Σχήµα 4.6 παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα των posterior δειγµάτων για το ϑ και
το x0 αντίστοιχα. Οι κάθετες µωβ γραµµές αποτελούν την πραγµατική τιµή των ϑ και
x0. Τα δείγµατα που παράχθηκαν προέκυψαν ύστερα από 40,000 επαναλήψεις του
αλγορίθµου µε περίοδο burn-in 20,000.

Σχήµα 4.6: Ιστογράµµατα για τα posterior δείγµατα των ϑ (αριστερά) και x0 (δεξιά).

Τα αποτελέσµατα για τις εκτιµήσεις των ϑ και x0 που προέκυψαν δίνονται παρακάτω.

• Για την εκτίµηση της παραµέτρου ϑ, εφαρµόστηκε η µέση τιµή του δείγµατος
που παράχθηκε από τις επαναλήψεις του αλγορίθµου. Η τιµή που δόθηκε είναι
1.71031.

• Λόγω του ότι η κατανοµή της αρχικής συνθήκης x0 είναι δικόρυφη, για την ε-
κτίµησή της χρησιµοποιήθηκε η επικρατούσα τιµή του δείγµατος που παράχθηκε
από τις επαναλήψεις του αλγορίθµου. Η τιµή που δόθηκε είναι 0.50486.
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Για την απόδοση των εκτιµήσεων υπολογίστηκε το ποσοστό PARE (Percentage Abso-
lute Relative Error) το οποίο είναι το ποσοστό του απόλυτου σχετικού σφάλµατος της
εκτίµησης και υπολογίζεται ως εξής

PARE = 100× |x− x̂|
|x|

%.

όπου x η πραγµατική τιµή και x̂ η εκτιµώµενη τιµή της παραµέτρου ενδιαφέροντος.

Για την εκτίµηση του x0 το ποσοστό PARE είναι 0.9721% ενώ για την εκτίµηση της πα-
ϱαµέτρου ελέγχου ϑ είναι 0.0185%. Τα ποσοστά είναι πολύ µικρά, εποµένως ϕαίνεται
να υπάρχει µεγάλη εκτιµητική ακριβεία στις εκτιµήσεις των ϑ και x0.

Στο Σχήµα 4.7 δίνονται τρία διαγράµµατα. Στο πρώτο διάγραµµα απεικονίζεται το δι-
άγραµµα κινούµενου µέσου του ϑ, στο δεύτερο διάγραµµα δίνεται το διάγραµµα ίχνους
του x0, ενώ στο τρίτο ϕαίνεται το διάγραµµα κινούµενου µέσου των στοιχείων της µίξης
(κλάσεων) που χρησιµοποιήθηκαν στον αλγόριθµο για την εκτίµηση της πυκνότητας του
ϑορύβου.

Σχήµα 4.7: ∆ιάγραµµα κινούµενου µέσου για το ϑ (αριστερά), διάγραµµα ίχνους για
το x0 (κέντρο) και διάγραµµα κίνουµενου µέσου για τον αριθµό των στοιχείων µίξης
(δεξιά).

Παρακάτω, στο Σχήµα 4.8 δίνονται δύο διαγράµµατα. Το πρώτο διάγραµµα είναι το
ιστόγραµµα του δείγµατος που προέκυψε για την εκτίµηση της πυκνότητας του ϑο-
ϱύβου, στο οποίο µε κόκκινο χρώµα δίνεται η ϑεωρητική πυκνότητα του ϑορύβου. Το
δεύτερο διάγραµµα που είναι ένα διάγραµµα σε λογαριθµική κλίµακα, έχει στόχο να
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δείξει τη διαφορά που παρατηρείται στις ουρές των κατανοµών. Συγκεκριµένα, µε µα-
ύρο χρώµα είναι η εκτιµώµενη πυκνότητα του ϑορύβου, µε κόκκινο χρώµα η ϑεωρητική
πυκνότητα του ϑορύβου και µε µπλε χρώµα δίνεται πυκνότητα µιας κανονικής κατα-
νοµής µε διασπορά ίση µε σ2 = w1σ

2
1 + w2σ

2
2, η πυκνότητα που ϑα εκτιµούσε δηλαδή

ένα απλό παραµετρικό µοντέλο. Φαίνεται ότι η µαύρη γραµµή, δηλαδή η εκτιµώµενη
πυκνότητα είναι πιο κοντά στην κόκκινη της ϑεωρητικής συγκριτικά µε την µπλε, γε-
γονός που επιβεβαιώνει την εσφαλµένη υπόθεση της κανονικότητας του ϑορύβου. Με
αυτό το διάγραµµα εύκολα συνειδητοποιεί κανείς τη σπουδαιότητα της χρήσης των µη
παραµετρικών Μπεϋζιανών µοντέλων.

Σχήµα 4.8: Ιστόγραµµα του δείγµατος από την posterior predictive του ϑορύβου (αρι-
στερά) και λογαριθµικό διάγραµµα πυκνοτήτων (δεξιά).
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Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Στην παρούσα εργασία παρουσιάστηκαν µη παραµετρικές Μπεϋζιανές µέθοδοι για την
εκτίµηση παραµέτρων και την εκτίµηση πυκνότητας. Επιπλέον, έγινε εφαρµογή των
µοντέλων που παρουσιάστηκαν στο στοχαστικό δυναµικό σύστηµα της λογιστικής απει-
κόνισης. Πιο αναλυτικά, στο Κεφάλαιο 2 συζητήθηκαν τα παραµετρικά µοντέλα µίξης
και δόθηκε ένα παράδειγµα για την εκτίµηση των παραµέτρων ενός µοντέλου µίξης
κανονικών κατανοµών. ΄Επειτα, στο Κεφάλαιο 3, δόθηκε ο ορισµός της διαδικασίας
Dirichlet, η οποία αποτελεί ϐασικό εργαλείο των αλγορίθµων που αναπτύχθηκαν στη
συνέχεια, καθώς χρησιµοποιείται ως prior για το µέτρο µίξης. Συγκεκριµένα, έγινε µία
εισαγωγή στα µη παραµετρικά Μπεϋζιανά µοντέλα µίξης και δόθηκε ο αλγόριθµος που
χρησιµοποιείται για την εκτίµηση πυκνότητας σε συνδυασµό µε µία εφαρµογή του. Στο
Κεφάλαιο 4, αναφέρθηκαν κάποιες ϐασικές έννοιες για τα δυναµικά συστήµατα και
παρουσιάστηκε ο αλγόριθµος για την εκτίµηση των παραµέτρων ενός στοχαστικού δυ-
ναµικού συστήµατος και την εκτίµηση της πυκνότητας του ϑορύβου που το διαταράσσει.

Ο λόγος που η µη παραµετρική Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία είναι τόσο δηµοφιλής,
είναι επειδή µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα όπου ο αριθµός των παραµέτρων είναι
άγνωστος. Τα µη παραµετρικά Μπεϋζιανά µοντέλα υποθέτουν ότι ο αριθµός των παρα-
µέτρων είναι δυνητικά άπειρος και προσαρµόζουν την πολυπλοκότητά τους σύµφωνα
µε τα δεδοµένα. Αυτός είναι και ο λόγος που τα καθιστά αποτελεσµατικά και ευέλικτα.
Η επέκταση αυτών των µοντέλων σε προβλήµατα εκτίµησης παραµέτρων και εκτίµησης
πυκνότητας µπορεί να εφαρµοστεί σε στοχαστικά δυναµικά συστήµατα. Λόγω του ότι
στη διεθνή ϐιβλιογραφία κυριαρχεί η υπόθεση της κανονικότητας του ϑορύβου στα στο-
χαστικά δυναµικά συστήµατα, στις περιπτώσεις που η υπόθεση αυτή είναι λανθασµένη,
δηµιουργεί προβλήµατα. Συγκεκριµένα, παρατηρείται υπερεκτίµηση στη διασπορά του
ϑορύβου, η οποία οδηγεί σε µεγάλα εκτιµητικά σφάλµατα για τα x0 και ϑ. Το γεγονός
αυτό, αποδεικνύει τη σπουδαιότητα του µοντέλου κατά την εφαρµογή του σε προβλήµα-
τα εκτίµησης πυκνότητας.
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Παράρτηµα

Οι αλγόριθµοι για την κατασκευή των µοντέλων και την αναπαραγωγή των αποτελε-
σµάτων στα Κεφάλαια 2,3 και 4 έγιναν µε χρήση του στατιστικού πακέτου R.

Οι αλγόριθµοι είναι διαθέσιµοι στην ιστοσελίδα:

https://github.com/DimitraMorali/Thesis-Codes.
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