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Eicoywyn

Ou BoxtOAol etvan ahyePpixéc dopée mou epgavilovton Ue QUOLXS TEOTO G TOAAEG
neployéc tov padnpotixdy (AhyBepa, Tonohoyia, Oswpior Aptiucv). Erione o-
Behavée opddec pe wa dpdom Boxtukimy (modules) etvon Quoés yevixedoeg v
BlavuopaTXdY Yoewv. H pehétn twv Saxtuiiwy xou tng dounc twyv modules eiva,
YEVIXE, QLo QUOLXTY YEVIXELUST] TNE Yeouuuwne dAyePeac. H yevixevorn auty| dev
elvan dpeon xou 1 Yewplo Twv modules elvon mo mohdmAoxn xou mAobola and TNV
Vewplal TWV SLVUOUITIXWY YOPWY.

¥ authy TV epyoaoia anodewvbouue amotehéopota Tou divouv Tny dour| TNy
modules néve omd doxtOAoue pe edxée Widtnteg. H npdytn xortnyoplio Saxctuiiwy
nou Yo yeletrioouye elvon oL BoxTOAOL XUplwY IBEWBMY. X' auTHY TNV TeplnTwon
dlvoupe v TN Tadvounon Twv menepaouéva napayouevey modules. To a-
ToTéAeopa elval Wit YEVIXELUOT) TG TAEWVOUNONS TV TEMEPUOHUEVOL TOEAY OUEVEV
oafBehavdy OUddmY.

Ou ouviixec ahuolBac 1Bewddv 1 modules enione emBdAiouy meploptopoie
otnyv dou) Twv duxtuMwy xat twv modules. Afvouue xdmola anoteréoyata yia
Toug daxtuhioug Noether xat toug Saxtulioug Artin. IBdtnTe TV Nenepacuévev
naparyopevey modules ndve and daxtuilouc Noether divovtat, ol omoleg yevixed-
ouv avtiotolyeg WOTNTES TNE TEpinT®oNg Tou 0 doxTOAOC efvar XUplwY WBEWMDMY.
Enfong amodewcboupe 10 Oewenuo Bdong tou Hilbert mou bivel tpoénoug xotaoxeu-
¢ doxtuMwyv Noether. T'io toug BoxtOMoug Artin divoupe to Poaoind Fewdpnua
YOeaXTNELOUo) TOUG.






Kegpdiowo 1

Modules enl ploac meploy g
X VELOL LOEWOOUC

Ye auto To xepdiono o avapépouye Bacixéc Evvoleg.

1.1 Boaowol opiopol xaL €vvoleg

Optopwodg 1.1.1. Aaktidiog eivar éva un kevdé olvodo R pe g mpdéeg tng
mpéodeong kai tov moAdatAaoiaouol kar TAnpel ta tapaxdto:

(i) (R,+) etvar aPehiavij opdda
(ii) (ab)e = a(bc) yua xdOe a,b,c € R

(ili) a(b+ c) = ab+ ac xat (a + b)c = ac + be
Axdua edv :

(iv) ab="ba ¥V a,b € R téte 0 R Aéyetar petadetixds darxtidiog

(v) Av o R mepiéyer otoryeio tétoto cote la = al = a ya kdde a € R téte o R
Aéue éu éxer povdoa

Optopodg 1.1.2. Eoww R ka1 S 6vo daxtidior. Mia ovvdptnon f : R — S eivar
opopop@ro oS daktudinwy étay ya kdle a,b € R:

fla+b) = f(a) + f(b) xar f(ab) = f(a)f(b)

Optowoe 1.1.3. Av R daxtddiog ka1 I C R, tdte I 16ecddes av (I,+) vrooudda
tov (R, +) kamira € I, ar € I yia kdfer € R kaa € 1.

Ocswepnua 1.1.4. Eoww ¢ : R — § évag opopoppiouds daxtudior ka1 R, S

0vo daktirior. Téte
R/ker¢ = Img, r+ kerd — ¢(r)
efvar évag 100opPIoU6s dakTUAIwY.

Ocehpnpa 1.1.5 (20 Ocwpnua Ioopoppiopod). Eotw I, J dUo 1deddn evds
daxtuliov R. Tdte vndpyer évag wopoppionds daxtudiov I/INJ = (I +J)/J.
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Oevpenpa 1.1.6 (30 Ochpnua Ioopoppiopod). Eotw I,J 16edddn evég daktu-
Aov R pe I C J. Téte to J/I elvar éva 18edddes tov R/I kar vndpyer évag
wopopgioids daxtukiov (R/I1)/(J/1) = R/J.

Optopde 1.1.7. FEoww X vrnoovrodo baxtudiov R. Eotw {A; : i € I} n
owoyévela dAwv twv (apiotepdr) 16€wddy tov R mou mepiéyovr to X.

(1)

To eAdyioto oToiyeio Tng oikoyévelas ovoudletar to (apiotepd) 16€cddes Tov
rapdyetar and to X ka1 ovuPoriletar ue (X). Ta ovoryela tov X Aéyovai
yevvijropes tov 16ecdddous (X).

Av X ={x1,...,2,}, tdte 10 16eddeg (X) ovuPoriletar pe (a1, ..., 2T,) Kar
Aéue 6 elvar menepacpéva mapaydpevo.

‘Eva 1bedddeg (x) mov mapdyetar and éva ooryeio Aéyetar kUpio 16ecdddeg.

Evag daxtidiog klpiov 16ecdovs efvar évag daktiA10§ 6mov kdDe 10€ddeS efvar
KUp10.

Evag daxtiliog klpiov 16ecddous o omolog eivar aképaia mepioxn) Aéyetar me-
proxn) kUp1ov 10€idous.

HMapathApnon 1.1.8 (Iddétntec). Eotw R évag daxtirws, o € R kan X C R.

Tére:

(i)

(i)

To kUpio 16ecdbes () mepiéyer GAa ta oToryela TS LOPPriS
ra—+ sa+ na + Zr,;as,;,
i=1
érovr, s,1i,8, € R, me N—0 kain € Z).
Av R éxe povdda, tote
(o) = {Zriasi iri,8, € Rome N— 0} )
i=1
Av a avijkel oo kévtpo tov R, tdte
() ={ra+na:recRneZ}
Ra = {ra : r € R} (avtiororya aR = {ar : v € R}) elvar éva apiotepd

(avz. be&i) 1bedddes oto R (mov fows va unv mepiéyer o o). Av o R éxe
povdda, téte a € R ka1 o € aRR.

Av o R éyer povdda kai a avijker oto kévtpo tov, téte Ra = (o) = aR.

Av R éyer povdda xar X aviijker oto kévtpo tov R, téte to 10eddbeg (X)
Tepiéxel 6Aa ta memepaouéva alpoiouata

riar + ... +rpap(n € N—0,r; € R, o; € X).

Optopdc 1.1.9. Eotw R daktidios. Eva (apiotepd) R-module elvar pua mpo-
oetikrj afeliavrj opdda A pali e wa ovvdptnon Rx A — A((r,a) — ra) térowa
&ote Vr, s € R ka1 Va,b € A:
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(i) r(a+b) =ra+rb
(ii) (r+s)a=ra+sa

(iii) R(sa) = (rs)a
Av o R éyer povadiaio ororyeio 1 ka

(iv) 1ra = a,Va € A, tdére A ovopdletar povadoerdés R-module.

Opiopdg 1.1.10. Eoww R évag daktiliog, A éva R-module ka1 B éva un kevé
urooUrodo tov A. Tére to B ovoudletar éva submodule tov A av B elvar a
mpocBetiki) vnooudda tov A karrb € B, Vr € R, Vb € B.

IMopathenomn 1.1.11. Eva kvkAiké module mov mapdyetar andé to otoiyeio
a € R opiletar wg:

(i) To apiotepd kukhikdé R-module opiletar wg Ra.
(if) To be&l kukhikd R-module opiletar ws aR.
(iii) To dimeupo kukAiké R-module opiletar ws RaR.

Opiopodg 1.1.12. To ovvoro X C F tov povoeidbovs R-module ovopdletar Bdon
Tou F', av kdOe atoryeio tov F' unopel va ypagrel, povadixd, oav évag tenpaouérog
YPapUIKoS ovvdvaouds ooryeiwy tou X.

IMopathenomn 1.1.13. To odvoro X eivar fdon oy F av ka1 pdévo av elvar
ypaupkd ave€dptnto ka1 mapdyer to F. O opiopol €lvar ido1 p’ autols otous
davvopatikovs Xapous.

Adppo 1.1.14. Foww R evar daxtiliog pe povdda ka1 x € R. Tdve to Rx
efvar ap1otepé module ka1 n ovvdptnon

f:R— R, f(r)=rzx,
€lvar emuopProUos.

Arnéodeién. Eivan npogavéc 6t to Rr elvon aplotepd R-module. Eniong elvon mpo-
pavég 6Tl o f elvon ogopoppiopde. o va det€oupe 6t o f etvou enl, éotw re € Re.
Téte f(r) = ra. O

Oesvpnua 1.1.15. Eotw R évag daktiliog pe povdda. Or mapakdtew ourinkeg
o€ éva povadoedés apiotepd R-module F' elvai icodvaua:

(i) F éyer pua un xevnj Bion

(ii) F efvar o evdV ywduevo pag oucoyéveas kukhikdy aprotepdv R-modules,
T0 ka¥éva and ta omola elvar 1060p@o Ue To ap1oTepd R-module R.

(ili) F etvar éva R-module wopoppikd pe éva evdo ddpoioua and aveiypapa tov
apiotepoV R-module R

(iv) vrdpyer éva un kevdé olvolo X ka1 e ovvdptnon i : X — F pe
rapaxdtw 1016tnTa: dedopévov omorovdnmote povadoeidovs R-module A xai
f: X — A, va vrdpyer évag povadikés R-module opopoppionds f': F — A
térowog dote f'i = f. Ankadr), F va elvar éva eAetlepo avtikeiuevo otny
katnyopia povadoedwy R-modules.
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Eva povadoerdés module ' oe évay daxtidio R pe povdda, to omoio ikavomnoiel to
napandve Jedpnua Aéyetar edetlepo R-module oto odvolo X.

Anédeln. Ou e€etdoovpe v nepintwon mou to X elvan menpacuévo. ‘Eotw
X ={z1,29,...,2n}
(i) = (ii). OpiCoupe

n
f:R—)@in, f(r)=a1z1+ -+ anzy,

i=1

omou r = a121 + -+ + 4, Tp. Emeidn) n nopdotaor auth tou r elvon povadxr), n f
elvon xoAd opiopévn. Etvon mpogavée étu 1 f elvon empoppiopds. H povadiedtnta
e éxppaong amodetxviel 6Tt efvan 1-1 xan cuvende eivon loopopoude. To Afuua
1.1.14 delyver 6TL 0 xde bpog elvon 1odUOoEPog pe o K.

(ii) = (iii). pogavéc.

(iii) = (iv). Opiloupe i : X — F w¢ v guond eppitevon. Eotw

g: F — @?:1Ri

o oopopploude e aplotepd R-modules woopoppixd pe 1o R. Téte edv éyoupe
wmy f, oplloupe, i g(r) = a1 + -+ - + anx,

f/(T) = a1f<371) +eee anf(xn)

Eivaw tpogavéc 611 1 ouvdptnon [ ixavornotel tic cuvifixec.

(iv) = (i). Eow G ebvar 10 cudl ddpotopo avtiypopoy tou R, éva yia xdde
otoyelo Tou X. Téte 10 G elvon 10 eheddepo avtixelpevo ota modules. Emneldy
10 eheliepo avtixelyevo etvon povadixd, 1o G elvon 1ooUoppo e to F. O

Opgiopodeg 1.1.16. Eotw R elvar daxtidiog ue povdda. Ymolérouue ot ya
kd0e edetlepo module F' kd0e Bdon éxer Tny i01a tAnthkdétnra. Tote Aépe 6t o R
éxer Tny 1diotnTa tng avaAdoiwtng didotaons kar n tAntikdtnta kdde Bdong tov
F ovoudletar Badjds tov F (rank(F)).

Optopoe 1.1.17. Eva 16eddes P oe évay daktidio R Aéyetar mpddto av P # R
ka1 ya kdOe 16ecd6n A, B € R

ABCP=ACP 5 BCP.

Opgiopwde 1.1.18. ‘Eva 1deddes M Aéyetar péyoto oe évav daxtidio R av
M # R ka1 yia kdOe 10ecdde¢ N t.o M C N C R, efte N = M efte N = R.

Opgiopwodg 1.1.19. Eotw R érvag avtipetaletikos Oaxktidiog pe povdda. ‘Eva
otoryeio ¢ tov R efvar avdywyo av ¢ éwar un undeviké kar un povadiaio kai
c=ab=a 1 b evar pa povdda .

Eva ovoieio p tov R efvar mpwto av p efvar un undeviké - un povadiaio xai
plab=pla 1 plb

Opgiopmodc 1.1.20. Akpifris dwwonaotikyy akodovlia elvar ua olvtoun akpifnig
axolovdia n omoia 1kavorolel Tis Tapaxdtw 1wodvvauies: Av R daxtiliog kar 0 —

Ay EN SN A — 0 pia odvroun axpifris axodovlia R-module 10opoppioudy
ToTE:
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(i) Yrdpyer évag R-module opopoppionds h: Ay — B e gh = 14,
(ii) Yrdpyer évas R-module opopoppnonds k : B — Ay ue kf = 14,

(iii) H doouérn axodovdia eivai wopoppikny pe to evd dfpowopa olvrouns a-
kpipris akodovdiag 0 — A; 2 A @ Ay T Ay — 0, ovykexpipuéva
B = A1 D Ag.

Optopdc 1.1.21. Eotw {N; | i € I} n oikoyéveia kavovikdy vnoouddwy uiag
opdoas G térowa dote G =< U;jerN; > ka1 yia kdOe k € I, NN < U;jerN; >=<
e >. Tdre G Aépie dn elvar to eowtepikd evltld dpowoua tng owkoyéveias {N; | i €

I}.

Optowoc 1.1.22. Eva (apiotepd) 16ecddes I tov R térowo dote I # 0 ka1l # R
Aéyetar katdAAnAo (apiotepd) 16€dddeg.

Ocdpnua 1.1.23. Eoww F éva eledepo module oe mepioyr) kpiov 16ecddoug
R ka1 G éva submodule tov F'. Tdte G efvar éva eAelepo R-module ka1 rankG <
rankF.

Andoaén. 'Eotw {z; | i € I} va éwon wa Bdon tov F. Téte F = Y, ; Ra;
pe x&de Rzx; woopoppixd pe 10 R ( w¢ éva apiotepd R-module ). Awhéyo o
%oy Sudtadn < tou ouvélou I. T x&de i € I cupPorile Tov dueco duddoyo (
O dpeooc diddoyoc tou a € A 6mov (A, <) ypopuxd dotetorypévo chvolo €vou
10 eENdyoTo oToyElo Tou cuvbhou {z € A | a < x} ) tou i pe i + 1. Eotw
J =TI U{a}, émov a dev avixer 610 I xan and oplopd ¢ < a yio xdde ¢ € I.
Tote J elvon xahd oplopévo xan xde otoiyeio tou I €yel dueco duddoyo oto J.
o xdde § € J opiloupe Fj va ebvan to submodule tou F' nou napdyeton and 10
obvoro {x; | i < j}. To submodules F éyouv ¢ mopoxdte SOTHTES ¢

(i) j<k‘<:>FjCFk
(ii) UjesFy = F

(iii) ywexéd9e i € I, Fiy1/F; 2 Re; &2 R
N xdde j € J éotw G = G N Fj xau woydel Ot :

(iv) j<k=G; C Gy
() UsesGy = G
(Vi) yLo xdde i € I, G; = Gi+1 N F;

H W&étnta (vi) xou n Wbt 6Tt av B xou C' elvon dYo submodules tou A eni
evoe doxtuhiov R t6te umdpyel évac R-module wopopgiopéc ye B/ (BN C) =
(B + C)/O [Sels €TE(§(Y€L ot Gi+1/Gi = Gi+1/(Gi+1 N Fz) = (Gi+1 + Fz)/Fz)
A& (Giy1 + F;)/F; etvan éva submodule tou Fipq/F;. ‘Apa, Git1/Gi ebvon
wwopoppd ue éva submodule tou R and v wiétnta (492). AME xdde submodule
tou R elvon amapaitnta évo 8ecddec tou R xou étol e popehic (¢) = Re yw
xdnow ¢ € R. Av ¢ # 0, 161¢ 0 R-module empoppiopéc R — Re elvon oty
Tpary ot T €vog toopoppiopds. ‘Etol xéde submodule tou R ( xou étor xdde
Git1/G; ) ebvan eheddepo Poduod 0 ¥ 1. Ambd 1.1.26 xou 1.1.28 1 axoroudio
0— G; < Giy1 — Giy1/G; — 0 eivon axpBric Swonao i yio x&de ¢ € I.
‘Eyovpe 6t G4 ebvan éva ecwtepind evdd dbpoopa G411 = G; & Rb;, énou
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b; € Gi+1 —G; xon Rb; =2 R av Gi+1 # Gi, xou b; =0 av Gi+1 =G;. Etoub; € G
elvan oplopévo vy xdde i € I. 'Ectww B = {b; | b; # 0}. Téte | B |<| I |= rankF.
It vo ohoxdnpedel 1) anddelén ypewdletar vo del&oupe 6Tl T0 B elvou yia Bdom tou
G. Eow u = ) ;r;bj = 0. Eotww k vo évau o peyahitepoc Selxtng tétoloc
wote T # 0. Tote u = ZK,C rib; + riby € G ® Rby, = Gry1. ANG v =0
ovvendyeton 6Tl 7 = 0, To omolo elvon drono. Ondte r; = 0 vy x&de j. ‘Apa, B
elvou ypauuixd aveEdotnro. 'Etou delyvovtag 6t 10 B xohintel 1o G xatahyouye
ot B etvan plo Bdor tou G xou ohoxAnpdyveton 1 anddelln. O

ITépiopa 1.1.24. Eoww R pua mepoyr] kUpouv 1deddovs. Av A eivar éva meme-
paopéva mapaydpuevo R-module mapayduevo ané n ovoiyeia, téte kdle submodule
tou A mapdyetar ané m oroyeia pe m < n.

Optopdc 1.1.25. Eva module P evds daxtudiov R Aéyetar mpoPoikd (proje-
ctive) edv 600¢évtog omotovdrimote Siaypdupatos R-module opopopgiopdv éxoupe

/Ry ; B——|

Tt Ty amddet&n tou mapoxdtw noplopotog Yo yeelaotovpe ta e€Ac amoTeENE-
opara (ywele omddeln) :

ITapatrienon 1.1.26. Kdde eAevifepo module F eni evés dakturiov R e po-
vdda etvar mpofoikd.

Oewpnpa 1.1.27. Kdle (novadiaio) module A eni evés daxtudiov R (pe po-
vdda) eivai n opopopeikrj €ikdéva evés exetlepov R-module F. Av A eivai memepa-
ouéva mapayduevo, téte F' umopel va emAeyel w§ memepaouéva napayouevo.

Anédein. 'Eotw X vo eivaw T0 6Ovoho twv Yevwntépwy tou A xar F' to eheddepo
R-module tou X. Téte n aneixévion X — A endyel évav R-module opoyopgioué
f:X = A téroo dote X C Imf. Apob X mapdyer to A, mpénel va €youpe
Imf = A. O

ITopathenon 1.1.28. Eotw R daxtirios. Or mapakdtw ouvviikes oe éva R-
module P efvar 10000vae.

(i) P mpoBoliké

(il) kdOe Bpayeia axpiPis axolovdia 0 — A L B% P 0 e axkpIpng
didoraon (ka1 étor B2 A® P).

(i) vrdpyer éva eAetdepo R-module F ka1 évag R-module K tétoiog dote F =
KoP.

Ilépiopa 1.1.29. Eva povadiaio module A o€ e mepioyni kUpiov 18€cdovg
etvar eAevlepo av kar uévo av A mpofolixd.

Arnddeitn. (=) Oendpnua 1.1.26.
(<) Trdpyer o Bpayeio axpPhic oxohoudio

0—>K£>FL>A—>0
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pe F exeddepo, f empoppiouds xaw K = ker f (Oeddpnuo 1.1.27). Av A ebvon
npofohxd, tote F'= K @ A (Oedpnuo 1.1.28). 'Etot, A elvon woopoppixd pe évo
submodule tou F, dpa o A eivon eheddepo (Oedpnuo 1.1.23). O

1.2 Modules

T Ty anddeln tou enduevou Yedpfuatoc Yo ypetaotolue o e€hc:

Ocedpnpa 1.2.1. Eotw R daktidios ka1 A éva (aprotepd) R-module, X éva
urootvolo tov A, kat a € A. Eotw Ra = {ra | r € R}. Téte Ra elvar éva
submodule tov A ka1 n ameixévion R — Ra pe r — ra elvar évag R-module

ETUOPPITILOG.

Anédain. Tnddeln : Av R éyel yovddo 1r xou A elvon povadiaio, t6te nlg € R
yioe xdde n € Z xou na = (nlg)a yio xéde a € A. O

Ocdpnua 1.2.2. Av R elvar évag daktihios kar f : A — B R-module o-
popopgiouss kar C éva submodule tov ker f, tote vndpyer évag povadixkds R-
module opopoppionuds f' 2 A/C — B téroog dote f'(a+ C) = f(a) Va € A :
Imf' = Imf xai ker f' = ker f/C, [’ evar évag R-module wopoppiopds av-v f
etvar éva R-module empoppionds ka1 C = ker f. Xvykekpiuéva, A/ ker f = Imf.

Anédaén. Tnddeln :1.1.4 xou av f : G — H elvar opopopplopds ouddwy xow N
xavovixy| unooudda tou G mou TEpLEyETUL 6TOV TupvaL TNE f, TOTE UTdEYEL Evag
povadinde opopoppiopde f/ 1 G/N — H tétowoc ote f/(aN) = f(a) vy xdde
a € G. Imf =Imf xouker f/ = (ker f)/N. f’ elvou évoc woopoppiopde av f
elvon empoppiopog xouw N = ker f. O

Optopwodg 1.2.3. M axépaia mepioyni R elvar pia mepoyn) povadikiis mapayov-
Tonoinong av:

(i) kdOe un undevikd ka1 un povadiaio oroiyeio a tou R umopel va ypapel wg
4 =2C1- - Cp MECI,...,Cp avdywya.

(i) Ava =c1--¢y ka1 a = dy -+ dp, (ci,d; avdywya), téte n = m kar ya
kdrow perdteon o tov {1,2,...,n, ¢; kar dy;y €lvar ovvepydres, 6nAadr
ci/da(i) Kai da(i)/ci-

Ocswpnua 1.2.4. Kdle nepioyn) klpiov 10edddovs R elvar pia nepioxn) povadiknig

TapayovTonoinong.

Anddeln. TnodeEn : ‘Eotw R doxtoiog. Eva evdd ddpoiopa ond R-modules
> icr Pi ebvou mpofolid av-v xée P; elvon mpofohixd. O

Ocswpnua 1.2.5. Eotw a,b ka1 u va elvar otoiela evés avtipetaletikol da-
ktudiov R e povdoa.

(i) a/b avv (b) C (a),

)

(il) a ka1 b owepydres av-v (a) = (b)

(iii) w efvar povdda av-v u/r,¥r € R
)

(iv) w efvar a povdda av-v (u) = R
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(v) H oxéon ’a elvar ovvepydng tov b’ elvar w0oddvaun oxéon oto R

(vi) Av a = br,r € R a povdda, téte a kar b eflvar ovvepydres. Av R eivai
axépaia Tepioyn 10 Vel kar To avTioTpoPo.

Anédeén. Ané 1.1.8 0

BOewpenpa 1.2.6. Eow A éva apotepd module o€ pa axépaia mepoyr] R kai
Va € A éotw Oy = {r € R| ra =0}

(i) O, etvar 16ecddes Tov R Va € A
(i) Ay ={a€ A| Oy # 0} eivar submodule tov A.
(iii) Va € A vrdpyer 10opopgiopds and aniotepd modules
R O, > Ra={ra|r € R}
FEotw R mepioyr) kipiov 1decrdovs ka1 p € R mpddtog.
(iv) Avpla=0= 0, = (p’) ne 0<j <
(v) Av O, = (p*) = pla # 0,Vj cote 0 < j < i

Arndbeén. To (iti) Tuvendyeton omd ta 1.2.1 xan 1.2.2 . (iv) And unddeon O, =
(r) yw xdmowo r € R. Agol p' € O,, r duuget 1o p. H povedixd teparyovionolnon
070 R 1.2.4 ouvendyer 6t r = plu pe 0 < j < i xou u pior govéde. §c ex TolTou,
Ou = (1) = (p'u) = (p*) 1.2.5. (v) Av Pla =0, J < i, t6te p' € O, = (p'),
6mou p'/p;. ‘Atono! and povedixr| nopayovionoinon oto R. O

‘Ectww A éva module oe wa axépona mepoyn. To 1dewdeg O, TOU TROMYOU-
pevou Yempriuatoc Aéyeton xovovixd 1dewdeg tou a € A. To submodule A; tou
nponyolpevou Yewpruatoc Aéyetaw submodule otpédne tou A. To A Aéyetu
module otpédmne av A = A xou elvon ehediepo otpédng av A, = 0. Kdde ehedide-
po module eivon ehetdepn oteedm, ahhd byt To avdnodo. To tadixd 1WBewdeg Tou
a € A elvou éva TpwTapynd Wemdec Tou R, €otw O, = (T), xot a AEPE OTL EYEL
e 7.

Oeswenua 1.2.7. Eva nenepaouéva napayduevo eretdepng arpéhng module A
emi pag meploxns kUpiov 10ewdovs R efvar eAetifepo.

Anééaén. Trodétouue 61t A # 0. Eotw X éva nenepacuévo OVOAO U1 XEVHDY
nopayoviwy tov A. Av z € X, t6te re = 0(r € R) av xou povo av r = 0
agol A eivon ehellepn oteédn. Muvenng, undpyetl éva un xevé unocbvoho S =
{z1,..., 21} Tou X mou eivon PéyioTo xou xovonolel Ty WBLdTNTOL

rix1+--+rger =0 (r; € R) = r; =0, Vi.

To submodule F' nou napdyeton and 1o S eivon éva ehetdepo R-module pe Bdon
0 S. Avy € X — 5, 16t agol uéyiotn Undpyouv 1y, 71, ..., Tx € R0yl 6ha
k

undév, tétow wote Ty + rixy + -+ rpxg = 0. Téte ryy = — > ra; € FL
i=1
Emniéov,ry # 0 adhdde 73 = 0,Vi. Aol X elvou nemepdoyevo, urzo’(pxst éva un
undevixd 1 € R tétoo dote rX = {rz |z € X} va nepiéyetoun oto F. Enopévec,
rA={rala e A} C F. H anewévion f: A — A émouv a — ra Prénoupe edxoha
ot eivon évog R-module opopopglopde ye emdva rA. Agol A eivan eheliepng
otpédne ker f = 0, étor A = Imf = rA C F. 'Eto, A eivau eheldepo and
1.1.23. O
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Ocdpnua 1.2.8. Av A elvar éva nemepaouéva mapayduevo module eni piag
Teploxris kUpiou 16edddous R, téte A = Ay @ F, dnov F eivar éva eedepo R-
module terepaouévng tdéng ka1t F =2 A/A;.

ArnddeiEn. To mnhixo module A/A; eivon eheddepne otpédne ool yia xdde r # 0,
rla+A) =Ar=ra€ Ay =ri(ra) =0

yioo ¥dmowo 11 # 0 = a € Ay Emniéov, A/A; elvon menepaouéva mopayGUEVO
apol eivon xou 1o A. ‘Etoi, A/A; eivan ehelidepo menepaocuévne tédEne and 1o
TEONYOUUEVO Yedpnua. LUVERWCS, 1 axplPrc oxohoudia 0 — A, S A AJA; —
0 efvon axpBric Sdonaon xaw A = A, @ A/A, 1.1.26, 1.1.28. Y1 tov ioouoppiopnd
APAJAL = A nexdva tou A, etvon Ay xou 1 edva tov A/ A, elvon éva submodule
F tou A, 1o onolo eivan avaryxaound ehetdepo nenepacpévou Boduod. Axoloudel
ot A eivan 10 eowtepnd evdd ddpoloua A = A @ F. O

Ity anddedn tou 1.2.11 da yperaotodue o e€hc:
Ouullw ot péyiotog xowde dwmpétne d téte dfa, Va € X xau c/a,Va €
X to6te c/d.

Ocdenua 1.2.9. Eow ay,...,a, va elvar otoiyeila evés avtipuetadetikot da-
ktudiov R e povdda:

(i) d € R evar évag uéyotog kowds daipétns tov {ay, ..., an} térowg dote
d=ria; + -+ rpan, Ya kdrow r; € R av-v (d) = (a1) + -+ - + (an)

(ii) av R Baktidiog klpiov 1bedddous, téte évag uéyotog kowds diapétng twr
ai,...,an vndpyer kar kaévag elvar TnNg pop@ns rial + - -+ + rpan(r; € R)

(ili) av R efvar a meproyn povadixiis mapayovronoinons, téte vndpyel évag ué-
YI0TOS KOWES B1APETNG TWV G1, - . . , An-

Andbaén. Idéo amddene : (1) XpnoylomousdvTog ToV 0plod Tou YEYLGTOU XOWoU
droupén o to 1.1.8. To (ii) Pyaivel and to (7). (ii4) Kdde a; mapoyovionoleiton

wc a; = c]rtey oMt UE ¢1,. .., ¢ SlaEXPEVOL avdrywya oTotyelo xou xdde
; . ks ke oo s . , ,
mi; > 0. Aellte 61 d = ¢ -+ ¢ff elvan évag Y€YoTog xowde BloupéTtng Twv
, .
ai, ..., a0, 0moU kj = min{ma,,..., My, }. O

Oceopnpa 1.2.10. Foww R daktidios ka1 {A; | ¢ € I} e owcoyéveia and
submodules evdés R-submodule A térowa dote:

(i) A efvai to d9powopa tng owoyéveas {A; | i € I}
(i) Vk € I,AxNA) =0, énov A}, efvar to dOporoua tng owkoyéveias {A; | i # k}.
Tote vrdpyer évas wopopprojés A=y, 1 A;.

ArnddeiEn. Tnédelln : Eotw {N; | i € I} va elvor o OXOYEVELL XAVOVIXMY
unooddwY W ouddac G tétow Kote G =< UjerN; > xou yoo xdde k € I,
NN < Uiz N; >=<e >, t6te G = H;ﬂel N;. O
Oeswpnupa 1.2.11. Eoww A éva module otpépns eni puag nepioxns kUpiov 10€d-
bous R ka1 kdOe npddtogp € R ddote A(p) = {a € A | a éyer Tdén pa dbvaun wov p}

(i) A(p) etvar submodule tov A, ¥p € R mpdro.
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(i) A=>_ A(p), émov to dOpoiouae elvar et Twv npdTwy p € R.

Arédeaén. (i) Eotw a,b € A(p). Av O, = (p") xu Op = (p°) éotww k =
max(r,s). Téte, p*(a +b) = 0, 6mov Ouyp = (p°) pe 0 < i < k 1.2.6. E-
tol, a,b € A(p) ovvendyeton a + b € A(p). Me mopdpolo envyeipnuo deiyvouue
ot a € A(p) xu r € R ouvendyouv ra € A(p). 'Etor, A(p) elvar submodule.
(i1) Eotw 0 # a € Ape Oy = (r). And 1.2.4 r = pi* --- pp* ue p Saxexpyuévol

mpdToL 670 R xon xéde n; > 0. Tia xéde 4, éotew ry = pit - pliy - plidt ik
Toéte r1,...,7, €lvon OYETXE TEWTOL XAl UTHEYOLY S1,...,5; € R tétola dote

s1r1+ o+ skre = 1g (1.2.9). Enopévee, a = 1ga = syria+ -+ + sprya. ANAG
piisiria = s;ra = 0, énov s;ra € A(p;). ‘Eyouye omodeilel 6t ta submodu-
les A(p) (p- mpwroc) napdyouv to module A. Eotw p € R npdtoc xo €0Tw
Az va glvon submodule tou A mou mapdyeton and dha Tt A(q) pe ¢ # p. Eotw
a € A(p)NA;. Téte p™a =0y xdmowom > 0xoa =ar+---+ar pe a; € A(q1)
Y10 XETOLOLE TEWTOUS §1, . - ., ¢ Ohot daopeTtinol and 1o p. Agol a; € A(g;),
UTdipy 0LV oxéponotl my; TéTolol Wote ¢ ta; = 0, an’ émou (¢t ¢ )a = 0. Av
d=q"" g, Tote p™ xon d elvon oyeTIXd TpdTOL XU Tp™ 4 sd = 1 Yia xdmoLa
r,s € R. Enopévwe, a = 1lra = rp™a + sda = 0.Etor, A(p) N A; = 0 xau
A =3 A(p) and 1.2.10. O

AAppa 1.2.12. Eotw A éva module eni puag nepioyns kipiov 1decrdovs R téroro
dote p"A = 0 ka1 p"rA # 0 ya kdrowr mpdto p € R kar etikd axépaio n.
FEoww a € A tdéng p™.

(i) Av A # Ra, téte vndpxer éva un undevikd b € A térow dote RaNRb = 0.
(ii) Yrdpyer éva submodule C' tov A tézow dote A= Ra @ C.

Anédeaén. (i) Av A # Ra, t6te undpyer ¢ € A — Ra. Aol p'c € p,A = 0,
undpyel évoc eAdytotoc eTinde axépatog j TETOLOC WOTE pjc € Ra : 6movu pi’1
dev avixel 0t0 Ra xou plc = ria(ry € R). Aol R ebvon meployf povodixhc
TapayovIononong = rp* v xdmow k > 0 xou r € R tétol0 Gote p 1 r.
Enopévoe, 0 = p"c = p"~I(pic) = p"~IrpFa. Egéoov ptr xa p"~1 # 0, npénel
vo éyovue n — j+k = n 1.2.6, 6mou k > j > 1. Apa, b = p/le —rpFla
elvar xahd oplopévo otolyeio tou A. Emnhéov, b # 0 (apod p’~! ¢ Ra) xou
pb = pic —rpfa = plc —ria = 0. Av Ran Rb # 0, téte exel undpyet s € R
€100 wote sb € Ra xaw sb # 0. Agol sb # 0 xou pb = 0, p dev doupel to s.
Apa, s xou p" elvan oyetnd mpdtol xau sz + p"y = 1g v xdnota x,y € R 1.2.9

‘Etol egboov p"A = 0, b = 1gb = sab + p"yb = z(sb) € Ra. Emnopévwc,
P le=b+rpt~ta € Ra. Avj—1# 0, atd aviixeitor oTnV €Ay TLOTETNTA TOU
Jyxawov j—1 =0, autd aviixertow oto yeyovoc ot ¢ ¢ Ra. Tednd, RaNRb = 0.
(i1) Av A = Ra, éotw C = 0. Av A # Ra, 161€ é0tw S 10 6OVOAO OhwV TWV
submodules B tou A tétowx yote RaNB = 0. S elvow pn xevod an ) oTypn nou
a6 TO TRPAOTO UTOEPO TN UTEpYEL €var U undevixd b € A tétoo wote RaNRb = 0.
To S elvorn pepixg datetayuévo and cuvohodemprtixt Eyxielon xan xdde ahuoido
0710 S €yeL éva dvw 6plo 6T0 S. Ao To AMjuua Tou Zorn undpyet évo submodule C
Tou A 10 omolo elvan péyioto oo S. Oewpd to Tnhixo module A/C'. Ipopavix
p"(A/C) = 0 xou p"(a+ C) = 0. Agos RaNC = 0 xow p"~ 1 # 0, éyoupe
p" " Ha+C) # C, 6mov a+ C éyel 1680 p™ 010 A/C xou p"~H(A/C) # 0. T
gdv A/C Bev elvon to xuxhixé R-module mopaydyevo and 1o a + C (ot elvo,
A/C # R(a+ C)), 161 and 10 npidto unoepndtnua undpyet d + C € A/C této0
bote d+C # Cxou R(a+C)NR(d+C) =C. Agob RanNC = 0, nafpvoupe 6Tt
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Ran(Rd+ C)=0. Agob d ¢ C, Rd+ C eivar yéoa oo S mepiéyet xatdhhnla
0 C, auté épyeton oe avtideon pe v peyotomra touv C. Etor, A/C elvor to
xu¥Axé R-module mapaydpevo and to a + C (1o onolo evar, A/C = R(a+ C)).
Enopévewe, A = Ra+ C, 6nov A = Ra ® C and 1.2.10. O

Ocsvpnupa 1.2.13. Eotw A éva nenepaouérva napayduevo module eni pag me-
ploxns kupiov 10eddous R tétoo dote kdle otoryeio tov A éxea tdén a 6vvaun
kdmowv mpdtov p € R. Tére to A elvar to evlv dfpowoua kvkhikdy R-modules
tdéewy p"t, ..., p™* avtiotola, omou ny > ng > .. > ng > 1.

Arnddeln. H omodelln yiveton ye emoywyh otov apudud r and yevvitopeg ToU
A,ue tny nepintwon r = 1 va elvor undopivy. Av 7 > 1, t6te A nopdyeton and To
b )
oTOLEl a1, . .., ar TV OTOlWY Ol TéEelc elvan avtioTorya p™t, p™2, p"™3 ... p™r.
Trodétoupe ot
Ny =maxng,mo,..., M.

Téte p™ A = 0 xou p™* 1A # 0. And to nponyoluevo Mjuuo undpyet éva sub-
module C touv A tétowo dote A = Ray © C. 'Eotw 7 va elvan 0 xavovixdc
empopopde T A — C. Aol to A mapdyetar ond to aq, . . ., ar, o C' Yo npénel
vo. topdryetan oo o w(ay ), . . ., w(ar). A& w(a1) = 0, e ex tovTou To C' propel
vou mopdyeton omd r — 1 ) xou Ayotepa otolyela. Enoyévwe, 1 emaywyixh uno-
Yeon ouvendyel 6Tt o C elvan to eutl ddpoloua and xuxdxd R-modules téd&ewv
prEptL L p™ ue ng > ng > -+ > ny > 1 avtiotowya. Etol to C' nepiéyel éva
otoyelo téEnc na. Aol p"tA = 0, éyouvpe p™C = 0, 6mov Ny > na. Aol
Ray elvon évo xuxhixd R-module té€ng p™t, A elvar evdd dbpoiopo and xuxdixd
R-modules té&ewv p™, ..., p"* avtiotoiya pe ny > ng > -+ > ng > 1 O

It v anddeign tou 1.2.16 Yo ypeiactodpe To mopoxdte:

Adupa 1.2.14. FEoww G afeiavii oudda, m aképaiog kar p mpdtog aképaiog.
Tére n mapaxdtow evar a vroopdda tns G: Av f : G — H 100uoppioids téte
o1 mepopiopol s f ota Gy ka1 G(p) avtiotoa eivar wopoppropol Gy = Hy kai
G(p) 2 H(p). Me G(p) = {u e G : Jul =p",n >0} ka Gy = {u € G :

|u| efvar memepacuérn}.

Arnddeitn. Av f: G — H eivou évoc opopopglopdc xaw x € G(p) €xel téén p”, tote
p"f(x) = f(p"z) = f(0) = 0. Aga f(x) € H(p). Exor f: G(p) — H(p). Av f
évon évac Loopopplopdc T6te To Blo emyelpnua detyver 6t 71 1 H(p) — G(p).
Aol ffH = 1p(p) xou f7Hf = 1gw), G(p) = H(p). O

Ocesvpnupa 1.2.15. AvV elvar diavvouatikos xopos e€ni evis daxtuliov didona-
ons D ka1 X efvar éva vrooUvolo mou kaAUntel to V' tote X mepiéyer uia Pdon
Tou V.

Anddeln. Awrtd€te pepntdc 10 GUVOAO X OAWV TwV YPouupxd aveEdotntwy uto-
oLVOAwY Tou X amd éyxheion. H Auua touv Zorn endryel tny Unop€n evog péyiotou
yoopuxd aveEdotntou cuvohou Y tou X. Kdle otouyelo tou X etvon évac ypoy-
wx6S ouVBLAoUAC omd oTotyela Tou Y ( dANMC UTOPOUPE VO XUTACKEVACOVUE EVal
yooppxd aveEdotnto unocivoro tou X ToL TEPLEYEL XATAAANAY TO Y xou éTol
vo éplouye oe avtideon pe ) peyotétnta). Aol X xohdmtel to V, Yo tov
xahOntel xau 10 Y. ‘Etot, Y Bdon tou V. O

AAupa 1.2.16. Eoww A, B kar A;,i € I modules enl pag mepioynis kvpiov
10ewdovs R. 'Eotw r € R ka1 éotw p € R mpditos.
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(i) rA=A{ra|ac A} ka1 Alr] = {a € A | ra = 0} elvar submodules tov A.
(ii) R/(p) eivai éva field ka1 Alp] elvar évag briavvopatikés xdpos eni tov R/ (p).
(iil) Vn guoiké AR-modules 10opoppiopof

(B/(p"))lp] = R/(p) xar p™(R/(p")) = R/(p""™), 0 <m <1

(iv) Av A=57  Aj, torerA= ) r Ay kar Alr] =257 Aqgr].

i€l
(v) Av f : A — A eivar évag R-module 10opoppiouds, téte f : Ay = By kai
[+ Alp) = B(p)

Arédeaén. (v) Anéd 1.2.14 (iii) Eyovue 6t (R/(p™))[p] nopdyeton wc éva R-
module (xou €tol we évac davuopatinde yopoc ent tou R/(p)) and to anid
un undevixd otouyelo p"t + (p"). Apa, (R/(p"™))[p] & R/(p) ond 1.2.15 xou
1.1.15. To submodule tou R/(p™) mou napdyeton and 1o p™ + (p™) elvon axpfde
p"(R/(p")). Aqgol p™ + (p") €xer w8&n p" ™, €xoupe p™(R/(p")) = R/(p"7™)
and 1.2.6. O

T tnv anddeln tou 1.2.19 da ypeetaotodue to e€hic:

IMépwopa 1.2.17. Ay R daxtidiog ka1 A’ efvar éva submodule tov R-module A
kar B’ éva submodule tov R-module B ka1 f : A — B elvar évag R-module opo-
Hoppiouds tétotos wote f(A') C B, tdte f endyer évay R-module opopoppioud
g: AJA" — B/B pea+ A" — f(a)+ B'. H g eivar évag R-module 100p0p-
poués av-v Imf + B' = B ka1 f~Y(B') C A'. Xvykexpiuéva, av f etvar évag
empoppiouds térowog dote f(A') = B’ karker f C A’, tdte g efvar évag R-module
100HOPPIoUOS.

Anédeiln. YTnodeln : Av f : G = H elvou évag opouoppiopds opddwy, N <
G,M < H xa f(N) < M, téte f endyer évav opopopgopd f': G/N — H/M,
pe aN — f(a)M. [’ eivan woopoppiouds av xau uévo av Imf Vv M = H xou
J7H (M) C N. Suyxexpwéva av f elvon évac empopplopds 1.o. f(N) = M xou
ker f C N, téte f’ elvan évag 1oopoppiopde. O

HapatApnon 1.2.18. Av R daxtihwog, {A; | i € I} e owkoyévaa and R-
modules, D éva R-module, xa1 {¢; : A; — D | i € I} i owxoyévea ané R-
modules ojopopPiouols, TéTe vmdpyel évag povadikés R-module opopopgionds
¢ 1 Ai = D térorog dote ¢y =i, Vi€ 1. To ), A; kabopiletar povadixd
0€ 1000pPITOUS and avTy) Tny 1016TNTa.

BOewpenua 1.2.19. Eotw R nepoyr) kipiov 16ecddovs. Av r € R mapdyovtes

per = pit---pp* pe pi,...,pr € R dukexpiuévor mpdytor kar n; > 0,Vi, téte
vndpyer évag R-module 100uop@io1d¢

R/(r)= R/(p1") & ... & R/(pi").

Yuvends, kdle kukAiké R — module tdéng r elvar éva evdv dOpoiopa k kukAikdy
R-modules tdkewv pi*, ..., pp* avtiotoa.
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ArnddeiEn. Ou anodeiloupe 6T av s,t € R eivar oyetnd tpdrtol, téte R/ (st) =
R/(s) ® R/(t). Ta to mpohto pépoc tou VeWpRUATOC XAVOUUE ETOYWYYH OTOV
optiud BaXEXPWEVLY TEMTOY OTHY AVAAUCT] TV TROTWY Tapay6viwy tou 7. To
deltepo pépoc elvon dueor ocuvénela Tou yeyovétoc ot R/(c) eivan éva xuxhixd
R-module td&nc ¢ vy x8%e ¢ € R. H anewdvion § : R — R mou oTtélvel
z — tz el évag R-module povopopgioudc mouv otélvel to WeMdeS (s) oTo
Wemdec (st). And 1.2.17 n 0 endryel évav R-module opopopgioud R/(s) — R/(st)
pe  + (s) — tz + (st). Opowx undpyel évac opopopypopde R/(t) — R/(st) pe
T+ (t) — sx+(st). And Ty onddein tov 1.2.18 nanewxévion o : R/(s)DR/(t) —
R/(st) ye (z+(s),y+ (t)) — [tz + sy] + (st) ebvou évac xard opouévoc R-module
opopoppopde. Agol (s,t) = 1g, undpyouv u,v € R tétow Bote su+tv = 1g
(1.2.9). Av c € R, t61€ ¢ = suc + tve, and érov a(ve + (s),uc+ (t)) = ¢+ (st).
‘Eto, a etvar évag empoppiopos. To va del€oupe 6t ar elvan povopopgiopds neénel
va del€ouvpue 6T

alx+(s),(y)+t) =0=z € (s) xu y € (¢).

Av a(z + (s),y + (t)) = 0, t6t€ tx + sy = stb € (st) vy xdnowo b € R. 'Onov
ute + usy = ustb. AAN& y = 1gy = (su + tv)y, 6mov utx + (y — tvy) = ustb xou
y = ustb — utx + tvy € (). 'Eva nopduolo enyeipnua deiyver 6t x € (s). O

IMapathenon 1.2.20. Av V dwwvvouatikés xwpos et evés daxtuliov didona-
ons D, tdte 6o onoieadnmote Bdoeis tov V' éxouvr tov 1610 tAnldpiluo.

Oesvpnupa 1.2.21. Eotw A éva nenepaouéva napayduevo module eni pag me-
ploxns kvpiov 16ecwdovs R.

(i) A efvai to evdV dOpoioua evds exetdepov submodule F renepacpévouv Babuot
ka1 €vés memepaouévou aprduot ané kuvkhikd modules otpéhng. Or kukAixol
rapdyovtes otpéng (av vrdpyour) elvar tdéewv 11, .., 14 6mOV T1, .., Ty €lval
(éx1 amapattnza Sakexpiuéva) un undevikd kair un povadiaia oroyeia Tov
R térowr dove r1/raf...[r. O BaBuds tov F kar n Aota towv 18éwddy
(r1), ..., (r+) kaOopilovrar povadikd and to A.

(ii) A efvar to €90 dOpoioua €vds eAetepov submodule E menepaoiévov fad-
pol kai €vés memepaouévou apiuol ané kuvkAikd modules orpépng. On
KukAikol mapdyovtes otpéhng (av vrdpxovr) efvar tdéng pit, ..., pp*, émov
D1, ..., Pk €var (G anapattnta dakprcol) mpdtor oto R kar s1,. .., Sk €lvar
(6x1 amapattnta Sakpirol) Jetikol axépaior. O BaBuds tov E ka1 ta 10€chdn
(P7)s .-, (piF) xabopilovrar povadikd and to A. (ektés and tny tdén tou
pi)

Anédaitn. H Omapln évoc evdéoug adpoloyatog anochvieone tou tOnou nou me-
piypdgeton oto (it) elvon dueon ouvémewr towv 1.2.8, 1.2.11 xou 1.2.13. 'Etor A
éwvar to eudl ddpolopa evog eheliepou module xou WiaG TEMEPUOUEVNS OLXOYE-
velog amd xuxdd R-modules, to xdie éva amd autd €yel TdEN pior SOvaun evog
TEWTOU. XNV Tep(nTwor Twv oBeAovedy ouddny auTEC oL TEMTES BUVAUELS elvol
axpBide oL otolyelddelg dlangéteg tou A. H pédodoc unoloyiopol toug didpo-
poUC TaEAYOVTES WS affeMaviC OUGBOC amd TOUS CTOLYELWDEL, Dlanpéteg Umopel
va. ypnowtonoiniel €8¢ v va anodeiler v Umoapén evde evdéouc adpolopatoc
anocVvieons tou A otov tino nou neplypdgetar oo (7). XpetalbpooTte vo x8-
VOUPE TI¢ Topaxdtw tpomonoioes. O péhog tov Zpn = Z/(p™)(p € Z mpdtog)
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nofletan and éva xuxhxo submodule oteédne tou A t8Ene p"(p € R mpdtog).
‘Eva tétot0 xuxhixé module otpédnc elvan toopoppnd pe to R/(p™) ond to 1.2.6.
H anédeiln yo Ty govodixdtnta e onocvideone ota (i) xou (#4) elvar ovoto-
oTd 1 (Bl e Ty anddelln avtiotolywy yeyovdtwy yia Tig oehlavég ouddeg. Ou
oaxdAoLYEC TPOTOTOINTELS YioL TOV Lo VPO elvan amopattntes. Ilpdta, 1 avdivon
O TEMTOUS Tapdyovieg oTo I elvan povadinh Wo6vo oTov TOMAATAUCIAOUS UE Uial
novdda 1.2.4. Autd dev mpoxodel duoxola 1o Z oL péveg povddeg etvon tar +1
%ol ol TpwTol efval oplouévol va elvon Yetixol. Xe plo audolpetn neptoy| x0plou
WBewdoug R, wot600, éva otolyelo a € R unopel va €xel 18EN p xou TEEN g ue p, g
Sroxexpuévol Tpwtol. Qotéoo, agod (p) = O, = (g), p xou g eivar cuvepYdTeES
1.2.5, 6mou etvon, ¢ — pu ye u € R ebvon plor ovdda. ‘Omou ol ioyuplouol wovadi-
x6tnTog otor (4) xou (44) €xouv vor xdvouv pe 1Beddn avti ue ototyelo. Lnuedve
6t a # 0 ovverndyetor 6Tt Oy # R xou étt éva xuxhixd module Ra etvon ehelbidepo
av xau wévo av O, = (0). Etol 1o otoyeila r; oto (4) etvon un undevixd xou un
povadiaio. ‘Adhec Tpomonooels: dnwe Tapamdve avtixahotéd xdde nencpacuévo
xUXAS Topdyovia Zy, = Z/(n), n > 1, ye éva xuxhixd module otpédne R/(r)
(r € R pn undevix6 ,un povodiofo). Avtixadio teéd Ty unoouddo tou napdyetol and
10 anclpwe mopayouevo mopdyovta Z pe éva eheViepo R-module nenepaouévou
Boduov. Xenotwonowd ta 1.2.16 xou 1.2.19 xan 1o yeyovoe ot 1o Alp] elvon évoe
Bravuopatixde yopoc enl tov R/ (p). Etot, o apriudc tov tapayéviwy R/ (p) elvou
axpBoc dimpg, () Alp], o omolog elvon apetdBinroc and 1.2.20. O



Kegpdiowo 2

YuvOnxeg Alvoioag -
Noetherian caxtOALOL o
modules

Y outd 10 xepdhato Yo oploouye tig Booixéc ocuviixes ahuoldac oe daxtOhloug
xon Yo amodet&ouye Tic Pacixéc WOIOTNTES TouC.

2.1 AAuocidec

Optopode 2.1.1. Eva module A Aéue dn ikavonoiel tny ourdixn avéovoag
aAvoibag o€ submodules (1j 6nr efvar Noetherian) edv ya kdOe alvoitda Ay C Ay C
Az C -+ and submodules tov A vndpyer évag aképaiog n térowg wote A; =
An, Vi > n. ‘Eva module B Aéue 6t ikavonoiel tny ouvvdrikn ¢livovoas advoidag
o€ submodules (1) 6 efvar Artinian) edv ya kdOe aAvoidba By D Ba D B3 D -+
aré submodules tov B vndpyer évag aképaios m tétoos ote B; = By, Vi > m.

Optowdc 2.1.2. Evag daktidiog R efvar apotepd (avt. de&id) Noetherian av o
R ikavoroel Ty owvdikn abéovoag alvoidag o€ apotepd (avt. de&id) 16ecddn. O
R eivar Noetherian av R elvar ka1 apiotepd ka1 6e&id Noetherian. Evag daxtidiog
R elvar aprotepd (avt. b6e&id) Artinian av o R ikavoroel tny ouvdrikn elivovoag
aAvoidas ota apiotepd (avt. de&id) 16edddn. O R Aéue én etvar Artinian av elvar
ka1 aprotepd kar 6ekid Artinian.

Optowoc 2.1.3. Eva module A Aépie 6t ikavonoiel tny ovvdrikn peyiotov(avt.
elayiotov) ota submodules edv kdBe un kevd ovrolo and submodules tov A we-
préxetl éva péyioto (avt. eldyioro) oroiyeio (ue oefaoud onr ovvololewprtikh
éykleon).

Ocdpnua 2.1.4. Av X olvodo, a € ¥ ka1 Vn € N, f, : ¥ — X owvdptnon,
Tdte undpyer povadikr ovvdptnon ¢ : N — 3 térowa dote ¢(0) = a ka1 p(n+1) =
fal(n)), ¥n e N.

Arnddeln. Idéa anddeiine: Koataoxeudlovtag wa oyéon R ent tou N x S 7 onola
elvon To ypdpnua tng cuvdptnong ¢ : N — S ye Tic emdupntéc wotntee. ‘Eotw
G va glvor T0 GUVOAO OAWY TWY UTOGLUVOAWY Y Tou N X S T.w.

(0,a) €Y xou (n,x) €Y = (n+1, fo(z)) €Y, ¥Yne N.
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Téte G # D apod N xS € G. 'Eotw R=NyegY, 16t R € G. 'Eotw M va évan
10 unocUvoho tou N mou anotereiton amd dAo tan € N yio To onola UTEEYEL €val
povadxd x,, € S tétowo hote (n,xy,) € R. Me enaywy? delyvovue 61 M = N.
‘Etot ané 10 n — z, opiletar pla ouvdptnon ¢ : N — S pe yedonua R. Agold
(0,a) € R npénet va éxovpe ¢(0) = a. T xdde n € N, (n,z,) = (n,¢(n)) € R
xou €tol (n+ 1, fo(é(n)) € R agod R € G. ANS (n + 1,zp41) € R xou 1
HOVOBLXOTNTA TOU ZTpt1 EMAYEL OTL P(n + 1) = Tpi1 = fr(p(n)). O

Oewpnpa 2.1.5. Eva module A ikavoroiel Tny ouvdrikn avéovoag (avz. @Oi-
vovoag) advoidag ota submodules av ka1 uévo av to A ikavorowel Tny ovvdikn
peyiotov (avt. elayiotov) ota submodules.

Arnédeaén. Trodétouue 6tL 10 A ixavornolel tnv cuvifxn elayictouv ot submo-
dules xoat A1 D As D -+ elvou pro cduoldar and submodules. Téte to olbvoro
{4; | i = 1} éxeL éva eldyoto otolyelo, éotw 10 A,. Enopévec, yw i > n
éyovue A, D A; and unddeon xaw A, C A; and ehaylotént, €tot A, = A, v
xdde i = n. ‘Etot, 10 A wavornotel ) ouvixn gdivoucoc ahuoidac. Avtictpoga,
unoétouye 6Tl 10 A wavomotel T cuvirnn pdivoucoc ohucibag, xan S etvan Eva
un xevé ovvoho and submodules tou A. Téte undpyer By € §. Av 1o § dev €yel
ehdyoto ototyelo, TétE Yo xde submodule B 1o S undpyetl TouldyloTov €va
submodule B’ 670 S tétol0 dote B 2 B’. T xdde B 670 S, dlokéyw éva TéTolo
B’ (A&iwya tne emhoyhc). Auth n emhoyy opllet pla cuvdptnon f : S — S pe
B+ B'. Anb 2.14 (ye f = fn,Vn) vndpyet pla ouvdptnon ¢ : N — S tétow
wote

¢(0) = By xou ¢(n+1) = f(¢(n)) = d(n)".

‘Etot €dv 10 b, € S unodnhodvel 1o ¢(n), téte undpyel wa oxorouva By, By, . ..
¢t Gote By 2 Br 2 By 2 -+, Auto épyetan oe aviideon pe v ouviixm
@pOtvovoag ahuoidag. 'Etol, to S mpénel va €yel éva ehdyioto atotyelo, xou €Tol
10 A wavoroel Ty cuvirun ehayiotov. H anddeiln yio tny cuvirinn adouvoag
ahuotBag xou xatdotaong yeyiotou elvon avdioy,. O

Optopoc 2.1.6. Eva Levydpr andé module opopopgiopols, A LB C, Aé
yetar akpipns oto B érav Imf = ker g. Mia nenepaouévn axolovdia and module

opopoppiopots, Ag L Ay L2 Ay £y Loy

Imf; =ker fiy; ywi=1,2,...,n—1.

A, Q) A, elvar akpiBis dtay

Oesopenpa 2.1.7. Eotw (0 — A LB 00w evm e axp1Pnis axodovdia
aré modules. Tére to B wxavonoel tny ouvdikn avéovoag (ave. @livovoag)
alvoidas oe submodules av ka1 uévo av to A ka1 to C' tny 1kavonoiel.

Anédeiln. Av 1o B wavorotel tny cuviixn abovoag ahuoidag, T6TE TNV Lxavo-
notel xou to submodule f(A). And axp{fei to A elvon woopoppixéd ye 1o f(A),
xau €tot A wavornotel Ty cuvidixn abfovoac alucidoc. Av Cy C Cy C --- elvon
et ahuoida améd submodules tou C, té6te g~ H(Ch) C g7 1(Co) C -+ ebvon wa
shvotda onéd submodules tou B. 'Etot, undpyet éva n této0 dote g H(C;) =
g HCn)Vi = n. AT’ 1n otypn mou g ebvon empopplopde omd axplBeta, axoroudel
ot C; = Cy, Vi 2 n. Etol, o C wxavornolel ) cuvidnun ad&ovoag aivoidac. Y-
novétw 6Tt A xou C xavorotel T cuviixn ad€ovoag ahuoidac xow By C By C - - -
elvon pio ahuoido and submodules tou B. T xdde i €0t
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‘Eotww fi = f | A xu g;o = g | Bi. EmuPefoucdote ot yioo xdde i 1 mopoxdte
axoroudia ebvon axplBrc:

i iCi
Enepoucdote 61t Ay C Ay C -+ xou Cp C Cy C -+ . And undeon undpyet évag

axépatog n tétolog Gote A; = A, xau C; = C,, vyt 6hat T i > n. T xdde 4 > n
uTdipyeL éval avTETAIETIXG BLAY aUoL UE:

0 A, I B, = C, 0
ST
0 A, I B % ¢ 0

OToL « xou Y Elvol oL avTIoTOLYEC UOVABLOlES OmEOVIOES o [B; 1 ameExdVion
éyaheong. Apa B; ebvan 1 TawToTIN: OmEXOVIOT), ¢ €X TOUTOL TO B ixavorolel
v ouvirxn ad€ouococ ahualdac. H anddel&n yio tn cuviniun gdivovoac oluscidoug
elvow avahoym. O

ITépropa 2.1.8. Edv A elvar éva submodule tov module B, téte to B 1ikavomoiel
0 owdrjkn avéovoug (ave. @livovoas) alvoidag av kai pdvo av to A kai to B/A
TNV 1KAVOTOo10UV.

Anddeiln. Av epapudcouue to mponyoluevo VYedpnua yioo TNV axoloudic 0 —
AS B— B/A—0. O

ITépiopa 2.1.9. Av Ay,..., A, eivar modules, téte to evdU dOpoiopa A @
As @ -+ @ A, wkavonoiel T ouvvdikn adéovoas (avt. @livovoag) alvoibag ota
submodules av ka1 uévo av kdfe A; tnv ikavonoie.

Arnédeitn. Me enoywyr) oto n. Avn = 2, and 1o 2.1.7 yia v oxohoudio 0 —
A11—1>A1@A2W—2>A2—>0. L]

Oceopnua 2.1.10. Av R elvai évag apiotepd Noetherian (avt. Artinian) daxto-
A10§ e povdda, tote kdle tenepaouéva napaydpevo povadiaio apotepd R-module
A ikavoroiel T ouvdrkn adéovoag (avt. @divovoag) alvoibag ota submodules.

Anédain. Av A nenepaocyévo nopayouevo, tote and 1.1.27 undpyet ehetdepo R-
module F' ye po ntenepacyuévn Bdon xan évog empoppiopos T 1 — A, Agol F
elvon éva evdd ddpolopa and nenepacuévo aprdud avtiypapwy tou R, and 1.1.15,
t0 F eivon opiotepd Noetherian (avt. Artinian) ané to 2.1.9. 'Etor A = F/ker 7
elvon Noetherian(ovt. Artinian) Aéye 2.1.8. O

Oesvpnua 2.1.11. Eva module A ikavoroiel tn ovvdnkn avéovoag aAvoidag o€
submodules av ka1 uévo av kde submodule tov A efvar menepacuéva napayduevo.
Yvuykekpipéva, évag avnipetaletikés daktidiogs R efvar Noetherian av kar uévo
av kdUe 15ecddes tov R efvar menepaouéva mapaydpevo.

Arnddeitn. (=) Av B eivou éva submodule tov A |, éotw S va évon To 6UVORO
OOV TV TENEpUoUEVa Tapaydpevey submodules tou B. Agol to S elvan un xevo
(0 € 5), 10 S éxeL éva péyoto otoyeio C and 2.1.5. To C eivar menepacuéva
TOEAYOPEVO OO T €1, ..., Cp. Lt x80e b € B éotw Dy va eivon to submodule
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tou B mapaydyevo and T b, ¢y, ..., ¢, Tote Dy € S xou C C Dy. Agol C
uéywoto, Dy = C vy xdde b € B, w¢ ex tovtou b € Dy, = C' vy xd9e b € B xou
B C C. Agob C C B and xoataoxev), B = C xo €tol 10 B elvor nenepacpéva
nopoydpevo. (<) Aodévtog poac ahuoidac and submodules Ay C Ag C -+ -, T61E
elvon ebxolo vo emBefoudoovpe 6tL Uj>1A; elvon eniong éva submodule tou A xou
€10l elvol TEMEPAUOUEVA TOPOYOUEVO, 0C TOVUE OO TA @1, G2, . - ., Gk. Aol xdlde
a; elvon éva ototyelo xdmowou A;, undpyel évoc deixtne n tétolog Wote a; € A,
vy i =1,..., k. Enopévec, UA; C Ay, xou étoL A; = A, v i > n. O

Optopdc 2.1.12. (i) Mia kavorikrj oeipd yia éva submodule A efvar pia a-
Avoiba and submodules: A = Ag D Ay D --- D A,.

(ii) On mapdyovtes Tng oelpds efvar ta tnAika modules

AZ/AZ+1(Z = 071,...711— ].)

(ili) To pnxog tns oepds eivar o aprijds twv katdAAnAwy eykhioudy (= o
ap1duds twv teTpiupévay tapaydrTwy).

(iv) Mia emAéntuvon kavoviknig oeipds Ag O Ay D -+ D A, elvar pua kavoviki
o€ipd mov amoktiétar €l0dywrtas éva menepaoiévo apridud and mpooetikd
submodules avdueoa ota dodévta.

(v) Mia xatdAAnAn emdéntuvon efvar pia n onola éyer unkog peyaditepo ard
Ty avlevtikn) oeipd.

(vi) Avo kavovikés oeipés Aéyovtal i10odUvapes av vrdpxel pia éva Tpos éva av-
notoyia petalV twy un TeETpiUpévoy TapaysrTwy Tétola woTe avTioTolol
napdyovtes elvar wouoppikd modules. 'Etot 1006Uvaues o€ipés éxovy anapai-
TNTa To 1010 UNKOS.

(vil) Mia ovvOeon oepds yia o A efvai pua kavovikrj oeipd A = Ag D A1 D Ay D
-+ D A, = 0 térow dote kdle mapdyovras Ay /Ak+1(k=0,...,n—1) elvar
éva un undeviké module xwpis katdAAnAa submodules.

Optopde 2.1.13. (i) Mia vrooudde H jpiag ouddag G téroa dove H #
G, H #< e > Aéyetar katdAAnAn vrooudéa.

(il) Mia opdda G Aéyetar amhni av G Sev éyer kdtdAANAes kavovikés vmoopdoeg.

(iii) M vrokavovikrj cepd pag opddas G efvar e alvoida and vroopddes
G=Gy>G1 > > G, téroa dote Gy kavovikn otny G4,0 < i < n.

(iv) Or mapdyovtes tng oepds eivar ta nnAika ouddes Giy1/G;.
(v) To urikos tng oeipds efvar o aptduds Twy UN-TaUTOTIKOY TaAPAyoyTOmY.
(vi) Mia vrokavovikij oeipd térowa dote G; < G, Vi Aéyetar kavovikr.

)

(vii) Eotw G = Gy > G1 > --- > G, pa vnokavovikn oepd. Mia éva-Bripa
Beltiwon tns oepds avtrs elvar pia oepd tng popens G = Gg > -+ >
Gi>N>Gip1>->G, nG=Gy>--->G, >N, énov N eivar jua
kavovikn vrnooudda tng G; ka1 (av i < n) Giy1 kavovikij otny N.
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(viil) Mia Bertiwon pag vrokavovikris oepds S eivar omowadrinote vnokavovikn
o€lpd mov avakteftar and o S and pa memepaopuévn akodovdia pe éva-Priua
Bertidoe.

(ix) Mia Bedtiwon tou S Aéyetar katdAAnAn av to urkos tns elvar ueyaAitepo
ané to unkos tng S.

(x) Mia vrokavovikrj oeppd G = Gy > G1 > - > G, =< e > elvar
otveon oepds av kdde napdyovtag G;/G;11 €ivar anAdg.

IMopathenorn 2.1.14. FEoww A, A', B, B’ va évar vroouddes uiag opddag G
téroa ddote A’ éwar kavovikny oty A ka1 B’ kavovikij otnr B.

(i) A (AN B’) eivar pa kavovikiy vroopdda tng A'(AN B)
(ii) B'(A' N B) efvar pua kavovikij vrooudda tns B'(AN B
(iii) A/(ANB)/A'(ANB")~ B'(ANB)/B'(A' NB)

IMoapathAemnor 2.1.15. Ado onoieodrirote vnokavovikés (avt. kavovikés) oeipég
piag opddag G éxovv vnokavovikés (avt. kavovikés) BeAtidoes mou elval 1w0odvva-

€.

Oedpnua 2.1.16. Avo onocodrinote gurdéoes ogepdv pas opddas G elvar
1wodvvapes. Apa kde opdda mov éxer pia avvieon oepds kadopilel e povadikr
Alota and anAég oudoe.

Anédaitn. Agob ol clhvieor oelpdv elval UToxavoViXéC GElRES , V0 OToLEGONRTOTE
ocuviéoelc oelpds €xouv Loodivaues Bedtidoelc and 2.1.14. A& xdde Beltiwon
poc oOvideone oelpdc S €von Llooduvaur ye to S and 2.1.15. Axohouvidel 6tL 5o
onolecdinote cuvitéoelc oelpds elvan LloodUVAUES. O

Oesvpnua 2.1.17. Avo onoicodnimote kavovikés oeipes evés module A éovy
emAenTUVoes mov eivar wodlvapes. Avo onoicodnimote ouwviéoes ocipdy tov A
efvar 1006UvaLes.

Anéodaién. Ipoxdntel and ta 2.1.14, 2.1.15 xou 2.1.16. O
Ity anddegn tou 2.1.19 ypeialdpacte To €€ anotéeoua:

Ocdpnua 2.1.18. Av R daxtidiog ka1 B submodule evés R-module A, tite
undpyer pua éva mpos éva avtniotoryia peta&l tou ourédov AAwy twy submodules
ov A nov mepiéyowy o B kai to odvolo SAwv twr submodules Tov A/ B, mou
dtvetar and to C — C/B, énov C' elvar éva submodule tov A nov nepiéyer to B.

Anédain. Tnddeln : Xpnowwomnowolue 1o e€ig

(i) Av f: G — H eivau évac empop@lopdc opddwy, t61e 10 K — f(K) opile pi-
o éva Tpog éva avtio totyla uetadd Tou ouvéhou Sy (G) GV TV LTOOUESWY
K tou G nou nepiéyer to ker f xou 1o obvoro S(H) 6Awv TeV UTOOUESwY
tou H. Tnéd auth v avtiototyio xovovinéc UTOOUddES avTIoTOLYOUY oF
HOVOVIXEC UTIOOUADES.

(if) Av N elvou piat xovovix utoopddo plac opddoc G, téte xdle urooudda Tng
G/N eivau tng popyiic K/N, 6mou K eivou o unoouddo tne G mou meptéye
w0 N. Emunhéov, K/N eivor xavovix oty G/N av-v K elvar xavovixr) ot

G.
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O

Oewpenua 2.1.19. Eva un undeviké module A éxer pa ovieon oepdv av
ka1 uévo av to A wkavoroiel Tny owvdnkn avéovoas advoidas o€ submodules.

Arédeaén. (=) Eotw 6T 10 A éyel obvdeon oeipde S phAxoug n. Av eitnep cnowy
COVOLTIOV YaUAS TO MOAD,0veE cav @pivd submodules
A=A 24 242 24,2 A,

10 onolo oynuatiCel wa xavovixr oepd T uixouvc n + 1. And o nporyoluevo
Yewpnua S xaw T €youy emhentOvVoelC Tou elvan Llooduvapes. Auto elvon dtomo dLoTl
100BUVoPES OELREC Exouy (00 urxog. o xde emAéntuvor obvieong oelpds S €xel
10 {Blo uroc n 6mwe To S, oAkd xdde emAéntuvon tou T €yel anapaltnTa WAXog
Touhdylotov n+1. ‘Etot, 1o A wavorotel xau tic 800 cuvidixec ahuocidoc. (<) Av
B elvou évor un pndevixé submodule tou A, éotw S(B) va elvar 10 6Ovoho 6wV
twv submodules C' tou B tétowx wote C' # B. 'Etol edv B éyel un xatdhinio
submodules, S(B) = 0. Eniong opile S(0) = 0. T xdde B undpyet évol Yéyioto
otoyelo B’ tou S(B). Eotww S va eivor 10 chvolo hwv twv submodules tov
A xou opilew v anewdvion f 1 S — S pe f(B) = B’ (10 w€iwya e emhoyhic
xeetdleTan yior T Tawtéypovn emhoyt tou BY). And 2.1.4 (ue f = f,Vn) undpyet
pa ouvdptnon ¢ : N — S tétola dote

¢(0) = A xau ¢(n+1) = f(¢(n)) = ¢(n)".

Av pe A; ovpPorilovue t0 ¢(i), téte A D A1 D Ay D --- eivon o pdivouoa
olvoida and xotaoxevy, 6mou Yl xdnowo n, A; = A, Vi = n. Agod A, =
Al = f(A,), and opopd 1 f Belyver 61t Appr = Ay pévo av A, = 0 = Apyg.
‘Eotw m va elvar o pixpdtepog axépatog tétotoc Bote A, = 0. Tédte m < n xou
A # 0 v 6ha o kb < m. Emndiéov yio xde k < m, Ay ebvon éva péyloto
submodule tou A tétol0 Oote Ay 2 Apy1. Enopévac, xéde Ay /Agt1 elvon un
undevixd xou €yet un xatdhinia submodules ané 2.1.19. Apa, A D A3 D --- D
A = 0 glvon wioe aOvdeon oelpdc tou A. O

Optopodg 2.1.20. Eoww A évag mivakags eni €vds daxtudiov R pe povdda. KdOe
éva ané ta mapakdtw €lvar pia oToryewdon Aeicovpyia ypauunis oto A:

(i) evadrayr 6Yo ypauudy orov A.
(i) apoTepds moAAamAaoaouds pag ypauurs tov A ue éva atoiyeio ¢ € R.
(ill) ya r € R ka1 i # j, mpoodétwm r-popés tny ypauun j otny ypauui i.

ITopathienon 2.1.21. Eoww A va &var évag tivakag n X m enl €vds daktuliov
R e povdéa kai éotw E,, (avt. Ep, ) va évar o otoryeiddng tivakag mov anoktdral
exTeAdrTag pa ororyeiddn Aercovpyia ypaupts T ovo I, ((avt. I, ). Tére E, A
(avt. AE,, ) elvar o mivakag mov aroktdtal and tnr extéleon tng Aerrovpyiag T
oto A.

Oewpnua 2.1.22. Av D elvar évag daxtidiog Owaipeons, tdéte o daktiAiog
Mat, D Awy twv n X n mvdkwy mdve oto D eftvar ka1 Artinian ka1 Noetherian.



2.2 AAKTYAIOI KAI MODULE NOETHER - 21

Anddeiln. And 2.1.2 xou 1o mopandve Veodpnua enapxoly Yo vo detouue Ot
R = Mat, D éyel o obvieon oelpdc and aplotepd R-modules xou o cOvideon
oelpdc and 6e€id R-modules. I'axdde i éotw e; € R voelbvan o nivaxoc pe 1p oty
Véom (4,1) xou 0 onouvdrimote odhov. EnPefoucdote 6t Re; = {Ae; | A € R} eivon
éva aplotepd Wenddec (submodule) tou R nou mepiéyel Ghouc touc Tivoxes oto R
pe oA J undév yio Oha Tt § # 1. Ioylel 6tL Re; elvon évar ehdyioto wn undevixd
aplotepd 1WBeMdeS (Tou elvan, dev Exel xotdhhnha submodules). Evoc tpbénoc va to
deifoupe elvar PEcw OTOLYELODOUC PETACYNUATIONOD TUVEXKV (Tapamdve oplouos
xor 2.1.21). Eotw My = 0 xow vy @ > 1 éotw M; = R(ex +ex+ -+ + €;).
EmuBefounote 6T wdde M; eivan évo apiotepd 18eddec tou R xou 6t M; /M;_1 =
Re;, wg ex tovtov R = My, D My—1 D -+ D M; D My = 0 elvon o obvdeon
oelpdg and opiotepd R-modules. 'Eva mopgdupoo emyelpnuo ye o dedld 18ewon
e;R = {e;A| A € R} delyvel 6t 10 R €yel odvieon oelpdc and de&id R-modules.

O

2.2 AoaoxtOAol xow module Noether

Io v anddelén tou 2.2.2 Yo ypelao todue 1o e€hc:

Ocdpnua 2.2.1. Av R eivai évag avupetadetikés daxtiliog e povdda ka1 P
efvar éva 10eid0eg To omoio €fvar Héyo0to 0To TUYOAO dAwY Twy 10€wddY Tov R ta
omnola dev elvar memepaouéva napaydueva, tove P npdro.

Arnddeitn. Eotw ab € P ad\d a xou b dev avhxouy oto P. Téte P + (a) xou
P+ (b) elvon 13ecddn mou meptéyouy to P xou étol elvon menepaouéva maporybueva (
and peywotétna ). Enopévee, P+ (a) = (p1 + 114, ..., pn +10a) xou P+ (b) =
(P} +71b, ..., DL, + D) Y xdrow p;,p; € P xow vy, v, € R. AvJ ={r eR|
ra € P}, t6te J elvau éva 1deddec. Agol ab € P, (p,+rib)a = pia+riab € P, Vi,
étoL P& P+ (b) C J. And peywotémra, J elvon menepacuéva mopayOUEVO, 0T
J=({j1,---,7k). Ava € P, téte x € P + (a) xu 10l v xdmow s; € R, = =
n n n

> si(pi+ria) = Y sipi + Y siria. Enopévoec, (3, siri)a=x — ) . s;ip; € P,

=1 =1 i=1

n k
o’ 6mou Y. s € J. Onbte vy xdnow t; € R, Y sir; = Y tiji xou & =
i=1 i=1

n k
> sipi+ Y. tijia. Enopévec, P eivon nopoySUEVO omd T P, - . ., D, 16, - - -, JEG,

i=1 i=1
10 onolo elvar drono. Apaa € P )b € P xou P npwro. O

IMpobtaom 2.2.2. Evag avuuetalenikés daxtidios R ue povdda eivar Noethe-
rian av kair uévo av kdle mpdto 10eddes Tov R elvar memepaouéva napayduevo.

Arnddeitn. (<) Eotw mS va eivar 1o 00volo Ghwv twv Beddwy Tou R o omola
dev elvou menepaouéva mapaydueva. Av to mS elvon un xevo, TOTE YENOULOTOLOUUE
To AMjppa Tou Zorn yia va Bpolue éva uéyioto otoyelo P tou mS. To P eivou
TpdToc amd 2.2.1 xou étol glvon nenepaouéva topayuevo and unddeon. Autd elvon
dromo extoc av mS = 0. Apa, R eivow Noetherian ané 2.1.11. O

Oplowodg 2.2.3. Av B eivai éva module enf evég avnipetaletikot daxtuliov R,
wre o I = {r € R | rb = 0,Yb € B} eivar éva 15ecddes tov R. To 15edddes [
Aéyetar o undeviotic touv B oto R.
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BOewpenua 2.2.4. Eoww R daxtidiog, A éva R-module, X vrooivoro tov A,
{B; | i € I} i owkoyévaa and submodules tov A ka1t a € A. Eotw Ra =
{raminr € R}. To submodule D mapayduevo ané o X elva D = RX =
{>° 1ra; | s€ Nxa; € X,r; € R}.

Andoeiln. Tnodeiln: Av R éyel povdda 1 xou A povodiaio, téte nlp € R v
xdde n € Z xou na = (nlg)a ywo xdde a € A. O

BOewpnua 2.2.5. Av A,,..., A, 10€ddn evds daxtudiov R, tite vndpyer évag
povopopiods daktudiov 6 : R/(A1N---NA,) = R/Ay X RJ/As X --- X R/A,.
Av R? + A; = RVi ka1 A; + Aj = RVi # j tdte 0 efvar wopopgiojids Saktudiov.

Anédeaén. O xavovixde empoppopde - R — R/A (k=1,...,n) endyet évav
opopop@iopd doaxtukiny 01 : R — R/A; X -+ X R/A, pe O1(r) = (r+Aq,...,r+
Ap). Tpogavie ker 1 = Ay N---NA,. ‘Apa, 01 endryer povopop@opd Soxtuhicv
0 : R/(Al n--- ﬁAn) — R/Al X o0 X R/An. Av (b1 —|—A1,...,bn +An) S
R/A; x -+ x R/A,, téte vndpyer b € R tétoo wote b = bj(modA;), Vi.
Emopévee 0(b+N;A;) = (b+ Ay, ..., b+ Ay) = (b1 + Ay, ..., by + Ap), xou étoL
6 elvan empopplopde. O

BOewpnua 2.2.6. Eotw B éva éva nenepacpéva napaydpevo module ent evig
avtipuetadetikol daktuliov R e povdda kar éotw I va elvar évag undeviotris tou
B oto R. Téte to B ikavonoiel Tn ovvdiikn atéovoag (avt. gdivovoag) alvoidag oe
submodules av ka1 pudévo av R/I efvar évag Noetherian (avt. Artinian) Saxtidiog.

Anééaén. Eotw 6tL 1o B mapdyeton and ta by, ..., b, xa unodétw 6t 10 B
wovorolel T cuvixn adgovcag aivoidoc. Tote B = Rby + - - - + Rb,, and 2.2.4.
Emopévwe, I = L1 NIy N--- N1, émou I; elvar o undeviotrc tou submodule
Rb;. Ané 2.2.5 undpyel povopoppiopds doxtuhiov 6 : R/I — R/ x --- %
R/I,. Eivar ebxoho vo Solue 6t 8 elvon eniong évoc R-module povoyoppioude.
EmuBeBonote dtu yia xdde j n anewdvion R/I; — Rb; ye tono r+I; +— rb; elvou
évog loopop@lopos R-modules. Agol to submodule Rb; tou B avoyxootixd
wavorotel T cuvixn avgovoog ahuoidog, Yo Ty wavorotel xoau to R/I;. ‘Apa,
R/Iy @ - ® R/I, wavornowel t cuvdinn addovooc aivcidacos R-submodules
2.1.9. Enopévwe 1 xdde submodule S0 = R/I wavoroiel ) cuviinn adZoucog
ohuoidoc oe R-submodules. AX\& xdde 18eiddec tou doxtuhiou R/ elvar éva R-
submodule tov R/I. Apa, R/I eivar Noetherian. Avtictpoga, utodétw 6t R/
elvor Noetherian. EmBefoucote 6t B elvon évor R/I-module pe (r + I1)b = rb xou
61t R/I-submodules tou B elvon oxpide T R-submodules. Enopévwe, 10 B
wavorotel T ouvdrn adovoag ahuaidac arnd 2.1.10. O

IMopathenon 2.2.7. (3001, ai)(307L,) = >oin, >oit, aibjVai, by € R.

Hopathenor 2.2.8. Av R daktidiog pe povdda kar X to kévtpo touv R (kévtpo
Tou R efvai to ovvodo C' = {c € R | cr = rc ¥r € R}, téte t0 16ecdbeg (X ) nepiéyer
OAa ta memepaopéva atpoiopata riar + -+ rpan, 7 € Rya; € X

AAppo 2.2.9. Eotw P va elvar éva mpcto 106ecddes o€ évay avtipetaletikd
daktidio R pe povdda. Av C elvar éva P-mpiuapy submodule tov Noetherian
R-module A, téte vndpyer évag Oetikds axépaiog m térowog wote P™A C C.
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Arnédaén. Eotw I o undeviothc tou A 610 R %o 9ewpd Tov doxtiho R = R/I.
YupBorile o opocivoro r+1 € Rue R. Mpowavic I Cre R|rAC C C P, o-
716 610L P = P/T givou éva Bedddec Tou R. Ta A xou C eivon 1o xadévo R-modules
pe Ra =ra(r € R,a € A). IoyvpWldpucte é1L éva npwtopyxd R-submodule tou
A. AVRa € Cpyer € Rxnwa € A—C, t6tc ra € C. Agod C elva éva
npwtapyié R-submodule, 7" A C C yia xdmow n, émov R A C C xou C ebvon
R-mpotopyixd. Agod R € R | R'Ac Cyw xémowk >0 = RER|[r*AC C =
R € R/midr € P = P,P elva évo mpdto Wemdec tou R xow C elvon éva P-
TpwTopyxé R-submodule tou A. Agol R eivon Noetherian oné to mponyoluevo
Mupe, P ebvon nemepaopéva napayépevo oné 1o 2.1.11. ‘Eoto Py, ..., ps(pi € P)
vau ebvon oL yevvitopec tou P. T xdide i undpyel n; tétoo Gote priA C C. Av
m=n1+---+n,, T6T€ €yovpe and ta 2.2.7 xon 2.2.8 611 P"AcCC. To YEYOVOC
6w P = P/I xu IA =0 ouvendyer 61t P"A C C. O

Optopodg 2.2.10. Eoww R va eivar avuipuetaletikds daktiAiog pe povdda kai
B éva R-module:

(i) Eva submodule A (# B) elvar npwtapxiké avr € R,b ¢ A ka1 rb € A, téte
r"B C A ywa kdrowo n > 0.

(ii) Eva submodule C tov B éxer pua npotapyikn arootvieon av C' = A1N---N
A, pe kdOe A; éva Pi-tpwtapyiké submodule tov B kdmowo mpdto 10€ddeg
P; tov R. Av A; dev mepiéyetar otny AyN---NA_1NA 1 N---NA, kat
av ta 106ecddn Py, . .., P, elvar Saxexpiuéva, tote n mpwtapyikn anootvieon
Aéyetar peiwpévn.

(iii) Eve mpotapxiké submodule A €vds module B Aéyetar P-mpwtapxikd sub-

module tov B av P =R ka1 Q, ={r € R|r"B C A,n > 0}.

Optopodg 2.2.11. M mpwtapyixii atooyleon eviég 10ecdovg a otov dakTiAo
A elvar pia éxppaon Tov a w§ TETEPATUEVT) TOUN TPWTAPXIKOY 10€wddY, éotw N
a=Ni1Gi-

Ocdpnua 2.2.12. FEotw R érag avupetaletikds daktiliog pe povdda kar B
éva R-module mov ikavoroiel tn ouvvinkn avéovoag alvoidag o€ submodules. Tdte
kdOe submodule A (# B) éxer pa pawpérn npwtapxikij arootvieon. Xuvyke-
kpipéva, kde submodule A (# B) evés nenepacuéva napayduevov module B eni
evés avuipetatetikol Noetherian daxtidiov R kar kdle 1dedddes (7 R) tov R éyer
Hia peiwpérn mpwtapxiky aroovyleon.

Anédaién. 'Eotw S 1o obvoho 6hwv twv submodules tou B to omola dev €youv
npwtapy ) amoclvieor. Ilpogave, dev undpyouy mpwtopyxd submodule cto
S. Hpénel va detéouye ot S elvon xevd. Av S elvon pn xevo, téte S mepiéyel éva
péytoto otoyelo C. Aol C dev elvan mpwtapyxd, undpyer r € Rxau b e B—C
o0 dote b € C k& r"B ¢ C Vn > 0. Eotww B, = {z € B|r"z € C}.
Téte xdde B, elvar éva submodule tov B xou By C By C ---. And unddeon
undpyet k > 0 t.w B; = By Vi > k. 'Eotw D 7o submodule {x € B | z =
rky + ¢ ywxdmow y € B,c € C}. Hpogavidre C C B N D. Avtiotpoga,
av x € BN D, t6tc z = rfy 4+ ¢ xau 7Fx € O, an’ énov r¥y = rF(rky) =
r*(xz —c) = r*x —rFc € C. Apa y € Ba, = By. Enopévec, mFy € C xou étol
z=rfy+ceC. ‘Apa BN D C C, an’ émov By N D =C. Topa C # By, # B
xuw C # D # B ogol b € By —C xou r*B ¢ C. Ané tn peyiotétnio tou
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C o1 S, By xou D mpénel va €youv mpwtapyixéc anocuviéoelc. Etor C éxel
wlot TpwTapy iy amocbvieon, to onolo elvon dtomo. ‘Apa, S elvon xevéd xou xdde
submodule €yel npwtapyxr] anocivieon. Enopévwg, xdde submodule €yel pio
HELWPEVY TpwTaEY XY anochvieo). O

BOewenpa 2.2.13. Eoww R évag avtipetaletikds daxtidiog e povdoa, I elvar
éva 10edddes tov R ka1 A éva Noetherian R-module. Av B = N2, 1" A, tite
IB=B.

Arnddeén. AvIB = A, téte A=1B C B, ané 6nov B=A=1IB. Av B # A,
161€ and 2.2.12 1o IB éyel plo npwtopyixy| Sldonaon :

IB=A1NAyN---NA;,

omou xdie A; elvon éva Pi-mpwtapyixé submodule tou A yia xdmolo mp@to 18ewdeg
P; tou R. Ago0 IB C B ot xdle neplntwon, ypetaloyoaote va delouvye povo ot
B C A; yw x&de ¢ vy xotari€oupe oto 611 B C IB xou étor B = IB. Eotw
(1 <1< 5) doopévo. Trnodétw npdta étt I C P;. And to nponyoluevo Miuua
umdpyel évac oxépatog m Ttétolog wote PMA C A;, an’ 6mou B = N, I"A C
I™A C P"A C A;. Topo vmodétw 6t I ¢ P, Tote vrdpyer r € I — P Av
B Q A;, téte undpyet b € B — A;. Aol rb € IB C A;, b dev avrixel oto 4;
xon A; ebvon mpwtapyixd, ™A C A; yw xdnowo n > 0. Emoyévwe, r € P; agol
A; elvou éva Pi-mpwtopyind submodule. Autéd épyeton oe avtideon pe v emhoyt
wourel—PF. "Apa, B C A;. O

ITopathienon 2.2.14. Ye évav un pundevixé daxtidio R ue povdda vndpyovy
ndvta uéyota 16ecddn. Kdde 1dedddes oto R (extds tou R) mepiéyetar o€ éva
UEVITTO 10€DOES.

ARupa 2.2.15. Av J elvar éva 10edddeg o€ évay avtipetaletikd daxtihio R e
povdoda, tote ta mapakdtw elvar 1w0odlvaua.

(i) to J mepiéyetar o€ kdde péyioto 16edddes tov R
(ii) 1r — j efvar pua povdda ya kde j € J

(ill) Av A eilvar éva nemepaouéva mapayduevo R-module térow dote JA = A,
tére A =0

(iv) Av B eivar éva submodule evés nemepaouéva napayduevov R-module A té-
Tow ote A= JA+ B, téte A = B.

Andéeitn. (1) = (n) av j € J xou 1p — j dev elvan povdda, t6TE TO OEMES
(1gr—7) Bev elvou R autd xdde awtd 1.2.5 xou enopévee Tepléyeton ot €val HéYLoTo
Weddec M # R 2.214. A& 1g —j € M xu j € j C M ouvverdyouv 6t
1r € M, 7o omnolo eivan dromo. ‘Apa, 1g — j elvon pio povddo. (1) = (1) Agod
A elvon nenepocuévo TopayOUEVO, Vol TEETEL VoL UTERYEL EVoL EAGYLO TOL TR0y OUEVO
obvoho X = {a1,...,a,} ou A. Av A # 0, t61€ a1 # 0 ond ehayotoTnToL Aol
JA = A, a1 = jra1 + -+ Jpan(fi € J), and bénou lga; = a1 étoL Gote
(Ip—j1)ar=00avn=1xu

(1r — j1)ar = joas + -+ + jnanovn > 1

Aol 1r — jy ebvar wa povéda 670 R, a; = (1g — j1) " (1g — j1)a1. Eto
av n = 1, téte a3 = 0 to onolo elvon drono. Av n > 1, td1e a1 ypdpetor ooy
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YOUUUXOS CUVBUOOUOS TWV A, .. ., Gn. Enopevec, {ag, ..., an} noapdyouv to A,
70 omolo épyeton oe avtiVeon ue Ty emhoyh) Tou X. () = (1) EmBefardote 6Tt
10 yvotievt module A/B eivar tétow0 wote J(A/B) = A/B, anb énov A/B =0
xu A= B ané 1o (m). (1) = (1) Av M eivon éva onoodfnote péyioto WBeddec,
t61e 10 Weddec JR + M mepéyet to M. AMG JR+ M # R (AW R = M
and o (. Enopévwe, JR+ M = M ond peywtétna. Apa, J=JRC M. O

Ocdpnua 2.2.16. FEoww J éva 1dedddeg o€ évay avnipetaletiké daxtidio R
pe povdoda. Tove J mepiéyerar o€ kdle puéyioto 1d6eddes tov R av kar pévo av
yia ka9 R-module A ikavoroeirar n ovvinkn avéovoag advoidag o€ submodules,
Ne2,J"A=0.

Arnddeitn. (=) Av B = N, J"A, t6t€¢ JB = B ané 2.2.13. Agol B elvau me-
nepoouéva mopayopevo 2.1.11, B = 0 and 2.2.15. (<) Trodétovue 61t R # 0.
Av M elvar éva omotodrinote péyloto Wemdec touv R, t6te M # Rxw A = R/M
elvon évar un undevixé R-module to omofo dev €xel xatdAinia submodules. Etou
A tetppéva xavorotel T ouvdhixn adlovoac ahuoidag, arn’ érou N, J"A = 0
an6 vnddeon. Agod JA eivon évo submodule tou A, elte JA=AH JA=0. Av
JA = A, t6te J"A = AVn. Enopévwc, N, J"A = A # 0, to onolo elvau dromo.
‘Etot JA=0. AM& 0= JA=J(R/M) ouvendyetn 61 J C JR C M. O

ITépiopa 2.2.17. Av R elvar évas Noetherian tomikds 0aktiAiog ue uéyroto
16ecddes M, téte NS M™ = 0.

Anédaén. AvJ =M xou A= R, 16t J"A = M" ond 10 nponyoluevo Yedpnua.
O

Optowode 2.2.18. Evag womikds daktiliog eivar évag daktidios R e éva po-
vadiké U€YIoTO 10€ADGEG M.

Oedpnua 2.2.19. Av R tomkds daxtilios, téte kdle nenepaouéva napaydpevo
mpoPoliké R-module eivar edevlepo.

Anédain. Av P eivan évo menepaopéva mopayouevo mpofoiixd R-module,téte
and noplopa undpyel éva eledidepo R-module F' ye pio menepocuévn Bdon xou
évay empoppopd m 1 F = P. And oha ta eheddepa R-modules F' pe auth v
WiotnTor Srodéyw éva pe pla Bdomn {1, ..., x,} 1 omola €xel évay ehdyoto aprdud
ototyeiwy. Aol T eivan empoppiopéde {m(xy), ..., m(x,)} avayxaoTnd nopdyouv
0 P. Ilpdta Yo deiloupe 61t K = kerm nepiéyetan oto MF, émov M elvon 1o
povadixd péyioto Weddes tou R. Av K ¢ MF, téte undpyet k € K ye k dev
avixet cto MF. Topa k = rzy + -+ + rpy Ye 73 € R povadnd xodopiopévo.
Agol k dev avrixer oto M F, xdmnow and ta 13,01 T0 71,08V elvar oTouyelo tou
M. Ané dedpnua, to r1 elvar povdda, an’ émov zq — Tl_lk = —7"1_17’2332 — =
n
1 rat,. Enopévoc, apol k € kerm, () = w(xy —ry k) = 1( Y] —ry tria) =
i=2

n

oo —rrim(x). Apo{m(z2),...,m(xn)} nopdyer 1o P. 'Etol edv F/ elvou to
i=2

ehellepo submodule tou F' pe Bdon z2,...,x, xou 7' 1 F' — P o meploplopds
tou ' oo F, téte T’ elvan évac empopgiopdc. Autd €pyeton oe avtideon pe v
emhoyy Tou F va €yel ula Bdon ye ehdyloto manddpripo. Etor K C MF. Agod
0+ KSFI P—0co axpPric Tote xou P elvon mpofohxd K @ P = F' and
Yedpnua. Y6 tov ioopoppoud (k,0) — k,Vk € K, oan’ 6nov F eivon to ecwtepind
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evd0 ddpoopo ' = K@ P ye PP = P. Etot F = K+P C MF+P'. Avu e F,
tote u = Y muv; +p; e m; € M,v; € Fyp; € P'. Enopévwe, 6to R-module

F/P,
u-i—P':Zmivi‘l‘P/:Zmi(vi'f'P/)eM(F/P/)

, an’ émou M (F/P') = F/P'. Agol F eivon tencpaopéva topayouevo, Yo etvat xou
0 F/P'. Apa K = F/P" an6 2.2.15. 'Etor P = P’ = F xau P eivau ehetdepo. O

BOewpnpa 2.2.20. Av R eivai évag avtipetabeticds Noetherian Saxtidiog pe
povdda, tdte To 10 efvar ka1 0 R[xy, ..., Ty

Arndbeén. popavix apxel va deifovye 6t R[x] eivon Noetherian. Ané 2.1.11
opxel vo det&oupe 6t xdide Weddec J oto R[z] eivon tenepacuéva topayouevo. Ta
xqen > 0, éotw I, voelvor 1o 6OVoho OAwY Twv r € R tétola date r = 0 1) 7 ebvou
o ueylotofdiulog cuvteheo g evog mohuwvipou f € J Baduod n. EmPeBaucdote
ot xdde I, etvon éva 18ewdeg tou R. Av r elvon éva un undevixd otolyelo tou I,
xon f € J elvon éva mohuwvupo Baduod n pe yeylotoBdduio cuvieleoty r, toTE
T elvow emiong o peyotoBdtuoc cuvteleotic Tou = f, To onolo elvol TOALWYLUO

oto J Badpod n+ 1. Etov Iy C I1 C Iy C ---. Agol R eivon Noetherian,
undipyel évag axépatog t tétoloc wote I, = I;,Vn >t : emniéov, and 2.1.11 xdde
I, (n > 0) elvou nenepacyéva mopoyOUEVO €0Tw Iy = (1, Tn2, - - - Thi, ). Lo xde

Trj ME 0 <n <txa 1l <5 <y, 0t fr; € J va évor €vo moAuwvLPO Porduol
n pe peyiotoBdduo cuvtehest| ;. Iopatneriote 6t fo; = 1o; € R C Rlx].
Oa deifouye 6L T0 WBeDdEC J Tou R[x] mapdyeton and To NEMEPACUEVO GUVOLO
v tohuwvipny X = {f | 0 < n < t;1 < j < i,}. Ipogavde, (X) C J.
Avtiotpoga, ta moAvmvupe undevixol Baduod oto J elvan axpBie ta otouyela
Tou Iy xou étot nepiéyovtan oto (X). Me enaywyy, unodétw étu (X) nepiéyel Gha
o Tohvwvupa tou J e Badud hyodtepo amd k xan éotw g € J va €xel Padud
k xou peyiotoBdduio ouvtereot r # 0. Av k < ¢, t6te r € [} xou étoL T =

23
S1Tk1F+S2 k2 ++ -+ 85y, Thiy, YL XETOWL S € R. "Apa o tohuddvupa > s, fi; € (X)

j=1
€xel yeylotoPdduio ouvteheoth r xou Badud k. Enopéves, g—> s; fr; €xet Badud
J

0 Toh) k—1. Ané enaywywh unddeon g— 3 s; fr; € (X), an’ émou g € (X). Av
J

it 7./1,
k>t toter €l =1 xour = s;7j(s; € R). Emnhéov > s;zk~tf,; € (X)
i=1 i=1
éyel ueyotoBddpo ouvtehesth 7 xou Paduéd k. ‘Etor g — Y s;28 7t fi; éyer Bodud
J

70 ToNU k — 1 xou Bploxeton oto (X)) and enaywywt, vnédeorn. Enopévee, g € (X)
%ol OAOXANEGVETOL M) eToywY . Apa, J = (X). O

Oedpnua 2.2.21. Ay R eivai évag avtipetadeticds Noetherian daxtidiog pe
povdda, tdte efvar kar to R[[x]].

Anédeaén. Apxel and 2.2.2 apxel va Seifoupe 6Tt xdde npwto Wendec P oto R[[z]]

elvon Temepaouéva oparydpevo. Oplle évav empoppiopd Saxtuliov R[[z]] — R
o0 .

o onofoc otéhvel xdde duvagooelpd f = Y a;x* otov otadepd 6po ag. Eotw
i=0

Px va ebvon 1 exxéva tou P umd auth Ty anexdvion. Tote Px elvon nemepacuéva

Topary OUevVo Wemdec oto R 2.1.11, ac ebvaw Px = (r1,...,7y,). Do xdde ; Stodéyew
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fi € P pe otadepd 6po r;. Av x € P, woyvelldpacte 6t P napdyeton omd T
o0

T1yeeoy Ty @, 1lpdTa oMUEWdVOUPE 6TL av fr = T + Y, a;z%, T6te 1) = fr —
i=1

o0 X oo )
(Y ajpa)) € P. Av g = Y big' € P, t6t€ by = 5171 + - + SpTp YW
j=0 i=0

n
xanota s; € R. Enopévec, g — > sir; éxer undevind otadepd dpo: o omolog etvon
i=1

g — Zs ri = zg1(g1 € R[[z]]). Apx, g = Zsm + zg1 xou P moapdryeton omd
o 7“17 cey Ty . Av x Bev otw]xa oto P, LoxupLCopaOTs ot P nopdyeton amd ta

fi,-sfun € P. Av h = Z citt € P, t6te ¢g = ti11 + -+ + tpry YO XdTOW
=0

t; € R. Enopévue, h — Z ti fi = xhx yw xdmowo hx € R[[z]]. Agob x dev avrixe
=1
ot0o P xouw zhx = h = Zt fi € P xou P ebvon mpdyto, éyoupe 6t hx € P. o xdde

h € P, dwhéyw t; € R xou hx € P tétow hote h = Z tifi +xh * (AC). Eotw
=1
AP — P vacivon ometxowon nou opiletan ye h — h* ‘Eotw g éva onolodrrote

otouyeio Tou P. Téte and 2.1.4 (ue A = f,,, Vn) vndpyet pla cuvdptnon ¢IN — P
TETol OO TE

$(0) =g xou p(k+1) = A(p(k)) =k *.

‘Eotw ¢(k) = hy € R[[z]] xon ouuBoloe ye ti; ta mponyolueve otolyela tou R
TETOlL OOTE

hie = thifi+ahpx =Y trifi + Thigr.

i=1 i=1

T xdde i(1 <i<n) éotw g; = Y, tpixk € R[[z]]. Tére
k=0

oo

gifi+ A gnta =D O tkia®) fi = Z Ztszz = (hn — vhii)z

i=1 k=0 k=0 i=1 k=0
Enopévwe, yia xdde m > 0 o ocuviehestic Tou ™ 070 g1 f1 + -+ + gnfn ebvon 0

m
{dloc pe Tov ouvteheoth Tou ™ 010 Y (hiy — Thi1)x®. Agol

m

1 1
> (h = whiga)at = ho — 2 hyyy =g — 2" B,
k=0

0 ouvtedeoThc oL & 610 fi1g1 + -+ + fugn cbvon axpBdc o cuvtereo g Tou
™ o710 g. Apa, g=g1f1+ -+ gnfn xu fi1,..., frn, ToEdyOLY TO P. O






Kegpdiowo 3

Artin xou Noether
QAKX TUALOL

3.1

EmintAgéov yio Noether daxtuAioug

Oeswpnua 3.1.1. Trolérw du M éye a ovvleon oepds unkouvs n. Tdte
kdOe ovvleon oepds tov M éxer unkos n, kar kdle advoida tov M pmopel va
enextalel o€ pa ovvieon oeipdg.

AnddeiEn. Eotw ((M) to ehdyioto pixoc wog obvieonc oelpdc evoc module M.
(U(M) = 00 av M Bev €yel obvieon oelpdc).

(i)

(i)

(iii)

N C M= {N)<lM). Eotww (M;) wa obvdeon oepde tov M ehayiotou
uhxoue xan Yewpdd to submodules N; = N N M; tou N. Agob N;_1/N; C
M;_1/M; xou o tehevtaio ebvon évo amhd module, éyouvye eite N;_1/N; =
M;_1/M;,  oddds Nj—q1 = N, an’ 6Tou apoup®dvtas ENavolauBavouevous
bpoug éyovue wa oOvideon oepde tov N, tétowa dote £(N) < ¢(M). Av
UN) =4(M) =n, t6te N;_1/N; = M;_1/M; v xdde i = 1,...,n, étol
M, 1=Np_1,Mp_o=Np_o,... xot tehixd M = N.

Kéde ohuoida oto M éyer whxoc < £(M). Eotww M = My D My D ...
ohuoida pixoug k. Téte and o (i) éxovue (M) > L(My) > -+ > L(My) =
0, étoL L(M) > k.

'Eoto onowdfnote ohvdeon oeipde tou M. Av éyel ufixoc k, téte k < £(M)
and To (it), étoL k = (M) ané opopd tou £(M). Etol dhec oL cuviéoeic
oelpde €youv to Blo uhxoc. Telxd, éotw omowdhmote oduocida. Av to
whxoc e ebvan £( M), téte npénel va elvon ohvdeon oelpdc. Av to prhxoc tne
elvon < £(M) Bev elvan oOvieon oelpdc, €ToL byl HEYIOTY, XU ETOL UTOPOUUE
va tpoodécoupe Gpouc éyet To uhxoc va yivel £(M).

O

IMapatrenon 3.1.2. Ta mapaxdtw efvar w0odvvapa:

(1)

(i)

KdBe avéovoa akodovdia x1 < xo < ... ot0 S elvar oradepri. (vndpyer n
TéTO10 DOTE T, = Tppg1 = ... ).

KdOe un kevé vrootvolo touv S éyer éva péyoro aroiyeio.
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BOewpenua 3.1.3. To M éyer odvleon oepdy av kar pévo av to M 1kavonoiel
ka1 tig Vo owvdnKes aAvoidwy.

Andbeitn. (—) Olec ol ahuaidec givan oplodeTipévou uixoue, €Tol .oy DouV xaL oL
800 ocuviixec. () Kataoxeudlovue pa obvideon oelpdy tou M og e€hc. Agol
M = My wavoroteitar 1 cuvdnun peyiotou and 3.1.2, xou dpo €xel €va Y€YloTo
submodule M; C My. Hapdpowa, M; éyel éva yéyloto submodule My C My, xou
opoiwg ouveyilouue. Etol éyouue uio avatneds @divouca ahusida My O My D
... 1 onola and cuviixn @iivoucag alualdag mpénel Vo elval TEREPACUEVT Xou ETGL
elvow pLor ovieon oelpddy tou M. O

Oewenua 3.1.4. I'a k-6iavvouatiko xopo V o1 mapaxdtw ovviikes elvar 100-
dvvaues:
(i) memepaouévn hidotaon
) menepaoiévo unKkog
(iil) owvdikn avéovoas advoidag
)

ownkn elivovoag avoidag.
EmnAéov, av ikavoroioUvtar avtés or ovvinkes éxoupe ot to unkog wovtai
ue Ty didotaon.

Anédeaén. (i) — (i) Hpogavéc. (it) — (i), (413) — (iv) ond 10 TEONYOVUEVO
Oedpnua. Méver va detloupe ot (491) — (4) xou (iv) — (). YmoYétoupe bt
dev éyel nenepoouévn ddotaon. Tote vndpyet o drelpn oxohoudio (25, )n>1 ond
yoopuxos aveldptnta otoyeian tou V. ‘Eotw U, (avt. V) va éwva o Sioavuopo-

TXOC YOPOC TOU XOAUTTETOU OO TA L1, ..., LTy (AVT. Tpi1,Tni2,...). TOTE N
oholBo (Up)n>1 (avt. (Vi)n>1) elvon dmeipn xon avotnene ad&ovoo (avt. auoTh-
pie pdivovoa). O

Xoeelal OUAoTE TO TAUPAUXETL ATOTENECUAL

Mopathenon 3.1.5. Eoww 0 — M’ % M M =0 pia akpifris akolovdia
and A-modules. Tdre:

(i) M Noetherian av-v M' ka1 M Noetherian
(ii) M Artinian av-v M' xax M Artinian

BOewpenpa 3.1.6. Eoww A évag daktilios atov omoio to undeviks 10eddes eivai
éva Ywopevo my - - - My, and uéyiota 16ecddn. Tdte A eivar Noetherian av ka1 puévo
av A Artinian.

Anédaitn. Oewpolye Ty aAucido amd WeddN A D my D mimg 2D --- D My - My,
0. Kdde napdyovtag my - --mi_1/my ---m; ebvor davuopatindc yodpoc enl Tou
A/m;. "Etol ouvifiun abdfoucac alucidac av-v cuvixrn @divoucas ahuoidag yia
x&le mopdryovta. ANAG, cuviden adZouoas ahvotdog (avt. cuvdiun @divousog
ohvolBog) yio xdlde mopdyovta av-v cuvdfxn adZoucos ohvatdoc (avt. cuvdfixn
pdivouooc ahuoidac) i o A, and enavolopfovopevn e@appoyy Tou Yewpuatos
3.1.5. 'Etol cuviniun abouvoag aiucidag av-v cuviniurn gdivoucac ahuolbac yia
10 A. O

Optopdc 3.1.7. Eva 1bedddes a Aéyetar avdywyo av a = bNe = (a = bora = ¢)
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AAupa 3.1.8. XYe évav Noetherian daktidio A kdOe 10edddes elvar pa menepa-
ouérn toun avdywywy 10€wdwv.

Anédaén. Trodétoupe 1o avtideto. Tédte to clvoro amd WBeddn Tou A Yo T0
omnolo to My etvan Aavioacpévo eivon un xevd, xou €tol Exel €va Y€yioto aTolyelo
a. Aol a eivon avaydyo éyovye a = bNc énov b D a xa ¢ D a. 'Etol xdde
éva amd tou b, ¢ elvon Wial TEMEQUOUEVT ToUY) amd avaywyd WBEMON Xxou £TOL XAl TO a.
"Avomo! O

Ocdpnua 3.1.9. Ye évav Noetherian Saxtidio kdle avdywyo 10eiddes elvai
TPWTAPXIKO.

Anddeln. Apxel vo Sel&oupe 6T av o undevind 1WBeddeg elvan auelwto TOTE Elvon
mpwtapyxéd. ‘Eotw zy = 0 ye y # 0 xu éotw n ahuoida and 1deddn Ann(z) C
Ann(mz) C .... And ) ouvinm ablovoag ahvoidog, elvar otadepr To onolo
onuaiver 61t Ann(z™) = Ann(z" ) = ... v xdmoo n. Axohovdel 6t 2" N(y) =
0: avac (y) t6tc ar = 0 xou av a € (") té1€ @ = ba", étoL ba" Tt = 0, an’
émov éyouue b € Ann(a" ) = Ann(a™), étol ba™ = 0 xu dpo a = 0. Aol o
(0) eivon opeiorto xou (y) # 0 mpéner va éyoupe 2™ = 0 xon awtd onuaiver 6t (0)
EWvalL TP TAPYLXO. O

Ocswpnua 3.1.10. Ye évav Noetherian daxtidio A kdOe 10edddeg éxer pia mpow-
Tapx1kn aroovvleon.

Ocsvpnupa 3.1.11. Xe évar Noetherian daktidio A kdOe 10ecddes a mepréyer pia
dvrvaun tng pilag tov.

Anddaén. Eotw o 1, ..., 2, napdyouy 1o r(a) : z;" € a(l < i < k). Eotw
k

m = Y (n; — 1)+ 1. Téte r(a)™ nopdyeton and t0 ywoUevo x' -2, F ue
i=1

> ;T = m. Amo oplopd TOU M TEETEL Vo €YOUPE T > N YL TOUAGLOTOV évay

deixtn i. ‘Etot xdde yovdvupo Beloxetar oo a, xou étol r(a)™ C a. O

Ocsvpnupa 3.1.12. Ye évav Noetherian daxtidio to nilradical eivar undevodv-
vajLo.

Arnddeitn. Av mdpovpe yia (@) = 0 and 10 TPONYoLUEVO Vedpnua TEOXUTTEL TO
{nrolyevo. O

3.2 Artin daxtOAloL

Oeswpnupa 3.2.1. Xe évar Artinian daktilio A kdOe mpddto 10€cdes elvar uéyr-
oo.

Arnddeitn. Eotw p éva npdto Beddec tov A. Téte B = A/p eivon wa Artinian
axépona mepoy . ‘Eotw x € B,z # 0. And cuvinum gdivoucoc alualdag Eyouue
(z™) = (2" yio xdmowo n étol 2™ = 2"y yio xdmowo y € B. Agol B eivon
axéponar meployf xaw = # 0, umopw va dayedde ta 2™ xou étol xy = 1. ‘Etor x
€yel avtioTpoo 610 B, xou dpa To B elvon owua T€Tolo KoTe p elvon €vor uEYLoTo
LOEDDES. O

Optopdc 3.2.2. Eva otoiyeio © (avt. éva 1deddbes 1) Aéyetar undevodvvapio
edv vndpyer n térow dote " =0 (avr. I =0).
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Opgiopodc 3.2.3. Nilradical evés avtipetadetikol daktudiov €ival To 10€kdes mou
Tepiéyel Ta UndevodUvaua oTolyela.

Opiowoc 3.2.4. To piliké Jacobson evog daxtudiov R efvar n toun) twv péyi-
0Ty 10€wddv Tou R.

Aol oha ta péyiota WBeDdT elvan mpddTa, To nilradical nepiéyeton oto Pl
Jacobson.

IMapathipnon 3.2.5. Ye évav Artinian daxtdhio o nilradical woltar pe o
p1lixé Jacobson.

‘Eyouue v mopaxdte mpdtact ywels anddelén:

ITeétaom 3.2.6. Eotww ay, ..., a, 10600 ka1 p €va mpdTo 1060065 TOU TEPIE-
xetar oTny toun) Ni—qa;. Tdéte p D a; ya kdnow i. Avp=Na; = p=a;

Oewenua 3.2.7. Evag Artinian daxtidiog éxer uévo évav menepacévo aprdud
ané puéyrota 16ewion.

Anédeiln. Oewpdd T0 GOVONO OAWV TWV TETEPACUEVWY TOUGOY Ty N -+ N my., m;
péylota Wewdn. Autd to olvolo €xel eENdyioto otouyeio, E0Tw To My N -+ NMmy,.
‘Etol yio xde yéyioto 1decddeg m €yovpe mMNmy N« Nmy = mg N -+ Nmy, %ol
gtoLm 2D my M- Nmy,. And v napandve npdtacn m 2D m; yia xdnoto i. Apa
m =m; apolL m; YEYLoTO. O

BOewpenpa 3.2.8. Ye évav Aritinian daxtidio to nilradical R eivar undevodv-
vapio.

Anédaén. And cuvdnn gdivoucac ohuoidac éyovue RF = RFL = ... = a, yio
xdmoto k > 0. YTrodétouue 6Tt a # 0, xou €0t X 10 GUVOAO OAWV TWV LOEMDWY
b tétowa wote ab # 0. Tote 3 ebvan pn xevéd agold a € . 'Eotw ¢ to ehdyloto
otoyelo Tou L. Téte vndpyer & € ¢ t€to0 wote za # 0. Eyoupe (z) C ¢,
xou étol (x) = ¢ and ehaylotéTnTe Tou e AN (za)a = za? = za # 0, xou
za C (x), étol () = xza and ehayotdétnra. ‘Etor 2 = zy vy xdmoo y € a xou

Gpox =y =2y’ = - =ay" =.... AAdy € a =RF DR, éto1 y e
undevodivapo xou deo x = xy”™ = 0. Autd épyetan o avtideon ye v emhoyy
Tou x, xou €tol a = 0. O

Optopde 3.2.9. Opilovue ws didotaon tov A kar oupfodilovpe pe dim A va

éval To supremum Ty Unkdy 6Awv Ty alvoidwy atd mpdta 10€idn oto A.

BOewenua 3.2.10. Evag daktihios A éwvar Artinian av-v A elvar Noetherian
kar dim A = 0.

Anédeaén. (=) Ané 3.2.1 éyoupe 6t dimA = 0. 'Eotw mi = 1,...,n va évon
Broxexpluéva péylota Weddn tou A 3.2.7. Téte [[[, mF C (NP_ym;)* = R* = 0.
‘Etot ané 3.1.6 A Noetherian. (=) Agol to pundevixd WBenddec Exel npwTapy Xy
anocUvieon 3.1.10, A éyel uévo évov mencpacuévo apldud omd eAGYLoTO TEWTO
WBeddN, xou Ohat awtd elvon péyiota ool dimA = 0. 'Etor R = N}_;m;, éyou-
we R* = 0 oné 3.1.12, éwou [[_, m¥ = 0 énee oo mponyoluevo pépoc g
an6deEng. Ano 3.1.6 A eivon Artinian. O

It vor amodei&oupe to Oeuehiddes Ocwpnua yia Artinian doxtuiioug Yo ypeeta-
GTOVUE TA TOPUXATE:
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Ocdpenua 3.2.11. Eotw A daktihios kat ai,...,a, 10ekddn tov A. Opilw
opopoppioud ¢ A — [, (A/a;) pe p(x) = (z +ar,...,z+ ay).

(i) Av ai,a; mpdta peta&d tovs ya i # j, tore [ a; = Na,.
(i) ¢ etvar ent av-v a;, a; mpdra peta&l tovg yia i # j.
(ili) ¢ evar1:1 av-v Na; = (0).

Oceopnpa 3.2.12. Eotw a,b 10eidn oe éva daxtidio A térow dote r(a),r(b)
mpdta peta&l tovg. Tdte a,b mpdta petaéd tovs. (r(a) ={x € A|z™ € a,n >

0})

Opiopdg 3.2.13. Eva olvodo ¥ and mpcta 16€cdn mov aviikouvy oto a Aéyetal
anopovwuévo av ikavorolel TNy tapakdtew ovvdnkn: av p’ elvai éva tpdto 186eddbeg
Tov avijkel oto a kai p' C p ya kdwoio p € X, tére p’ € .

Oceopnpa 3.2.14. O1 anopovwuérves ouriotdoes (o1 omoles elval o1 TpwTaAPXI-
Ké§ oWI0TAOES ¢; TTOU avTiIoTo oy o€ eddyiota mpdta 16€cxdn p;) kalopilovar
povadikd ané o a.

Oedpnua 3.2.15. Evag Artinian daxtidios A efvar povadikds (uéxpt iwwopop-
proudv) éva tenepacuévo evdl yvduevo and Artinian tomikols daktulious.

Anédaén. 'Eotw m;,i = 1,...,n va etvon Sloxpttd péylota 10e@dn touv A. And
v amédelln tou 3.2.10 éyoupe 6t [[1; mF = 0 yu xdmowo k > 0. Ané 3.2.12
o WBeddn mE elvor avd Ledyn mpdta uetofl Toug, xo étor NmE = [[mF and
3.2.11. Enopéveg and 3.2.11 n guowd anewévion A — [, (4/mF) elva 100-
poppiopse. Kdde A/mP eivor évac Artinian tomixde SoxtOhoc, xou dpo A ebvou
éva eud0 yivouevo and Artinian tomxolg daxtuliouvg. Avtiotpoga, utodétw ot
A = [T, A4, 6mou T A; ebvon tomixol daxtOhor. Tédte yio xdde @ €xoupe é-
vy puowd empopPiopd (TtpoBolf otov i-061é napdyovta) ¢; 1 A — A;. Eotww
a; = ker(¢;). Ané 3.2.11 to a; givon avd Lebyn mpdta xou Na; = 0. Eotw ¢; va
elvon To wovadind mpdto WeMdES Tou A; xou €0Tw p; Vo elvon 1) avtio Tpopn excdva
ToU ¢, ONAadN ¢;1(qi). To Weddec p; elvon TEHTO, XU €TOL PEYIOTO amo 3.2.1.
Aol g; elvon undevodivopo, éyouue 6Tt a; elvon pi-tpwtopyxd xa étol Na; = (0)
elvou ot Tpwtapy ) andovvieoT Tou undevixob Wewdoug oto A. Aol ta a; elvon
avé Lebym mpata, Yo elvon xou To p;, %o dpot EVOUL ATOPOVWUEVA TR T LOEDDT] TOU
(0). "Etol 6hec oL TpwTAPYIXES CUVICTWOOES @; EVaL AMOUOVWUEVES Xol dpot LOVo-
duxd xardoplopévec and o A 3.2.14. 'Etot ot Saxtihor A; = A/a,; xadopilovton
povadixd and to A. O
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