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Εισαγωγή

Σε αυτή την πτυχιακή ασχολούµαστε µε την ∆ιάσταση σε Τοπολογικούς Χώ-
ϱους.

Στο πρώτο κεφάλαιο εισάγουµε ϐασικούς τοπολογικούς ορισµούς. Στο
δεύτερο καφάλαιο, ορίζουµε την έννοια της διάστασης σε τοπολογικούς χώ-
ϱους και αποδεικνύουµε ϑεωρήµατα και προτάσεις σχετικά µε αυτήν. ΄Ε-
πειτα, δίνουµε κάποια παραδείγµατα ϐασικών πεπερασµένων διαστασιακά
τοπολογικών χώρων που µας ϐοηθούν να κατανοήσουµε καλύτερα τις έννοιες
και τις προτάσεις αυτές.

Στο τρίτο και τελευταίο κεφάλαιο, αναφέρουµε και αποδεικνύουµε το µεί-
Ϲον ϑεώρηµα αυτής της πτυχιακής, το ϑεώρηµα της εµφύτευσης, καθώς επί-
σης και το ϑεώρηµα, ότι κάθε συµπαγές υποσύνολο του RN έχει τοπολογική
διάσταση το πολύ N .





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές έννοιες και ορισµοί

1.1 Βασικοί Ορισµοί και Θεωρήµατα

Ορισµός 1.1.1. Υποθέτουµε ότιX είναι ένα µη κενό σύνολο και ρ : X×X →
R µια συνάρτηση. Η πραγµατική συνάρτηση ρ ονοµάζεται µετρική στο X αν
για τυχόντα x, y, z ∈ X ικανοποιούνται οι παρακάτω τρεις ιδιότητες :

(i) ρ(x, y) = 0⇒ x = y

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x)

(iii) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) (Τριγωνική Ανισότητα)

Ορισµός 1.1.2. ΄Ενα σύνολο X εφοδιασµένο µε µία µετρική ρ ονοµάζεται
µετρικός χώρος και συµβολίζεται (X, ρ)

Ορισµός 1.1.3. ΄Εστω α ένα τυχαίο σηµείο ενός µετρικού χώρου (X, ρ) και
ϱ ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Ονοµάζουµε σφαιρική περιοχή ή σφαίρα µε
κέντρο το σηµείο α και ακτίνα ϱ , το σύνολο B(a, r) που ορίζεται µε τον τύπο

B(a, r) = {x ∈ X : ρ(x, a) < r}

∆ηλαδή, σφαιρική περιοχή µε κέντρο α και ακτίνα r, r > 0 είναι το σύνολο
των σηµείων του χώρουX που η απόστασή τους απο το α είναι γνήσια µικρότερη
του αριθµού r. ΄Οταν απαιτείται χρησιµοποιούµε το συµβολισµό Bρ(a, r) αντί
για B(a, r) για να υποδηλώσουµε την µετρική ως προς την οποία ϑεωρείται η
περιοχή.

Ορισµός 1.1.4. Μια ακολουθία {xn} σε έναν µετρικό χώρο (X, ρ) λέγεται
ϐασική ακολουθία ή ακολουθία Cauchy αν :

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N) µε m,n > n0 ⇒ ρ(xm, xn) < ε
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Ορισµός 1.1.5. Μια συλλογή {A,B} υποσυνόλων ενός συνόλου X είναι µια
διαµέριση του X αν A 6= ∅ 6= B µε A ∩B = ∅ και A ∪B = X.

Ορισµός 1.1.6. ΄Ενας µετρικός χώρος X ονοµάζεται συνεκτικός (connected)
µετρικός χώρος αν δεν υπάρχει ανοιχτή ή κλειστή διαµέριση του X σε δύο
υποσύνολα του.

Ορισµός 1.1.7. Λέµε ότι ένας τοπολογικός χώρος (X,J ) είναι κανονικός αν
για τυχόντα F1, F2 κλειστά υποσύνολα του X , µε F1 ∩ F2 = 0 , υπάρχουν
A,B ∈ J , µε F1 ⊆ A, F2 ⊆ B και A ∩B = ∅.

Ορισµός 1.1.8. ΄Εστω φ : X → R , τότε ορίζουµε το support της φ να είναι
η κλειστότητα του συνόλου φ−1(R \ {0}). ΄Ετσι αν το x ϐρίσκεται εκτός του
support της φ τότε υπάρχει κάποια περιοχή του x την οποία η φ την µηδενίζει.

Ορισµός 1.1.9. ΄Εστω {U1, . . . , Un} µια πεπερασµένη συλλογή η οποία είναι
µια κάλυψη του X από ανοιχτά σύνολα στον X. Μια οικογένεια συνεχών συ-
ναρτήσεων φi : X → [0, 1] για i = 1, . . . , n
την ονοµάζουµε διαµέριση της µονάδας που κυριαρχείται απο τα Ui αν :

(i) support φ ⊂ Ui, για κάθε i

(ii)
∑n

i=1 φi (x) = 0, για κάθε x

Θεώρηµα 1.1.10. ( ΄Υπαρξη των πεπερασµένων διαµερίσεων της µονάδας
) ΄Εστω {U1, . . . , Un} να είναι µια πεπερασµένη συλλογή η οποία είναι µια
ανοιχτή κάλυψη ενός κανονικού χώρου X. Τότε υπάρχει η διαµέριση της
µονάδας που κυριαρχείται από τα {Ui}.

Ορισµός 1.1.11. ΄Ενα υποσύνολο A του X λέγεται ανοιχτό εάν για κάθε
x ∈ A,

B(x, ε) ⊆ A.

Ορισµός 1.1.12. ΄Ενα σηµείο x ϑα λέγεται σηµείο επαφής του συνόλου A αν
για κάθε ε > 0 ισχύει B(x, ε) ∩ A 6= ∅.

Ορισµός 1.1.13. Το σύνολο των σηµείων επαφής ενός συνόλου A το ονοµά-
Ϲουµε κλειστή ϑήκη ή κλειστότητα του συνόλου A και συµβολίζεται µε A.

Ορισµός 1.1.14. ΄Ενα σύνολοA ϑα λέγεται πυκνό υποσύνολο τουX ή πυκνό
στον X εάν A = X.

Ορισµός 1.1.15. ΄Ενα σύνολο A ϑα λέγεται ε-πυκνό υποσύνολο του X αν
ισχύει :

(∀x ∈ X)(∃y ∈ A)ρ(x, y) < ε
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Πρόταση 1.1.16. ΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου X είναι πυκνό
στον X αν και µόνο αν είναι ε-πυκνό υποσύνολο του X για κάθε ε > 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι A είναι πυκνό υποσύνολο του µετρικού χώρου (X, ρ)
και ε τυχαίος ϑετικός αριθµός. Θεωρούµε τυχαίο x ∈ X και την σφαιρική
περιοχή B(x, ε) του x. Επειδή x ∈ X = A ϑα έχουµε B(x, ε) ∩ A 6= ∅ και
άρα υπάρχει y ∈ B(x, ε) ∩ A. Τότε όµως, το y ∈ A και ρ(x, y) < ε. ∆ηλαδή
το A είναι ε-πυκνό υποσύνολο του X για τον τυχαίο ε > 0.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ε > 0 το A είναι ε-πυκνό υποσύνολο του
X, x τυχαίο σηµείο του X και r τυχαίος ϑετικός αριθµός. Τότε ϑα υπάρχει
y ∈ A τέτοιο ώστε ρ(x, y) < r. ∆ηλαδή, ϑα υπάρχει y ∈ A, µε y ∈ B(x, r).
Εποµένως, y ∈ A ∩ B(x, r) 6= ∅. ΄Αρα, επειδή ο r είναι τυχαίος ϑετικός
αριθµός το x ∈ A. ΄Ετσι αποδείχθηκε ότι X ⊆ A ή, ισοδύναµα, X = A, που
σηµαίνει ότι το A είναι πυκνό στον X.

Ορισµός 1.1.17. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) λέγεται πλήρης µετρικός χώ-
ϱος αν κάθε ϐασική (Cauchy) ακολουθία του X είναι συγκλίνουσα στον X.

Ορισµός 1.1.18. Η συλλογή J είναι µία τοπολογία στον X αν έχει τις παρα-
κάτω ιδιότητες :

(i) ∅ ∈ J , X ∈ J

(ii) ∀A,B ∈ J ⇒ A ∩B ∈ J

(iii) ∀C ⊆ J ⇒ ∪C ∈ J .

Κάθε µη κενό σύνολο X στο οποίο έχει οριστεί µία τοπολογία J ονοµάζεται
τοπολογικός χώρος και συµβολίζεται µε (X,J ). Τα µέλη της τοπολογίας και
µόνον αυτά ονοµάζονται ανοιχτά σύνολα στον τοπολογικό χώρο (X,J ). Τα
συµπληρώµατα των ανοιχτών συνόλων ενός τοπολογικού χώρου και µόνον
αυτά ονοµάζονται κλειστά σύνολα στον (X,J ).

Ορισµός 1.1.19. Αν ο X είναι τοπολογικός χώρος, ο X λέγεται µετρικοποι-
ήσιµος αν υπάρχει µετρική d στο σύνολο X που εισάγει την τοπολογία του
X. ΄Ενας µετρικός χώρος είναι ένας µετρικοποιήσιµος χώρος X µαζί µε την
συγκεκριµένη µετρική d η οποία δίνει την τοπολογία του X.

Ορισµός 1.1.20. ΄Εστω X να είναι ένας µετρικός χώρος µε µια µετρική d.
΄Ενα υποσύνολο A τουX λέγεται ότι είναι ϕραγµένο αν υπάρχει κάποιος αριθ-
µός M τέτοιος ώστε d(a1, a2) ≤ M για κάθε Ϲεύγος a1, a2 σηµείων του A. Αν ο
A είναι ϕραγµένος η διάµετρος του A ορίζεται να είναι ο αριθµός

diam = sup{d(a1, a2)|a1, a2 ∈ A}.
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Ορισµός 1.1.21. (σύνορο): Αν A ⊂ X ορίζουµε το σύνορο του A από την
εξίσωση

Bd = A ∩ (X \ A).

Ορισµός 1.1.22. ΄Ενας χώροςX λέγεται ότι είναι συµπαγής αν κάθε ανοιχτό
κάλυµµα του X έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα.

Ορισµός 1.1.23. ΄Εστω X και Y να είναι τοπολογικοί χώροι. ΄Εστω f : X 7→
Y να είναι ῾῾1-1᾿᾿ και ῾῾ επί ᾿᾿. Αν και οι δυο συναρτήσεις f και η αντίστροφή της
είναι συνεχείς τότε η f ονοµάζεται οµοιοµορφισµός.

Ορισµός 1.1.24. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. Μία οικογένεια B ανοικτών
υποσυνόλων του X λέγεται ϐάση της τοπολογίας αν κάθε ανοικτό σύνολο
µπορεί να γραφεί σαν ένωση στοιχείων της B.

Ορισµός 1.1.25. ΄Ενας χώρος X λέγεται ότι έχει µία αριθµήσιµη ϐάση στο
x αν υπάρχει µία αριθµήσιµη συλλογή B περιοχών του x τέτοια ώστε κάθε
περιοχή του x να περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του B. ΄Ενας χώρος ο
οποίος έχει µία αριθµήσιµη ϐάση σε καθένα από τα σηµεία του λέγεται ότι
ικανοποιεί το πρώτο αξίωµα αριθµησιµότητας.

Ορισµός 1.1.26. Μία συλλογή συνόλων C λέµε ότι έχει την ιδιότητα των
πεπερασµένων τοµών αν για κάθε πεπερασµένη υποσυλλογή B της C ισχύει

∩B 6= ∅

.



Κεφάλαιο 2

∆ιάσταση τοπολογικών χώρων

2.1 Τοπολογικοί χώροι

Ορισµός 2.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X ονοµάζεται χώρος Hausdorff
αν για κάθε Ϲεύγος x1, x2 διακριτών σηµείων του X υπάρχουν περιοχές U1 και
U2 των x1, x2 αντίστοιχα οι οποίες είναι ξένες µεταξύ τους.

Ορισµός 2.1.2. ΄Ενας m-manifold είναι ένας χώρος Hausdorff X µε αριθ-
µήσιµη ϐάση τέτοια ώστε κάθε σηµείο x τουX να έχει µια περιοχή η οποία είναι
οµοιοµορφική µε ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rm.

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω A να είναι ένα υποσύνολο του X, το εσωτερικό του A
ορίζεται να είναι η ένωση των ανοικτών συνόλων που περιέχονται στο A. Λέµε
ότι το A έχει κενό εσωτερικό αν το A δεν περιέχει κανένα ανοικτό σύνολο του
X εκτός από το κενό σύνολο.

Ορισµός 2.1.4. ΄Ενας χώρος λέγεται ότι είναι ένας Baire χώρος αν ισχύει η
ακόλουθη συνθήκη: ∆οσµένης µίας αριθµήσιµης συλλογής {An} από κλειστά
σύνολα του X που το καθένα έχει κενό εσωτερικό στον X, η ένωσή τους ∪An
έχει επίσης κενό εσωτερικό στον X.

Ορισµός 2.1.5. ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,J ) λέµε οτι είναι κανονικός αν
για τυχόντα F1 , F2, κλειστά υποσύνολα του X , µε F1 ∩ F2 = ∅ , υπάρχουν
A,B ∈ J µε F1 ⊆ A , F2 ⊆ B και A ∩B = ∅.

Θεώρηµα 2.1.6. Αν ο X είναι ένας συµπαγής χώρος Hausdorff ή είναι πλή-
ϱης µετρικός χώρος τότε ο X είναι ένας Baire χώρος.

Απόδειξη. ∆οσµένης µιας αριθµήσιµης συλλογής {An} κλειστών συνόλων
στον X που έχουν κενά εσωτερικά, ϑέλουµε να δείξουµε ότι η ένωσή τους
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∪An έχει επίσης κενό εσωτερικό στον X. Θεωρούµε ένα µη κενό ανοιχτό σύ-
νολο U0 του X, πρέπει να ϐρούµε ένα σηµείο x του U0 το οποίο δεν ϐρίσκεται
σε κανένα από τα σύνολα An.

Θεωρούµε το πρώτο σύνολο A1. Από υπόθεση το A1 δεν περιέχει το U0.
Εποµένως, µπορούµε να επιλέξουµε ένα y του U0 το οποίο δεν ϐρίσκεται στο
A1. Η κανονικότητα του X µαζί µε το γεγονός ότι το A1 είναι κλειστό, µας
δίνει τη δυνατότητα να διαλέξουµε µία περιοχή U1 του y τέτοια ώστε

U1 ∩ A1 = ∅,
U1 ⊂ U0

Αν ο X είναι µετρικός χώρος, διαλέγουµε επίσης U1 αρκετά µικρό όπου η
διάµετρος του είναι µικρότερη του 1.

Γενικότερα, δοσµένου µη κενού ανοιχτού συνόλου Un−1, διαλέγουµε έ-
να σηµείο του Un−1 το οποίο δεν είναι µέσα στο κλειστό σύνολο An, έπειτα
διαλέγουµε Un να είναι η περιοχή αυτού του σηµείου τέτοια ώστε

Un ∩ An = ∅,
Un ⊂ Un−1,

diamUn < 1/n στην περίπτωση της µετρικής.

Ισχυριζόµαστε ότι η τοµή ∩Un είναι µη κενή. Εάν το x είναι ένα σηµείο της
∩Un, τότε το x ϐρίσκεται µέσα στο U0, επειδή το U1 ⊂ U0. Για κάθε n το
σηµείο x δεν είναι µέσα στο An, επειδή τα Un είναι ξένα µε τα An.

Η απόδειξη ότι η ∩Un είναι µη κενή χωρίζεται σε δύο µέρη, που εξαρτάται
από το αν ο X είναι συµπαγής χώρος Hausdorff ή πλήρης µετρικός χώρος.
Εάν ο X είναι συµπαγής Hausdorff, ϑεωρούµε την εµφωλευµένη ακολουθία
U1 ⊃ U2 ⊃ . . . µη µηδενικών υποσυνόλων τουX. Η συλλογή {Un} ικανοποιεί
την ιδιότητα των πεπερασµένων τοµών. Αφού ο X είναι συµπαγής, η τοµή
πρέπει να είναι µη µηδενική.

Αν ο µετρικός χώροςX είναι πλήρης µετρικός, εφαρµόζουµε το ακόλουθο
λήµµα.

Λήµµα 2.1.7. ΄Εστω C1 ⊃ C2 ⊃ . . . να είναι µία εµφωλευµένη ακολουθία
από µη κενά κλειστά σύνολα του µετρικού χώρου X. Εάν diamCn → 0, τότε
∩Cn 6= ∅.

Απόδειξη. ∆ιαλέγουµε xn ∈ Cn για κάθε n. Επειδή xn, xm ∈ CN για n,m ≥
N , και επειδή η διάµετρος του CN µπορεί να κατασκευαστεί µικρότερη α-
πό κάθε δοσµένο ε επιλέγοντας αρκετά µεγάλο N η ακολουθία (xn) είναι
ακολουθία Cauchy.

Υποθέτουµε ότι αυτή συγκλίνει στο x. Τότε για δοσµένο k, η υπακολουθία
xk, xk+1, . . . επίσης συγκλίνει στο x. ΄Ετσι, το x απαραίτητα ανήκει στο Ck =
Ck.
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Τότε, το x ∈ ∩Ck όπως επιθυµούσαµε.

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω Y ένας υπόχωρος ενός µετρικού χώρου (X, r) και A
ένα υποσύνολο του Y . Το σύνολο A είναι ανοιχτό υποσύνολο του υπόχωρου
Y αν και µόνο αν υπάρχει υποσύνολο B του X, όπου B ανοιχτό στο µετρικό
χώρο X τέτοιο ώστε A = X ∩B.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το σύνολο A, A ⊆ Y είναι ανοιχτό στον Y . Τότε για κάθε
a ∈ A υπάρχει ra > 0 τέτοιο ώστε για την σφαιρική περιοχή BY (a, ra) του
a στο Y να ισχύει BY (a, ra) ⊆ A ή ισοδύναµα Y ∩ B(a, ra) ⊆ A. Τότε όµως
ισχύει,

∪(Y ∩B(a, ra)) = A⇒ Y ∩ (∪B(a, ra)) = A.

Θέτοντας ∪B(a, ra) = B, παρατηρούµε ότι το σύνολο B είναι ανοιχτό στον X.
∆ηλαδή αποδείξαµε ότι υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο B του X τέτοιο ώστε
A = Y ∩B.

Αντίστροφα, έστω A = Y ∩ B , όπου B ανοιχτό στον X και a τυχαίο
σηµείο του A. Τότε a ∈ Y και a ∈ B. Επειδή το B είναι ανοιχτό στον X,
υπάρχει σφαιρική περιοχή B(a, ra) του σηµείου a τέτοια ώστε, το B(a, ra) ⊆
B. Επειδή a ∈ Y ,το σύνολο BY (a, ra) = B(a, ra) ∩ Y , είναι περιοχή του a
στον Y και µάλιστα τέτοια ώστε :

BY (a, r) = B(a, r) ∩ Y ⊆ B ∩ Y = A

΄Αρα, το A είναι ανοιχτό υποσύνολο του µετρικού υπόχωρου Y .

Ορισµός 2.1.9. ΄Εστω f : X 7→ Y είναι µία ῾῾1-1᾿᾿ συνεχής απεικόνιση, όπου
X και Y τοπολογικοί χώροι. ΄Εστω Z να είναι το σύνολο των εικόνων f(X).
Τότε ορίζουµε τη συνάρτηση f ′ : X 7→ Z από τη σχέση f ′(x) = f(x). Η f ′(x)
είναι ῾῾1-1᾿᾿ και ῾῾ επί ᾿᾿. Αν η f ′ τυχαίνει να είναι οµοιοµορφισµός του X µε το Z
τότε λέµε ότι η απεικόνιση f : X 7→ Y είναι µια τοπολογική εµφύτευση του X
στον Y .

Λήµµα 2.1.10. Ο X είναι χώρος Baire αν και µόνον δοσµένης κάθε αριθµή-
σιµης συλλογής {Un} από ανοικτά σύνολα στον X, τα οποία είναι πυκνά στον
X, η τοµή τους ∩Un είναι επίσης πυκνή στον X.

Απόδειξη. Ανακαλώντας ότι ένα σύνολο C είναι πυκνό στον X αν και µόνον
αν C = X. Η απόδειξη έπεται από τις δυο ακόλουθες παρατηρήσεις :

(i) Το A είναι κλειστό στον X αν και µόνον αν το X −A είναι ανοικτό στον
X.

(ii) το B έχει κενό εσωτερικό στον X αν και µόνον αν το X−B είναι πυκνό
στον X.
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Λήµµα 2.1.11. (Αριθµός Lebesque). ΄Εστω Q να είναι ένα ανοικτό κάλυµµα
του µετρικού χώρου (X, d). Αν ο X είναι συµπαγής, τότε υπάρχει ένα δ > 0
τέτοιο ώστε για κάθε υποσύνολο του X που έχει διάµετρο µικρότερη του δ,
υπάρχει ένα στοιχείο του Q που το περιέχει. Ο αριθµός δ ονοµάζεται αριθµός
Lebesque για το κάλυµµα Q.

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι αν ο X είναι ακολουθιακά συµπαγής τότε κάθε κά-
λυµµα Q του X έχει έναν αριθµό Lebesque δ. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει
αριθµός δ > 0 τέτοιος, ώστε κάθε σύνολο διαµέτρου µικρότερης του δ να
ϐρίσκεται σε τουλάχιστον ένα στοιχείο του Q. Τότε ο X δεν ακολουθιακά
συµπαγής.

Εφόσον υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει τέτοιο δ , αυτό σηµαίνει ότι για κάθε
δ > 0 υπάρχει ένα υποσύνολο διαµέτρου µικρότερης δ το όποιο δεν ϐρίσκεται
µέσα σε κανένα στοιχείο του Q. Συγκεκριµένα, για κάθε n ∈ Z+ µπορούµε

να διαλέξουµε ένα σύνολο Cn που έχει διάµετρο µικρότερη του
1

n
το οποίο δεν

περιέχεται σε κανένα στοιχείο του Q. Επιλέγω για κάθε n ένα σηµείο xn του
Cn. Ισχυριζόµαστε ότι η ακολουθία (xn) δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
Υποθέτοντας ότι η (xn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (xnk

) που συγκλίνει
στο x λέµε τώρα ότι το x ανήκει σε κάποιο στοιχείο A του Q και επειδή το A
είναι ανοιχτό, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε η B(x, ε) ⊂ A.

∆ιαλέγω i αρκετά µεγάλο τέτοιο ώστε η d(xni
, x) <

ε

2
και

1

ni
<
ε

2
. Τώρα

το Cni
ϐρίσκεται σε µία

1

ni
περιοχή του xni

. Ακολουθεί ότι το Cn ⊂ B(x, ε).

Τότε Cni
⊂ A αντίθετα µε την επιλογή των συνόλων Cn. ΄Ατοπο.

2.2 ∆ιάσταση σε πεπερασµένους τοπολογικούς χώρους

Ορισµός 2.2.1. Μια συλλογή Q υποσυνόλων ενός χώρου X λέγεται ότι έχει
τάξη m+ 1 αν κάθε σηµείο του X ανήκει το πολύ σε m+ 1 στοιχεία του Q και
κανένα σηµείο του X δεν ανήκει σε παραπάνω από m+ 1 στοιχεία του Q.

Ορισµός 2.2.2. ∆οσµένης συλλογής Q υποσυνόλων του X µια συλλογή B
λέµε ότι εκλεπτύνει το Q ή ότι είναι µια εκλέπτυνση του Q αν κάθε στοιχείο b
του B περιέχεται σε τουλάχιστον ένα στοιχείο του Q.

Ορισµός 2.2.3. ΄Ενας χώρος X ονοµάζεται πεπερασµένης διάστασης αν υ-
πάρχει κάποιος ακέραιος m τέτοιος ώστε για κάθε ανοιχτό κάλυµµα Q του X
υπάρχει ένα ανοιχτό κάλυµµα B του X που εκλεπτύνει το Q και έχει τάξη το
πολύ m + 1. Η τοπολογική διάσταση του X ορίζεται να είναι η µικρότερη τιµή
του m για την οποία ισχύουν τα παραπάνω.
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Κάποια ϐασικά δεδοµένα που αφορούν την τοπολογική διάσταση δίνονται
στα ακόλουθα ϑεωρήµατα.

Θεώρηµα 2.2.4. Αν ο Y είναι κλειστό υποσύνολο του X και αν ο X έχει
πεπερασµένη διάσταση τότε και ο Y έχει πεπερασµένη διάσταση και ισχύει ότι
dimY ≤ dimX.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι dimX = m. ΄Εστω Q να είναι ένα κάλυµµα ανοιχτών
συνόλων του Y . Για κάθε A ∈ Q επιλέγω ένα ανοιχτό σύνολο A′ του X τέτοιο
ώστε A′ ∩ Y = A. Καλύπτουµε τον X µε τα ανοιχτά σύνολα A′ µαζί µε το
ανοιχτό σύνολοX \Y . ΄Εστω B να είναι η εκλέπτυνση αυτού του καλύµµατος
το οποίο είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα του X και έχει τάξη το πολύ m+ 1. Τότε
η συλλογή {B∩Y |B ∈ B} είναι ανοιχτό κάλυµµα του Y από ανοιχτά σύνολα
στον Y το οποίο έχει τάξη το πολύ m + 1 και εκλεπτύνει το Q. ΄Αρα έχουµε
οτι dimY ≤ m.

Θεώρηµα 2.2.5. ΄Εστω X = Y ∪ Z όπου Y και Z είναι κλειστά σύνολα στον
X έχοντας πεπερασµένη τοπολογική διάσταση. Τότε,

dimX = max{dimY, dimZ}.

Απόδειξη. ΄Εστω m = max{dimY, dimZ} τότε dimX ≥ m. Μένει να αποδεί-
ξουµε ότι dimX ότι είναι το πολύ m.

Βήµα 1: Πρώτα αποδεικνύουµε το ακόλουθο.
Υποθέτουµε ότι Y είναι κλειστό υποσύνολο του X και dimY ≤ m. Αν Q

είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα του X τότε υπάρχει ένα ανοιχτό κάλυµµα E του
X που εκλεπτύνει το Q έτσι ώστε κανένα σηµείο του Y να µη ϐρίσκεται σε
παραπάνω από m + 1 στοιχεία του E . (Αν το E ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη
λέµε ότι ο περιορισµός του E στον Y έχει τάξη το πολύ m+ 1).

Για να αποδείξουµε αυτό το γεγονός ϑα εξετάσουµε τη συλλογή {A∩Y |A ∈
Q} είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα του Y άρα έχει εκλέπτυνση B η οποία είναι
ανοιχτό κάλυµµα του Y και έχει τάξη το πολύ m + 1. ∆οσµένου B ∈ B
διαλέγω ένα ανοιχτό σύνολο UB του X τέτοιο ώστε UB ∩ Y = B. ∆ιαλέγω
επίσης ένα στοιχείο AB του Q τέτοιο ώστε B ⊂ AB.

΄Εστω E να είναι συλλογή αποτελούµενη από όλα τα σύνολα UB ∩ AB για
B ∈ B µαζί µε όλα τα σύνολα A \ Y για A ∈ Q. Τότε, το E είναι το ανοιχτό
κάλυµµα του X που ϑέλαµε.

Βήµα 2: ΄Εστω Q είναι ένα ανοιχτό κάλυµµα του X. ΄Εστω B να είναι
ένα ανοιχτό κάλυµµα του X που εκλεπτύνει το Q του οποίου ο περιορισµός
του στον Y έχει τάξη το πολύ m + 1. ΄Επειτα, έστω E να είναι ένα ανοιχτό
κάλυµµα του X που εκλεπτύνει το B του οποίου ο περιορισµός του στο Z
έχει τάξη το πολύ m+ 1.
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΄Εχουµε σχηµατίσει ένα νέο κάλυµµα D του X όπως ακολουθεί :
Ορίζουµε f : E 7→ B διαλέγοντας για κάθε C ∈ E ένα στοιχείο f(C) του

B τέτοιο ώστε C ⊂ f(C). ∆οσµένου B ∈ B ορίζουµε D(B) να είναι η ένωση
όλων εκείνων των στοιχείων C του E για το οποίο f(C) = B. (Φυσικά τοD(B)
είναι κενό αν το B δεν είναι στην εικόνα της f ).

΄Εστω D να είναι η συλλογή όλων των συνόλων D(B) για B ∈ B. Τώρα, το
D εκλεπτύνει το B διότι D(B) ⊂ B για κάθε B ως εκ τούτου το D εκλεπτύνει
το Q. Επίσης το D καλύπτει τον X διότι το E καλύπτει τον X και C ⊂
D(f(C)) για κάθε C ∈ E . Θα δείξουµε ότι το D έχει τάξη το πολύ m+ 1 και
τότε το ϑεώρηµα ϑα αποδειχτεί.

Υποθέτουµε ότι,
x ∈ D(B1) ∩ . . . ∩D(Bk).

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι k ≤ m+ 1. ΄Εχουµε,

x ∈ C1 ∩ . . . ∩ Ck ⊂ D(B1) ∩ . . . ∩D(Bk) ⊂ B1 ∩ . . . ∩Bk.

Αν το x τυχαίνει να ϐρίσκεται στον Y τότε k ≤ m + 1 διότι ο περιορισµός
του B στον Y έχει τάξη το πολύ m + 1 και αν το x ϐρίσκεται στον Z τότε
k ≤ m+ 1 διότι ο περιορισµός του E στον Z έχει τάξη το πολύ m+ 1.

Συνέπειες του Θεωρήµατος 2.2.5.
΄Εστω Q = Y1 ∪ . . . ∪ Yk τέτοιο ώστε κάθε Yi να είναι κλειστό στον X και

έχει πεπερασµένη διάσταση. Τότε,

dimX = max{dimY1, . . . , dimYk}.

Προφανώς η διάσταση του X (αν υπάρχει) είναι τοπολογική αµετάβλητη.
Στην περίπτωση που ο X είναι συµπαγής µετρικός χώρος ο ορισµός µπορεί
να διατυπωθεί µε έναν τρόπο που να περιέχει µετρική.

Λήµµα 2.2.6. ΄Εστω X συµπαγής µετρικός χώρος. Τότε dimX ≤ m αν και
µόνον αν για κάθε ε > 0 υπάρχει πεπερασµένο ανοικτό κάλυµµα B τουX από
σύνολα µε διάµετρο µικρότερη του ε του το B να έχει τάξη το πολύ m+ 1.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι dimX ≤ m. Παίρνουµε ένα κάλυµµα του X από
ανοικτές µπάλες ακτίνας

ε

3
και διαλέγουµε B

′ να είναι µία εκλέπτυνση του
Q το οποίο είναι ανοικτό κάλυµµα του X και έχει τάξη το πολύ m+ 1.

΄Εστω B να είναι πεπερασµένη υποσυλλογή του B
′ η οποία καλύπτει το

X. Τότε το B έχει τάξη το πολύ m+ 1 και τα στοιχεία του B έχουν διάµετρο
µικρότερη του ε.

Για να αποδείξουµε τον τελευταίο ισχυρισµό έστω Q να είναι τυχαίο α-
νοικτό κάλυµµα του X. ΄Εστω ε > 0 να είναι ένας αριθµός Lebesque για το



2.3 Παραδείγµατα · 11

Q και διαλέγουµε ένα πεπερασµένο ανοικτό κάλυµµα B του X από σύνολα
διαµέτρου µικρότερης του ε που να έχει τάη το πολύ m + 1. Το B να έχει
τάξη το πολύ m+ 1. Το B είναι η εκλέπτυνση του Q που ϑέλαµε.

2.3 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1. Το διάστηµα [a, b] έχει τοπολογική διάσταση 1. ∆οσµένου
ε > 0 µπορεί κανείς να επιλέξει {t1, . . . , tn}a = t0 < t1 < . . . < tn = b του

ti − ti−1 <
ε

2
για κάθε i.

Τότε, η συλλογή

B = {[a, t1), (t0, t2), (t1, t3), (t2, t4) . . . (tn−2, tn), (tn−1, b]}

είναι ένα ανοικτό κάλυµµα από σύνολα διαµέτρου µικρότερη του ε και το B
έχει τάξη 2. Ως εκ τούτου dim[a, b] ≤ 1.

Από την άλλη µεριά, δοσµένου ε ≤ b − a, έστω B να είναι οποιοδήποτε
ανοικτό κάλυµµα του [a, b] από σύνολα διαµέτρου µικρότερη του ε. ∆ηλώνουµε
ότι το B έχει τάξη το λιγότερο 2. Υποθέτω ότι το B έχει τάξη 1 τότε δύο στοιχεία
του B δεν τέµνονται. Επειδή τα στοιχεία του B έχουν διάµετρο µικρότερη του
ε η συλλογή B πρέπει να περιέχει πάνω από ένα στοιχείο, έστω U να είναι το
ένα στοιχείο του B και V να είναι η ένωση όλων των υπολοίπων.

Τότε, τα U και V σχηµατίζουν µια διαµέριση του [a, b] αντίθετα µε το γεγονός
ότι αυτό το διάστηµα είναι συνεκτικό.

Παράδειγµα 2. Κάθε συµπαγές υποσύνολο C του R2 έχει τοπολογική διά-
σταση το πολύ 2. Για να αποδείξουµε αυτό το γεγονός κατασκευάζουµε ένα
συγκεκριµένο κάλυµµαQ του R2 το οποίο έχει τάξη 3. Αρχίζουµε ορίζονταςQ2

να είναι η συλλογή όλων των µοναδιαίων τετραγώνων του R2 µε την ακόλουθη
µορφή

Q2 = {(n, n+ 1)× (m,m+ 1)|m,n ∈ Z}.

Σηµειώστε ότι τα στοιχεία του Q2 είναι ξένα . ΄Επειτα ορίζουµε συλλογή Q1

παίρνοντας από κάθε (ανοικτή) πλευρά e από αυτά τα τετράγωνα

e = {n} × (m,m+ 1)

ή
e = (n, n+ 1)× {m}

και επεκτείνοντας το ελαφρώς σε ένα ανοικτό σύνολο Ue του R2, δίνοντας
προσοχή στο να εξασφαλιστεί ότι αν e 6= e′ τα σύνολα Ue και Ue′ είναι ξένα.
∆ιαλέγουµε επίσης κάθε Ue τέτοιο ώστε η διάµετρός του να είναι το πολύ 2.
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Σχήµα 2.1

Τελικά ορίζουµε Q0 να είναι η συλλογή αποτελούµενη από όλες τις ανοικτές

µπάλες ακτίνας
1

2
και µε κέντρα τα σηµεία n×m.

Η συλλογή Q = Q2 ∪ Q1 ∪ Q0 είναι κάλυµµα του R2 . Κάθε ένα από τα
στοιχεία της έχει διάµετρο το πολύ 2 και ηQ τάξη 3, οπότε κανένα στοιχείο του
R2 δεν µπορεί να ϐρίσκεται σε παραπάνω από ένα σύνολο από κάποιο από τα
Qi.

Τώρα ϑα αποδείξουµε ότι κάθε συµπαγές σύνολο C στο R2 έχει τοπολογική
διάσταση το πολύ 2. ∆οσµένου ε > 0 ϑεωρούµε τον οµοιοµορφισµό f : R2 7→ R2

που ορίζεται ως f(x) = (
1

3ε
)x. Παίρνουµε τις εικόνες κάτω από την f από τα

ανοικτά σύνολα της συλλογήςQ. Αυτές ϑα σχηµατίσουν ένα ανοικτό κάλυµµα
του R2 από τα σύνολα διαµέτρου µικρότερη του ε. ∆ιαλέγω τελικά πολλά από
αυτά τα οποία καλύπτουν το C, αυτό είναι το επιθυµητό ανοικτό κάλυµµα του
C.

Φυσικά δεν έχουν όλα τα συµπαγή υποσύνολα του R2 διάσταση ακριβώς 2.
΄Ενα µονοσύνολο έχει διάσταση 0 για παράδειγµα και ένα κλειστό διάστηµα
του άξονα των x έχει διάσταση 1. Είναι στην πραγµατικότητα µη-τετριµµένο
να αποδείξουµε ότι κάποια υποσύνολα του R2 έχουν τυπολογική διάσταση 2,
απαιτούνται οι τεχνικές της αλγεβρικής τοπολογίας.



Κεφάλαιο 3

Θεώρηµα Εµφύτευσης

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε την απόδειξη του ϑεωρήµατος της
εµφύτευσης που αναφέραµε νωρίτερα στο αποτέλεσµα ότι κάθε συµπαγής
µετρικοποιήσιµος χώρος τοπολογικής διάστασης m µπορεί να εµφυτευθεί
στον R2m+1.

Ορισµός 3.0.1. ΄Ενα σύνολο {x0, . . . , xk} σηµείων του RN ονοµάζεται γεω-
µετρικά ανεξάρτητο αν[∑k

i=0 aixi = 0 µε
∑k

i=1 ai = 0]⇒ κάθε ai = 0
]
.

Είναι ϕανερό ότι οποιοδήποτε σύνολο αποτελούµενο από µόνο ένα σηµείο
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Τι σηµαίνει η γεωµετρική ανεξαρτησία αν το k είναι
ϑετικό ;

Το σύνολο των σηµείων {x0, . . . , xk} είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο αν και
µόνον αν το σύνολο των διανυσµάτων
{x1 − x0, x2 − x0, . . . , xk − x0} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Αυτό µας δίνει να
ϕανταστούµε οποιαδήποτε δυο διακριτά σηµεία που διαµορφώνουν ένα γεωµε-
τρικά ανεξάρτητο σύνολο. Τρία σηµεία διαµορφώνουν ένα ανεξάρτητο σύνολο
αν δεν είναι συγγραµικά και ούτω καθ΄ εξής.

΄Επεται από αυτές τις παρατηρήσεις ότι τα σηµεία

O = (0, 0, . . . , 0),

ε1 = (1, 0, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

εN = (0, 0, . . . , 1)
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είναι γεωµετρικά ανεξάρτητα στον RN . ΄Επεται επίσης ότι το RN δεν περιέχει
περισσότερα από N + 1 σηµεία γεωµετρικά ανεξάρτητα.

Ορισµός 3.0.2. ΄Εστω {x0, . . . , xk} είναι ένα σύνολο σηµείων τουRN το όποιο
είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο. Το επίπεδο P που προσδιορίζεται από αυτά τα
σηµεία ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των σηµείων x του RN τέτοια ώστε

x =
∑k

i=0 tixi, όπου
∑k

i=0 ti = 1
Το P µπορεί επίσης να εκφραστεί ως το σύνολο όλων των σηµείων x τέτοιο

ώστε

(3.1) x = x0 +
k∑
i=1

ai(xi − x0)

για κάποιους συντελεστές a1, . . . , ak. ΄Ετσι το P µπορεί να περιγραφεί όχι µόνο
ως ῾῾το επίπεδο ορισµένο από τα σηµεία x0, . . . , xk ᾿᾿, αλλά επίσης ως ῾῾το επίπεδο
που περνάει από το σηµείο x0 και είναι παράλληλο στα διανύσµατα
x1 − x0, x2 − x0, . . . , xk − x0᾿᾿.

Θεωρούµε τώρα τον οµοιοµορφισµό T : RN 7→ RN ορισµένο από την εξί-
σωση T (x) = x − x0. Ονοµάζεται µία µεταφορά (ή παράλληλη µετατόπιση)
του RN . Η έκφραση 3.1 δείχνει ότι αυτή η απεικόνιση µεταφέρει το επίπεδο
P πάνω σε ένα διανυσµατικό υπόχωρο V k του RN το οποίο έχει ως ϐάση τα
διανύσµατα
x1 − x0, x2 − x0, . . . , xk − x0. Για αυτό τον λόγο συχνά ονοµάζουµε P ένα
k-επίπεδο στον RN .

Πρώτον αν k < N τότε το k-επίπεδο P απαραίτητα έχει κενό εσωτερικό
στον RN (διότι το V k έχει κενό εσωτερικό). Και δεύτερο αν y είναι οποιοδήποτε
σηµείο του RN το οποίο δεν ϐρίσκεται στο P , τότε το σύνολο {x0, . . . , xk, y}
είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο.

Εάν y /∈ P , τότε το T (y) = y−x0 δεν ϐρίσκεται στον V k. Από ένα ϑεώρηµα
της γραµµικής άλγεβρας τα διανύσµατα {x1− x0, x2− x0, . . . , xk− x0, y− x0}
είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο από το οποίο έπεται το συµπέρασµά µας.

Ορισµός 3.0.3. ΄Ενα σύνολο A σηµείων του RN λέµε ότι είναι σε γενική ϑέση
στον RN αν κάθε υποσύνολο του A που περιέχει N + 1 ή λιγότερα σηµεία είναι
γεωµετρικά ανεξάρτητο.

Λήµµα 3.0.4. ∆οσµένου ενός πεπερασµένου συνόλου {x1, . . . , xn} σηµείων
του RN και δοσµένου δ > 0 τότε υπάρχει ένα σύνολο {y1, . . . , yn} σηµείων του
RN σε γενική ϑέση στον RN τέτοιο ώστε |xi − yi| < δ για κάθε i.

Απόδειξη. Συνεχίζουµε µε επαγωγή. Θέτουµε y1 = x1. Υποθέτουµε ότι έ-
χουµε {y1, . . . , yp} σε γενική ϑέση στον RN . Θεωρούµε το σύνολο όλων των
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επιπέδων στον RN προσδιορισµένο από υποσύνολα του {y1, . . . , yp} τα οποία
περιέχουν N ή λιγότερα στοιχεία.

Κάθε τέτοιο υποσύνολο είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο και προσδιορίζει ένα
επίπεδο του RN για κάποιο k ≤ N − 1. Κάθε ένα από αυτά τα επίπεδα κενό
εσωτερικό στον RN . ∆εδοµένου ότι υπάρχουν µόνο πεπερασµένα από αυτά η
ένωσή τους έχει επίσης κενό εσωτερικό στον RN . (Θυµίζουµε ότι ο RN είναι
ένας Baire χώρος). ∆ιαλέγουµε yp+1 να είναι ένα σηµείο του RN εντός του
(xp+1 − δ, xp+1 + δ), το οποίο δεν ϐρίσκεται σε κανένα από αυτά τα επίπεδα.

΄Επεται ότι το σύνολο

C = {y1, . . . , yp, yp+1}

ϐρίσκεται σε γενική ϑέση στον RN . ΄ΕστωD να είναι οποιοδήποτε υποσύνολο
του C το οποίο περιέχειN+1 ή λιγότερα σηµεία. Αν τοD δεν περιέχει το yp+1

τότε το D είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο από την υπόθεση της επαγωγής. Αν p
περιέχει το yp+1 τότε το D \ {yp+1} περιέχει N ή λιγότερα σηµεία και το yp+1

δεν είναι στο επίπεδο που ορίζεται από αυτά τα σηµεία από την κατασκευή.
΄Οπως σηµειώθηκε παραπάνω το D είναι γεωµετρικά ανεξάρτητο.

Θεώρηµα 3.0.5. (Θεώρηµα Εµφύτευσης). Κάθε συµπαγής µετρικοποιήσιµος
χώρος X τοπολογικής διάστασης m µπορεί να εµφυτευθεί στον R2m+1.

3.1 Απόδειξη Θεωρήµατος Εµφύτευσης

Απόδειξη. ΄Εστω N = 2m+ 1. Θεωρούµε τη µετρική στον RN που ορίζεται

|x− y|∞ = max{|xi − yi|, i = 1, . . . , N},

για x = x1, . . . , xn και y = y1, . . . , yn. Συµβολίζουµε E(X,RN) το χώρο των
συνεχών συναρτήσεων f : X → Rn. Ορίζουµε την µετρική ρ στον χώρο
E(X,RN)

ρ(f, g) = max{|f(x)− g(x)|∞ : x ∈ X}

Ο χώρος E(X,RN) είναι πλήρης µε τη µετρική ρ. ∆ιαλέγουµε µια µετρική
d για το χώρο X. Επειδή ο X είναι συµπαγής η d είναι ϕραγµένη. ∆οσµένης
συνεχούς απεικόνισης f : X 7→ RN , ορίζουµε

∆(f) = sup{diamf−1({z})|z ∈ RN}

Ο αριθµός ∆(f) µετράει πόσο πολύ ῾῾ αποκλίνει ᾿᾿ η f από το να είναι ῾῾1 -1᾿᾿.
Αν ∆(f) = 0, κάθε σύνολο f−1({z}) αποτελείται από το πολύ ένα σηµείο,
έτσι η f είναι ῾῾1-1᾿᾿.
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Τώρα δοσµένου ε > 0, ορίζουµε Uε να είναι το σύνολο όλων αυτών των
συνεχών απεικονίσεων f : X 7→ RN τέτοιο ώστε ∆(f) < ε. Αυτό περιέχει
όλες αυτές τις απεικονίσεις που ῾῾ αποκλίνουν ᾿᾿ από το να είναι ῾῾1-1᾿᾿ λιγότερο
από το ε. Ας δείξουµε ότι το Uε είναι και ανοικτό και πυκνό στο E(X,RN).
Ακολουθεί ότι η τοµή ⋂

n∈Z+

U1/n

είναι πυκνή στο E(X,RN) και είναι, ειδικότερα, µη κενή. Αν η f είναι στοιχείο
αυτής της τοµής, τότε ∆(f) < 1/n για κάθε n.

΄Αρα ∆(f) = 0 και η f είναι ῾῾1-1᾿᾿. Επειδή ο X είναι συµπαγής η f είναι
µία εµφύτευση. ΄Ετσι το ϑεώρηµα της εµφύτευσης έχει αποδειχθεί.

(i) Uε είναι ανοικτό στο E(X,RN). ∆οσµένου ενός στοιχείου f του Uε,
ϑέλουµε να ϐρούµε κάποια σφαίρα Bρ(f, δ) για την f η οποία να εµ-
περιέχεται στην Uε. Πρώτα διαλέγουµε αριθµό b στον ∆(f) < b < ε.

Σηµειώνουµε ότι αν f(x) = f(y) = z τότε το x και το y ανήκουν στο
σύνολο f−1({z}), έτσι ώστε η d(x, y) πρέπει να είναι µικρότερη του b.
Ακολουθεί ότι αν διαλέξουµε A να είναι το ακόλουθο υποσύνολο του
X ×X

A = {(x, y)|d(x, y) ≥ b}

τότε η συνάρτηση |f(x)− f(y)|∞ είναι ϑετική στο A. Τώρα το A είναι
κλειστό στο X ×X και άρα συµπαγές.

Συνεπώς, η συνάρτηση |f(x)− f(y)|∞ έχει ένα ϑετικό ελάχιστο στο A.
΄Εστω

δ =
1

2
min{|f(x)− f(y)|∞ : (x, y) ∈ A}.

ισχυριζόµαστε ότι αυτό το δ µας αρκεί.

Υποθέτουµε ότι η g είναι µια απεικόνιση τέτοια ώστε ρ(f, g) < δ. Αν
(x, y) ∈ A, τότε |f(x) − f(y)|∞ ≥ 2δ από τον ορισµό, και επειδή
ρ(f, g) < δ πρέπει να έχουµε |g(x) − g(y)|∞ > 0. Ως εκ τούτου η
συνάρτηση |g(x)− g(y)|∞ είναι ϑετική στο A. Ως αποτέλεσµα αν x και
y είναι δύο σηµεία τέτοια ώστε g(x) = g(y) τότε απαραίτητα d(x, y) < b.
Συµπεραίνουµε ότι ∆(g) ≤ b < ε όπως επιθυµούσαµε.

(ii) Uε είναι πυκνό στο E(X,RN). ΄Εστω f ∈ E(X,RN).

∆οσµένου ε > 0 και δοσµένου δ > 0 ϑέλουµε να ϐρούµε συνάρτηση
g ∈ E(X,RN) τέτοια ώστε η g ∈ Uε και ρ(f, g) < δ. Καλύπτουµε τον X
µε ανοιχτά σύνολα {U1, . . . , Un} τέτοια ώστε

(1) diamUi < ε/2 στο X
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(2) diamf(Ui) < δ/2 στον RN

(3) {U1, . . . , Un} έχει τάξη ≤ m+ 1

΄Εστω {φi} να είναι µια διαµέριση της ῾῾ µονάδας ᾿᾿ που κυριαρχείται από
τα {Ui}. Για κάθε i διαλέγω ένα σηµείο xi ∈ Ui.
΄Επειτα, διαλέγω για κάθε i ένα σηµείο zi ∈ RN τέτοιο ώστε |f(xi) −
f(zi)|∞ < δ/2 και τέτοιο ώστε το σύνολο

{z1, . . . , zn}

να είναι σε γενική ϑέση στον RN .

Τελικά, ορίζουµε την g : X 7→ RN . Ισχυριζόµαστε ότι αυτή η g είναι η
επιθυµητή συνάρτηση.

Πρώτα, δείχνουµε ότι ρ(f, g) < δ. Σηµειώστε ότι

g(x)− f(x) =
n∑
i=1

φi(x)zi −
n∑
i=1

φi(x)f(x)

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
∑
φi(x) = 1. Τότε,

g(x)− f(x) =
∑

φi(x)(zi − f(xi)) +
∑

φi(x)(f(xi)− f(x)).

Τώρα, |zi − f(xi)|∞ < δ/2 για κάθε i από επιλογή των σηµείων zi.
Και αν το i είναι δείκτης τέτοιος ώστε φi(x) 6= 0, τότε x ∈ Ui, διότι
diamf(Ui) < δ/2. ΄Επεται ότι |f(xi)− f(x)|∞ < δ/2.

Εφόσον,
∑
φi(x) = 1 συµπεραίνουµε ότι |g(x) − f(x)|∞ < δ. Ως εκ

τούτου ρ(g, f) < δ.

∆εύτερον, δείχνουµε ότι η g ∈ Uε. Θα αποδείξουµε ότι αν τα x, y ∈ X
και g(x) = g(y) τότε το x και το y ανήκουν σε ένα από τα ανοικτά
σύνολα Ui, έτσι ώστε απαραίτητα η d(x, y) < ε/2 (αφού Ui < ε/2). Ως
αποτέλεσµα ∆(g) ≤ ε/2 < ε, όπως επιθυµούσαµε. ΄Ετσι υποθέτουµε
ότι g(x) = g(y). Τότε,

n∑
i=1

[φi(x)− φi(y)]zi = 0.

Επειδή το κάλυµµα {U1, . . . , Un} έχει τάξη το πολύm+1, το πολύm+1
από τους αριθµούς φi(x) είναι µη µηδενικοί και το πολύ m + 1, από
τους αριθµούς φi(y) είναι µη-µηδενικοί.
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΄Ετσι, το άθροισµα
∑

[φi(x)−φi(y)]zi έχει το πολύ τάξη 2m+2 µη µηδε-
νικών όρων. Σηµειώνεται ότι το άθροισµα των συντελεστών µηδενίζεται
αφού ∑

[φi(x)− φi(y)] = 1− 1 = 0.

Τα σηµεία zi είναι σε γενική ϑέση στον RN , έτσι ώστε κάθε υποσύνολο
από αυτό που έχει N + 1 ή λιγότερα στοιχεία να είναι γεωµετρικά ανε-
ξάρτητο. Από υπόθεση, N + 1 = 2m+ 2 και συνεπώς φi(x)− φi(y) = 0
για όλα τα i. Τώρα φi(x) > 0 για κάποιο i, έτσι ώστε το x ∈ Ui. Αφού
φi(x) = φi(y), έχουµε ότι το y ∈ Ui επίσης, όπως επιθυµούσαµε.

3.2 Χώροι πεπερασµένης διάστασης

Για να δώσουµε κάποιο περιεχόµενο από το ϑεώρηµα εµφύτευσης χρειαζό-
µαστε κάποια περισσότερα παραδείγµατα από χώρους οι οποίοι είναι πεπε-
ϱασµένοι διαστασιακά. Αποδεικνύουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.2.1. Κάθε συµπαγές υποσύνολο τουRN έχει τοπολογική διάσταση
το πολύ N .

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µία γενίκευση της απόδειξης που δόθηκε στο
παράδειγµα 3 παραπάνω για τον R2 . ΄Εστω ρ να είναι η τετραγωνική µετρική.

Βήµα1 : Ξεκινάµε χωρίζοντας τον RN σε µοναδιαίους κύβους. Ορίζουµε G να
είναι η ακόλουθη συλλογή ανοικτών διαστηµάτων του R :

G = {(n, n+ 1)|n ∈ Z},

και ορίζουµε K να είναι η ακόλουθη συλλογή µονοσύνολων του R

K = {{n}/n ∈ Z}.

Αν M είναι ένας ακέραιος τέτοιος ώστε 0 ≤M ≤ N ας ορίσουµε EM το
σύνολο όλων των γινοµένων

C = A1 × A2 × . . .× AN

όπου ακριβώς M από τα σύνολα Ai ανήκουν στο G και τα υπόλοιπα
ανήκουν στο K. Αν M > 0 τότε το C είναι οµοιοµορφικό στο γινόµενο
(0, 1)M και ϑα ονοµάζεται ένα M-κύβος. Αν M = 0 τότε το C αποτελεί
ένα µόνο σηµείο και ϑα ονοµάζεται 0-κύβος.
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΄Εστω E = E0 ∪ E1 ∪ . . . ∪ En. Σηµειώνουµε ότι κάθε σηµείο x του RN

ϐρίσκεται σε ακριβώς ένα στοιχείο του E , επειδή κάθε πραγµατικός α-
ϱιθµός xi ϐρίσκεται σε ακριβώς ένα στοιχείο του G∪K. Θα επεκτείνουµε
κάθε στοιχείο C του E σε ένα ανοικτό σύνολο U(C) του RN διαµέτρου το
πολύ 2 µε τέτοιο τρόπο ώστε αν C και C ′ είναι δύο διακριτοί M-κύβοι,
τότε τα U(C) και τα U(C ′) να είναι διακριτά.

Πρώτον, σηµειώνουµε ότι αν C και C ′ είναι δύο διαφορετικοί M-κύβοι
τότε C ∩ C ′ = ∅. Αυτό είναι εύκολο να το ελέγξουµε. ΄Εστω C =
A1 × . . . × AN και C ′ = A′1 × . . . × A′N . ∆ιαλέγω ένα διάστηµα i έτσι
ώστε Ai 6= A′i. Αν Ai και A′i είναι διακριτοί τότε το ίδιο ισχύει και για
τα C και C ′. ∆ιαφορετικά το Ai πρέπει να είναι ένα διάστηµα (n, n+ 1)
και A′i πρέπει να είναι ίσο µε {n} ή {n+ 1}.
Σε αυτή τη περίπτωση αφού και το C και το C ′ είναιM-κύβοι πρέπει να
υπάρχει κάποιο άλλο διάστηµα j για το οποίο Aj είναι ένα µονοσύνολο
{k} και Aj είναι ένα διάστηµα (l, l + 1). Τότε Aj και A′j είναι διακριτά
έτσι ώστε τα C και C ′ να είναι διακριτά.

∆εύτερον σηµειώνουµε ότι η συλλογή EM όλων τωνM-κύβων είναι τοπι-
κά πεπερασµένοι. Πράγµατι αν a είναι ένα σηµείο µε ακέραιες συντε-
ταγµένες τότε το σύνολο Bρ(a, 1) τέµνει µόνο 3N διαφορετικούς κύβους
όλων των διαστάσεων.

΄Εστω x ∈ C, όπου C είναι ένας M-κύβος. Υπάρχει µια περιοχή του
X που τέµνει µόνο πεπερασµένους M-κύβους C ′ διαφορετικούς από
το C. Αφού C ∩ C ′ = ∅ για κάθε C ′, µπορούµε να διαλέξουµε ε(x)-
περιοχή του X που δεν τέµνει κανένα M-κύβο C ′ διαφορετικό από το
C. Επίσης, έστω ε(x) < 1. Τότε ορίζουµε

U(C) =
⋃
x∈C

Bρ(x,
1

2
ε(x)).

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι αν C και C ′ είναι διαφορετικοίM-κύβοι,
τότε και τα U(C) και U(C ′) είναι ξένα.

Βήµα 2 ∆οσµένου M µε 0 ≤ M ≤ N ορίζουµε QM να είναι η συλλογή όλων
των συνόλων U(C) όπου C ∈ QM . Τα στοιχεία είναι ξένα και το κα-
ϑένα έχει διάµετρο το πολύ 2. ( Για C που έχει διάµετρο 1 και κάθε

σηµείο του U(C) ϐρίσκεται µέσα στο
1

2
ε(x) <

1

2
ενός σηµείου x του C.)

Ολοκληρώνουµε την απόδειξη όπως στο παράδειγµα 2.
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