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Ewcaynyr)

e autr) v ITTUX1aKL) acxoloupaote pe v Aldotaorn oe ToroAoyikoug Xo-
pOUugG.

Z10 mpwTo KePAAalo £10ayoUupe BAOIKOUG TOITOAOYIKOUG OPlOPoUS. XTo
bdeutepo kapaAaio, opidoupe v €vvola tng 6140Tacng O TOTTOAOYIKOUG X®-
POUG Kal arodeikvuoupe dewprpata KAl IIPOTACELS OXETIKA Pe auvtnyv. E-
netta, divoupe kdamola mapadeiypata Pacikev menepacpévav dSlaotaoctaka
TOMOAOYIKQV XOP®V ITOU Pag Fondouv va Katavor|ooupe KaAutepad TG EVVOleg
KAl TG TIPOTACELS AUTEG.

210 Tpito Katl tTeAeutaio RePAAA10, AVAPEPOUNE KAl ATIOOEIKVUOULE TO HEl-
Cov Sewpnpa autng g MIUX1aKngG, 10 deppnpa g epduieuong, Kabog eri-
ong Kat 1o 9sdpnpa, ot kabe cupnayég unoouvodo tou RY éxet tonodoyikn
di1aotaon to oAUy N.






KegpaAaiwo 1

E10ay®ylKEG £VVOLEG KAl OPLOROL

1.1 Baowkoi Opilopoi xat Oswpnpata

Opwopog 1.1.1. Yrnodérouue ot X eivatr éva un kevo ovvofokatrp : X X X —
R wa ovvapnon. H mpayuatky ovvdotnon p ovoudletal uetpikn oto X av
yla wyovta z,y, z € X ukavomoovvratl ol tapaKdate el OI0INTEG:

@ plz,y) =0=z=y
@) p(z,y) = ply, x)
(ii)) p(x,y) < p(x, 2) + p(y, 2) (Tpryovicn Avicotnia)

Opwopog 1.1.2. 'Eva ovvofo X epobiacuévo ue pia uetpukn p ovoudletat
UETPUROG Y pog kKat ouuboietat (X, p)

Opiopog 1.1.3. 'Eotw a éva tuyxaio onueio evdg ustpucov xwpou (X, p) rkat

o Jetnd¢ mpayuatkog apduog. Ovoualovue oPaipikn Teploxn N opaipa ue
KéVTpo 10 onueio a kar axtiva p , 1o ovvofo B(a,r) mou opiletai pe tov tno

B(a,r) ={x € X : p(x,a) <r}

AnAaédn, opaipikn meproxn Ue K€Vpo a kat aktivar, r > (0 eivat 1o ovvoslo
TV ONUELOV TOU X@pou X ToU 1 arootact] Toug amo 1o a elvat yvrola uKpotepn
tou apdpov r. 'Otav amaiteitat xpnowonowvue 1o oupboiouo B,(a,r) avti
yia B(a,r) yia va umobnidooupe v U0k ©¢ TPog tnu onola Yswpeitar n
TLELLOXT).

Oplopoég 1.1.4. Mia axojlovdia {x,} oe évav uetpuco xwpo (X, p) Adystar

Baowkn axofovdia n akofovdia Cauchy av :
(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n € N) uem,n > ng = p(zm,,z,) <e
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Opiopég 1.1.5. Mia ouifoyn { A, B} unoouvoiev evog ovvoiou X eivar pa
Sauépiontov X avA# 0 #BusANB=0xkaa AUB = X.

Optopdg 1.1.6. 'Evag uetpikdg xwpog X ovoudletar ouvektikdg (connected)
UETPIKOG X wpog av dev urdpxel avoty 1 kiswoty dwauépion tou X oe Svo
umoovvoAa tou.

Oplopdg 1.1.7. Aéue ou évag tomofoyucds xapos (X, J) eivat kavovuedg av
yia wwyovta Fy, Iy kisiota voovvoda wou X , ue Fy N F, = 0, unapyouv
ABeJ, usFy, CA F, CBratANB=.

Opwopog 1.1.8. 'Eotw ¢ : X — R, 1dte opifouue 10 support g ¢ va givai
n xAewtomra tov ovvoAou ¢ (R \ {0}). 'Etot av 10 = Bpioketar ektdg toU
support g ¢ 10T UTAPXEL KATIOlA TLEPLOXT TOU X TNV omola n ¢ v undevidet.

Opiopég 1.1.9. '‘Eoww {U,...,U,} wa nenepaouévn ouifoyn n onoia givar
wa kadvyn tov X and avoyta ovvoia otov X. Mia otkoyeveia OUVEX®V OU-
VAPTHoEWV ¢i: X = 0,1 yai=1,....n

™V ovouadouvue drauépion mg uovadag mou kuplapxeitat amo ta U; av :

(i) support ¢ C U;, yia kade i
i > i, ¢i(x) =0, yua kade x

Oewpnpa 1.1.10. ( 'Yrapén tov memepacucvov Siauepiocwv mg povadag
) 'Eotw {Uy,...,U,} va eivai pa nenepaouévn ouiloyn n onoia sivar pa
avoyt kaAduvyn gvog kavovikou xwpou X. Tote undpyet n Siauépon mg
povabdag mou kuplapyeitar ano ta {U;}.

Oplopog 1.1.11. 'Eva vnoovvodo A tou X Aéyetar avoiyto edv yia kade
r €A,
B(z,e) C A.

Oplopdg 1.1.12. 'Eva onueio x 9a Agyetar onueio emagrng tou ouvojov A av
yia kade ¢ > 0 woxver B(x,e) N A # 0.

Oplopog 1.1.13. To ovvoo twv onuelov enagrg evog ouvodou A 1o ovoud-
Jouue kAot Inrn 1 kKigwotota tov ouvdiou A kat oupBofiletar ue A.

Oplopog 1.1.14. 'Eva ovvoo A 9a Asyetar tukvo urtoovvoo tou X 1) Tukvo
otov X eav A = X.

Oplopdg 1.1.15. 'Eva ovvodo A 9a Agyetar e-mukvo vmoovvoio tou X av
lOYUEL :

(Vx e X)(Jy € A)p(x,y) < e
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IIpétaon 1.1.16. 'Eva vmoovvoio A evdg uetpikov xwpou X eivar mukvo
otov X av kat udvo av givat e-nukvo vroovvoo tou X yia kade € > (.

Anobeln. 'Eotw 6u A gival mukvé uroouvolo tou petpikou Xopou (X, p)
Kal € tuxaiog 9eukog apdpog. Oswpoupe tuxaio r € X KAl v oPAIPIKY)
nieploxn) B(z,¢) tou . Emedr) 2 € X = A 9a éxoupe B(z,e) N A # () xat
apa vnidpxet y € B(x,e) N A. Tote opwg, 1o y € A kat p(z,y) < €. Anhadn
10 A eival e-tukvo uroouvolro tou X yia tov tuxaio € > 0.

Avtiotpoga, ¢0tw ot yua kabe € > 0 1o A eivatl e-tukvo UrtooUvoAo tou
X, x tuxaio onueio tou X kat r tuxaiog Setkog apibuog. Tote Sa unapyet
y € A tétoo oote p(z,y) < r. Andadn, S9a uriapyer y € A, pe y € B(z,r).
Enopéveg, y € AN B(x,r) # 0. Apa, enedn o r sivar tuxaiog 9etikdg
apdpog o = € A. Etot anodeixdnke 6t X C A 1, 1006uvapa, X = A, rou
onuaivetl ot 1o A givat rukvo otov X. O

Oplopog 1.1.17. 'Evag petpucog xaopos (X, p) Aeyetar minpng uetpikds xo-
po¢ av kade Baowr (Cauchy) axodouvdia tou X eivar ovykiivovoa otov X.

Opwopog 1.1.18. H ouiddoyn J eivat pia tomofoyia otov X av €xet tig mapa-
KAtw 1010TNTeS:

H0eJ XeJ
(i) VA, Be J=ANBeJ
(iii) VC C J = UC € J.

Kade un kevo ovvofdo X oto omoio £xel optotel pia tomofoyia J ovoudletrat
tomofloykdg xwpog kar oupboiletar pe (X, J). Ta péin tng tomofoyiag kat
puovov avta ovopadoviar avoyta ovvofa otov tomofoyud xwpo (X, J). Ta
oUUTiNpOUata TV avo(twv oUVOA®DU gV0¢ TOTO0YIKOU X@POU Kat UOvov
avta ovopadovtar kKiewota ovvofa otwov (X, J).

Opwopog 1.1.19. Av o X eivar tomoAoyikog xapog, o X fgyetal uetpikonot-
noyog av urapxel petpkny d oto ovvojo X mou godyel v tomoAoyia tou
X. 'Evag Uetpikdg x@wpog gival évag UETPUKOTOouog xwpeoc X uadl ue tmu
ouykekpuévn uetpoikn d n omoia divet tnv toroAoyia tou X.

Opopog 1.1.20. 'Ectw X va eivat évag UETPIKOC XWPOC Ue Uia UeTotkn d.
'Eva uroovvojlo A tou X Agyetai Ot eival gpayusvo av urmdpy el KAmog apid-
uog M térorog wote d(ay, as) < M ya kade {evyog aq, as onueiov tou A. Av o
A glvar gpayuévog n diduetpog tou A opiletal va givat o aoduog

diam = sup{d(ay,as)|ay,as € A}.
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Oplopog 1.1.21. (ovvopo): Av A C X opilouue 10 ovvopo tou A amd v
efiowon o
Bd=AnN(X\A).

Oplopog 1.1.22. 'Evag ywpog X Agyetatl ot eivat ouumayng av Kade avotyto
Kadvuua tov X Exel MEMELAOUEVO UTIOKAAUUUA.

Opiopodg 1.1.23. 'Ecww X katY va givat tonofoyikol yopot. 'Eotw [ : X —
Y va givar“1-1" kar = emi”. Av kat ot dvo cvvaptioeg [ kai n aviiotpo@r) g
elvat ovveyeig tote n f ovouddletat opotouop PLopog.

Oplopog 1.1.24. 'Eotw X tomofoyukog ywpog. Mia otkoyévela B avolktov
uroouvoAwv tou X Aéyetar faon tng tomoAoyiagc av kKAde avolkto oUvoAo
UTopEl va ypagel oav Evwon otoyelov ¢ 8.

Opwopog 1.1.25. 'Evag ywpog X Acyetar ou €xel pia apdunoyn Bdaon oto
T av umapyel pia apunoun ouiioyn B meplox@v ToU x TETola WOTE KADE
TEPLOXM TOU T va TeplExel toufdyiotov éva ototyeio tou B. 'Evag xwpog o
omoiog £xel pia apdunown Baon os kadéva anod ta onueia tou Agystar ot
1Kavomnolel 1o MPw1o afioua apdunouoTnIag.

Oplopog 1.1.26. Mia ouidoyn ovvddawv C Aéue ou gxet tu 16idmia tov
TEMEPATUEVOV TOUDV av yla Kade memepaouévn uroouAfoyn B g C oxvet

NDB £ ()



KegpaAaiwo 2

A130Taon TOMOAOYIKOV XWPWV

2.1 TomoAoylkoi Xxopot

Opopog 2.1.1. 'Evag tomoAoyikog xawpog¢ X ovoudletatr xapog¢ Hausdorff
av ylia kade (eUyog r1, To 61aKptedv onuelov tou X urdpxouv nepoxes Uy kat
Us wov 1, x5 avtiototya ot onoieg eivar Eeveg petalv toug.

Oplopog 2.1.2. 'Evac m-manifold eivai evag xaopo¢ Hausdorff X ue apid-
unoun Baon térola wote kade onueio x 1ou X va Exel pia Teploxn n omola givat
OUOIOUOPPIKN e Eva avol o uroouvoo tou R™.

Oplopdg 2.1.3. 'Eotw A va givat éva vmoovvoAo tou X, 10 e0wteptko tou A
opiletat va givat n EvOon TV avolKIOV oUVOA®Y Tou Tiepiexovtat oto A. Aéue
ot 10 A éxetl kKevo eowtepikd av 10 A Sev Tepigxel Kavéva avolkto oUvoA0 ToU
X eKtd¢ amo 10 kevo auvojlo.

Opiopodg 2.1.4. 'Evag xwpog Agystar ot givat évag Baire ywpog av woxvet n
arxofoudn ovvdnkn: Aoousvng piag apunoyuns ouiioyrc { A, } ano kisiota
ovvofla tou X mou 1o kKadéva gxel Kevo e0wTEPKO otov X, 1 évwon toug UA,
EXEL ETIONG KEVO £0WTEPULO OTOV X .

Opiopdg 2.1.5. 'Evag onofoyikdg xaopog (X, J) Aéue ou eivat kavovikdg av
yia wyovia F, , Fy, kieiota vmoovvoia tov X , ue F1 N Fy, = (), undpyouv
ABeJuF, CA,F,CBrxatANB = 0.

Oswpnpa 2.1.6. Av o X sivat évag ovurayng xwpos Hausdorff 1 eivar win-
ONS UeTpdg xwpog tote 0 X elvar évag Baire xwpog.

Anobeiln. Aoopévng piag apibprong ouddoyng {A,} xAelotov ouvodev
otov X 1ou éxouv Kevd £0@tepikd, 9éAoupe va deioupe ot n €vwor) toug
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UA,, €xel emtiong Kevo 00TEPIKO otov X . BE@POUNE £va 1ir KEVO avoiXto ou-
vodo Uy tou X, mpérnet va Bpoupe éva onpeio x tou U 10 oroio dev Bpioketat
oe Kavéva ano ta ouvoda A,,.

Bc®POUpE T0 TIP®OTO oUVoAo A;. Amo umndbeon 1o A; Sev mepiéxet o U.
Enopéveg, priopoupe va ermdé§oupe éva y tou Uy 1o oroio dev Bpioketat oto
Ai. H ravovikétnta tou X padi pe 1o yeyovog ot to A; eival kAeioto, pag
divel ) duvatdonta va draAéoupe pia neploxn U, tou y tétola oote

EﬂA1:@7
U, C U

Av o X eival petpikog xopog, dadéyoupe emiong U; apketd pikpd Orou n
draperpog tou eival pikpodtepn tou 1.

TFevikotepa, doopévou Pn Kevou avoilxtou ouvodou U, i, dadéyoupe é-
va onueio tou U, _; 1o oroio dev eival péoa oto KAe10t6 ouvodo A, énetta
dadeyoupe U, va eivat n) meploxr) autou Tou onpeiou T€Tola Oote

771 N An = 07
Un - Un—17
diamU, < 1/n owv nepintwon mg PETPIKLG.

Ioxupwopaote ot 1 topry NU, eivat pn kevr). Edv to 2 eivat éva onpeio g
NU,,, tte 10 = Bpiloketatr péoa oto Uy, emedr) 1o U; C Uy. Ta xabe n 10
onpeio x Sev eivatl péoa oto A, enedny ta U, sivar Eva pe wa A,.

H amn6dei€n 6t n NU,, eivat pn Kevn xwpiletat oe §Uo péprn, rou e§aptatat
ard 1o av o X eivat oupnayng xopog Hausdorff 1) mAnpng PETpIKOg X®POS.
Edv o X eivat oupniayng Hausdorff, Sewpoupe v eppoieupévn akodoubia
U, D U, D ... un pndevikov uroouvédev tou X . H ouddoyn {U, } kavororei
MV 1810TNTa TRV MEMEPACUEVOV TOP®OV. Apou o X eival ouprnayrg, 1 Tour
MPETIEL va eivatl P pundeviky).

Av 0 peTp1rOg X®pog X eivatl AN png PEIPIKOG, epappiodoupie to akdAoubo
Afjppa. O

Afppa 2.1.7. 'Ecww C; D Cy D ... va gvat pia eupoieupévn axofovdia
ano un Keva kisiota ovvofa tou puetpukov yaopou X. Eav diamC,, — 0, tote

NC, # 0.

Anobeiln. Aadéyoupe z, € C), yua kabe n. Enedn x,, x,, € Cy yia n,m >
N, rat ene1dn n daperpog tou Cy UIopel va KATAOKEUAOTEl PIKPOTEPT) A-
o kABe Soopévo e ermdéyoviag apketd peydho N 1 akodoubia (z,) eivar
axkoAouBia Cauchy.

Yrobétoupe 6t autr) ouykAivel oto z. Tote yia Soopévo k, ) untakodoubia
Tk, Thi1, - - . €MiONG oUYKAivel oto z. 'Etot, 10 o anapaitta aviket oo C), =

Ck.
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Tote, 10 x € NCY, 0nRg erubupovoayie. O

Ipdtaon 2.1.8. 'Eotw Y évag undywpog evog uetpucov ywpou (X, r) kar A
éva umoovvolo tou Y. To ovvojlo A eivar avoi(to umoouvoAo ToU UTOXwEOU
Y av kat povo av vrdpyet utoovvodo B tou X, omou B avoiytd oto uetpuo
xopo X tetot0 wote A =X N B.

Anobeifn. Eoww ot 1o ouvodro A, A C Y eivat avoiytd otov Y. Tdte yia kGOe
a € A vunapyetl r, > 0 t€too oote yua my odpaipikyy repoxy By (a,r,) tou
a oto Y va wyvet By (a,r,) € A 1) 100bvvapa Y N B(a,r,) C A. Tote opeg
oxUeL,

ulY nB(a,r,))=A=YnN(UB(a,r,)) = A.

@¢toviag UB(a, r,) = B, napampoupe 6t to ouvodo B eivat avoitd otov X.
AnAabdr) arodei§ape ot urtapyet éva avoixté uroocuvolo B tou X tétolo wote
A=Y NBKB.

Avtiotpoga, ¢otw A = Y N B, érou B avoiytd otov X kat a tuxaio
onueio tou A. Tote a € Y rat a € B. Eneibr) 1o B eivat avoiyto otov X,
unapyet opaipiky neproxr B(a, r,) tou onpeiou a tétowa wote, 0 B(a,r,) C
B. Emneldr) a € Y,10 ouvodo By(a,r,) = B(a,r,) NY, eival meproxy) tou a
otov Y kat paAiota t€tola Qote :

By (a,r) = B(a,r)NY CBNY =A
Apa, 1o A gival avoixto UTIoGUVOAO TOU PETPIKOU UTIOX®POU Y. O

Oplopdg 2.1.9. Eoww f : X — Y eivar pia “1-17 ovvexr¢ ancucovion, onou
X kat Y wonofoyikoi yapor 'Eote Z va givar 1o ovvoio tov edvav f(X).
Tote opifouue  ovvapmon f': X — Z ano wm oxéon f'(x) = f(x). H f'(x)
elwvar“1-1" kat = eni”. Avn f' wyaiver va givar opoopop@ioudg tov X ue 1 Z
101 Adue ou n aneucovion [ : X — Y elvar pa tomodoyukn eugutevon tov X
owovY.

Anppa 2.1.10. O X egivar ywpog Baire av kat puovov doouvng kade apdun-
owung oufjoyng {U,} and avowkta ovvofa otov X, ta onola givat tukva otov
X, n toun oug NU,, eivat emiong nukvy otov X.

Amodeiln. Avakaloviag ot éva ouvoro C eivat ukvo otov X av Kat povov
av C' = X. H anédedn énetat anod ug uo akoAoubeg mapatnpr)oeis :

(i) To A sivat kAeioto otov X av kat povov av to X — A sival avoikto otov

X.

(ii) to B €xet Revo e0wtep1ko otov X av kat povov av to X — B eivatl murvo
otov X.
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O

Afppa 2.1.11. (Apduog Lebesque). 'Eotw () va givai éva avorkto kdvuua
tou petpucov xwpou (X,d). Av o X evar ovurayrg, tote undapyel éva § > 0
1€1010 Wote yia kade umoouvodo tou X mou Exel SIAUETPO UKpOTEPN ToU 0,
umdapyet éva otoiyeio tou () mou 1o mepiexel. O apduog o ovoualetar apdUog
Lebesque yia 1o kaivuua Q).

Amnodeiln. Aegiyvoupe ott av o X eivat akodouBlakd ocupnayng 10te Kabe Ka-
Auppa @ tou X éxet évav apiOpo Lebesque d. YrmoBétoupe ot Sev urapyet
apBpog & > 0 térolog, dote KABe oUVOAO Slapérpou PIKPAOTEPNG TOU ) va
Bpioketal o touddyiotov éva otoixeio tou (). Tote o X 6ev akodoubiakda
oUpIayng.

E@ooov unoBétoupe 611 ev urtdpyet T€1010 § , aUuTO onpaivetl ot yla Kabe
0 > 0 urtdpyxet éva urtooUvoAo S1ap£TPou PIKPOTEPNS O TO 01010 Sev Bpioketat
péoa oe kavéva otorxeio tou (). Tuykekpipéva, yia kdbe n € Z, propoupe

va 61aAétoupe éva ouvolro O, Tou £Xel B1APETPO PIKPATEPT) TOU — TO OIToio Sev
n

MePIEXETal o Kavéva otorxeio tou (). Emdéyn yia kabe n éva onpeio x, tou
C,. loxupiopaote ot ) akodoubia (z,,) 6ev €xel ouykAivouoa urtakodoubia.
YroBétovtag ot 1 (x,,) éxel ouykAivouoa urtakodoubia (z,, ) Tou cuykAivet
010 AP TOPA OTL T0 T AVhKeL 0 KAro1o otoixeio A tou () kat emedn) 1o A

etvatl avoiyto, urapyet € > 0 tétoo oote ) B(z,e) C A.

€ 1 €
Maréye i apretd peyddo tétowo wote 1 d(z,,, ) < 3 ratr — < 3
L%
1

0 C,, Bpiloketat oe pia — meploxyy ou z,,. Akodoubei 6t o C,, C B(z,¢).
’,’l/.

. Topa

(2
Tote C,,, C A avtiBeta pe v ermdoyr) v ouvédev C,,. Atorto. O

2.2 Aldotaorn o€ MEMNEPACHEVOUG TOMOAOYLRKOUG XOPOUG

Opopog 2.2.1. Mia ouidoyn Q unoouvoAwv evog ywpou X Aéyetatl Ot €xel
tafn m + 1 av kade onueio tou X avrket 1o moAv oe m + 1 otoiyeia tov Q kat
Kavéva onueio tou X 6ev avnketl og mapandave ando m + 1 otoiyeia tov Q.

Oplopodg 2.2.2. Aoouévng ouifoyng Q umoouvodwv tou X pia ouidoyn B
Aéue ou exfentvver 1o Q 1) O givat pia exféntvvon touv Q av kade otoryeio b
tou B mepigyetar oe touAdayiotov éva otoryeio tou Q.

Opiopodg 2.2.3. 'Evag ywpog X ovoualetar memepaouévng 61aotaong av v-
AP X EL KATIOOC aKEPalog M TETOI0¢ WOote yia kdde avoixto kajuvuua Q tou X
umdpyet éva avoryto kaduvuua B tou X mou exemtuvet 1o Q kat xet taln 1o
moAv m + 1. H tomofoywukn diaotaon tou X opiletatl va givar n uukootepn tuun
TOU M yla TNV Omola 10X UoUV Ta Tapanave.
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Kdanowa Baowkd dedopéva rmou apopouv v torodoyikn didotaon divovrat
ota akoAouba Sswprjpata.

Ospnpa 2.2.4. Av o Y civar kieioto vroovvoAo tou X kat av o X éxet
enepaocuevn Siaotaon 10te kKat o Y Exel memepaouevn d1aotaon Kat .oxUeL 0Tt
dimY < dimX.

Aniddeifn. 'Eow ou dimX = m. 'Eoww Q va eival éva KAAuppa avoiytov
ouvodav tou Y. Tia kébe A € Q ermdéywm éva avoiyté ouvodo A’ tou X tétolo
oote A’ NY = A. KaAurtoupe tov X pe ta avoixtd ouvoda A padi pe to
avoiytd ouvodo X \ Y. 'Eote B va eivai n ekAémtuvorn autou tou KaAUPpatog
10 ortoio eivat éva avoixto kaAuppa tou X Kat €xet tagn 1o oAu m + 1. Tote
n ouddoyr) { BNY|B € B} eivat avoi(té kdAuppa tou Y arno avoiytda cuvola
otov Y 10 oroio €xet tagn to oAU m + 1 kat ekAerttuvel 1o Q. Apa £xoupe
ott dimY < m. O

Ocpnpa 2.2.5. 'Eotwo X =Y U Z onov Y kat Z eivar kileiota ovvoia otov
X éxouvtag mengpaouévn tonofoyikn diaotaon. TOte,

dimX = max{dimY,dimZ}.

Anobeailn. Eotw m = mazx{dimY,dimZ} téte dimX > m. Mével va anodei-
Soupe ot dimX ot eivat to oAU m.

Brjpa 1: Ipota anodeikvuoupe 10 akoAoubo.

Yrob£toupe ot Y esivat kAsiotd untoouvodo tou X kat dimY < m. Av Q
elvat éva avoi to kdAuppa tou X 1ote unapyet éva avoixto kdAuppa £ tou
X mou exAertuvel 10 Q £tot Gote Kavéva onueio tou Y va pn Bpioketat oe
napanave ano m + 1 otoixeia tou €. (Av to £ kavorolei autr) ) ouvOnKn
Aépe OT 0 TiePlopPlopog tou £ otov Y éxet Tan 1o oAU m + 1).

'a va anodei§oupe autd 1o yeyovog Sa egetdooupe ) ouddoyn {ANY|A €
Q} eivat éva avoixtd kaduppa tou Y dpa éxet ekAéntuvor) B n oroia eivat
avoiytd kaduppa tou Y Kat €xel tagn 1o moAu m + 1. Aocuévou B € B
dladéyem €éva avorxto ouvodo Up tou X térowo cote Ugp NY = B. Awadéyo
eriong éva otoixeio Ag tou Q té€too wote B C Ap.

Eotww £ va eivat cuddoyr) arotedovpevn and 6Aa ta cuvora Ug N A yua
B € B pali pe 6Aa ta ovvoda A\ Y yia A € Q. Téte, 10 £ ival 1o avoiyto
KAAuppa tou X mou 9édape.

Brpa 2: 'Eoctw Q eivat éva avoixto kaduppa tou X. 'Eow B va sivat
éva avoiyto kaAuppa tou X 1ou ekAertuvel 1o O TOU OI0i0U 0 TEPIOPIOPOG
wou otov Y é€xet tagn 1o moAu m + 1. 'Enewta, éotw £ va eival éva avoixto
KAAuppa tou X 1ou eKAENTUVEL TO B TOU Oroiou O IMEPIOPIOROS TOU 010 /
€xet tagn to oAy m + 1.
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'Exoupe oxnuatioet éva véo kaAuppa D tou X o6nwg akoAoubet :

Opidoupe f : € — B dadéyoviag yia kabe C € £ éva oroxeio f(C') tou
B tétoro oote C' C f(C). Aoopévou B € B opidoupe D(B) va eivat n éveorn
0Awv eketvav tev otoeiov C tou € yia 1o oroio f(C) = B. (Puowkd to D(B)
elvatl kevo av to B dev eivat ounv eikdva g f).

'Eotw D va givat n ouddoyr) 6Aev tev ouvodev D(B) yua B € 9B. Topa, 1o
D exderttvver 1o B 8ot D(B) C B yua kaBe B ¢ ek toutou 10 D ekAertuvet
10 Q. Emiong to D xkalvurmet tov X &6t 1o € kadvuret tov X kat C' C
D(f(C)) yia ka0e C € £. Ba beifoupe 6t 10 D éxet tagn o moAu m + 1 kat
101e 10 Yewpnpa da anodeiytei.

YrnoBétoupe ot
x € D(By)N...ND(By).

®¢Aoupe va arodeifoupe 6t k£ < m + 1. 'Exoupe,
reCiN...NC,CDBy)N...ND(By) C BiN...N By.

Av 10 7 Tu)aivel va Bpioketatl otov Y tote £ < m + 1 66t o rieplopiopog
tou B otov Y €xet 1één 1o oAy m + 1 kat av 1o x PBpioketat owov £ 10t
kE < m+ 1 810t o neplopiopodg tou € otov Z £xet Tan 1o oAu m + 1. O

Zuvéneleg 1ou Oewprjpatog 2.2.5.
'Eow (Q = Y, U...UY, tétoo wote kabe Y; va eivat kAeioto otov X Kat
€Xel menepacpevn diaotaon. Tote,

dimX = max{dimY1,...,dimY}}.

[Tpopaveg n 6tdotaon tou X (av urtdpxel) €ivat TOMOAOY1KI) APETABANT.
Znv mepirm®orn rnmou o X eival ouprayng PEIPIKOG XWPog O 0plopog PItopet
va SatuneBel e Evav TPOTo TIOU va TIEPIEXEL PETPIKT).

Afppa 2.2.6. 'Eotw X ovunayng uetpikog xwpos. Tote dimX < m av kat
uovov av yla kade € > 0 unapyet temepaouévo avokto kadvuua B tov X ano
ovvoAa pue S1apueTpo Upotepn Tou € Tou 10 B va xet taln 1o moAv m + 1.

Anodeifn. Yrobetoupe ot dimX < m. Ilaipvoupe éva kddluppa tou X aro
’ ’ ’ 8 ’ ! ’ ’ 3
AVO1KTEG PItdAeg aktivag 3 Kkat Sadéyoupe B va eival pia eKAEMTUVON TOU

Q 10 oroio givatl avolktd KaAuppa tou X kat €xet tadn to oAy m + 1.
"Eotww B va eival nenepaopévn unocuAdoyr) tou B’ 1 ortoia KaAurttel 1o
X. Tote 10 B €xet 1a&n 10 oAU m + 1 kat ta otoixeia tou B £xouv Sidperpo
HMKPOTEPD TOU €.
IMa va arobdeifoupe tov tedeutaio oxuplopd €otw Q va eival tuxaio a-
Voikto KaAuppa tou X. 'Eowe € > 0 va eivatl évag apibpog Lebesque yia 1o
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Q xkat Siadéyoupie €va MEMePaopévo avolkto kaAuppa B tou X aro ouvola
Slap€tpou PikPOTEPNG TOU € ToU va €Xel Tan 1o oAU m + 1. To B va €xet
tagn 1o odu m + 1. To B eival i ekAémtuvon tou Q mou 9éAape. O

2.3 Tapadeiypata

Hapadewypa 1. To Swaomua [a,b] éxer tomofdoyucry Swiotaon 1. Aoougvou
e > 0 unopei kaveig va emféler {t1, ..., tyta =tg < t; < ... < t, =b v
ti—t1 < g yia Kade 1.

Tote, n oudfoyn

B = {[a,t1), (to,t2), (t1,t3), (t2,ta) . .. (tn—a,tn), (tn-1, 0]}

givar éva avolkto kdjupupua ano ovvoAa Slauetpou WKPOTepn Tou € Kat 10 B
exer tagn 2. Qg ex tovtou dimla, b] < 1.

Ao v dAan uepia, doousvou ¢ < b — a, éotw B va eivar omoodnmote
avoikto kauuua ou [a, b| anod ovvofa diauetpou puikpodtepn tou €. AnAdvouue
o0t 10 B €xet taén 1o Atyotepo 2. Yodétw ot 1o B Exet taén 1 10te Svo otoiyeia
oU B 6¢ev tepuvovtal. Emeidn ta otoiyeia ou B £xouv SIAUETPO ULKPOTEPT TOU
€ n oufdoyn B mpénel va epiExel Tave ano va otoyelo, £otw U va eivat 1o
éva otoyeio tou B rkat V' va givar n évwon 6oV tov utoAoitwy.

Tote, taU kat V' oyxnuatifouv pua drapépion wou [a, b] avtideta pe 1o yeyovog
ot auto 10 S1aoTnua givat CUVEKTIKO.

Mapadewypa 2. Kdde ovumayée umoovvofo C' tou R? éyer tomofoykn &id-
otaon 1o moAv 2. Ia va amodeifoupe avto 10 Yeyovog KataokeUualOUUE £va
ovykekpévo kaAuuua Q tou R? 10 onoio éxer 1aén 3. Apxilouue opidovtag Q,
va eivar ) ouAAoyr 0Awv 1oV povadlaiov terpaywveov tou R? ue mu axéAoudn
uop @

Qs ={(n,n+1) x (m,m+1)m,n € Z}.

Znuewdote ot ta otoieia tou Qs eivar eva . 'Enetta opilovue ouioyn O
nalpvoviag ano kade (avoikt) mAsvpa e ano avia ta TEPayva

e={n} x (m,ym+1)

e=(n,n+1) x {m}

Kal emekteivovtag 10 eAappes oe éva avouktd ovvoio U, tou R?, Sivovtag
mpoooxn oto va efaopajiotel ot av e # € ta ovvoda U, kar Uy eivar Eva.
Awafigyovue emiong kade U, 1€t010 wote 1 diauetpog tou va givar 1o moiv 2.
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Zxnpa 2.1

TeAuca opifouue Qy va sivar n oudjoyrn aroteAoupsvn and OAEg TI§ AVOIKTES
umdjeg axtivag 5 Kat ue K€vtpa ta onueia n X m.

H oudfoyn Q = Q, U Q1 U Qy eivar kdAvuua tov R? . Kade éva and 1a
otoieia g Exet Srauetpo 1o moAv 2 katn Q taén 3, ondte Kavéva aroyyeio Tou
R? 6ev umopei va Ppioksral o Ttapandve and éva oUvoAo and KAmow and 1a
Q.

Topa 9a anobeifoupe 611 kade ovunayéc ovvofo C oro R? éxer tomoAoyikn
biaotaon 10 moAvy 2. Aoousvou e > () Ye@pouie Tov opoouop@ioud f = R? — R?
mou opiletat w¢ f(r) = (5—)x. Haijpvouue ug etdves kdtw and mv f ano ta

3e
avoucta avvofla g ouidoyng Q. Autég 9a oxnuatioovv eva avolkto kaiuupa
tou R? and ta ovvoia Siaugrpou uukpdtson tou €. Maféye tefkd moAAd and
avta ta onola kadvunrouvv 1o C, avtd sivat 1o emduUUNTO avokto KAAUUUa tou
C.

duoucd bev éxouv 0Aa ta ouurayr utoovvoia tou R? sidotaon axpibeg 2.
'Eva povoouvolo éxet 6iaotaon O yia napadetyua katr éva kAswoto diaotnua
ou afova v x €xel dwaotaon 1. Eivar otqv mpayuatikotnta un-teloipUpUevo
va amobeifoupe o kamota vnootvoAa tou R? éyouv twnofoyikn Sidotaon 2,
anairovvtal ot texVIkeS g afye6pukng torofoyiag.



Kepaliawo 3

Osnpnpa Epgputeuong

e auto 1o kepadato Sa acxoAnboupe pe v anodei§n tou Sewprpatog g
EPPUTEUONG TIOU avapEPAPE VEOPITEPA OTO ArotéAeopa Ot Kabe oupnayng
HETPIKOTIO 010G X®POG TOTTOAOY1KNG diaotaong m propei va epguteubet
otov R?™H1,

Oplopog 3.0.1. 'Eva ovvofo {x, ..., T} onueiov tou RY ovoudlerar yew-
uetpuea avelapnto av
[Zf:o a;x; = 0 ue Zle a; = 0] = kade a; = 0}.

Eivar gavepo ot omotodnmote ouvojo anoteAoUpUsvo ano Uovo Eva OnNUEio
elvar ypappuuca avelaptnro. T onuaivel n yeouetpweny aveaptnoia av 1o k givat
9etko ;

To ovvoo twv onueiov {xy, ..., T} eval yeopelpuca aveldomio av ka
UOvOV av 1o oUvoAo TV 61aVUoUATOV
{z1 — 20,29 — X0, ..., T — o} €lvat yoauuika ave§apinro. Avtd pag divel va
pavtaotovue onotadnnote SUo dlakpltd onueia mou SlapopPOUOUD VA YEWUE-
ouca avelaptnro ovvoo. Tpia onueia dtapoppovouv va aveEaptnTto oUuvoio
av bev glval ouyypauika kKat ovt® kad ' eEng.

'Emetal ano avtég ¢ mapatnpnoels Ot 1a onueia

0 = (0,0,...,0),

e = (1,0,...,0),
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sivar yewpetpucd aveéapmra otov RY. 'Enctai emione ot 1o RY 6ev mepiéyet
neproootepa ano N + 1 onueia yeopetpuca avedoinia.

Oplopdg 3.0.2. 'Eotw {xo, . ..,z } givat éva ovvojlo onueiov tou R 10 6moiwo
eivar yeouetpuca aveaptnro. To eninebo P mou mpoobiopiletal ano avia ta
onueia opiletar va sivai 1o ovvoo 0Awv TV onueiov x tou RY 1ét01a dote
r = Zf:o t;x;, Omou Zf:o t; =1
To P umopel emiong va ekgppaotel wg 10 oUVOA0 OJGV TOV ONUEIDV T TETO0
Wote

k
(8.1 T =x0+ E a;(x; — xp)
i=1
V1A KATOI0UG OUVTEAETTEG Ay, - . . , ak. 'Etot 10 P umopei va neptypagei Oxt povo
¢ “T0 eMIiTeSO OPIOUEVO amo Ta onueia T, . . . , Ty ~, afia emiong wg “to eminedo

TIOU TEPUVAEL amo 10 ONUELO Ty Kat ival tapdinio ota diavvouata
X1 — Ty, Ty — Ly, ..., Tk — Lo -

B@zwpovue topa 1ov opoouoppouc T : RY +— RY opiousvo and mu e&i-
owon T(z) = x — xy. Ovoudaletar pia petapopa (r tapdAAnin ustaromnion)
ou RY. H éxppaon 3.1 beiyvet 6n1 autr) n aneikovion ustapipel 10 emineso
P mave oe éva Stavvouatikd undywpo VF tou RY 10 omoio éyer we Bdaon ta
dtavvouata
r1 — To, Ty — Tg,...,Tp — Tg. Ila autd tov Adyo ouyxva ovoualouvue P éva
k-eminedo orov RY.

Ipewov av k < N 1012 10 k-eminedo P anapaitnia €yt kevd e0wteptico
otov RY (51611 10 V¥ éxe1 kevo cowtepucd). Kai evtepo av y sivai omolodnmote
onueio ou RV 10 omoio 6sv Bpioketar oto P, 161e 10 0UVOAO {zo, ..., 2k, y}
glvar yewuetpuea ave€apnro.

Eavy ¢ P, wte 0T (y) = y — xo 6ev Bpioketar orov VE. Ano éva Yedypnua
g yoauukns afye6pag ta bravvopara {x; — To, To — Xo, . . ., Tk — Lo, Y — To}
glvatl yewuepika ave§aptnto ano 1o Onolo £neTal 10 CUUTEPACUA UAG.

Oplopég 3.0.3. 'Eva ovvofo A onueiov tou RY Adue 6 eivar oe yevuer; 9éon
otov RY av kdde umootvoAo tou A mou mepiéyer N + 1 1) Ayotspa onpsia sivar
YEQUETPUKA aveapTnTo.

Afjppa 3.0.4. Aoouévou gvdg memepaousvou ovvoouv {ry, ..., r,} onueiov
tou RY ka1 Soougvou § > 0 161e umdpyet éva ovvoio {Y1,.-.,yn} onueiov toUu
RY oe yever; 9éon otov RY této10 dote |1; — y;| < 0 yia kade i.

Amnodeiln. Luveyiloupe pe enayoyn. Oftoupe y; = x;. YmoBEtoupe ot é-
xoupe {y1,...,yp} 0t yevikr) 9éon otov RY. ®cwpovpe 10 0UVOAO GA@V TGV
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erunédav otov RY mpoodiopiopévo ano uvroouvoda tou {yy, . . ., Yy} ta oroia
niepiexouv N 1 Atyotepa otoixeia.

Kd6¢ 1€1010 urtoouvolo eivatl yeopetpikd ave§aptnto kat ripoodiopidet Eva
ertinedo tou RY yia kdrnowo £ < N — 1. Kd&Oe éva anoé auvtd ta emineda kevo
£001ep1K6 otov RY. AeBopévou Ott Undapxouv Hovo Mernepaopéva amnod autd 1
£V@or) Toug £xel emiong Kevé eowtepikd otov RY. (@upidoupe 6t o RY eivat
¢vag Baire xopog). Atadéyoupe ¥, va eivat éva onpeio tou RY eviog tou
(Tpt1 — 0, Tps1 + 0), 10 oroio Sev Bpioketatl oe Kavéva anod auvtd ta erineda.

Entetat ot to ouvolo

C= {yh cee 7yp7yp+1}

Bpioxetal oe yevikr) 9¢on otov RY . ‘Eote D va eivat oro1odrmnote UrtooUvoAo
tou (' 10 oroto mepiexet N +1 1) Atyotepa onpeia. Av to D Sev mept€Xet 10 Yp 41
10t 10 D gival YEOUETIPIKA ave§ApTnTo amod v urnobeon g enayoyns. Av p
MEPLEXEL TO Yyt 1 TOTE T0 D \ {y,41} mepiéxer N 1) Aydtepa onpeia Kat 1o yp4q
bev etvat oto eminedo mou opidetal anod auvtd ta onueia amnod IV KATaoKeUT.
'Onwg onpelndnke rapanave to D eival yEOUETPIKA ave§aptnto.

O

Oewpnpa 3.0.5. (Beswpnua Eugutevong). Kade ouumayng UETOUKOTIOWOYLOG
xopog X tomoAoyucric Stdotaong m umopel va euutsudet otov R¥H

3.1 Anobée§n Oswpnpatog Epgdutevong
Anddefn. 'Eote N = 2m + 1. ®@swpoupe ) petpikr) otov RY mou opidetat
|z — Yloo = mazx{|z; —yi|,i=1,..., N},

VAT = 2,..., 0, KALY = Y1, ..., Y,. ZUpBoAi¢oune £(X, RY) 10 xHpo tov
ouvexov ouvaptioeev f @ X — R". Opiloupe v HEPIKY p OTOV XOPO
E(X,RN)
p(f;g9) = max{[f(z) — g(2)]o - v € X}
0 xopog £(X,RY) eivat mAfipng pe ) PETPIKY p. AlaAéyoupe Pia PETPIKN
d yia 1o xopo X. Enedr) o X eivat oupnayrg n d eivat @paypévn. Aoopévng
ouveyoug arekoviong f : X — RY, opidoupe

A(f) = sup{diamf~' ({z})|» € R"}

O apBpog A(f) perpdet ooo modv “ aroxkAiver ” n f and to va eivat “1 -17.
Av A(f) = 0, k&8s ovvoro f~1({z}) amotedeital ané 1o MOAY éva onpeio,
¢tot n f elvat “1-17.
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Topa doopévou € > 0, opidoupe U, va eival 10 oUvolo OA®V aUT®V TV
ouvexov amnekoviosavy f @ X — RY térowo dote A(f) < &. Autd mepiéyet
OAEG AUTEG TIG AIEIKOVIOELG TTIOU * arokAivouv ” aro 1o va eivat “1-17 Atyotepo
amd 1o €. Ag bei§oupe 6t 1o U, gival kat avoktd kat ukvé oto (X, RY).

AxoAoubei o011 1 Topn
m Ul/n

neEZy

eivat mukvr) oto £ (X, RY) xat eivat, eidixdtepa, pn kevr). Av 1 f etvat otoiyeio
autig g oprg, e A(f) < 1/n yia xa6e n.

Apa A(f) = 0 kat ) f eivat “1-17. Enedr) o X eivat oupnayrg i f eivat
pia epguteuon. 'Etol 1o Sempnua g epguteuong £xel arodeiyOet.

(i) U. eivat avowxtd oto (X, RY). Aoopévou evég otorxeiou f tou UL,
9édoupe va Bpoupe karowa opaipa B,(f,d) ywa myv f n oroia va ep-
niepiéyetat oy Us. Tpota Siadéyoupe apdpod b otov A(f) < b < e.

Lnuewovoupe ot av f(z) = f(y) = z 10te 10 T KAl T0 Y AVIKOUV OTO
ouvodo f1({z}), étot dote n d(z,y) mpénet va eival pikpdtepn tou b.
Axoloubei ot av diadégoupe A va eival 1o ak6Aoubo urtooUvoAo tou
X xX

A= {(z,y)ld(z,y) = b}

tote 1 ouvvapwmon |f(z) — f(y)|,, eivar 9etkny oto A. Topa 1o A eivat
KkAeloto oto X X X kat dpa ouprnayeg.

Tuvenwg, n ouvapwmon |f(z) — f(y)],, éxel éva 9eukd eddaxioto oo A.
‘Eotw

I
5= smin{|f(z) = f)l : (2,) € A}.
1oxupopacte Ot Auto To § pag apket.

YroBétoupe ot 1 g gival pa aneikovion t€rowa wote p(f,g) < 9. Av
(x,y) € A, e |f(x) — f(¥)|lo > 20 amod tov 0plopd, Kat ereidn
p(f,9) < 0 mpénet va éxoupe |g(z) — 9(y)|w > 0. Qg ex tOUTOU 1
ouvapon |g(x) — g(y)|« eivat etkr) oto A. Qg arnotédeopa av  Kkat
y eivat 6vo onpeia t€rowa wote g(z) = ¢(y) dte anapaimra d(z,y) < b.
Suprnepaivoupe ot A(g) < b < € 6niwg srubupovoaps.

(ii) U. etvai muxvo oto £(X,RY). 'Eote f € £(X,RY).

Aoopévou £ > 0 kat doopévou § > 0 9édoupe va Bpoupe cuvaptnon
g € E(X,RY) tétota dote n g € U, xat p(f, g) < §. KaAurroupe tov X
pe avowta ouvoda {Uy, ..., U,} ttowa wote

(1) diamU; < £/2 oo X
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2) diamf(U;) < §/2 otov RY

(3) {Ui,...,U,} éxertan < m+1
'Eowo {¢;} va eivat pia Siapépion g “ povadag ” mou kuplapyeitat anod
ta {U;}. Ta xaBe i d1adéywm éva onpeio z; € U;.

‘Enetta, 81adéye yia xkabe i éva onpeio z; € RY tétoo dote |f(x;) —
f(zi)]o < 0/2 xat té1010 GOTE TO CUVOAO

{z1,.. ., 20}

va etvat oe yevikr) 9éon otov RY .
TeAkd, opidoupe v g : X — RY. Ioxupwénaote éu auty n ¢ sivat n
erbupntr ouvaptnon.

I[lpata, deixvoupe ou p(f, g) < J. Enpewvote 6u
g(x) = f(x) =) i)z — > ¢ilx) f()
i=1 i=1

XP1OorolmOvIag to yeyovog ot » | ¢;(x) = 1. Tote,

g(@) = f(2) =Y dilw)(zi — f:) + > dil@)(f(xi) — f(2))-

Topa, |z — f(2i)|e < 0/2 yia kGO i and emdoyr) v onueiov z;.
Kat av 1o i sivatl deiking tétolog vote ¢;(x) # 0, e x € U;, ion
diam f(U;) < 0/2. Enetar ou | f(z;) — f(2)]oo < /2.

E@ooov, Y ¢;(z) = 1 oupnepaivoupe ot |g(x) — f(2)| < . Qg ek
toutou p(g, f) < 4.

Agttepov, deixvoupe ot n g € U.. ®a anobdei§oupe 6t av ta x,y € X
kat g(x) = g(y) 1O1e 10 & KAl 10 y AvrKouV Ot £va Ao Ta AVOIKId
ouvoda Uj;, étotl oote anapaita n d(z,y) < £/2 (apouv U; < £/2). Qg
arotédeopa A(g) < €/2 < ¢, énwg ermbupovoape. 'Etot unofétoupe
ou g(z) = g(y). Tote,

n

S [oi(x) — ¢i(y))zi = 0.

=1

Enedn to kdAvppa {Uy, . .., U, } €xe1 td&n 1o modv m+1, to oAv m+1
ano toug apdpoug ¢;(x) sivat pn pndevikoi kat o moAv m + 1, ano
toug apBpoug ¢;(y) eivatl pn-pndevikot.
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'Etot, 1o d0potopa Y [¢i(z) — ¢i(y)] 2 €xet 1o oAU tagn 2m+ 2 pn pnde-
VIKQOV 0paV. ZNPIEIWVETAL OTL T0 ABpo10jia TV OUVIEAEOTOV Undevidetat
agpou

S i) — gily)] =1 —1=0.

Ta onpeia z; eivat oe yevikr) 9¢on otov RY, éto1 Hote kaBe Uootvodo
aro autd nou €xet NV + 1 1 Atyotepa otoixeia va eival ye@PEeTpiKka ave-
gapnro. Amo urniobeon, N + 1 = 2m + 2 xat ouvernog ¢;(x) — ¢;(y) =0
yia 6da ta i. Topa ¢;(x) > 0 yia kanouwo 4, étot wote 10 = € U;. Apou
oi(z) = ¢i(y), éxoupe ot to y € U; emiong, 6nwg srubupovoatie.

Xwpotl nenepacpévng draotaong

I'a va 6wooupe KATIO10 TEPIEXOHIEVO ATIO TO de@pnia euPUTeEUonS XPEe1ago-
Haote KAmola meploodtepa napadeiypata amo X®poug ol oroiot eivat mere-
paopévol dlaotactakd. Arodeikvioule 1o akodoubo Ssmpnua.

@chpnpa 3.2.1. Kade ovunayéc umoovvofo tou RY éyet tomofoyucr Sidotaon
10 moAu N.

Anddeiln. H anodeldn eivat pia yevikevon tng anodedng rmou 660nke oto
napadsiypa 3 napandve yia tov R? . 'Eote p va sival n Iepaymvike HETPIKT.

Brnal

: Bexwvape xopidoviag tov RY oe povadiaioug kBoug. Opioupe G va
etvatl n akoAoubn ocuAdoyr) avolkiev draotnpatev tou R :

G ={(n,n+1)n € Z},
kat opidoupe K va eivat n akodoubr ouAddoyr) povoouvolev tou R

K={{n}/neZ}.

Av M eivat évag aképatog tétorog oote 0 < M < N ag opicoupe &y 10
OUVOAO OAGV TRV YIVOHEVAV

C:A1XA2X...XAN

orou akpiBwg M aro ta ouvvoda A; aviikouv oto G kat ta urddoira
aviikouv oto K. Av M > 0 tote 1o C gival opolopopdikod oto YIvOHEVO
(0, 1)M kat 9a ovopddetat éva M-xvBog. Av M = ( t61e 10 C' anotedei
éva povo onpeio kat Sa ovopdadetat 0-kuBog.
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Brjpa 2

Eow & = & UE U...UE,. Enuedvoune 6Tt kae onueio = tou RY
Bpiloketatl oe akpBwig éva otoixeio tou &, enetdr] kGOe mpaypatkog a-
p10u0g x; Bpioketal oe akp1Bag éva otorxeio tou GUK. @a emekteivoupe
xaBe otoiyeio C tou € oe éva avoktd ouvoro U(C) tou RY iapétpou to
oAU 2 pe tétoto tporo wote av C xkat C etvat dvo diakpiroi M -kubot,
tte ta U(C) kat ta U(C”) va eivat duakprrd.

[Tpotov, onpetwvoupe 6t av C' kat C’ eival 6o drapopestikoi M -rkuBot
e CNC' = (. Autd eival evkodo va 1o edéyloune. 'Eotw C =
Ar x o x Ay xan C7 = A x .. x Ay Madéye éva Sidotnpa @ £tot
oote A; # Al Av A; xat A, eivar Siakprrot tdte 10 1610 10xvEL KAl ya
ta C ka1 C'. Alagopetird 1o A; mpénet va eivat éva didotpa (n,n+ 1)
kat A} mpénet va eivat ico pe {n}  {n + 1}.

e aut ) nepimwon agou kat to C' kat to C’ eivar M -kuBot mpénet va
UIApXel KAroto addo diaotnua j ya to onoio A; eivat éva povooivodo
{k} xat A; eivar éva Sraotnna (1,1 + 1). Tote A; xar A eivat Sraxprd
¢tot wote ta C' kat C' va sivat dakpid.

AeUtepov onpuetwvoupe ot 1 cuddoyn £y 6Awv tov M -kUBev eivatl toru-
Ka nientepaocpévotl. [pdaypatt av a eivatl éva onpeio pe aképaleg ouvie-
taypéveg tote 10 ouvodo B, (a, 1) tépvet povo 3V srapopetiroug KUBOUG
0AwVv TV dlaotacemv.

Eow x € C, 6rmou C eival évag M-rUBog. YIIApxel pia MEPLOXI] TOU
X mou tépvel povo nenepaocpévoug M-rkuboug C7 dlapopstikoug arno
0 C. Apou C' N C’" = P yua xdBe C’, propotpe va dradéoupe &(x)-
nieptoxn) tou X mou Sev tépvetl kavéva M-kuBo C! Srapopetikd ano 1o
C. Erniong, éotww e(x) < 1. Tote opidoupe

UC) = Byl %g(x».

Eivat eukodo va edéy§oupe 6t av C kat C’ eivat Sragpopetxoi M -kubot,
tote kat ta U(C) xat U(C”) eivat &va.

Aoopévou M pe 0 < M < N opidoupe Qj; va sivat n cuddoyr) 6Aav
v ouvédav U(C) o6mou C' € Q). Ta otokeia eivat &va kat 1o ka-

9éva éxet Sraperpo 1o 1oAu 2. (Ta C' mou €xet didperpo 1 kat kabe

1
onpeio tou U(C') Bpioketat péoa oto 58(1’) < 3 evog onpueiou x tou C')
OloxAnpwvoupe Vv anodeiln onwg oto rapadetypa 2.
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