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Kef�laio 1

ParagontopoÐhsh poluwnÔmwn

1.1 Anagwgisimìthta

Orismìc 1.1.1 'Ena polu¸numo me suntelestèc apì èna metajetikì daktÔlio
lègetai paragontopoi simo an eÐnai to ginìmeno dÔo poluwnÔmwn mikrìterou
bajmoÔ. Diaforetik� lègetai an�gwgo. Sto ex c ja sumbolÐzoume ton bajmì
enìc poluwnÔmou g me ∂g.

Par�deigma 1.1.1 'Ola ta polu¸numa bajmoÔ 0   1 eÐnai an�gwga afoÔ
den mporoÔn na ekfrastoÔn san ginomeno poluwnÔmwn mikrìterou bajmoÔ.

Par�deigma 1.1.2 To polu¸numo t2 − 2 eÐnai an�gwgo sto Q. Gia na to
apodeÐxoume upojètoume ìti eÐnai paragontopoi simo. Dhlad  èstw ìti to
polu¸numo gr�fetai:

t2 − 2 = (at + b)(ct + d)

ìpou ta a, b, c, d∈ Q. Dhlad 

t2 − 2 = act2 + (ad + bc)t + bd.

Ja prèpei na isqÔei ac = 1, ad + bc = 0 kai bd = −2. Upojètoume ìti
a = c = 1. 'Ara ja èqoume b = −d dhlad  b2 = 2. Autì ìmwc den sumbaÐnei
gia kanèna rhtì arijmì. Epomènwc to parap�nw polu¸numo eÐnai an�gwgo.

Par�deigma 1.1.3 To polu¸numo t2−2 eÐnai paragontopoi simo sto R afoÔ
grafetai

t2 − 2 = (t−
√

2)(t +
√

2).

Autì mac deÐqnei ìti èna polu¸numo pou eÐnai an�gwgo s�ena s¸ma mporeÐ na
eÐnai paragontopoi simo s�ena megalÔtero s¸ma.
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KEF�ALAIO 1. PARAGONTOPO�IHSH POLUWN�UMWN 2

K�je paragontopoi simo polu¸numo mporeÐ na grafeÐ wc to ginìmeno dÔo
poluwnÔmwn mikrìterou bajmoÔ. An k�poio apì aut� eÐnai epÐshc paragonto-
poi simo, mporeÐ na diaspasteÐ se dÔo par�gontec mikrìterou bajmoÔ k.t.l.
Aut  h diadikasÐa ja termatisteÐ ìtan kanènac apì touc par�gontec den mpo-
reÐ na grafeÐ wc ginìmeno poluwnÔmwn mikrìterou bajmoÔ. Aut  eÐnai h idèa
pou ja qrhsimopoi soume gia na apodeÐxoume to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1.1.1 K�je mh mhdenikì polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma
K eÐnai ginìmeno an�gwgwn poluwnÔmwn me suntelestèc apì to K.

Apìdeixh: 'Estw g èna mh-mhdenikì polu¸numo me suntelestèc apo to K.
Ja apodeÐxoume to je¸rhma me epag¸gh sto b�jmo tou g. 'Estw oti ∂g = 0
  1. Tìte to g eÐnai an�gwgo. Se aut  thn perÐptwsh to g gr�fetai sth
morf  1g pou eÐnai ginìmeno an�gwgwn poluwnÔmwn. An ∂g > 1 tìte   to g
eÐnai an�gwgo   g = hj, ìpou ∂h, ∂j < ∂g. SuneqÐzoume thn Ðdia diadikasÐa
gia ta h, j. Epagwgik� katal goume ìti ta polu¸numa h kai j eÐnai ginìmena
an�gwgwn poluwnÔmwn �ra kai to g eÐnai ginìmeno an�gwgwn poluwnÔmwn.2

Orismìc 1.1.2 'Ena polu¸numo d me suntelestèc apì èna s¸ma K lègetai
mègistoc koinìc diairèthc (M.K.D) twn f kai g an d|f kai d|g kai epiplèon
an e|f kai e|g tìte e|d. An d eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn f, g tìte kai
o kd (k 6= 0 ∈ K) eÐnai mègistoc koinìc diairèthc twn f, g.

Je¸rhma 1.1.2 'Estw f kai g mh mhdenik� polu¸numa me suntelestèc apì
èna s¸ma K. Tìte up�rqei o mègistoc koinìc diairèthc, èstw d twn f kai g
kai up�rqoun polu¸numa a kai b me suntelestèc apì to K ètsi ¸ste:

d = af + bg.

Apìdeixh: 'Estw f = r−1, g = r0. Qrhsimopoi¸ntac ton algìrijmo tou
EukleÐdh brÐskoume polu¸numa qi, ri me suntelestèc apì to K ètsi ¸ste

r−1 = q1r0 + r1 ∂r1 < ∂r0 (1.1)

r0 = q2r1 + r2 ∂r2 < ∂r1 (1.2)

r1 = q3r2 + r3 ∂r3 < ∂r2 (1.3)

. . .

ri = qi+2ri+1 + ri+2 ∂ri+2 < ∂ri+1 (1.4)

. . .
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H parap�nw diadikasÐa ja stamat sei ìtan to upìloipo gÐnei mhdèn, dhlad 
ìtan rs+2 = 0. Epomènwc ja èqoume thn sqèsh

rs = qs+2rs+1 (1.5)

Isqurizìmaste ìti to rs+1 eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc gia ta po-
lu¸numa f kai g. Ja to apodeÐxoume. Ja deÐxoume ìti to rs+1 diaireÐ kai
to f kai to g. Ja dèixoume ìti to rs+1|ri gia k�je i. Faner�, rs+1|rs+1.
Apì thn sqèsh (1.5) to rs+1|rs. An suneqÐsoume thn Ðdia diadikasÐa epagw-
gik� basizìmenoi stic parap�nw sqèseic ja katal xoume ìti rs+1|ri+2 kai
rs+1|ri+1 kai telik� rs+1|ri. Efìson to rs+1|ri gia k�je i tìte rs+1|r0 = g
kai rs+1|r−1 = f . Upojètoume ìti e|f kai e|g. Apì thn sqèsh (1.4) prokÔptei
epagwgik� ìti to e|ri. Epomènwc prokÔptei ìti e|rs+1. 'Ara deÐxame ìti to
rs+1 eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn f , g.
Upojètoume ìti up�rqoun polu¸numa ai, bi ètsi ¸ste

d = airi + biri+1

Autì isqÔei ìtan i = s + 1 �ra paÐrnoume ai = 1 kai bi = 0. Apì thn sqèsh
(1.4) èqoume

ri+1 = ri−1 − qi+1ri.

'Ara epagwgik� èqoume

d = airi + bi(ri−1 − qi+1ri)

epomènwc an jèsoume
ai−1 = bi

bi−1 = ai − biqi+1

èqoume
d = ai−1ri−1 + bi−1ri.

Kai an suneqÐsoume aut n thn diadikasÐa epagwgik� stic arqikèc sqèseic
paÐrnoume

d = a−1r−1 + b−1r0

= af + bg

ìpou a = a−1, b = b−1.2

Orismìc 1.1.3 An f kai g eÐnai polu¸numa me suntelestèc apì èna s¸ma
K kai mègisto koino diairèth thn mon�da tou daktulÐou K[x] tìte ta f kai g
lème ìti eÐnai pr¸ta metaxÔ touc.
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L mma 1.1.1 An K eÐnai èna s¸ma, f eÐnai èna an�gwgo polu¸numo me su-
ntelestèc apì to K kai g, h eÐnai polu¸numa me suntelestèc apì to K ètsi
¸ste to f na diaireÐ to gh, tìte to f diaireÐ eÐte to g eÐte to h.

Apìdeixh: 'Estw ìti to f 6 |g. Isqurizìmaste ìti ta f kai g eÐnai pr¸ta
metaxÔ touc. An f , g den eÐnai pr¸ta metaxÔ touc tìte èstw d na eÐnai o
mègistoc koinìc diairèthc twn f kai g. Efìson to f eÐnai an�gwgo kai to d|f
isqÔei ìti eÐte d = kf (k ∈ K) eÐte d = k ∈ K. An d = kf èqoume ìti d|g �ra
kf |g dhlad  f |g pou eÐnai �topo apì thn upìjesh. An d = k ∈ K, to 1 eÐnai
o mègistoc koinìc diairèthc twn f , g sunep¸c ta f kai g eÐnai pr¸ta metaxÔ
touc. Tìte apì to je¸rhma 1.1.2 up�rqoun polu¸numa a, b me suntelestèc
apì to K ètsi ¸ste:

1 = af + bg

opìte
h = haf + hbg.

To f |haf kai to f |hbg efìson to f |gh. 'Ara to f |h. An upojèsoume ìti to
f 6 |h ja katal xoume me thn Ðdia logik  ìti prèpei to f |g.2

Je¸rhma 1.1.3 Gia k�je s¸ma K, h paragontopoÐhsh twn poluwnÔmwn me
suntelestèc apo to K se an�gwga polu¸numa eÐnai monadik  an den l�boume
upìyin touc stajerouc par�gontec kai thn seir� me thn opoÐa eÐnai grammènoi
oi an�gwgoi par�gontec.

Apìdeixh: Upojètoume ìti f = f1 . . . fr = g1 . . . gs ìpou to f eÐnai èna
polu¸numo me suntelestèc apì to K kai f1, . . . , fr, g1, . . . , gs eÐnai an�gwga
polu¸numa me suntelestèc apì to K. An ìla ta fi eÐnai stajeroÐ ìroi tìte
to f ∈ K opìte kai ìla ta gj eÐnai stajeroÐ ìroi. 'Ara to f gr�fetai san
ginìmena stajer¸n ìrwn mìno kai to je¸rhma isqÔei. Alli¸c mporoÔme na
jewr soume ìti kanena apì ta fi den eÐnai stajerìc ìroc diìti mporoÔme na
diagr�youme touc stajeroÔc ìrouc apì ta dÔo mèlh thc parap�nw exÐswshc.
Autì mporeÐ na sumbeÐ giatÐ to K eÐnai s¸ma kai gia k�je stajerì ìro
up�rqei o antÐstrofìc tou. To f1|g1 . . . gs. Apì to l mma 1.1.1 katal goume
sto sumpèrasma oti to f1|gi gia k�poia i ∈ K. Epilègoume i = 1 afoÔ
den mac endiafèrei h seir� twn an�gwgwn paragìntwn kai èqoume ìti to
f1|g1. Efìson ta f1, g1 eÐnai an�gwga kai to f1 den eÐnai stajerìc ìroc ja
prèpei na isqÔei f1 = k1g1 gia k�poio stajerì ìro k1 ∈ K. OmoÐwc èqoume
f2 = k2g2, . . . , fr = krgr ìpou k2, . . . , kr ∈ K. To upìloipo gj(j > r) ja
prèpei na eÐnai stajerìc ìroc èstw k diaforetik� o bajmìc sto aristerì
mèloc thc exÐswshc ja  tan megalÔteroc apì ton bajmì sto dexiì mèloc,
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k�ti pou den mporeÐ na isqÔei. 'Ara deÐxame ìti f1 . . . fr = kk1g1k2g2 . . . krgr

�ra telik� f = f1 . . . fr = kk1g1k2g2 . . . krgr kai f = g1 . . . gs = kg1g2 . . . gr

kai to je¸rhma apodeÐqthke.2

1.2 Krit ria anagwgisimìthtac

EÐnai polu dÔskolo na poÔme pìte èna dedomèno polu¸numo eÐnai an�gwgo  
paragontopoi simo. Gia par�deigma an mac dojeÐ to polu¸numo:

t16 + t15 + t14 + t13 + t12 + t11 + t10 + t9 + t8 + t7 + t6 + t5 + t4 + t3 + t2 + t+1

den mporoume eÔkola na elèxoume an paragontopoieÐtai me dokimèc giati ja
qreiazìtan pollèc pr�xeic kai polÔc qrìnoc. Gia to lìgo autì ja doÔme
k�poia krit ria pou aplopoioÔn tètoiou eÐdouc probl mata.

L mma 1.2.1 (Gauss) 'Estw f èna polu¸numo me suntelestèc apì to Z to
opoÐo eÐnai an�gwgo sto Z. Tìte to f , wc polu¸numo me suntelestèc apì to
Q, eÐnai epÐshc an�gwgo sto Q.

Apìdeixh: 'Otan èqoume èna polu¸numo me suntelestèc apì to Z kai jèlou-
me na to melet soume sto Q parathroÔme pwc up�rqoun poll� nèa polu¸-
numa ta opoÐa faÐnetai pwc ja mporoÔsan na eÐnai par�gontec tou f . Sthn
pragmatikìthta den sumbaÐnei autì kai ja to apodeÐxoume. JewroÔme f èna
polu¸numo pou eÐnai an�gwgo sto Z all� eÐnai paragontopoi simo sto Q
opìte sto Q gr�fetai f = gh ìpou g, h eÐnai polu¸numa p�nw apì to Q me
∂g, ∂h < ∂f . An pollaplasi�soume kai ta dÔo mèlh thc parap�nw exÐswshc
me to ginìmeno twn paronomast¸n twn suntelest¸n twn h kai g ja p�roume
to

nf = g
′
h

′

ìpou n ∈ Z kai g
′
, h

′
eÐnai polu¸numa me suntelestèc apì to Z. Ja deÐxoume

t¸ra ìti mporoÔme na diagr�youme touc pr¸touc par�gontec tou n ènan proc
ènan qwrÐc na brejoÔme èxw apì to Z[t]. 'Estw ìti to p eÐnai ènac pr¸toc
par�gontac tou n. Isqurizìmaste ìti an

g
′
= g0 + g1t + . . . + grt

r

h
′
= h0 + h1t + . . . + hst

s

tìte to p diaireÐ ìlouc touc suntelestec gi   to p diaireÐ ìlouc touc sunte-
lestec hj . 'Estw i, j oi mikrìterec timèc ètsi ¸ste p 6 |gi kai p 6 |hj . 'Omwc
to p diairei ton suntelest  tou ti+j sto g

′
h

′
, o opoÐoc eÐnai

h0gi+j + h1gi+j−1 + . . . + hjgi + . . . + hi+jg0
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kai apì thn epilìgh twn i kai j o pr¸toc p diairei k�je ìro aut c thc èkfrashc
ektìc Ðswc apì to hjgi. 'Omwc to p diaireÐ ìlh thn èkfrash �ra p|hjgi. 'Omwc
p 6 |hj kai p 6 |gi pou eÐnai �topo. 'Ara isqÔei o isqurismìc mac ìti to p diaireÐ
ìlouc touc suntelestèc gi   to p diaireÐ ìlouc touc suntelestec hj . QwrÐc
bl�bh thc genikìthtac upojètoume ìti to p diaireÐ ìlouc touc suntelestec
gi. Tìte g

′
= pg

′′
ìpou to g

′′
eÐnai polu¸numo sto Z Ðdiou bajmoÔ me to g

′
( 

to g). 'Estw n = pn1. Tìte

pn1f = pg
′′
h

′

kai �ra
n1f = g

′′
h

′
.

SuneqÐzontac aut  thn diadikasÐa mporoÔme na diagr�youme ìlouc touc
pr¸touc par�gontec tou n kai na katal xoume sthn sqèsh:

f = ḡh̄

ìpou ta ḡ, h̄ eÐnai polu¸numa sto Z kai eÐnai rht� pollapl�sia twn g, h.
Autì ìmwc èrqetai se antÐjesh me thn anagwgimìthta tou f sto Z. 'Ara to
f eÐnai an�gwgo sto Q.2

Je¸rhma 1.2.1 (To krit rio anagwgimìthtac tou Eisenstein).
'Estw

f(t) = a0 + a1t + . . . + antn

èna polu¸numo me suntelestèc apì to Z. An up�rqei pr¸toc p ètsi ¸ste:

1. p 6 |an

2. p|ai (i = 0, . . . , n− 1)

3. p2 6 |a0

tìte to f eÐnai an�gwgo san polu¸numo me suntelestèc apì to Q.

Apìdeixh: Apì thn protash 2.1.1 arkeÐ na deÐxoume ìti to polu¸numo f eÐnai
an�gwgo sto Z. Upojètoume ìti to polu¸numo den eÐnai an�gwgo, epomènwc
gr�fetai sth morf  f = gh ìtan

g = b0 + b1t + . . . + brt
r

h = c0 + c1t + . . . + cst
s
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eÐnai polu¸numa mikrìterou bajmoÔ apì to f sto Z. Opìte prèpei na isqÔei
r + s = n. EpÐshc isqÔei b0c0 = a0. 'Estw ìti up�rqei pr¸toc p ¸ste
na isqÔoun oi proupojèseic (1), (2), (3) tou jewr matoc. Epomènwc prèpei
p|b0   p|c0. Apì thn proupìjesh (3) sumperaÐnoume ìti to p den mporeÐ na
diaireÐ kai to b0 kai to c0 giatÐ ja eÐqame tìte ìti p2|a0. 'Ara qwrÐc bl�bh thc
genikìthtac mpor¸ na jewr sw ìti p|b0, p 6 |c0. An to p|bi,∀i tìte p|an = brcs

to opoÐo den isqÔei apì thn proupìjesh (1). Epomènwc èstw ìti bi eÐnai o
pr¸toc suntelest c tou g pou den diaireÐtai apì to p. Tìte

ai = bic0 + . . . + b0ci

ìtan i < n. Efìson to p|ai, b0, . . . , bi−1 ja prèpei to p na diaireÐ kai to c0 to
opoÐo eÐnai �topo efìson upojèsame ìti p 6 |c0. 'Ara to f eÐnai an�gwgo.2

Par�deigma 1.2.1 'Estw to polu¸numo

f(t) =
2
9
t5 +

5
3
t4 + t3 +

1
3

me suntelestèc apì to Q. EÐnai an�gwgo an kai mìno an to polu¸numo

g = 9f(t) = 2t5 + 15t4 + 9t3 + 3

eÐnai an�gwgo sto Q. SÔmfwna me to krit rio tou Eisenstein kai gia q = 3
sumperaÐnoume ìti to g eÐnai an�gwgo. Epomènwc kai to f eÐnai an�gwgo.

Par�deigma 1.2.2 'Estw to polu¸numo

f(t) = t16+t15+t14+t13+t12+t11+t10+t9+t8+t7+t6+t5+t4+t3+t2+t+1.

Den eÐnai eÔkolo na poÔme an eÐnai an�gwgo   ìqi. 'Omwc eÐnai fanerì pwc to
polu¸numo eÐnai an�gwgo an kai mìno an to polu¸numo f(t+1) eÐnai an�gwgo.
'Estw ìti èqoume èna an�gwgo polu¸numo

f(t) = a0 + a1t + . . . + antn.

Tìte
f(t + 1) = a0 + a1(t + 1) + . . . + an(t + 1)n.

Jètoume t + 1 = x kai èqoume

f(x) = a0 + a1x + . . . + anxn

to opoÐo eÐnai profan¸c an�gwgo afoÔ kai to f(t) eÐnai an�gwgo. Apì to
di¸numo tou NeÔtwna gnwrÐzoume ìti
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(a + b)n =
(n

0

)
anb0 +

(n

1

)
an−1b1 +

(n

2

)
an−2b2

+ . . . +
(

n

n− 1

)
a1bn−1 +

(n

n

)
a0bn

'Ara èqoume

f(t + 1) = (t + 1)16 + (t + 1)15 + . . . + (t + 1) + 1

= t16 +
(

1 +
(

16
1

))
t15 +

(
1 +

(
16
2

)
+
(

15
1

))
t14

+ . . . +
((

16
15

)
+
(

15
14

)
+ . . . + 1

)
t + 17

= t16 +
(

17
1

)
t15 +

(
17
2

)
t14 + . . . +

(
17
15

)
t +
(

17
16

)
.

Parathr¸ pwc to polu¸numo sÔmfwna me to krit rio tou Eisenstein kai
gia q = 17 eÐnai an�gwgo. 'Ara kai to f(t) eÐnai an�gwgo sto Q.

Up�rqei �llo èna qr simo krit rio anagwgimìthtac twn poluwnÔmwn. To
krit rio autì basÐzetai sto ìti o fusikìc omomorfismìc Z → Zp mporeÐ na
epektajeÐ se omomorfismì Z[t] → Zp[t]. 'Ena paragontopoi simo polu¸numo
sto Z eÐnai to ginìmeno gh dÔo poluwnÔmwn mikrìterou bajmoÔ kai aut  h
paragontopoÐhsh diathreÐtai apì ton omomorfismì. Efìson to p den diairei
ton suntelest  tou megistob�jmiou ìrou enìc poluwnÔmou, h eikìna tou po-
luwnÔmou autoÔ eÐnai an�gwgh sto Zp. 'Estw f(t) = a0 + a1t + . . . + antn

∈ Z[t]. 'Estw p pr¸toc ètsi ¸ste p 6 |an. 'Estw φ : Z → Zp h anagwg  modp
kai f ′ = φ(f). Ja deÐxoume ìti an f ′ eÐnai an�gwgo sto Zp[t] tìte to f eÐnai
an�gwgo sto Z. 'Estw ìti to f eÐnai paragontopoi simo. Tìte f = gh me
g(t) = βmtm + . . .+β0 kai h(t) = γrt

r + . . .+γ0. IsqÔei an = βmγr kai epeid 
p 6 |an tìte p 6 |βm kai p 6 |γr. f ′ = φ(f) = φ(gh) = φ(g)φ(h) = g′h′ ìpou
∂g′, ∂h′ ≥ 1 pou eÐnai �topo afoÔ upojèsame ìti to f ′ eÐnai an�gwgo. 'Ara an
h eikìna enìc poluwnÔmou eÐnai an�gwgh sto Zn tìte to arqikì polu¸numo
eÐnai an�gwgo sto Z. Efìson to Zn eÐnai peperasmèno up�rqoun peperasmè-
nec dokimèc gia thn anagwgimìthta   ìqi tou poluwnÔmou. ShmasÐa se autì
to krit rio èqei na epilèxoume to kat�llhlo n.

Par�deigma 1.2.3 'Estw ìti mac dÐnetai to polu¸numo

f(t) = t4 + 15t3 + 7
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sto Z. Sto Z5 autì gÐnetai t4 +2. An autì to polu¸numo eÐnai paragontopoi-
 simo sto Z5 tìte eÐte èqei èna par�gonta bajmoÔ 1 eÐte èqei dÔo par�gontec
bajmoÔ 2. Sthn pr¸th perÐptwsh ja èprepe na up�rqei x ∈ Z5 ètsi ¸ste na
isqÔei x4 + 2 = 0. K�nontac dokimèc me ta 5 stoiqeÐa tou Z5 parathroÔme
pwc kanèna den epalhjeÔei thn parap�nw exÐswsh. Sthn deÔterh perÐptwsh
mporoÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac na upojèsoume ìti

t4 + 2 = (t2 + at + b)(t2 + ct + d).

K�nontac pr�xeic paÐrnw th sqèsh t4 + 2 = t4 + (a + c)t3 + (ac + b + d)t2 +
(ad+bc)t+bd. Opìte ja prèpei na isqÔei a+c = 0, ac+b+d = 0, ad+bc = 0,
bd = 2 dhlad  b+d = a2 kai bd = 2. 'Ara b+d = 0   1   4 afoÔ aut� eÐnai ta
monadik� tetr�gwna sto Z5. Dhlad  −b2 = 2   b(1− b) = 2   b(4− b) = 2.
Antikajist¸ntac ìpou b tic timèc 0, 1, 2, 3, 4 tou Z5 blèpoume pwc kamÐa
den epalhjeÔei k�poia apì tic exis¸seic. Epomènwc to polu¸numo t4 + 2 eÐnai
an�gwgo sto Z5 �ra to arqikì f(t) eÐnai an�gwgo sto Z kai epomènwc eÐnai
an�gwgo kai sto Q. An douleÔame sto Z3 to polu¸numo ja ginìtan t4 + 1
to opoÐo eÐnai paragontopoi simo afoÔ t4 + 1 = (t2 + t− 1)(t2 − t− 1). 'Ara
to polu¸numo den eÐnai an�gwgo sto Z3 kai epomènwc den gnwrÐzoume an eÐnai
an�gwgo sto Q   ìqi. Sthn perÐptwsh aut  to n pou epilèxame den mac
bo jhse na elèxoume thn anagwgimìthta tou poluwnÔmou sto Q. Gi' autì kai
h epilog  tou n èqei meg�lh shmasÐa sthn efarmog  autoÔ tou krithrÐou.

1.3 RÐzec poluwnÔmwn

Orismìc 1.3.1 'Estw R ènac metajetikìc daktÔlioc kai f èna polu¸numo
sto R. Onom�zoume rÐza tou f sto R k�je stoiqeÐo a ∈ R ètsi ¸ste f(a) = 0.

Proc to parìn jewroÔme polu¸numa me suntelestèc apì to R. Sto para-
k�tw sq ma blepoume thn grafik  par�stash miac exÐswshc y = f(x) ìpou
f(x) eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì to R.
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a b c

Oi rÐzec enìc poluwnÔmou f eÐnai ta shmeÐa sta opoÐa h grafik  par�-
stash thc f tèmnei ton �xona twn x.

L mma 1.3.1 'Estw f èna polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K. 'Ena
stoiqeÐo a ∈ K eÐnai rÐza tou f an kai mìno an (t− a)|f(t).

Apìdeixh: An (t− a)|f(t) tìte

f(t) = (t− a)g(t)

gia k�poio polu¸numo g me suntelestèc apì to K. Epomènwc

f(a) = (a− a)g(a) = 0.

'Ara to a eÐnai rÐza tou f .
AntÐstrofa, èstw ìti f(a) = 0. Up�rqoun polu¸numa q, r me suntelestèc

apì to K ètsi ¸ste
f(t) = (t− a)q(t) + r(t)

ìtan ∂r < 1. 'Ara r(t) = r ∈ K. Antikajist¸ ìpou t to a kai èqw

0 = f(a) = (a− a)q(a) + r

�ra r = 0 kai epomènwc to (t− a)|f(t).2

Orismìc 1.3.2 'Estw f èna polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K.
'Ena stoiqeÐo a ∈ K eÐnai apl  rÐza tou f an (t− a)|f(t) all�
(t−a)2 6 |f(t). To stoiqeÐo a eÐnai rÐza tou f pollaplìthtac m an (t−a)m|f(t)
all� (t−a)m+1 6 |f(t). Oi rÐzec pollaplìthtac megalÔterhc tou 1 onom�zontai
pollaplèc rÐzec.
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Par�deigma 1.3.1 'Estw to polu¸numo t3−3t+2 sto Q. Oi rÐzec tou eÐnai
1 kai −2 kai paragontopoieÐtai wc ex c: t3 − 3t + 2 = (t− 1)2(t + 2). 'Ara to
−2 eÐnai mia apl  rÐza kai to 1 eÐnai mÐa rÐza pollaplìthtac 2.

'Otan K = R kai sqedi�zoume thn grafik  par�stash ìpwc sto sq ma,
shmeÐa ìpwc to a eÐnai aplèc rÐzec, shmeÐa ìpwc to b eÐnai rÐzec peritt c
pollaplìthtac kai shmeÐa ìpwc to c eÐnai rÐzec �rtiac pollaplìthtac > 1.
Gia s¸mata diaforetik� apì to R (ektìc Ðswc apì to Q   upos¸mata tou
R) mia grafikh par�stash den èqei k�poio nìhma. 'Omwc an kai mia eikìna
mìno den jewreÐtai apìdeixh, sta s¸mata twn pragmatik¸n mporeÐ na mac
bohj sei na katal�boume ti sumbaÐnei genik�.

L mma 1.3.2 'Estw f èna mh-mhdenikì polu¸numo sto s¸ma K kai èstw
a1, . . . , ar oi diakritèc tou rÐzec me pollaplìthtec m1, . . . ,mr antÐstoiqa. Tìte

f(t) = (t− a1)m1 . . . (t− ar)mrg(t)

ìpou to polu¸numo g den èqei rÐzec sto K.
AntÐstrofa an isqÔei h parap�nw sqèsh kai to g den èqei rÐzec sto K

tìte oi rÐzec tou f sto K eÐnai ta a1, . . . , ar me pollaplìthtec m1, . . . ,mr

antÐstoiqa.

Apìdeixh: Gia k�je a ∈ K to polu¸numo t − a eÐnai an�gwgo. EpÐshc gia
diakekrimèna a, b ∈ K ta polu¸numa t− a kai t− b eÐnai pr¸ta metaxÔ touc.
Apì thn monadikìthta thc paragontopoÐhshc h parap�nw sqèsh isquei. To g
den ja mporoÔse na èqei rÐzec sto K giatÐ tìte to f ja eÐqe parap�nw rÐzec
  rÐzec megalÔterhc pollaplìthtac.

AntÐstrofa an isqÔei h parap�nw sqèsh tìte apì thn monadikìthta thc
paragontopoÐhshc ta a1, . . . , ar eÐnai oi monadikèc rÐzec tou f me pollaplì-
thtec m1, . . . ,mr antÐstoiqa. 2

Je¸rhma 1.3.1 O arijmìc twn riz¸n enìc poluwnÔmou se èna s¸ma, me-
tr¸ntac tic pollaplìthtec twn riz¸n, eÐnai mikrìteroc   Ðsoc tou bajmoÔ tou
poluwnÔmou.

Apìdeixh: 'Estw f èna mh-mhdenikì polu¸numo sto s¸ma K kai èstw a1, . . . , ar

oi diakritèc tou rÐzec me pollaplìthtec m1, . . . ,mr antÐstoiqa. Tìte

f(t) = (t− a1)m1 . . . (t− ar)mrg(t)

ìpou to polu¸numo g den èqei rÐzec sto K. Ja prepei na isqÔei
∂f = m1 + . . . + mr + ∂g dhlad  m1 + . . . + mr ≤ ∂f .2
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1.4 Summetrik� polu¸numa

Ja doÔme pwc mporoÔme na kataskeu�soume èna polu¸numo an mac dojoÔn
oi rÐzec me tic pollaplìthtec touc. 'Estw loipìn èna polu¸numo bajmoÔ n me
suntelestec apì èna s¸ma K kai èstw ìti èqei ìlec tou tic rÐzec sto K. To
pl joc twn riz¸n aut¸n eÐnai n an metr soume kai thn pollaplìthta k�je
rÐzac. Epomènwc mporoÔme na to gr�youme wc:

f(t) = k(t− a1) . . . (t− an)

ìtan k ∈ K kai ta ai eÐnai rÐzec tou. Upojètw ìti to polu¸numo gr�fetai
epÐshc

f(t) = b0 + b1t + . . . + bntn.

An k�noume pr�xeic sthn pr¸th exÐswsh ja èqoume

f(t) = k{tn − (a1 + . . . + an)tn−1 + (a1a2 + a1a3 + . . . + an−1an)tn−2

+ . . . + (−1)na1a2 . . . an}.

Epomènwc èqoume tic sqèseic

bn = k (1.6)

bn−1 = −k(a1 + . . . + an) (1.7)

bn−2 = k(a1a2 + a1a3 + . . . + an−1an) (1.8)

. . .

b0 = k(−1)na1a2 . . . an. (1.9)

Oi ekfr�seic twn a1, . . . , an sto aristerì mèloc twn exis¸sewn èqoun èna
sugkekrimèno ìnoma.

Orismìc 1.4.1 To r-ostì stoiqei¸dec summetrikì polu¸numo

sr(t1, . . . , tn)

twn t1, . . . , tn eÐnai to �jroisma ìlwn twn dunat¸n diakekrimènwn ginomènwn,
paÐrnontac to kat�llhlo r k�je for�, twn stoiqeÐwn t1, . . . , tn. Dhlad 
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s1 = t1 + t2 + t3 + . . . + tn

s2 = t1t2 + t1t3 + . . . + t1tn + t2t3 + t2t4 + . . . + t2tn + . . . + tn−1tn

. . .

Par�deigma 1.4.1 Ta stoiqei¸dh summetrik� polu¸numa twn a, b, c eÐnai
ta ex c:

s1 = a + b + c

s2 = ab + ac + bc

s3 = abc

An antikatast soume ta t1, . . . , tn me ta stoiqeÐa a1, . . . , an pou eÐda-
me sto parap�nw polu¸numo ja èqoume to r-ostì stoiqei¸dec summetrikì
polu¸numo twn a1, . . . , an. Dhlad :

s1(a1, . . . , an) = a1 + a2 + a3 + . . . + an

s2(a1, . . . , an) = a1a2 + a1a3 + . . . + a1an + a2a3 + a2a4 + . . . + a2an + . . . + an−1an

. . .

sn(a1, . . . , an) = a1a2 . . . an

Epomènwc mporoÔme na xanagr�youme tic sqèseic (1.6)-(1.9) wc ex c

bn = k

bn−1 = −ks1(a1, . . . , an)
bn−2 = ks2(a1, . . . , an)

. . .

b0 = k(−1)nsn(a1, . . . , an)

MporoÔme na genikeÔsoume gr�fontac ton tÔpo

bn−r = k(−1)rsr(a1, . . . , an).

Aut� ta polu¸numa eÐnai summetrik� me thn ènnoia ìti ta pijan� ginìmena
par�gontai apì touc suntelestèc twn agn¸stwn t. Up�rqoun kai �lla sum-
metrik� polu¸numa ektìc apì ta stoiqei¸dh summetrik� ìpwc to t21 + . . .+ t2n
ìmwc ìla mporoÔn na ekfrastoÔn me ìrouc twn stoiqeiwd¸n summetrik¸n
poluwnÔmwn.
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Par�deigma 1.4.2 To polu¸numo t21 + t22 eÐnai summetrikì alla ìqi stoi-
qei¸dec kai mporei na grafeÐ wc èna polu¸numo me ìrouc twn stoiqeiwd¸n
poluwnÔmwn. Dhlad :

t21 + t22 = (t1 + t2)2 − 2t1t2 = s2
1 − 2s2

Par�deigma 1.4.3 BreÐte poia apì ta parak�tw polu¸numa eÐnai an�gwga
h ìqi kai gr�yte se ginìmeno an�gwgwn poluwnÔmwn aut� pou den eÐnai an�-
gwga.
(a) t4 + 1 me suntelestèc apì to R
(b) t4 + 1 me suntelestèc apì to Q
(c) t7 + 11t3 − 33t + 22 me suntelestèc apì to Q
(d) t4 + t3 + t2 + t + 1 me suntelestèc apì to Q
(e) t3 − 7t2 + 3t + 3 me suntelestèc apì to Q
(f) t4 + 7 me suntelestèc apì to Z17

(g) t3 − 5 me suntelestèc apì to Z11

(h) t2 − at + b me suntelestèc apì to s¸ma {0, 1, a, β} me pr�xeic:

+ 0 1 α β

0 0 1 α β
1 1 0 β α
α α β 0 1
β β α 1 0

. 0 1 α β

0 0 0 0 0
1 0 1 α β
α 0 α β 1
β 0 β 1 α

Apanthsh:
(a)

t4 + 1 = (t2 + at + b)(t2 + ct + d) (a, b, c, d ∈ R)
= t4 + (a + c)t3 + (b + ac + d)t2 + (ad + bc)t + bd

opìte èqoume tic sqèseic: 
a + c = 0
b + ac + d = 0
bc + ad = 0
bd = 1
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Apì tic parap�nw sqèseic èqoume tic lÔseic:
(a) a = 0, b = i, c = 0, d = −i

  a = 0, b = −i, c = 0, d = i
(b) a =

√
2, b = 1, c = −

√
2, d = 1

  a = −
√

2, b = 1, c =
√

2, d = 1
(c) a =

√
2i, b = −1, c = −

√
2i, d = −1

  a = −
√

2i, b = −1, c =
√

2i, d = 1
'Ara to polu¸numo sto R paragontopoieÐtai wc ex c:

t4 + 1 = (t2 +
√

2t + 1)(t2 −
√

2t + 1)

(b) EÐnai an�gwgo sto Q giatÐ ìpwc deÐxame sto (b) den mporeÐ na grafeÐ
wc ginìmeno poluwnÔmwn me suntelestèc apì to Q

(c) Gia p = 11, apì to krit rio tou Eisenstein, to polu¸numo eÐnai a-
n�gwgo sto Q.

(d) To f(t+1) = t4 +5t3 +10t2 +10t+5 kai gia p = 5, apì to krit rio tou
Eisenstein, eÐnai an�gwgo sto Q. Epomènwc to f(t) = t4 + t3 + t2 + t + 1
eÐnai an�gwgo sto Q.

(e) t3 − 7t2 + 3t + 3 = (t− 1)(t2 − 6t− 3).

(f) An autì to polu¸numo eÐnai paragontopoi simo sto Z17 tìte eÐte è-
qei èna par�gonta bajmoÔ 1 eÐte èqei dÔo par�gontec bajmoÔ 2. Sthn pr¸th
perÐptwsh ja èprepe na up�rqei x ∈ Z17 ètsi ¸ste na isqÔei x4 + 7 = 0.
K�nontac dokimèc me ta 17 stoiqeÐa tou Z17 parathroÔme pwc kanèna den
epalhjeÔei thn parap�nw exÐswsh. Sthn deÔterh perÐptwsh mporoÔme qwrÐc
bl�bh thc genikìthtac na upojèsoume ìti

t4 + 7 = (t2 + at + b)(t2 + ct + d).

K�nontac pr�xeic paÐrnw th sqèsh

t4 + 7 = t4 + (a + c)t3 + (ac + b + d)t2 + bd.

Opìte èqoume tic sqèseic:


a + c = 0
b + ac + d = 0
bc + ad = 0
bd = 7

⇒


c = −a
b + d = a2

ad− ab = 0
bd = 7

'Ara b + d = 0   b + d = 1   b + d = 4   b + d = 9   b + d = 16 afoÔ aut�
eÐnai ta monadik� tetr�gwna sto Z17. Epomènwc −b2 = 7   b(1 − b) = 7  
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b(4 − b) = 7   b(9 − b) = 7   b(16 − b) = 7. Antikajist¸ntac ìpou b ta
stoiqeÐa tou Z17 parathroÔme pwc kanèna den epalhjeÔei tic exis¸seic. 'Ara
to polu¸numo t4 + 7 eÐnai an�gwgo sto Z17.

(g) t3 − 5 = (t− 3)(t2 + 3t + 9).

(h) ParathroÔme pwc to 1 kai to b eÐnai rÐzec tou poluwnÔmou, epomènwc
t2 − at + b = (t− 1)(t− β).

Par�deigma 1.4.4 An K eÐnai èna s¸ma me �peira stoiqeÐa kai f, g eÐnai
polu¸numa me suntelestèc apì to K ètsi ¸ste f(a) = g(a),∀a ∈ K, deÐxte
ìti f = g.

Ap�nthsh:
'Estw h = f − g. ArkeÐ na deÐxoume ìti to h eÐnai to mhdenikì polu¸numo.
'Estw ìti to h den eÐnai to mhdenikì polu¸numo. 'Estw a1, a2, . . . ∈ K. Tìte:
h(a1) = f(a1)− g(a1) = 0 opìte to t− a1|h
h(a2) = f(a2)− g(a2) = 0 opìte to t− a2|h
. . .
Epeid  up�rqoun �peira ai ∈ K to (t − a1)(t − a2) . . . eÐnai �peirou bajmoÔ
�ra to h ja prèpei na eÐnai to mhdenikì polu¸numo.
'Estw ta polu¸numa f(t) = t7 kai g(t) = t sto Z7. IsqÔei f(a) = g(a)
∀a ∈ Z7 ìmwc f 6= g.

Par�deigma 1.4.5 'Estw K èna s¸ma. Lème ìti èna polu¸numo me sunte-
lestèc apì to K eÐnai pr¸to an f |gh tìte f |g   f |h. DeÐxte ìti èna polu¸numo
f 6= 0 eÐnai pr¸to an kai mìno an eÐnai an�gwgo.

Ap�nthsh:
'Estw ìti to f eÐnai pr¸to kai èstw ìti eÐnai paragontopoi simo, dhlad  èstw
ìti gr�fetai f = gh. Tìte f |f = gh kai epeid  eÐnai pr¸to f |g   f |h pou
eÐnai �topo afoÔ ∂g, ∂h < ∂f . 'Ara to f den eÐnai an�gwgo. 'Estw ìti to
polu¸numo eÐnai an�gwgo kai f |gh. Ja deÐxoume ìti to f eÐnai pr¸to, dhlad 
ìti f |g   f |h. Autì èqei  dh apodeiqteÐ sto l mma 1.1.1.

Par�deigma 1.4.6 Gr�yte ìla ta dunat� polu¸numa thc morf c t2 +at+ b
me suntelestèc apì to Z5. BreÐte poia eÐnai an�gwga. Se k�je perÐptwsh
breÐte to a2 − 4b. Ti parathreÐte? MporeÐte na apodeÐxete thn parat rhs 
sac?
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Ap�nthsh:

α2 − 4b

t2 - 0
t2 + 1 - 1
t2 + 2 A 2
t2 + 3 A 3
t2 + 4 - 4
t2 + t - 1

t2 + t + 1 A 2
t2 + t + 2 A 3
t2 + t + 3 - 4
t2 + t + 4 - 0
t2 + 2t - 4

t2 + 2t + 1 - 0
t2 + 2t + 2 - 1
t2 + 2t + 3 - 0
t2 + 2t + 4 - 4

t2 + 3t - 4
t2 + 3t + 1 - 0
t2 + 3t + 2 - 1
t2 + 3t + 3 A 2
t2 + 3t + 4 A 3

t2 + 4t - 1
t2 + 4t + 1 A 2
t2 + 4t + 2 A 3
t2 + 4t + 3 - 4
t2 + 4t + 4 - 0

ParathroÔme ìti to polu¸numo t2 + at+ b eÐnai an�gwgo ìtan to a2− 4b den
eÐnai tèleio tetr�gwno k�poiou arijmoÔ. H diakrÐnousa tou poluwnÔmou eÐnai
a2 − 4b. Gia na paragontopoieÐtai to polu¸numo ja prèpei h diakrÐnousa na
eÐnai tèleio tetr�gwno afoÔ oi rÐzec tou eÐnai thc morf c (−b±

√
a2 − 4b)/2a.

Epomènwc to polu¸numo eÐnai an�gwgo ìtan to a2 − 4b den eÐnai tèleio te-
tr�gwno.

Par�deigma 1.4.7 BreÐte tic rÐzec twn parak�tw poluwnÔmwn sto Q, sto
R kai sto C.
(a) t3 + 1
(b) t3 − 6t2 + 11t− 6
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(c) t5 + t + 1
(d) t2 + 1
(e) t4 + t3 + t2 + t + 1
(f) t4 − 6t2 + 11.

Ap�nthsh:
(a) Q : −1, R : −1, C : −1, (1±

√
3i)/2

(b) Q : 1, 2, 3, R : 1, 2, 3, C : 1, 2, 3

(c) Q : −, R : −, C : exp (2πi/5), exp (4πi/5), exp (6πi/5), exp (8πi/5)

(d) Q : −, R : −, C : ±i

(e) Q : −, R : −, C : exp(2πi/3), exp (4πi/3), 1
3−

1
3

(
2

25−3
√

69

)1/3
−1

3

(
1
2(25−

3
√

69)
)1/3

, 1
3 + 1

6(1 +
√

3i
(

1
2(25 − 3

√
69)
)1/3

+ 1−
√

3i
322/3(25−3

√
69)1/3 , 1

3 + 1
6(1 −

√
3i
(

1
2(25− 3

√
69)
)1/3

+ 1+
√

3i
322/3(25−3

√
69)1/3 ,

(f) Q : −, R : −, C : ±
√

3 + i
√

2, ±
√

3− i
√

2.

Par�deigma 1.4.8 DeÐxte ìti gia k�je pr¸to p to s¸ma Zp(t) èqei qara-
kthristik  p. EÐnai oi Zp, Zp(t) isomorfikoÐ?

Ap�nthsh:
'Estw f(t) = a0 + a1t + . . . + antn èna polu¸numo me suntelestèc apo to
Zp(t), (a0, a1, . . . , an, ∈ Zp). Tìte

pf(t) = pa0 + pa1t + . . . + pantn = 0.

'Ara to Zp(t) èqei qarakthristik  p. Oi q¸roi den eÐnai isomorfikoÐ giati o
Zp èqei peperasmèno pl joc stoiqeÐwn en¸ o Zp(t) èqei �peira stoiqeÐa.

Par�deigma 1.4.9 D¸ste èna krit rio gia thn anagwgimìthta enìc deu-
terob�jmiou poluwnÔmou me suntelestèc apì èna s¸ma K qarakthristik c
6= 2.

Ap�nthsh:
'Estw at2 + bt + c èna tètoio polu¸numo sto s¸ma K. Tìte to polu¸numo
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eÐnai an�gwgo an kai mìno an to b2 − 4ac den eÐnai tèleio tetr�gwno. 'Estw
ìti up�rqei x tètoio ¸ste

ax2 + bx + c = 0 ⇔

⇔ x2 +
b

a
x +

c

a
= 0 ⇔

ìtan h qarakthristik  tou K eÐnai 6= 2

⇔ x2 + 2
b

2a
x +

c

a
+
( b

2a

)2
=
( b

2a

)2
⇔

⇔
(
x +

b

2a

)2
=

b2 − 4ac

4a2
.

'Ara gia na up�rqei x ètsi ¸ste na paragontopoieÐtai to polu¸numo ja prèpei

to b2−4ac
4a2 na eÐnai tèleio tetr�gwno. Dhlad  to b2 − 4ac na eÐnai tèleio

tetr�gwno. Epomènwc to polu¸numo eÐnai an�gwgo an kai mìno an to b2−4ac
den eÐnai tèleio tetr�gwno.

Par�deigma 1.4.10 Na ekfr�sete me ìrouc twn stoiqeiwd¸n summetrik¸n
poluwnÔmwn twn a, b, g ta parak�tw
(a) α2 + β2 + γ2

(b) α3 + β3 + γ3

(c) α2β + α2γ + β2α + β2γ + γ2α + γ2β
(d) α2β2γ2

(e) (α− β)2 + (β − γ)2 + (γ − α)2

(f) α2 + βγ

Ap�nthsh:
(a) α2 + β2 + γ2 = α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2αγ + 2βγ − 2αβ − 2αγ − 2βγ =
(α + β + γ)2 − 2(αβ + αγ + βγ = s2

1 − 2s2

(b) α3 + β3 + γ3 = α3 + β3 + γ3 + 3αβ2 + 3αγ2 + 3α2β + 3α2γ + 3β2γ +
3βγ2 + 9αβγ − 3αβ2 − 3αγ2 − 3α2β − 3α2γ − 3β2γ − 3βγ2 − 9αβγ =
(α+β+γ)3−3α(αβ+αγ+βγ)−3β(αβ+αγ+βγ)−3γ(αβ+αγ+βγ)+3αβγ =
(α + β + γ)3 − 3(α + β + γ)(αβ + αγ + βγ) + 3αβγ = s3

1 − 3s1s2 + 3s3

(c) α2β+α2γ +β2α+β2γ +γ2α+γ2β = α(αβ+αγ)+β(αβ+βγ)+γ(αγ +
βγ) = α(αβ + αγ + βγ) + β(αβ + βγ + αγ) + γ(αγ + βγ + αβ) − 3αβγ =
(α + β + γ)(αβ + αγ + βγ)− 3αβγ = s1s2 − 3s3
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(d) α2β2γ2 = (αβγ)2 = s2
3

(e) (α−β)2 +(β−γ)2 +(γ−α)2 = α2 +β2−2αβ+β2 +γ2−2βγ+γ2 +α2−
2αγ = 2α2+2β2+2γ2−2αβ−2αγ−2βγ = 2(α2+β2+γ2)−2(αβ+αγ+βγ) =
2(s2

1 − 2s2)− 2s2 = 2s2
1 − 6s2

(f) Den up�rqei.

Par�deigma 1.4.11 GiatÐ den èqei nìhma na prospaj soume na lÔsoume mia
poluwnumik  exÐswsh lÔnontac tic exis¸seic gia ta summetrik� polu¸numa
twn riz¸n?

Ap�nthsh:
GiatÐ ìtan lÔsoume to sÔsthma twn exis¸sewn twn summetrik¸n poluwnÔmwn
twn riz¸n katal goume sthn arqik  exÐswsh.

Par�deigma 1.4.12 BreÐte poiec apì tic parak�tw prot�seic eÐnai swstèc
  l�njasmènec
(a) K�je polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K èqei mÐa rÐza sto K.
(b) K�je polu¸numo to opoÐo eÐnai an�gwgo sto Q eÐnai epÐshc an�gwgo sto
R.
(c) K�je polu¸numo to opoÐo eÐnai an�gwgo sto Z eÐnai epÐshc an�gwgo sto
Q.
(d) Ta grammik� polu¸numa eÐnai an�gwga.
(e) 'Ola ta summetrik� polu¸numa eÐnai stoiqei¸dh.
(f) K�je polu¸numo pou gr�fetai sth morf  stoiqeiwd¸n summetrik¸n po-
luwnÔmwn eÐnai kai autì summetrikì.
(g) Up�rqoun �peira an�gwga polu¸numa me suntelestèc apì to Q.
(h) Ta polu¸numa pou eÐnai pr¸ta metaxÔ touc èqoun diaforetikoÔc bajmoÔc.
(i) 'Ena polu¸numo me bajmì èna pr¸to arijmì eÐnai an�gwgo.
(j) 'Ena polu¸numo me bajmì èna sÔnjeto arijmì eÐnai paragontopoi simo.

Ap�nthsh:
(a) L�joc. To t2 + 1 den èqei rÐza sto R.
(b) L�joc. To t2 − 2 eÐnai an�gwgo sto Q all� sto R èqei rÐzec (±

√
2).

(c) Swstì. 'Eqei apodeiqjeÐ parap�nw.
(d) Swstì.
(e) L�joc. To t21 + . . . + t2n eÐnai summetrikì all� ìqi stoiqei¸dec.
(f) Swstì.
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(g) Swstì. Gia par�deigma ta polu¸numa thc morf c at2 + 2 (a ∈ Z) eÐnai
an�gwga sto Q kai up�rqoun �peira tètoia polu¸numa.
(h) L�joc. Ta t2 + 1, t2 + 2 eÐnai pr¸ta metaxÔ touc kai èqoun ton Ðdio
bajmì.
(i) L�joc. To t3 + 1 eÐnai paragontopoi simo sto Q.
(j) L�joc. To t4 + 1 deÐxame ìti eÐnai an�gwgo sto Q.



Kef�laio 2

Epekt�seic swm�twn

Se autì to kef�laio ja orÐsoume thn epèktash enìc s¸matoc kai ja doÔme
poia eÐnai h qrhsimìtht� thc sta polu¸numa. Ja kathgoriopoi soume ka-
poiouc basikoÔc tÔpouc epekt�sewn kai ja d¸soume mejìdouc me ti opoÐec
mporoÔn na kataskeuastoÔn.

2.1 Epekt�seic swm�twn

'Estw ìti èqoume to polu¸numo tet�rtou bajmou f(t) = t4 − 4t2 − 5 me
suntelestèc apì to Q. Oi rÐzec tou sto C eÐnai ±i, ±

√
5. To sÔnolo ìlwn

twn rht¸n ekfr�sewn aut¸n twn riz¸n sto Q apoteleÐ èna s¸ma L ⊇ Q.
'Estw ìti to L perièqei ìla ta stoiqeÐa tou C thc morf c

p + qi + r
√

5 + si
√

5 p, q, r, s ∈ Q.

Ta ajroÐsmata kai ta ginìmena tètoiwn stoiqeÐwn èqoun thn Ðdia morf , epo-
mènwc an koun sto L. EpÐshc mporoÔme na broÔme gia k�je tètoio stoiqeÐo
ton antÐjeto kai ton antÐstrofo ta opoÐa ja eÐnai stoiqeÐa thc Ðdiac morf c.
Dhlad  to L eÐnai èna s¸ma. Epomènwc h melèth enìc poluwnÔmou sto Q
proôpojètei thn Ôparxh enìc nèou s¸matoc L pou perièqei to Q. Genikìte-
ra h melèth enìc poluwnÔmou s�ena tuqaÐo s¸ma K ja mac odhg sei sthn
dhmiourgÐa enoc s¸matoc L pou perièqei to K. Onom�zoume to L mÐa epè-
ktash tou K. EpÐshc up�rqoun peript¸seic pou to L ja perièqei èna s¸ma
isomorfikì me to K kai ìqi aparaÐthta Ðso me autì.

Orismìc 2.1.1 MÐa epèktash s¸matoc eÐnai ènac monomorfismìc i : K → L
ìtan ta K, L eÐnai s¸mata. To K ja lème ìti eÐnai to mikrì s¸ma kai to L
ja lème ìti eÐnai to meg�lo s¸ma.

22
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Par�deigma 2.1.1 Oi sunart seic i1 : Q → R, i2 : R → C, i3 : Q → C
eÐnai ìlec epekt�seic swm�twn.

Par�deigma 2.1.2 An K eÐnai èna s¸ma tìte to K(t) eÐnai to s¸ma ìlwn
twn rht¸n ekfr�sewn tou t me suntelestèc apì to K. Dhlad  to K(t) apo-
teleÐtai apì ìla ta polu¸numa thc morf c:

a0 + a1t + . . . + antn

b0 + b1t + . . . + bmtm

ìtan ai ∈ K (i = 0, 1, . . . , n) kai bj ∈ K (j = 0, 1, . . . ,m). Up�rqei ènac
fusikìc monomorfismìc i : K → K(t) ètsi ¸ste k�je stoiqeÐo tou K phgaÐnei
sto antÐstoiqo stajerì polu¸numo. EÐnai kai aut  mia epèktash s¸matoc.

Par�deigma 2.1.3 'Estw P to sÔnolo ìlwn twn pragmatik¸n arijm¸n thc
morf c p + q

√
2 ìtan p, q ∈ Q. To P eÐnai èna upìswma tou R. Diìti:

• 0 = 0 + 0
√

2 ∈ P

• 1 = 1 + 0
√

2 ∈ P

Gia k�je p + q
√

2, r + s
√

2 ∈ P

• p + q
√

2 + r + s
√

2 = (p + q) + (r + s)
√

2 ∈ P

• −(p + q
√

2) = −p− q
√

2 ∈ P

• (p + q
√

2)(r + s
√

2) = (pr + 2qs) + (ps + qr)
√

2 ∈ P

• (p + q
√

2)−1 = p
p2−2q2 − q

p2−2q2

√
2 ∈ P, (p, q 6= 0)

O monomorfismìc i : Q → P eÐnai mia epèktash s¸matoc.

An i : K → L eÐnai mia epèktash s¸matoc mporoÔme sun jwc na taut -
soume to K me thn eikìna tou i(K) opìte o i mporeÐ na jewrhjeÐ èna proc
èna kai to K mporeÐ na jewrhjeÐ wc upìswma tou L. K�tw apì autèc tic
proupojèseic qrhsimopoioÔme ton sumbolismì

L : K

gia thn epèktash kai lème ìti to L eÐnai mia epèktash tou K.

Orismìc 2.1.2 'Estw K èna s¸ma kai Q èna mh kenì uposÔnolo tou K. Tìte
to upìswma tou K pou par�getai apì to Q eÐnai h tìmh ìlwn twn uposwm�twn
tou K pou perièqoun to Q.
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MporoÔme epÐshc na poÔme ìti to upìswma tou K pou par�getai apì to
Q eÐnai to mikrìtero upìswma tou K pou perièqei to Q   ìti to sÔnolo ìlwn
twn stoiqeÐwn tou K mporoÔn na dhmiourghjoÔn apo ta stoiqeÐa tou Q me
peperasmèno pl joc pr�xewn mèsa sto s¸ma efìson to X 6= {0}.

Par�deigma 2.1.4 Ja broÔme to upìswma tou C pou par�getai apì to
X = {1, i}. 'Estw L autì to upìswma. Tìte to L ja prèpei na perièqei to
pr¸to upìswma tou C, dhlad  to Q. Autì sumbaÐnei diìti to pr¸to upìswma
enìc s¸matoc eÐnai to mikrìtero upìswma tou s¸matoc kai epomènwc perièqetai
se k�je �llo upìswma. Efìson to L eÐnai kleistì me tic pr�xeic tou s¸matoc
ja prèpei na perièqei k�je stoiqeÐo thc morf c

p + qi

ìtan p, q ∈ Q. Ja onom�soume M to sÔnolo ìlwn aut¸n twn stoiqeÐwn. Ja
apodeÐxoume ìti to M eÐnai s¸ma. To M eÐnai kleistì k�tw apì thn prìsjesh
kai ton pollaplasiasmì kai epÐshc gia k�je p + qi 6= 0 èqoume:

(p + qi)−1 =
p

p2 + q2
− q

p2 + q2
i,

�ra to M eÐnai s¸ma kai perièqei to Q. Efìson to L eÐnai to mikrìtero upìswma
pou perièqei to Q, isqÔei L ⊆ M . 'Omwc apì thn upìjesh èqoume ìti M ⊆ L
�ra telika M = L kai to upìswma tou C pou par�getai apì to Q eÐnai thc
morf c

M = {p + qi : p, q ∈ Q}.

Sthn perÐptwsh miac epèktashc K : L mac endiafèroun perissìtero ta
s¸mata pou up�rqoun metaxÔ twn L kai K. Autì shmaÐnei ìti mporoÔme na
periorÐsoume to endiafèron mac se upos¸mata tou L pou perièqoun to K  
isodÔnama se s¸mata thc morf c K ∪ Y ìtan Y ⊆ L.

Orismìc 2.1.3 An L : K eÐnai mia epèktash kai Y èna uposÔnolo tou L
tìte to upìswma tou L pou par�getai apì to K ∪ Y gr�fetai K(Y ) kai lème
ìti dhmiourgeÐtai apì to K prosjètontac to Y .

Par�deigma 2.1.5 'Estw K = Q kai Y = {i,−i,
√

5,−
√

5}. Tìte to K(Y )
ja prèpei na perièqei to K kai to Y . Dhlad  ja prèpei na perièqei k�je
stoiqeÐo thc morfhc

a = p + qi + r
√

5 + si
√

5 (p, q, r, s ∈ Q).
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'Estw L ⊆ C to sÔnolo ìlwn aut¸n twn stoiqeÐwn. Ja apodeÐxoume ìti to L
eÐnai s¸ma. To L eÐnai kleistì k�tw apì thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmo
kai arkeÐ na deÐxoume ìti gia (p, q, r, s) 6= (0, 0, 0, 0) isqÔei

(p + qi + r
√

5 + si
√

5)−1 ∈ L

'Estw M to upìswma tou L pou perièqei ìla ta stoiqeÐa thc morf c
p + qi (p, q ∈ Q). Tìte mporoÔme na gr�youme

a = x + y
√

5

ìtan x = p + qi kai y = r + si ∈ M . 'Estw

b = x− y
√

5 ∈ L.

Tìte
ab = (x + y

√
5)(x− y

√
5) = x2 − 5y2 = z

ìtan to z ∈ M . Tìte a−1 = bz−1. Jètw z = u + vi (u, v ∈ Q) kai èstw
w = u− vi. Tìte

zw = (u + vi)(u− vi) = u2 − (vi)2 = u2 + v2

�ra èqoume
z−1 = (u2 + v2)−1w ∈ M

opìte to a−1 = bz−1 ∈ L. Efìson to L eÐnai s¸ma tìte to K(Y ) = L.

ParathroÔme ìti to K(Y ) eÐnai megalÔtero apì to K ∪ Y . Genikìte-
ra an to Y èqei mìno èna stoiqeÐo antÐ gia K({y}) ja gr�foume K(y) kai
genikìtera antÐ gia K({y1, . . . , yn}) ja gr�foume K(y1, . . . , yn).

Par�deigma 2.1.6 To upìswma R(i) tou C ja prèpei na perièqei ìla ta
stoiqeÐa thc morf c x + yi ìtan x, y ∈ R. 'Ara C = R(i).

Par�deigma 2.1.7 'Estw K èna s¸ma kai K(t) to sÔnolo ìlwn twn rht¸n
ekfr�sewn tou t me suntelestèc apì to K. To K(t) ja mporoÔse na jewrhjeÐ
wc mia diforoÔmenh ènnoia efìson me K(t) epÐshc sumbolÐzoume to upìswma
pou par�getai apì to K∪t. 'Omwc autì to s¸ma efìson eÐnai kleistì k�tw apì
tic pr�xeic ja prèpei na perièqei ìlec tic rhtèc ekfr�seic tou t. Opìte eÐnai
olìklhro to s¸ma twn rht¸n ekfr�sewn kai oi dÔo ènnoiec pou ja mporoÔse
na èqei o sumbolismoc K(t) tautÐzontai.
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Par�deigma 2.1.8 To upìswma tou R pou apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa
p + q

√
2 ìtan p, q ∈ Q eÐnai profan¸c to Q(

√
2).

Par�deigma 2.1.9 EÐdame ìti to R(i) perièqei ìla ta stoiqeÐa thc morf c
x + yi ìtan x, y ∈ R. To Q(

√
2) apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa thc morf c

p + q
√

2 ìtan p, q ∈ Q. Genik� den isqÔei ìti èna s¸ma thc morf c K(a)
apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa thc morf c j + ka ìtan j, k ∈ K. Se ori-
smènec peript¸seic ta stoiqeÐa aut� kai mìno den apoteloÔn èna s¸ma. Gia
par�deigma èstw ìti èqoume thn epèktash R : Q kai èstw ìti a = 3

√
2. To

s¸ma Q(a) apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa tou R thc morf c p + qa + ra2

ìtan p, q, r ∈ Q. To sÔnolo aut¸n twn stoiqeÐwn apoteloÔn èna s¸ma diìti:

• 0 = 0 + 0 3
√

2 + 0 3
√

4 ∈ Q( 3
√

2)

• 1 = 1 + 0 3
√

2 + 0 3
√

4 ∈ Q( 3
√

2)

∀p + q 3
√

2 + r 3
√

4, k + l 3
√

2 + m 3
√

4 ∈ Q( 3
√

2)

• p+ q 3
√

2+ r 3
√

4+ k + l 3
√

2+m 3
√

4 = (p+ k)+ (q + l) 3
√

2+ (r +m) 3
√

4 ∈
Q( 3
√

2)

• −(p + q 3
√

2 + r 3
√

4) = −p + (−q) 3
√

2 + (−r) 3
√

4 ∈ Q( 3
√

2)

• (p + q 3
√

2 + r 3
√

4)(k + l 3
√

2 + m 3
√

4) = pk + 2(qm + lr) + (pl + qk +
2mr) 3

√
2 + (pm + ql + kr) 3

√
4 ∈ Q( 3

√
2)

• (p+q 3
√

2+r 3
√

4)−1 = p2−2qr
p3+2q3+4r3−6pqr

+ 3r2−pq
p3+2q3+4r3−6pqr

3
√

2+ q2−pr
p3+2q3+4r3−6pqr

3
√

4 ∈
Q( 3
√

2)

2.2 Aplèc epekt�seic

Oi pio aplèc epekt�seic eÐnai autèc pou dhmiourgoÔntai apì thn prosj kh
enìc stoiqeÐou.

Orismìc 2.2.1 MÐa apl  epèktash eÐnai mÐa epèktash L : K èqontac thn
idiìthta L = K(α) gia k�poio α ∈ L.

Par�deigma 2.2.1 Oi epekt�seic R(i), K(t), Q(
√

2) eÐnai aplèc epekt�seic.

Par�deigma 2.2.2 Mia epèktash mporei na eÐnai apl  qwrÐc autì na faÐne-
tai. Gia par�deigma èstw L = Q(i,−i,

√
5,−

√
5) mia epèktash tou Q. 'Opwc

eÐnai gr�mmènh moi�zei me mia epèktash pou dhmiourgeÐtai apì 4 stoiqeÐa. Ja
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apodeÐxoume ìmwc pwc eÐnai Ðdia me thn apl  epèktash L′ = Q(i +
√

5) tou
Q. ArkeÐ na deÐxoume ìti i ∈ L′ kai

√
5 ∈ L′ giatÐ tìte ja èqoume L ⊆ L′ kai

L′ ⊆ L opìte ja isqÔei L′ = L. To (i+
√

5) ∈ L′ epomènwc to L′ perièqei kai
to

(i +
√

5)2 = 4 + 2i
√

5.

'Ara to L′ ja perièqei kai to

(i +
√

5)(4 + 2i
√

5) = 14i− 2
√

5.

'Ara ja perièqei kai to

14i− 2
√

5 + 2(i +
√

5) = 16i.

To s¸ma perièqei to 1 �ra perièqei kai to

1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
16

= 16

sunep¸c ja perièqei kai to 16−1. Epomènwc perièqei to

(16−1)(16i) = i

�ra ja perièqei to i kai ja perièqei kai to (i +
√

5) − i =
√

5. 'Ara telik�
L′ = L kai h epèktash Q(i,−i,

√
5,−

√
5) : Q eÐnai apl .

Apì thn �llh pleur� h epèktash R : Q den eÐnai apl  ki auto giatÐ to Q
eÐnai arijm simo en¸ to R den eÐnai arijm simo.

Orismìc 2.2.2 'Enac isomorfismìc metaxÔ dÔo epekt�sewn swm�twn
i : K → K∗, j : L → L∗ eÐnai èna zeug�ri (λ, µ) isomorfism¸n swm�twn
λ : K → L, µ : K∗ → L∗, ètsi ¸ste ∀k ∈ K na isqÔei:

j(λ(k)) = µ(i(k)).

Gia na katal�boume kalÔtera ton orismì mporoÔme na doÔme to parak�tw
sqhma.

K
i→ K∗

λ ↓ ↓ µ

L
→
j L∗

Ja prèpei ta dÔo monop�tia apì to K sto L∗ na dinoun thn Ðdia sun�rthsh.
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O lìgoc pou d¸same ton orismì me autì ton trìpo eÐnai na katal�boume
pwc ìpwc h dom  enìc s¸matoc diathreÐtai k�tw apì ton isomorfismì ètsi
kai h dhmiourgÐa enìc s¸matoc apì èna mikrìtero s¸ma gÐnetai me trìpo pou
na diathreÐtai h dom  tou mikroÔ s¸matoc. An taut soume to K me to i(K)
kai to L me to j(L) tìte oi i, j eÐnai èna proc èna kai h metajetik  sunj kh
gÐnetai

µ|K = λ

ìpou to µ|K sumbolÐzei ton periorismì tou µ sto K. An taut soume to K
me to L tìte o λ gÐnetai o tautotikìc opìte o µ|K eÐnai o tautotikìc.

2.3 Kataskeu  apl¸n epekt�sewn

'Eqoume  dh dei k�poiec aplèc epekt�seic. H epèktash C = R(i) dhmiourgeÐtai
apì to R prosjètontac èna stoiqeÐo i to opoÐo ikanopoieÐ thn poluwnumik 
sqèsh i2 +1 = 0. H epèktash Q(t) : Q dhmiourgeÐtai apì to Q prosjètontac
èna stoiqeÐo t to opoÐo den ikanopoieÐ kamÐa poluwnumik  sqèsh afoÔ an
p ∈ K[t] tìte p(t) = 0 an kai mìno an to p eÐnai to mhdeniko polu¸numo.

Orismìc 2.3.1 'Estw K(a):K mÐa apl  epèktash. An up�rqei èna mh mh-
denikì polu¸numo sto K ètsi ¸ste na isqÔei p(a) = 0 tìte lème ìti to a
eÐnai èna algebrikì stoiqeÐo sto K kai h epèktash K(a) : K eÐnai mia apl 
algebrik  epèktash. Diaforetik� lème ìti to a eÐnai uperbatikì sto K kai h
K(a):K eÐnai mia apl  uperbatik  epèktash.

Sthn perÐptwsh thc uperbatik c epèktashc h K(t) : K eÐnai h monadik 
mèqri isomorfismoÔ apl  uperbatik  epèktash tou K. An K(a):K eÐnai al-
gebrik  ja deÐxoume sth sunèqeia ìti up�rqei èna monadikì monikì an�gwgo
polu¸numo m me suntelestèc apì to K ètsi ¸ste m(a) = 0 kai autì to m
kajorÐzei thn epèktash monadik� ston isomorfismì. Ja doÔme sth sunèqeia
pwc kataskeu�zoume aplèc epekt�seic.

Je¸rhma 2.3.1 To s¸ma twn rht¸n ekfrasewn K(t) eÐnai mia apl  uper-
batik  epèktash tou s¸matoc K.

Apìdeixh: EÐnai faner� mia apl  epèktash efìson dhmiourgeÐtai apì èna
stoiqeÐo, to t. An p eÐnai èna polu¸numo p�nw apì to K ètsi ¸ste p(t) = 0
tìte p = 0 apì ton orismì tou K(t).2

Orismìc 2.3.2 'Ena polu¸numo

a0 + a1t + . . . + antn
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me suntelestèc apì èna s¸ma K lègetai monikì an an = 1.

K�je polu¸numo mporeÐ na grafeÐ san ginìmeno monik¸n poluwnÔmwn.
'Estw a0 + a1t + . . . + antn èna polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K.
MporoÔme na to gr�youme wc ex c:

an(a−1
n a0 + a−1

n a1t + . . . + a−1
n antn)

dhlad 
an(a−1

n a0 + a−1
n a1t + . . . + tn).

Efìson to K eÐnai s¸ma gia k�je ai ∈ K up�rqei o antÐstrofìc tou a−1
i ∈ K.

Se aut  thn perÐptwsh jewroÔme to an wc èna stajerì polu¸numo. Gia èna
mh mhdenikì polu¸numo aut� ta monik� polu¸numa eÐnai monadik�, afoÔ gia
k�je stoiqeÐo ai up�rqei monadikìc antÐstrofoc. Epiplèon to ginìmeno dÔo
monik¸n poluwnÔmwn eÐnai moniko afoÔ an f1(t) = a0 + a1t + . . . + tn kai
f2(t) = b0 + b1t + . . . + tm eÐnai duo monik� polu¸numa tìte

f1(t)f2(t) = a0b0 + . . . + tn+m

pou eÐnai monikì polu¸numo.
Ja apodeÐxoume ìti gia k�je apl  algebrik  epèktash K(a) : K up�rqei èna
monadikì monikì polu¸numo elaqÐstou bajmoÔ ètsi ¸ste p(a) = 0. 'Estw ìti
K(a) : K eÐnai mia apl  algebrik  epèktash. Tìte up�rqei èna polu¸numo
p me suntelestèc apì to K ètsi ¸ste p(a) = 0. Upojètoume ìti autì to
polu¸numo eÐnai monikì. Apì ta monik� polu¸numa twn opoÐwn eÐnai rÐza
to a epilègoume ekeÐno pou eÐnai elaqÐstou bajmoÔ. Upojètoume t¸ra ìti
up�rqoun dÔo tètoia polu¸numa èstw p, q. Tìte ja prèpei na isqÔei
p(a) − q(a) = 0. An p 6= q tìte k�poio pollapl�sio tou p − q eÐnai moni-
kì polu¸numo. Autì ìmwc eÐnai �topo afoÔ upojèsame ìti ta p, q eÐnai ta
elaqÐstou bajmoÔ polu¸numa ètsi ¸ste na isqÔei p(a) = q(a) = 0. Epomè-
nwc up�rqei èna monadikì monikì polu¸numo p elaqÐstou bajmoÔ ètsi ¸ste
p(a) = 0.

Orismìc 2.3.3 'Estw L : K mÐa epèktash s¸matoc kai upojètoume ìti to
a ∈ L eÐnai algebrikì sto s¸ma K. Tìte to el�qisto polu¸numo tou a me
suntelestèc apì to K eÐnai to monadikì monikì polu¸numo m me suntelestèc
apì to K elaqÐstou bajmoÔ ètsi ¸ste na isqÔei m(a) = 0.

Par�deigma 2.3.1 'Estw ìti èqoume thn epèktash R(i) : R. To i ∈ C
eÐnai algebrikì sto R. 'Estw m(t) = t2 + 1, tìte m(i) = 0. To m eÐnai
monikì polu¸numo. Ta monadik� monik� polu¸numa me suntelestèc apì to
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R mikrìterou bajmoÔ apì to m eÐnai aut� thc morf c t + r (r ∈ R)   to
1. 'Omwc to i den mporeÐ na eÐnai rÐza k�poiou apì aut� giatÐ tìte ja eÐqame
i ∈ R. Opìte to el�qisto polu¸numo tou i sto R eÐnai to m(t) = t2 + 1.

L mma 2.3.1 An a eÐnai èna algebrikì stoiqeÐo se èna s¸ma K, tìte to
el�qisto polu¸numo tou a sto K eÐnai an�gwgo sto K. EpÐshc diaireÐ k�je
polu¸numo tou opoÐou to a eÐnai rÐza.

Apìdeixh: 'Estw ìti to el�qisto polu¸numo m tou a sto K eÐnai paragonto-
poi simo. 'Ara mporoume na to gr�youme m = fg ìtan f , g eÐnai polu¸numa
mikrìterou bajmoÔ. Upojètoume ìti ta f, g eÐnai monik�. Efìson m(a) = 0
tìte f(a)g(a) = 0 kai epomènwc eÐte f(a) = 0 eÐte g(a) = 0. Autì eÐnai �topo
giatÐ tìte to m den eÐnai to el�qisto polu¸numo. 'Ara to m eÐnai an�gwgo
sto K. 'Estw t¸ra ìti to p eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì to K
ètsi ¸ste p(a) = 0. To m eÐnai to el�qisto polu¸numo tou a �ra ∂m < ∂p.
Epomènwc apo ton algìrijmo thc diaÐreshc up�rqoun polu¸numa q, r ètsi
¸ste p = mq + r kai ∂r < ∂m. 'Ara 0 = p(a) = m(a)q(a) + r(a), dhlad 
r(a) = 0. An r 6= 0 tìte eÐte to r eÐte k�poioc par�gont�c tou eÐnai moniko
polu¸numo kai autì eÐnai �topo afoÔ orÐsame to m wc to el�qisto monikì
polu¸numo me rÐza to a. 'Ara r = 0 kai epomènwc to m|p.2

Sthn sunèqeia ja deÐxoume ìti gia k�je s¸ma K kai k�je an�gwgo monikì
polu¸numo m me suntelestèc apì to K mporoÔme na kataskeu�soume mia
epèktash K(a) : K ètsi ¸ste to a na èqei el�qisto polu¸numo to m sto K.

'Estw R kai S daktÔlioi kai φ : R → S ènac omomorfismìc daktulÐwn.
O pur nac tou φ (kerφ) eÐnai

kerφ = {r ∈ R : φ(r) = 0}.

O kerφ eÐnai èna ide¸dec tou R diìti an r1, r2 ∈ kerφ kai a ∈ R

• φ(r1 + r2) = φ(r1) + φ(r2) = 0 + 0 = 0 �ra r1 + r2 ∈ kerφ

• φ(ar) = aφ(r) = 0 �ra ar ∈ kerφ

• φ(ra) = φ(r)a = 0 �ra ra ∈ kerφ

Epomènwc orÐzetai o daktÔlioc phlÐko R/kerφ pou eÐnai isomorfikìc me
thn eikìna tou φ. Lème ìti o φ eÐnai monomorfismìc an eÐnai èna proc èna.
Autì eÐnai isodÔnamo me thn sqèsh ker(φ) = {0}.
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L mma 2.3.2 An φ eÐnai ènac omomorfismìc daktulÐwn apì èna s¸ma K se
èna daktÔlio R kai φ 6= 0 tìte o φ eÐnai ènac monomorfismìc.

Apìdeixh: O pur nac tou φ eÐnai èna ide¸dec tou K. 'Omwc to K eÐnai èna
s¸ma epomènwc den èqei �lla ide¸dh ektìc apì to 0 kai ton eautì tou K.
Upojètoume ìti H ⊆ K eÐnai èna ide¸dec tou K. Tìte isqÔei

kh ∈ H ∀h ∈ H, ∀k ∈ K

'Omwc to h ∈ H kai to h ∈ K kai epeid  to K eÐnai s¸ma kai to h−1 ∈ K.
'Ara an p�rw k = h−1 tìte

hh−1 ∈ H

dhlad 
1 ∈ H.

Epeid  1 ∈ H isqÔei
1k ∈ H ∀k ∈ K.

'Ara H = K. Epeid  φ 6= 0 o pur nac den eÐnai to K �ra ja prèpei na eÐnai
to 0. Efìson kerφ = {0} tìte o φ eÐnai monomorfismìc. 2

Prèpei na poÔme ìti an to K eÐnai daktÔlioc to parap�nw l mma den isqÔei.
Gia ton omomorfismì φ : Z → Z2 isqÔei φ 6= 0 all� den eÐnai monomorfismìc.

L mma 2.3.3 An m eÐnai èna an�gwgo polu¸numo me suntelestèc apì èna
s¸ma K me ∂m > 0 kai I eÐnai to ide¸dec tou K[t] pou apoteleÐtai apì ìla ta
pollapl�sia tou m tìte o daktÔlioc phlÐko K[t]/I eÐnai èna s¸ma.

Apìdeixh: 'Estw ìti to sÔmploko I + f eÐnai èna mh mhdenikì stoiqeÐo tou
S = K[t]/I. Efìson to m eÐnai an�gwgo, ta m kai f eÐnai pr¸ta metaxÔ
touc. Diaforetik� ja eÐqame f = km (k ∈ K) opìte I + f = I + km = I
pou eÐnai �topo afoÔ upojèsame ìti to I + f eÐnai mh mhdenikì. Epomènwc
up�rqoun a, b sto K ètsi ¸ste na isqÔei:

af + bm = 1.

Tìte ja èqoume:

(I + a)(I + f) + (I + b)(I + m) = I + 1.

'Omwc isqÔei I + m = I �ra to I + m eÐnai to mhdenikì stoiqeÐo tou S kai to
I + 1 eÐnai to tautotikì stoiqeÐo tou S. 'Ara èqoume

(I + a)(I + f) = I + 1.



KEF�ALAIO 2. EPEKT�ASEIC SWM�ATWN 32

Epomènwc to antÐstrofo tou I + f eÐnai to I + a kai katal goume ìti to S
eÐnai s¸ma.2

Je¸rhma 2.3.2 An K eÐnai èna s¸ma kai m èna an�gwgo monikì polu¸numo
me suntelestèc apì to K tìte up�rqei mÐa epèktash K(a) : K ètsi ¸ste to a
na èqei el�qisto polu¸numo to m sto K.

Apìdeixh: Up�rqei ènac fusikìc monomorfismìc i : K → K[t]. 'Estw
I to ide¸dec tou K[t] pou apoteleÐtai apì ìla ta pollapl�sia tou m kai
S = K[t]/I. 'Estw v o fusikìc omomorfismìc K[t] → S. Apì to l mma
2.3.3 to S eÐnai èna s¸ma kai apì to l mma 2.3.2 h sÔnjeth sqèsh vi eÐnai
ènac monomorfismìc. TautÐzoume to K me thn eikìna tou v(i(K)) kai èstw
a = I + t. Tìte parathroÔme ìti S = K(a). Efìson to m ∈ I èqoume
ìti m(a) = I kai to I eÐnai to mhdenikì stoiqeÐo tou S. Efìson to m eÐnai
an�gwgo kai monikì ja prèpei na eÐnai to el�qisto polu¸numo tou a. An to
p eÐnai to el�qisto polu¸numo tìte apì to l mma 2.3.1 to p|m �ra p = m.2

2.4 KathgoriopoÐhsh apl¸n epekt�sewn

Je¸rhma 2.4.1 K�je apl  uperbatik  epèktash K(a) : K eÐnai isomorfik 
me thn epèktash K(t) : K twn rht¸n ekfr�sewn enìc aprosdiorÐstou t sto
K. O isomorfismìc mporeÐ na epileqjeÐ ètsi ¸ste to t na phgaÐnei sto a.

Apìdeixh: OrÐzoume mÐa sun�rthsh φ : K(t) → K(a) ètsi ¸ste na isqÔei:

φ(f(t)/g(t)) = f(a)/g(a).

Gia na orÐzetai h sun�rthsh ja prèpei h g 6= 0. 'Omwc to a eÐnai uperbatikì
�ra kai g(a) 6= 0 opìte o parap�nw orismìc isqÔei. O φ eÐnai omomorfismìc
afoÔ

φ(f1(t)/g1(t) + f2(t)/g2(t)) = φ(f1(t)/g1(t)) + φ(f2(t)/g2(t))

kai
φ((f1(t)/g1(t))(f2(t)/g2(t))) = φ(f1(t)/g1(t))φ(f2(t)/g2(t)).

EpÐshc f 6= 0 opìte φ 6= 0 diìti φ(f(t)/g(t)) = f(a)/g(a) kai apì to l mma
2.3.2 o φ eÐnai monomorfismìc. ParathroÔme ìti o φ eÐnai kai epÐ �ra eÐnai
isomorfismìc. Epiplèon o φ|K eÐnai o tautotikìc �ra o φ orÐzei ènan isomor-
fismì epekt�sewn. 'Ara ja prèpei to t na phgaÐnei sto a, dhladh φ(t) = a.2
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L mma 2.4.1 'Estw K(a) : K mia apl  algebrik  epèktash ìpou to a èqei
el�qisto polu¸numo to m sto K. Tìte k�je stoiqeÐo tou K(a) èqei mÐa mo-
nadik  èkfrash thc morf c p(a) ìpou p eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc
apì to K kai ∂p < ∂m.

Apìdeixh: K�je stoiqeÐo tou K(a) mporeÐ na ekfrasteÐ sth morf  f(a)/g(a)
ìtan ta f, g ∈ K[t] kai g(a) 6= 0. Autì sumbaÐnei giatÐ to sÔnolo ìlwn twn
stoiqeÐwn thc morf c f(a)/g(a) apoteloÔn èna s¸ma pou perièqei to K kai
to a kai up�rqei mèsa sto K(a). Efìson g(a) 6= 0 to m den diaireÐ to g
kai afoÔ to g eÐnai an�gwgo ta m, g eÐnai pr¸ta metaxÔ touc. 'Ara up�rqoun
polu¸numa b, c p�nw apì to K ètsi ¸ste na isqÔei

bg + cm = 1.

Epeid  m(a) = 0 h sqèsh gÐnetai

b(a)g(a) = 1 ⇔ 1/g(a) = b(a).

'Ara èqoume:
f(a)/g(a) = f(a)b(a) = h(a)

gia k�poio polu¸numo h p�nw apì to K. 'Estw r to upìloipo thc diaÐreshc
tou h me to m. Dhlad 

h = mq + r

ìpou r eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì to K. 'Omwc m(a) = 0
�ra èqoume h(a) = r(a). Epeid  ∂r < ∂m uparqei èna tètoio polu¸numo.
Ja apodeÐxoume t¸ra thn monadikìthta enìc tètoiou poluwnÔmou gia k�je
stoiqeÐo tou K(a). 'Estw f(a) = g(a) ìtan ∂f, ∂g < ∂m. An e = f − g
tìte e(a) = 0 kai ∂e < ∂m pou eÐnai �topo afoÔ upojèsame ìti to m eÐnai
to el�qisto polu¸numo tou a.2

Par�deigma 2.4.1 'Estw K = R kai m(t) = t2 + t + 1. SÔmfwna me to
prohgoÔmeno l mma an to a èqei el�qisto polu¸numo to m sto K, tìte kaje
stoiqeÐo tou K(a) èinai èna polu¸numo tou a bajmoÔ< 2. 'Estw to stoiqeÐo
(3a2 +2)/(a+4). Ja to gr�youme se morf  p(a) ìpou p eÐnai èna polu¸numo
me suntelestèc apì to K. Arqik� ja broÔme polu¸numa p, q ètsi ¸ste

p(t + 4) + q(t2 + t + 1) = 1.

t2 + t + 1 = (t + 4)(t− 3) + 13

�ra
1
13

(t2 + t + 1)− (t− 3)/13(t + 4) = 1.
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Dhlad 

p = − 1
13

(t− 3)

kai

q =
1
13

.

Epeid  a2 + a + 1 = 0 ja èqoume

− 1
13

(a + 4)(a− 3) = 1

dhlad 
1/(a + 4) = −(a− 3)/(13).

'Ara èqoume

(3a2 + 2)/(a + 4) = − 1
13

(3a2 + 2)(a− 3)

= − 1
13

(3(−a− 1) + 2)(a− 3)

= − 1
13

(−3a2 + 8a + 3)

= − 1
13

(11a + 6)

= −11
13

a− 6
13

.

Je¸rhma 2.4.2 'Estw K(a):K kai K(b):K aplèc algebrikèc epekt�seic ètsi
¸ste ta a kai b èqoun to Ðdio el�qisto polu¸numo m sto K. Tìte oi dÔo
epekt�seic eÐnai isomorfikèc kai o isomorfismìc twn meg�lwn swm�twn eÐnai
tètoioc ¸ste na phgaÐnei to a sto b.

Apìdeixh: Apì to l mma 2.4.1 k�je stoiqeÐo x ∈ K(a) mporeÐ na ekfrasteÐ
monadik� sth morf 

x = x0 + x1a + . . . + xnan (x1, . . . , xn ∈ K)

ìtan n = ∂m− 1. OrÐzoume mia sun�rthsh φ : K(a) → K(β) ètsi ¸ste

φ(x) = x0 + x1β + . . . + xnβn.

Apì to l mma 2.4.1 h φ eÐnai èna proc èna kai epÐ. EpÐshc isqÔei

φ(x + y) = x0 + y0 + (x1 + y1)β + . . . + (xn + yn)βn

= x0 + x1β + . . . + xnβn + y0 + y1β + . . . + ynβn

= φ(x) + φ(y)



KEF�ALAIO 2. EPEKT�ASEIC SWM�ATWN 35

Ja deÐxoume ìti
φ(xy) = φ(x)φ(y)

gia k�je x, y ∈ K(a). 'Estw x = f(a), y = g(a), xy = h(a) ìtan f, g, h eÐnai
polu¸numa me suntelestèc apì to K bajmoÔ < ∂m. Tìte

f(a)g(a)− h(a) = xy − xy = 0.

Apì to l mma 2.3.1, to m diaireÐ to fg − h �ra up�rqei èna polu¸numo q
sto K ètsi ¸ste fg = mq + h. Efìson ∂h < ∂m prokÔptei ìti to h eÐnai to
upìloipo thc diaÐreshc tou fg me to m. Epomènwc èqoume

f(β)g(β) = h(β)

opìte
φ(xy) = h(β) = f(β)g(β) = φ(x)φ(y)

kai �ra o φ eÐnai ènac isomorfismìc. Efìson o φ eÐnai o tautotikìc sto K
oi dÔo epekt�seic eÐnai isomorfikèc. 'Ara ja prèpei to a na phgaÐnei sto b,
dhlad  φ(a) = β.2

Orismìc 2.4.1 'Estw i : K → L ènac monomorfismìc swm�twn. Up�rqei
ènac monomorfismìc ι̂ : K[t] → L[t] ètsi ¸ste

ι̂(k0 + k1t + . . . + kntn) = i(k0) + i(k1)t + . . . + i(kn)tn

ìtan k0, . . . , kn ∈ K. An o i eÐnai ènac isomorfismìc tìte kai o ι̂ eÐnai isomor-
fismìc.

Sthn sunèqeia ja qrhsimopoioÔme to Ðdio sÔmbolo i gia thn sun�rthsh
metaxÔ twn swm�twn kai metaxÔ twn epekt�sewn stouc daktÔliouc poluwnÔ-
mwn touc. Dhladh isqÔei ι̂(k) = i(k) ∀k ∈ K.

Je¸rhma 2.4.3 'Estw ìti K kai L eÐnai s¸mata kai i : K → L eÐnai ènac
isomorfismìc. 'Estw K(a) kai L(β) aplèc epekt�seic twn K kai L ètsi ¸ste
to a na èqei el�qisto polu¸numo to ma(t) sto K kai to b na èqei el�qisto
polu¸numo to mβ(t) sto L. Upojètoume epiplèon ìti mβ(t) = i(ma(t)). Tìte
up�rqei ènac isomorfismìc j : K(a) → L(β) ètsi ¸ste j|K = i kai j(a) = β.

Apìdeixh: Apì to l mma 2.4.1 k�je stoiqeÐo x ∈ K(a) mporeÐ na ekfrasteÐ
monadik� sth morf 

x = x0 + x1a + . . . + xnan (x1, . . . , xn ∈ K)
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kai k�je stoiqeÐo y ∈ L(β) mporeÐ na ekfrasteÐ monadik� sth morf 

y = y0 + y1β + . . . + yrβ
r (y1, . . . , yr ∈ L)

ìtan n = ∂ma − 1 kai r = ∂mβ − 1. Apì ton orismì 2.4.1 up�rqei ènac
monomorfismìc i : K(a) → L(a) ètsi ¸ste

i(x0 + x1a + . . . + xnan) = i(x0) + i(x1)a + . . . + i(xn)an.

OrÐzoume mia sun�rthsh j : K(a) → L(β) ètsi ¸ste

j(x) = i(x0) + i(x1)β + . . . + i(xn)βn.

Apì to l mma 2.4.1 k�je stoiqeÐo tou L(β) èqei monadik  èkfrash thc morf c
p(β) ìpou p eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì to L. 'Ara o j eÐnai èna
proc èna kai epÐ. EpÐshc
∀z = z0 + z1β + . . . + zrβ

r, y = y0 + y1β + . . . + yrβ
r ∈ L(β) isqÔei

j(z + y) = z0 + y0 + (z1 + y1)β + . . . + (zr + yr)βr

= z0 + z1β + . . . + zrβ
r + y0 + y1β + . . . + yrβ

r

= j(z) + j(y)

Ja deÐxoume ìti
j(zy) = j(z)j(y)

gia k�je z, y ∈ L(β). 'Estw z = f(β), y = g(β), zy = h(β) ìtan f, g, h eÐnai
polu¸numa me suntelestèc apì to L bajmoÔ < ∂mβ . Tìte

f(β)g(β)− h(β) = zy − zy = 0.

Apì to l mma 2.3.1, to mβ diaireÐ to fg−h �ra up�rqei èna polu¸numo q me
suntelestèc apì to L ètsi ¸ste fg = mβq+h. Efìson ∂h < ∂mβ prokÔptei
ìti to h eÐnai to upìloipo thc diaÐreshc tou fg me to mβ . Epomènwc èqoume

f(β)g(β) = h(β)

opìte
j(zy) = h(β) = f(β)g(β) = j(z)j(y)

kai �ra o j eÐnai ènac isomorfismìc. Efìson o j eÐnai o tautotikìc sto K
oi dÔo epekt�seic eÐnai isomorfikèc. 'Ara ja prèpei to a na phgaÐnei sto b,
dhlad  j(a) = β. To parap�nw je¸rhma mac deÐqnei ìti k�tw apì tic dedo-
mènec sunj kec oi epekt�seic K(a) : K kai L(β) : L eÐnai isomorfikèc. Autì
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mac epitrèpei na taut soume to K me to L kai to K(a) me to L(β) mèsw twn
sunart sewn i kai j.2

Par�deigma 2.4.2 BreÐte ta upos¸mata tou C pou par�gontai apì
(a) {0, 1}
(b) {0}
(c) {0, 1, i}
(d) {i,

√
2}

(e) {
√

2,
√

3}
(f) R
(g) R ∪ {i}

Ap�nthsh:
(a) Q
(b) {0}
(c) {p + qi : p, q ∈ Q}
(d) {p + q

√
2 + ri + si

√
2 : p, q, r, s ∈ Q}

(e) {p + q
√

2 + r
√

3 + s
√

6 : p, q, r, s ∈ Q}
(f) R
(g) C

Par�deigma 2.4.3 Perigr�yte ta upos¸mata tou C thc morf c
(a) Q(

√
2)

(b) Q(i)
(c) Q(a) ìtan to a eÐnai h kubik  rÐza tou 2 ( 3

√
2)

(d) Q(
√

5,
√

7)
(e) Q(i

√
11)

Ap�nthsh:
(a) {p + q

√
2 : p, q ∈ Q}

(b) {p + qi : p, q ∈ Q}
(c) {p + qa + ra2 : p, q, r ∈ Q}
(d) {p + q

√
5 + r

√
7 + s

√
35 : p, q, r, s ∈ Q}

(e) {p + qi
√

11 : p, q ∈ Q}

Par�deigma 2.4.4 'Estw K = Z2. Perigr�yte ta upos¸mata tou K(t) thc
morf c:
(a) K(t2)
(b) K(t + 1)
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(c) K(t5)
(d) K(t2 + 1)

Ap�nthsh:

(a) a0+a1t2+...+ant2n

b0+b1t2+...+bmt2m ìpou ai, bi ∈ {0, 1} kai m, n ∈ {0, 1, 2, . . .}

(b) a0+a1t+...+antn

b0+b1t+...+bmtm ìpou ai, bi ∈ {0, 1} kai m, n ∈ {0, 1, 2, . . .}

(c) a0+a1t5+...+ant5n

b0+b1t5+...+bmt5m ìpou ai, bi ∈ {0, 1} kai m, n ∈ {0, 1, 2, . . .}

(d) a0+a1t2+...+ant2n

b0+b1t2+...+bmt2m ìpou ai, bi ∈ {0, 1} kai m, n ∈ {0, 1, 2, . . .}

Par�deigma 2.4.5 DeÐxte ìti h epèktash Q(i,
√

2) eÐnai apl .

Ap�nthsh:
(i +

√
2)2 = 1 + 2i

√
2 ∈ Q(i +

√
2)

(1 + 2i
√

2)(i +
√

2) = 5i−
√

2 ∈ Q(i +
√

2)
'Ara i ∈ Q(i +

√
2)

i +
√

2− i =
√

2 ∈ Q(i +
√

2)
'Ara ta i,

√
2 ∈ Q(i +

√
2)

Epomènwc Q(i,
√

2) = Q(i +
√

2) kai �ra h Q(i,
√

2) eÐnai apl .



Kef�laio 3

O bajmìc miac epèktashc

Se autì to kef�laio ja axiopoi soume thn teqnik  kata thn opoÐa susqetÐ-
zoume me k�je epèktash swm�twn èna dianusmatikì q¸ro.

3.1 O nìmoc tou pÔrgou

Sto parak�tw je¸rhma ja orÐsoume th dom  enìc dianusmatikoÔ q¸rou se
mi� epèktash swm�twn.

Je¸rhma 3.1.1 An L : K eÐnai mia epèktash swm�twn oi pr�xeic

(λ, u) → λu (λ ∈ K, u ∈ L)
(u, v) → u + v (u, v ∈ L)

orÐzoun sto L thn dom  enìc dianusmatikoÔ q¸rou me bajmwtì pollaplasia-
smì apì to s¸ma to K.

Apìdeixh: To s¸ma L me tic parap�nw pr�xeic eÐnai dianusmatikìc q¸roc
me s¸ma to K diìti isqÔoun ta parak�tw axi¸mata:

1. ∀ u, v, z ∈ L u + (v + z) = (u + v) + z.

2. ∀ u, v ∈ L u + v = v + u.

3. ∃ 0 ∈ L : ∀ u ∈ L u + 0 = 0 + u = u.

4. ∀ u ∈ L, ∃ u′ = −u ∈ L : u + u′ = u′ + u = 0.

5. ∀ k ∈ K, ∀ u, v ∈ L k(u + v) = ku + kv.

39
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6. ∀ k, λ ∈ K, ∀ u ∈ L (k + λ)u = ku + λu.

7. ∀ k, λ ∈ K, ∀ u ∈ L k(λu) = (kλ)u.

8. ∀ u ∈ L, ∃ 1 ∈ L : 1u = u1 = u. 2

'Enac dianusmatikìc q¸roc me èna s¸ma orÐzetai monadik� wc proc ton
isomorfismì apì thn di�stas  tou.

Orismìc 3.1.1 O bajmìc [L : K] miac epèktashc s¸matoc L : K eÐnai h
di�stash tou L an jewrhjeÐ wc ènac dianusmatikìc q¸roc me s¸ma to K.

Par�deigma 3.1.1 To sÔnolo twn migadik¸n arijm¸n C eÐnai di�stashc
dÔo me s¸ma to s¸ma twn pragmatik¸n arijm¸n R afoÔ to {1, i} eÐnai mia
b�sh tou C. Epomènwc [C : R] = 2.

Par�deigma 3.1.2 O [C(t) : C] eÐnai �peiroc diìti h di�stash tou C(t) me
s¸ma to C eÐnai �peirh afoÔ ta 1, t, t2,. . . eÐnai mia b�sh tou C(t).

Par�deigma 3.1.3 'Estw K to s¸ma pou orÐzetai apì touc parak�tw pÐnakec
kai èstw P = {0, 1} to pr¸to tou upìswma to opoÐo eÐnai isomorfikì me to Z2.

+ 0 1 α β

0 0 1 α β
1 1 0 β α
α α β 0 1
β β α 1 0

. 0 1 α β

0 0 0 0 0
1 0 1 α β
α 0 α β 1
β 0 β 1 α

Ta stoiqeÐa {1, a} apoteloÔn mia b�sh gia to K me s¸ma to R, �ra
[K : P ] = 2.

EÐnai fanerì ìti isomorfikèc epekt�seic swm�twn èqoun ton Ðdio bajmì.
To epìmeno je¸rhma eÐnai gnwstì ¸c nìmoc tou pÔrgou kai mac epitrè-

pei na upologÐzoume ton bajmì sÔnjetwn epekt�sewn an gnwrÐzoume touc
bajmoÔc k�poiwn aploÔsterwn apì autèc.
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Je¸rhma 3.1.2 An K, L, M eÐnai s¸mata kai K ⊆ L ⊆ M tìte

[M : K] = [M : L][L : K].

Sthn perÐptwsh pou k�poioc apì touc bajmoÔc eÐnai �peiroc tìte èqoume: An
[M : L] = ∞   [L : K] = ∞ tìte [M : K] = ∞ kai an [M : K] = ∞ tìte
[M : L] = ∞   [L : K] = ∞.

Apìdeixh: 'Estw (xi)i∈I eÐnai mia b�sh tou L wc di�nusmatikoÔ q¸rou me
s¸ma to K kai èstw (yj)j∈J mia b�sh gia to M me s¸ma to L. ArkeÐ na
deÐxoume ìti h (xiyj)i∈I,j∈J eÐnai mia b�sh gia to M me s¸ma to K (xiyj eÐnai
ginìmeno mèsa sto s¸ma M). Ja prèpei na deÐxoume ìti ta stoiqeÐa thc b�shc
eÐnai grammik� anex�rthta. 'Estw ìti gia k�poia peperasmèna stoiqeÐa xi, yj

isqÔei ∑
i,j

kijxiyj = 0 (kij ∈ K).

Autì mporoÔme na to gr�youme wc

∑
j

(∑
i

kijxi

)
yj = 0.

Efìson oi suntelestèc
∑

i kijxi eÐnai mèsa sto L kai ta yj eÐnai grammik�
anex�rthta ja prèpei na isqÔei∑

i

kijxi = 0.

Efìson ta xi eÐnai grammik� anex�rthta ja prèpei na isqÔei

kij = 0.

Epanalamb�nontac thn Ðdia diadikasÐa gia ìla ta xi, yj katal goume ìti
kij = 0 ∀i ∈ I kai ∀j ∈ J . 'Ara telik� ta xiyj eÐnai grammik� anex�rthta
sto K.

Sth sunèqeia ja prèpei na deÐxoume ìti ta xiyj par�goun ton M me s¸ma
to K. K�je stoiqeÐo x ∈ M mporeÐ na grafeÐ sth morf 

x =
∑

j

λjyj

gia k�poia λj ∈ L, efìson ta yj par�goun ton M me s¸ma to L. EpÐshc gia
k�je j ∈ J

λj =
∑

i

λijxi
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gia k�poia λij ∈ K diìti ta xi par�goun ton L me s¸ma to K. Apì tic dÔo
parap�nw sqèseic paÐrnoume thn ex c

x =
∑
i,j

kijxiyj

kai �ra ta xiyj par�goun ton M me s¸ma to K.2

Par�deigma 3.1.4 'Estw ìti jèloume na broÔme ton bajmì [Q(
√

2,
√

3) : Q].
K�je stoiqeÐo tou Q(

√
2) gr�fetai sth morfh p+ q

√
2 ìpou p, q ∈ Q. 'Ara to

sÔnolo {1,
√

2} par�gei ton Q(
√

2). Ja prèpei epÐshc na deÐxoume ìti ta 1,
√

2
eÐnai grammik� anex�rthta sto Q. 'Estw p+q

√
2 = 0 ìpou p, q ∈ Q. An q 6= 0

tìte ja prèpei p/q = −
√

2, pou eÐnai �topo afoÔ to −
√

2 6∈ Q. 'Ara q = 0
sunep¸c p = 0, dhlad  ta 1,

√
2 eÐnai grammik� anex�rthta. 'Ara ta {1,

√
2}

eÐnai mia b�sh tou Q(
√

2) me s¸ma to Q. Epomènwc h di�stash tou Q(
√

2)
wc dianusmatikìc q¸roc me s¸ma to Q eÐnai 2 kai �ra [Q(

√
2) : Q] = 2. Me

ton Ðdio trìpo mporoÔme na deÐxoume ìti ta {1,
√

3} eÐnai mia b�sh gia ton
Q(
√

2,
√

3) me s¸ma to Q(
√

2). K�je stoiqeÐo tou Q(
√

2,
√

3) mporeÐ na
grafeÐ sth morf 

p + q
√

2 + r
√

3 + s
√

6

ìpou ta p, q, r, s ∈ Q. MporoÔme na gr�youme thn parap�nw sqèsh wc ex c

(p + q
√

2) + (r + s
√

2)
√

3.

ParathroÔme ìti ta {1,
√

3} par�goun ton Q(
√

2,
√

3) me s¸ma to Q(
√

2).
Mènei na deÐxoume thn grammik  anexarthsÐa twn {1,

√
3}.'Estw

(p + q
√

2) + (r + s
√

2)
√

3 = 0

tìte
p + q

√
2 = 0 και r + s

√
2 = 0

 
−
√

3 = (p + q
√

2)/(r + s
√

2) ∈ Q(
√

2).

An −
√

3 = (p + q
√

2)/(r + s
√

2) tìte

−
√

3 = a + b
√

2

ìpou ta a, b ∈ Q. An uy¸soume sto tetr�gwno thn teleutaÐa sqèsh èqoume

3 = a2 + 2b2 + 2
√

2ab
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�ra ja prèpei to
√

2ab na eÐnai rhtìc pou sumbaÐnei mìno ìtan a = b = 0.
Epomènwc isqÔei p + q

√
2 = 0 kai r + s

√
2 = 0 kai �ra ta {1,

√
3} eÐnai

grammik� anex�rthta. Telik� apodeÐxame ìti ta {1,
√

3} eÐnai mia b�sh tou
Q(
√

2,
√

3) me s¸ma to Q(
√

2). 'Ara [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)] = 2. Telik�
èqoume

[Q(
√

2,
√

3) : Q] = [Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)][Q(
√

2) : Q] = 2× 2 = 4.

Prìtash 3.1.1 'Estw K(a) : K mia apl  epèktash. An eÐnai uperbatik 
tìte [K(a) : K] = ∞. An eÐnai algebrik  tìte [K(a) : K] = ∂m ìpou m eÐnai
to el�qisto polu¸numo tou a sto K.

Apìdeixh: Gia thn uperbatikh perÐptwsh arkeÐ na poÔme ìti ta stoiqeÐ-
a 1, a, a2, . . . eÐnai grammik� anax�rthta sto K. Gia thn algebrik  pe-
rÐptwsh arkeÐ na broÔme mia b�sh. 'Estw ∂m = n kai èstw ta stoiqeÐ-
a 1, a, a2, . . . , an−1. Apì to l mma 2.4.1 sumperaÐnoume k�je stoiqeÐo
tou K(a) mporeÐ na grafeÐ wc grammikìc sunduasmìc aut¸n twn stoiqeÐ-
wn. Epomènwc ta stoiqeÐa par�goun ton K(a) me s¸ma to K. EpÐshc apì
to l mma 2.4.1 gn¸rÐzoume pwc k�je stoiqeÐo tou K(a) mporeÐ na grafeÐ wc
grammikìc sunduasmìc aut¸n twn stoiqeÐwn me monadikì trìpo. Dhlad  an
x = x0 + x1a + . . . + xn−1a

n−1 kai x = y0 + y1a + yn−1a
n−1 tìte ja prèpei

xi = yi ∀i.

x− x = x0 − y0 + (x1 − y1)a + . . . + (xn−1 − yn−1)an−1

dhlad 
0 = x0 − y0 + (x1 − y1)a + . . . + (xn−1 − yn−1)an−1.

Epeidh xi = yi ∀i èqoume ìti xi − yi = 0 ∀i �ra ta 1, a, a2, . . . , an−1 eÐnai
grammik� anex�rthta.2

Par�deigma 3.1.5 'Estw C = R(i). To el�qisto polu¸numo tou i me s¸ma
to R eÐnai to t2 + 1 pou eÐnai bajmoÔ 2. 'Ara [C : R] = 2 ìpwc eÐqame brei kai
se prohgoÔmeno par�deigma me diaforetikì trìpo.

Orismìc 3.1.2 Peperasmènh epèktash lègetai mia epèktash thc opoÐac o
bajmìc eÐnai peperasmènoc.

Orismìc 3.1.3 MÐa epèktash L : K eÐnai algebrik  an k�je stoiqeÐo tou L
eÐnai algebrikì sto K.

Oi algebrikèc epekt�seic den eÐnai p�nta peperasmènec. 'Omwc k�je pe-
perasmènh epèktash eÐnai algebrik .
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L mma 3.1.1 H L : K eÐnai mia peperasmènh epèktash an kai mìno an to L
eÐnai algebrikì sto K kai up�rqoun peperasmèna stoiqeÐa a1, . . . , as ∈ L
ètsi ¸ste na isqÔei L = K(a1, . . . , as).

Apìdeixh: 'Estw h epèktash L = K(a1, . . . , as). Tìte

[L : K] = [K(a1, . . . , as) : K(a1, . . . , as−1)]
[K(a1, . . . , as−1) : K(a1, . . . , as−2)]

. . . [K(a1, a2) : K(a1)][K(a1) : K]
= ∂ms∂ms−1 . . . ∂m2∂m1

ìpou ∂mi eÐnai to el�qisto polu¸numo tou ai sto K(a1, . . . , ai−1) gia
i = 2, 3, . . . , s kai m1 eÐnai to el�qisto polu¸numo tou a1 sto K. 'Ara h
epèktash eÐnai peperasmènh.
AntÐstrofa, èstw L : K mia peperasmènh ep�ktash. Efìson eÐnai pepera-
smènh up�rqei mia b�sh {a1, . . . , as} gia to L ètsi ¸ste L = K(a1, . . . , as).
Mènei na deÐxoume ìti h epèktash eÐnai algebrik . 'Estw x k�poio stoiqeÐo
tou L kai èstw n = [L : K]. To sÔnolo {1, x, . . . , xn} perièqei n + 1
stoiqeÐa ta opoÐa ja prèpei na eÐnai grammik� exarthmèna sto K. 'Ara

k0 + k1x + . . . + knxn = 0

gia k�poia k0, k1, . . . , kn ∈ K �ra to x eÐnai algebrikì sto K.2

3.2 AlgebrikoÐ arijmoÐ

'Estw A to sÔnolo ìlwn twn migadik¸n arijm¸n pou eÐnai algebrikoÐ sto Q.
Ta stoiqeÐa tou A onom�zontai algebrikoÐ arijmoÐ. Sth sunèqeia ja deÐxoume
ìti to sÔnolo aut¸n twn stoiqeÐwn apoteleÐ èna s¸ma. Apì to l mma 4.1.1
gnwrÐzoume ìti èna stoiqeÐo a pou an kei sto A eÐnai algebrikì an kai mìno
an [Q(a) : Q] < ∞. 'Estw a, b dÔo stoiqeÐa tou A. Tìte

[Q(a, β) : Q] = [Q(a, β) : Q(a)][Q(a) : Q] < ∞.

EpÐshc èqoume

• [Q(a + β) : Q] = [Q(a, β) : Q] < ∞

• [Q(−a) : Q] = [Q(a) : Q] < ∞

• [Q(aβ) : Q] = [Q(a, β) : Q] < ∞
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• [Q(a−1) : Q] = [Q(a) : Q] < ∞ a 6= 0

Epomènwc ta a + β, −a, aβ, a−1 an koun sto A kai �ra to A eÐnai s¸ma.
To A eÐnai mia algebrik  epèktash tou Q afoÔ k�je stoiqeÐo tou eÐnai

algebrikì sto Q. 'Omwc den mporoÔme na deÐxoume ìti o bajmìc aut c thc
epèktashc eÐnai peperasmènoc. 'Ara mia algebrik  epèktash den eÐnai aparaÐ-
thta peperasmènh.

Par�deigma 3.2.1 BreÐte touc bajmoÔc twn parak�tw epekt�sewn
(a) C : Q
(b) Z5(t) : Z5

(c) R(
√

5) : R
(d) Q(a) : Q ìpou a = 3

√
2

(e) Q(3,
√

5,
√

11) : Q
(f) Q(

√
6) : Q

(g) Q(a) : Q ìpou a7 = 3

Ap�nthsh:
(a) [C : Q] = [C : R][R : Q] = 2 · ∞ = ∞. Diìti eÐdame ìti h epèktash
[R : Q] eÐnai uperbatik .

(b) [Z5(t) : Z5] = ∞. Diìti ta {1, t, t2, . . .} eÐnai mia b�sh tou Z5[t] me
s¸ma to Z5.

(c) [R(
√

5) : R = 1]. Diìti
√

5 ∈ R.

(d) [Q(a) : Q] = 3. Diìti ta {1, a, a2} eÐnai mia b�sh tou Q(a) me s¸ma to Q.

(e) [Q(3,
√

5,
√

11) : Q] = 4. Diìti ta {1,
√

5,
√

11,
√

55} eÐnai mia b�-
sh tou Q(3,

√
5,
√

11) me s¸ma to Q.

(f) [Q(
√

6) : Q] = 2. Diìti ta {1,
√

6} eÐnai mia b�sh tou Q(
√

6) me
s¸ma to Q.

(g) [Q(a) : Q] = 7. Diìti ta {1, a, a2, a3, a4, a5, a6} eÐnai mia b�sh tou
Q(a) me s¸ma to Q.

Par�deigma 3.2.2 DeÐxte ìti k�je stoiqeÐo tou Q(
√

5,
√

7) mporeÐ na ek-
frasteÐ monadik� sth morfh

p + q
√

5 + r
√

7 + s
√

35

ìpou p, q, r, s ∈ Q. UpologÐste ton antÐstrofo enìc tètoiou stoiqeÐou.
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Ap�nthsh:
Arqik� ja deÐxoume ìti ta {1,

√
5} apoteloÔn b�sh tou Q(

√
5) me s¸ma to Q.

'Estw p + q
√

5 = 0 ìpou p, q ∈ Q. An q 6= 0 tìte ja prèpei p/q = −
√

5, pou
eÐnai �topo afoÔ to −

√
5 6∈ Q. 'Ara q = 0 sunep¸c p = 0, dhlad  ta 1,

√
5

eÐnai grammik� anex�rthta. EpÐshc k�je stoiqeÐo tou Q(
√

5) gr�fetai sth
morfh p + q

√
5 ìpou p, q ∈ Q. 'Ara to sÔnolo {1,

√
5} par�gei ton Q(

√
5).

'Ara ta {1,
√

5} eÐnai mia b�sh tou Q(
√

5) me s¸ma to Q. Me ton Ðdio trìpo
mporoÔme na deÐxoume ìti ta {1,

√
7} eÐnai mia b�sh gia ton Q(

√
5,
√

7) me
s¸ma to Q(

√
5). K�je stoiqeÐo tou Q(

√
5,
√

7) mporeÐ na grafeÐ sth morf 

p + q
√

5 + r
√

7 + s
√

35

ìpou ta p, q, r, s ∈ Q. MporoÔme na gr�youme thn parap�nw sqèsh wc
ex c

(p + q
√

5) + (r + s
√

5)
√

7.

ParathroÔme ìti ta {1,
√

7} par�goun ton Q(
√

5,
√

7) me s¸ma to Q(
√

5).
Mènei na deÐxoume thn grammik  anexarthsÐa twn {1,

√
7}.'Estw

(p + q
√

5) + (r + s
√

5)
√

7 = 0

tìte
p + q

√
5 = 0 και r + s

√
5 = 0

  √
7 = (p + q

√
5)/(r + s

√
5) ∈ Q(

√
5).

An
√

7 = (p + q
√

5)/(r + s
√

5) tìte
√

7 = a + b
√

5

ìpou ta a, b ∈ Q. An uy¸soume sto tetr�gwno thn teleutaÐa sqèsh èqoume

7 = a2 + 5b2 + 5
√

5ab

�ra ja prèpei to
√

5ab na eÐnai rhtìc pou sumbaÐnei mìno ìtan a = b = 0.
Epomènwc isqÔei p + q

√
5 = 0 kai r + s

√
5 = 0 kai �ra ta {1,

√
7} eÐnai

grammik� anex�rthta. Telik� apodeÐxame ìti ta {1,
√

7} eÐnai mia b�sh tou
Q(
√

5,
√

7) me s¸ma to Q(
√

5). Telik� katal goume ìti k�je stoiqeÐo tou
Q(
√

5,
√

7) mporeÐ na ekfrasteÐ monadik� sth morfh

p + q
√

5 + r
√

7 + s
√

35
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ìpou p, q, r, s ∈ Q.
'Estw

p + q
√

5 + r
√

7 + s
√

35 p, q, r, s ∈ Q
èna stoiqeÐo tou Q(

√
5,
√

7). MporÔme na to gr�youme sth morf :

(p + q
√

5) + (r + s
√

5)
√

7 = 0.

Jètoume

k = p + q
√

5 ∈ Q(
√

5) και l = r + s
√

5 ∈ Q(
√

5)

O antÐstrofoc ja eÐnai èna stoiqeÐo a + β
√

7 ètsi ¸ste na isqÔei

(k + l
√

7)(a + β
√

7) = 1

Apì thn parap�nw exÐswsh paÐrnw tic sqèseic

a =
k

k2 − 7l2
και β = − l

k2 − 7l2

'Ara o antÐstrofoc tou p + q
√

5 + r
√

7 + s
√

35 eÐnai èna stoiqeÐo thc morf c

k

k2 − 7l2
− l

k2 − 7l2

√
7.

Par�deigma 3.2.3 An [L : K] = 1 deÐxte ìti K = L.

Ap�nthsh:
H b�sh tou L me s¸ma to K apoteleÐtai apì èna stoiqeÐo èstw a ∈ L.
Dhlad  L = {xa : x ∈ K}. Ja deÐxoume ìti to a ∈ K. 'Estw ìti a 6∈ K.
To 1 ∈ L �ra ja prèpei na up�rqei x ∈ K ètsi ¸ste 1 = xa   a−1 = x.
'Omwc x ∈ K kai a−1 6∈ K pou eÐnai �topo. 'Ara a ∈ K. 'Estw y ∈ L. Tìte
y = xa (x ∈ K, a ∈ K) dhlad  y ∈ K opìte L ⊂ K. 'Omwc K ⊂ L �ra
K = L.

Par�deigma 3.2.4 An [L : K] eÐnai pr¸toc arijmìc deÐxte ìti ta mìna s¸-
mata ètsi ¸ste na isqÔei K ⊆ M ⊆ L eÐnai to K kai to L.

Ap�nthsh:
[L : K] = [L : M ][M : K]. Epeidh [L : K] eÐnai pr¸toc arijmìc ja prèpei na
isqÔei

[L : M ] = [L : K], [M : K] = 1

 
[L : M ] = 1, [M : K] = [L : K].

Basizìmenoi sthn prohgoÔmenh �skhsh apì thn pr¸th perÐptwsh èqoume
M=K kai apì thn deÔterh èqoume M=L.



Kef�laio 4

Kataskeuèc me kanìna kai
diab th

4.1 Algebrik  diatÔpwsh

'Estw P0 èna gnwstì sÔnolo shmeÐwn ston eukleÐdeio q¸ro R2 kai jewroÔme
tic parak�tw pr�xeic:
(a) pr�xh 1(me kanìna): MetaxÔ dÔo shmeÐwn tou P0 sqedi�zoume mia eujeÐa
gramm .
(b) pr�xh 2(me diab th): Sqedi�zoume èna kÔklo tou opoÐou to kèntro eÐnai
k�poio shmeÐo tou P0 kai h aktÐna tou eÐnai Ðsh me thn apìstash metaxÔ dÔo
shmeÐwn tou P0.

Orismìc 4.1.1 Ta shmeÐa thc tom c opoiond pote diakekrimènwn eujei¸n  
kÔklwn pou èqoun sqediasteÐ me tic pr�xeic 1 kai 2 lème ìti eÐnai kataskeu�-
sima se èna b ma apì to P0.

'Ena shmeÐo r ∈ R2 eÐnai kataskeu�simo apì to P0 an up�rqei mÐa pepe-
rasmènh seir�

r1, . . . , rn = r

shmeÐwn tou R2 ètsi ¸ste gia k�je i = 1, . . . , n to shmeÐo ri na eÐnai
kataskeu�simo se èna b ma apì to sÔnolo

P0 ∪ {r1, . . . , ri−1}.

Par�deigma 4.1.1 Ja deÐxoume pwc h kataskeu  tou mèsou miac dedomènhc
eujeÐac mporeÐ na pragmatopoihjeÐ sÔmfwna me ìsa orÐsame parap�nw. 'Estw
ìti mac dÐnoun dÔo shmeÐa p1, p2 ∈ R2. 'Estw P0 = {p1, p2}.

48
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1. Sqedi�zoume thn eujeÐa p1p2.

2. Sqedi�zoume ton kÔklo me kèntro p1 kai aktÐna p1p2.

3. Sqedi�zoume ton kÔklo me kèntro p2 kai aktÐna p1p2.

4. 'Estw r1 kai r2 ta shmeÐa tom c twn dÔo kÔklwn.

5. Sqedi�zoume thn eujeÐa r1r2.

6. 'Estw r3 h tom  twn eujei¸n p1p2 kai r1r2.

Tìte h seir� twn shmeÐwn r1, r2, r3 orÐzei thn kataskeu  tou mèsou thc
eujeÐac p1p2.

Efìson mia eujeÐa orÐzetai apì duo shmeÐa thc kai ènac kÔkloc orÐzetai
apì to kèntro tou kai èna shmeÐo thc perifèrei�c tou ìlec oi gnwstèc gewme-
trikèc kataskeuèc thc eukleÐdeiac gewmetrÐac prokÔptoun me ton trìpo pou
perigr�yame parap�nw.

Ja doÔme t¸ra pwc sundu�zoume thn jewrÐa swm�twn me ta parap�nw.
Me k�je st�dio sthn kataskeu  antistoiqÐzoume to upìswma tou R pou pa-
r�getai apì tic suntetagmènec twn shmeÐwn pou èqoume kataskeu�sei. 'Estw
K0 to upìswma tou R pou par�getai apì tic x kai y suntetagmènec twn sh-
meÐwn tou P0. An to ri èqei suntetagmènec (xi, yi) tìte orÐzoume to Ki na
eÐnai to s¸ma pou dhmiourgeÐtai apì to Ki−1 prosjètwntac ta xi, yi, dhlad 

Ki = Ki−1(xi, yi).

ParathroÔme ìti
K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kn ⊆ R.

L mma 4.1.1 SÔmfwna me ta parap�nw ta xi, yi eÐnai rÐzec sto Ki deute-
rob�jmiwn poluwnÔmwn me suntelestèc apì to Ki−1.

Apìdeixh: Up�rqoun treic peript¸seic: a) Mia eujeÐa na tèmnei eujeÐa, b)
mia eujeÐa na tèmnei kÔklo kai g) kÔkloc na tèmnei kÔklo.

a) 'Estw A, B, C, D shmeÐa me suntetagmènec (p, q), (r, s), (t, u), (v, w)
antÐstoiqa pou an koun ston Ki−1. Sqedi�zoume tic eujeÐec AB kai CD. H
exÐswsh pou perigr�fei thn eujeÐa AB eÐnai h ex c:

x− p

r − p
=

y − q

s− q
(4.1)



KEF�ALAIO 4. KATASKEU�EC ME KAN�ONA KAI DIAB�HTH 50

kai h exÐswsh pou perigr�fei thn eujeÐa CD eÐnai h ex c:

x− t

v − t
=

y − u

w − u
. (4.2)

'Estw X, Y ta shmeÐa tom c twn dÔo eujei¸n. LÔnontac tic exis¸seic (4.1)
kai (4.2) wc proc x èqoume:

x[(s−q)(v−t)−(w−u)(r−p)]−p(s−q)(v−t)+t(w−u)(r−p)+(q−u)(v−t) = 0

sunep¸c oi x-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec thc parap�nw exÐswshc
me suntelestèc apì ton Ki−1. LÔnontac tic exis¸seic (4.1) kai (4.2) wc proc
y èqoume:

y[(r−p)(w−u)−(s−q)(v−t)]+u(s−q)(v−t)−q(r−p)(w−u)+(p−t)(w−u) = 0

sunep¸c oi y-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec thc parap�nw exÐswshc
me suntelestèc apì ton Ki−1.
b) 'Estw A, B, C shmeÐa me suntetagmènec (p, q), (r, s), (t, u) antÐstoiqa
pou an koun ston Ki−1. Sqedi�zoume thn eujeÐa AB kai ton kÔklo me kèntro
C kai aktÐna w, ìpou to w2 ∈ Ki−1. To w2 an kei ston Ki−1 diìti to w eÐnai
h apìstash metaxÔ dÔo shmeÐwn pou an koun ston Ki−1. H exÐswsh pou
perigr�fei thn eujeÐa AB eÐnai h ex c:

x− p

r − p
=

y − q

s− q
(4.3)

kai h exÐswsh pou perigr�fei ton kÔklo eÐnai h ex c:

(x− t)2 + (y − u)2 = w2. (4.4)

'Estw X, Y ta shmeÐa tom c tou kÔklou me thn eujeÐa. LÔnontac tic exis¸-
seic (4.3) kai (4.4) wc proc x èqoume:

(x− t)2 +
(

s− q

r − p
(x− p) + q − u

)2

= w2

sunep¸c oi x-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec tou parap�nw deutero-
b�jmiou poluwnÔmou me suntelestèc apì ton Ki−1. LÔnontac tic exis¸seic
(4.3) kai (4.4) wc proc y èqoume:(

r − p

s− q
(y − q) + p− t

)2

+ (y − u)2 = w2
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kai �ra oi y-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec autoÔ tou deuterob�jmiou
poluwnÔmou me suntelestèc apì ton Ki−1.
g) 'Estw A, B shmeÐa me suntetagmènec (p, q), (r, s), antÐstoiqa pou an koun
ston Ki−1. Sqedi�zoume ton kÔklo me kèntro A kai aktÐna w, ìpou to
w2 ∈ Ki−1. To w2 an kei ston Ki−1 diìti to w eÐnai h apìstash metaxÔ
dÔo shmeÐwn pou an koun ston Ki−1. Sqedi�zoume ton kÔklo me kèntro B
kai aktÐna z, ìpou to z2 ∈ Ki−1. To z2 an kei ston Ki−1 diìti to z eÐnai
h apìstash metaxÔ dÔo shmeÐwn pou an koun ston Ki−1. H exÐswsh pou
perigr�fei ton kÔklo me kèntro to A kai aktÐna w eÐnai h ex c:

(x− p)2 + (y − q)2 = w2. (4.5)

kai exÐswsh pou perigr�fei ton kÔklo me kèntro to B kai aktÐna z eÐnai h
ex c:

(x− r)2 + (y − s)2 = z2. (4.6)

'Estw X, Y ta shmeÐa tom c twn dÔo kÔklwn.LÔnontac tic exis¸seic (4.5)
kai (4.6) wc proc x èqoume:

Gia y =
√

w2 − (x− p)2 + q

4
(
(q − s)2+(r − p)2

)
x2 +

+
(

4
(
p2 − r2

)(
r − p

)
+4
(
z2 − w2 − (q − s)2

)(
r − p

)
−8q

(
q − s

)2
)

x

+ (p2 − r2)2 +
(
z2 − w2 − (q − s)2

)2
+2
(
z2 − w2 − (q − s)2

)
(p2 − r2)

+ 4(q − s)2(p2 − w2)= 0

kai gia y = −
√

w2 + (x− p)2 + q

4
(
(q − s)2+(p− r)2

)
x2 +

+
(

4
(
r2 − p2

)(
p− r

)
+4
(
z2 − w2 − (q − s)2

)(
p− r

)
−8p

(
q − s

)2
)

x

+ (r2 − p2)2 +
(
z2 − w2 − (q − s)2

)2
+2
(
z2 − w2 − (p− r)2

)
(r2 − p2)

+ 4(q − s)2(p2 − w2)= 0

sunep¸c oi x-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec enìc deuterob�jmiou po-
luwnÔmou me suntelestèc apì ton Ki−1. DiakrÐnontac peript¸seic ja broÔme
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dÔo timèc gia to x se perÐptwsh pou oi kÔkloi tèmnontai en¸ an ef�ptontai
ja broÔme mÐa tim  gia to x.

LÔnontac tic exis¸seic (4.5) kai (4.6) wc proc y èqoume:
Gia x =

√
w2 + (y − q)2 + p

4
(
(s− q)2+(p− r)2

)
y2 +

+
(

4
(
q2 − s2

)(
s− q

)
+4
(
z2 − w2 − (p− r)2

)(
s− q

)
−8q

(
p− r

)2
)

y

+ q2 − s2 +
(
z2 − w2 − (p− r)2

)2
+2
(
z2 − w2 − (p− r)2

)
(q2 − s2)

+ 4(p− r)2(q2 − w2)= 0

kai gia x = −
√

w2 + (y − q)2 + p

4
(
(q − s)2+(p− r)2

)
y2 +

+
(

4
(
s2 − q2

)(
q − s

)
+4
(
(p− r)2+w2 − z2

)(
q − s

)
−8q

(
p− r

)2
)

y

+ s2 − q2 +
(
(p− r)2+w2 − z2

)2
+2
(
(p− r)2+w2 − z2

)
(s2 − q2)

+ 4(p− r)2(q2 − w2)= 0

sunep¸c oi y-suntetagmènec twn X, Y eÐnai oi rÐzec enìc deuterob�jmiou po-
luwnÔmou me suntelestèc apì ton Ki−1. DiakrÐnontac peript¸seic ja broÔme
dÔo timèc gia to y se perÐptwsh pou oi kÔkloi tèmnontai en¸ an ef�ptontai
ja broÔme mÐa tim  gia to y.2

Je¸rhma 4.1.1 An to r = (x, y) eÐnai kataskeu�simo apì èna uposÔnolo P0

tou R2 kai an K0 eÐnai to upìswma tou R pou par�getai apì tic suntetagmènec
twn shmei¸n tou P0, tìte oi bajmoÐ

[K0(x) : K0] και [K0(y) : K0]

eÐnai dun�meic tou 2.

Apìdeixh:
[Ki−1(xi) : Ki−1] = 1   2
diìti to xi eÐnai rÐza enìc poluwnÔmou deutèrou bajmoÔ me suntelestèc apì
to Ki−1. H tim  2 eÐnai gia thn perÐptwsh kata thn opoÐa to polu¸numo eÐnai
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eÐnai an�gwgo, diaforetik� eÐnai 1. Me ton Ðdio trìpo paÐrnoume thn sqèsh:
[Ki−1(yi) : Ki−1] = 1   2.
EpÐshc èqoume:
[Ki−1(xi, yi) : Ki−1] = [Ki−1(xi, yi) : Ki−1(xi)][Ki−1(xi) : Ki−1] = 1, 2  
4. Efìson o bajmìc [Ki : Ki−1] eÐnai dÔnamh tou 2 epagwgik� parathroÔme
ìti o bajmoc [Kn : K0] eÐnai dÔnamh tou 2. Efìson isqÔei

[Kn : K0(x)][K0(x) : K0] = [Kn : K0]

prokÔptei ìti o bajmìc [K0(x) : K0] eÐnai dÔnamh tou 2. Me ìmoio trìpo
katal goume ìti o bajmìc [K0(y) : K0] eÐnai dÔnamh tou 2.2

4.2 AdÔnatec apodeÐxeic

Ja qrhsimopoi soume thn parap�nw jewrÐa gia na apodeÐxoume ìti den up�r-
qei kataskeu  me kanìna kai diab th gia ta trÐa parak�tw probl mata.

Je¸rhma 4.2.1 O kÔboc den mporeÐ na diplasiasteÐ qrhsimopoi¸ntac ka-
nìna kai diab th.

Apìdeixh: 'Estw ìti mac dÐnetai ènac kÔboc ètsi ¸ste h mÐa pleur� tou na
eÐnai to monadiaÐo tm ma tou x-�xona. Epomènwc to P0 = {(0, 0), (1, 0)} kai
�ra K0 = Q. Gia na diplasi�soume ton kÔbo ja prèpei na kataskeu�soume
to shmeÐo (a,0) ìpou a3 = 2. Sunep¸c apì to je¸rhma 4.1.1 èqoume ìti o
bajmìc [Q(a) : Q] ja prèpei na eÐnai mia dÔnamh tou 2. 'Omwc to a eÐnai
mia rÐza tou poluwnÔmou t3 − 2 sto Q to opoÐo sÔmfwna me to krit rio tou
Eisenstein kai gia p = 2 eÐnai an�gwgo sto Q. 'Ara apì thn prìtash 3.1.1
isqÔei [Q(a) : Q] = 3 pou den eÐnai dÔnamh tou 2. 'Ara o kÔboc den mporeÐ na
diplasiasteÐ me kanìna kai diab th.2

Je¸rhma 4.2.2 H gwnÐa π/3 den mporeÐ na triqotomhjeÐ qrhsimopoi¸ntac
kanìna kai diab th.

Apìdeixh: 'Estw ìti mac dÐnontai ta shmeÐa (0,0) kai (1,0) ston trigwno-
metrikì kÔklo. Dhlad  P0 = {(0, 0), (1, 0)} opìte K0 = Q. Gia na kata-
skeu�soume mia gwnÐa pou na triqotomeÐ thn gwnÐa π/3 ja prèpei na kata-
skeu�soume to shmeÐo (a,0) ìpou a = cos(π/9). Apì autì ja mporoÔse na
kataskeuasteÐ to β = 2 cos(π/9). Apì thn trigwnometrÐa gnwrÐzoume ìti

(cos θ + i sin θ)3 = cos 3θ + i sin 3θ.
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(cos θ + i sin θ)3 = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ + i(cos2 θ sin θ − sin3 θ).

Epomènwc ja prèpei na isqÔei

cos 3θ = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ

dhlad  ja prèpei na isqÔei

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ.

Gia θ = π/9 èqoume

cos
π

3
= 4 cos3

π

9
− 3 cos

π

9
.

Epeid  cos π/3 = 1/2 èqoume th sqèsh

1
2

= 4 cos3
π

9
− 3 cos

π

9

 

1 = 8 cos3
π

9
− 6 cos

π

9
 

β3 − 3β − 1 = 0.

'Estw f(β) = β3 − 3β − 1 = 0. Tìte,

f(β + 1) = 8β3 + 3β2 − 3.

To f(β +1) apì to krit rio tou Eisenstein kai gia p = 3 eÐnai an�gwgo sto
Q epomènwc kai to f(β) eÐnai an�gwgo sto Q �ra [Q(β) : Q] = 3 pou den
eÐnai dÔnamh tou 2, �ra to shmeÐo b den eÐnai kataskeu�simo me kanìna kai
diab th.2

Je¸rhma 4.2.3 O kÔkloc den mporeÐ na tetragwnisjeÐ qrhsimopoi¸ntac ka-
nìna kai diab th.

Apìdeixh: 'Estw ìti èqoume èna kÔklo me kèntro (0,0) kai aktÐna thn eujeÐa
p1p2 ìpou p1 = (0, 0) kai p2 = (1, 0). D lad  P0 = {(0, 0), (1, 0)} opìte
K0 = Q. Gia na tetragwnÐsoume ton kÔklo ja prèpei na kataskeu�soume
èna tetr�gwno me pleur� Ðsh me

√
π, dhlad  ja prèpei na kataskeu�soume

to shmeÐo (0,
√

π). IsodÔnama ja prèpei na kataskeu�soume to shmeÐo (0, π).
An mia tètoia kataskeu  gÐnetai ja prèpei o bajmìc [Q(π) : Q] na eÐnai mia
dÔnamh tou 2. Gia na sumbaÐnei autì ja prèpei epÐshc to π na eÐnai algebrikì
sto Q. 'Omwc gnwrÐzoume apì to je¸rhma tou Lindemann ìti to π dèn eÐnai
algebrikì sto Q. Sunep¸c h kataskeu  den eÐnai dunat .2



Kef�laio 5

H idèa thc jewrÐac tou Galois

5.1 Eisagwg 

Orismìc 5.1.1 'Estw K èna upìswma tou s¸matoc L. 'Enac automorfismìc
a tou L eÐnai ènac K-automorfismìc tou L an

a(k) = k ∀k ∈ K.

Je¸rhma 5.1.1 An L : K eÐnai mia epèktash tìte to sÔnolo ìlwn twn K-
automorfism¸n tou L apoteleÐ mia om�da me pr�xh thn sÔnjesh sunart sewn.

Apìdeixh: 'Estw ìti a kai b eÐnai K-automorfismoÐ tou L. Tìte an k ∈ K

a(β(k)) = a(k) = k

�ra o ab eÐnai ènac K-automorfismìc. EpÐshc h tautotik  sun�rthsh a(k) = k
∀k ∈ K eÐnai ènac K-automorfismìc. Tèloc ∀k ∈ K èqoume

k = a−1(a(k)) = a−1(k)

�ra kai o a−1 eÐnai ènac K-automorfismìc. 'Ara to sÔnolo ìlwn twn K-
automorfism¸n tou L apoteleÐ mia om�da.2

Orismìc 5.1.2 H om�da Galois Γ(L : K) thc epèktashc L : K eÐnai h om�da
ìlwn twn K-automorfism¸n tou L me pr�xh thn sÔnjesh sunart sewn.

Par�deigma 5.1.1 'Estw h epèktash C : R. Upojètoume ìti o a eÐnai ènac
R-automorfismìc tou C. 'Estw j = a(i) ìpou i =

√
−1. Tìte

j2 = (a(i))2 = a(i2) = a(−1) = −1.

55
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Tìte ja èqoume j = i   j = −i. Gia kaje x, y ∈ R èqoume

a(x + iy) = a(x) + a(i)a(y) = x + jy.

Epomènwc èqoume dÔo epilogèc gia touc R-automorfismoÔc:

a1 : x + iy → x + iy

a2 : x + iy → x− iy.

O a1 eÐnai h tautotik  apeikìnish kai �ra eÐnai ènac R-automorfismìc tou C.
Ja deÐxoume sthn sunèqeia ìti kai o a2 eÐnai ènac R-automorfismìc tou C.

a2((x + iy) + (u + iv)) = (x + u)− (y + v)i
= a2(x + iy) + a2(u + iv).

a2((x + iy)(u + iv)) = a2(xu− yv − i(xv + yu))
= xu− yv − i(xv + yu)
= (x− iy)(u− iv)
= a2(x + iy)a2(u + iv).

Epomènwc o a2 eÐnai ènac omomorfismìc. 'Estw x ∈ R. Tìte

a2(x + 0i) = x− 0i = x

�ra o a2 eÐnai ènac R-automorfismìc. ParathroÔme ìti

a2
2 = a2(a2(x + iy)) = a2(x− iy) = x + iy

dhlad  a2
2 = a1. 'Ara h om�da Galois eÐnai mia kuklik  om�da t�xhc 2.

Par�deigma 5.1.2 'Estw c h trÐth rÐza tou 2 kai èstw h epèktash Q(c) : Q.
'Estw a ènac Q-automorfismìc tou Q(c). tìte

(a(c))3 = a(c3) = a(2) = 2.

Dhlad 
a(c) = 3

√
2 = c.

Epomènwc o a eÐnai h tautotik  apeikìnish kai epomènwc h om�da Galois
Γ(Q(c) : Q) èqei t�xh 1.

O Galois anak�luye ìti k�tw apì kat�llhlec proôpojèseic up�rqei mia
1-1 antistoiqÐa metaxÔ:
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1. twn upoom�dwn thc om�dac Galois miac epèktashc L : K

2. twn uposwm�twn M tou L tètoia ¸ste K ⊆ M .

An L : K eÐnai mia epèktash ja lème èna s¸ma M endi�meso s¸ma an
isqÔei K ⊆ M ⊆ L. Gia k�je endi�meso s¸ma M up�rqei h om�da
M∗ = Γ(L : M) ìlwn twn M-automorfism¸n tou L. K∗ = Γ(L : K) eÐnai
olìklhrh h om�da Galois thc epèktashc L : K kai L∗ = Γ(L : L) = 1. An
M ⊆ N tìte M∗ ⊇ N∗ giatÐ an a ∈ N∗ tìte a(x) = x ∀x ∈ M �ra kai
∀x ∈ N afoÔ M ⊆ N , �ra a ∈ M∗, dhlad  N∗ ⊆ M∗.

Gia k�je upoom�da H thc om�dac Γ(L : K) up�rqei to sÔnolo H† ìlwn
twn stoiqeÐwn x ∈ L ètsi ¸ste a(x) = x ∀a ∈ H. Autì eÐnai èna endi�meso
s¸ma kai ja to exhg soume sth sunèqeia.

L mma 5.1.1 An H eÐnai mia upoom�da thc om�dac Γ(L : K) tìte to sÔnolo
H† eÐnai èna upìswma tou L pou perièqei to K.

Apìdeixh: 'Estw x, y ∈ H† kai a ∈ H. Tìte

a(x + y) = a(x) + a(y) = x + y

dhlad  x + y ∈ H†.
a(xy) = a(x)a(y) = xy

dhlad  xy ∈ H†. 'Ara to H† eÐnai kleistì k�tw apì tic pr�xeic kai epomènwc
eÐnai upìswma tou L. Epiplèon ∀a ∈ Γ(L : K) èqoume a(k) = k ∀k ∈ K �ra
K ⊆ H† 2

Orismìc 5.1.3 SÔmfwna me ta parap�nw to H† eÐnai to s¸ma pou kajorÐ-
zetai apì to H.

An H ⊆ G tìte H† ⊇ G† diìti an x ∈ G† tìte a(x) = x ∀a ∈ G kai gia
k�je a ∈ H afoÔ H ⊆ G. Sunep¸c x ∈ H† dhlad  H† ⊇ G†.

'Estw h epèktash L : K. An to M eÐnai èna endi�meso s¸ma kai h H eÐ-
nai mia upoom�da thc om�dac Galois, Γ(L : K) tìte isqÔei:

M ⊆ M∗† (5.1)

H ⊆ H†∗ (5.2)

'Estw x ∈ M . Tìte a(x) = x, ∀a ∈ M∗ afoÔ M∗ = Γ(L : M) eÐnai ìloi oi
M-automorfismoÐ tou L. 'Omwc x ∈ L afoÔ M ⊆ L kai a(x) = x ∀a ∈ M∗
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�ra x ∈ M∗†. 'Ara M ⊆ M∗†.
H† = {x ∈ L : a(x) = x ∀a ∈ H}. Dhlad  apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa tou
L pou ìloi oi automorfismoÐ tou H ta stèlnoun ston eautì touc.
H†∗ = Γ(L : H†). Dhlad  apoteleÐtai apì touc H†-automorfismoÔc tou
L. 'Omwc ènac H†-automorfismìc eÐnai kai ènac H-automorfismìc. Sunep¸c
H ⊆ H†∗.
To par�deigma 5.1.2 mac deÐqnei ìti oi sqèseic (5.1), (5.2) den eÐnai p�nta
isìthtec. Sto sugkekrimèno par�deigma isqÔei

Q∗† = Q(c).

Q∗ = Γ(Q(c) : Q). 'Epeid  ìpwc deÐxame to c → c up�rqei ènac monadikìc
Q-automorfismìc, o tautotikìc èstw a. Q∗† = {x ∈ Q(c) : a(x) = x, a ∈
Q∗} kai epeid  o a eÐnai o tautotikìc èqoume ìti ∀x ∈ Q(c) isqÔei a(x) = x.
Sunep¸c Q∗† = Q(c).
An sumbolÐsoume me F to sÔnolo twn endi�meswn swm�twn kai me G to
sÔnolo ìlwn twn upoom�dwn thc om�dac Galois, tìte èqoume dÔo sunart seic

∗ : F → G
† : G → F

oi opoÐec ikanopoioÔn tic sqèseic (5.1) kai (5.2).

Par�deigma 5.1.3 'Estw ìti èqoume to polu¸numo

f(t) = t4 − 4t2 − 5 = 0

to opoÐo paragontopoieÐtai wc ex c:

(t2 + 1)(t2 − 5) = 0

kai oi rÐzec tou eÐnai a = i, β = −i, γ =
√

5, δ = −
√

5. H epèktash pou
antistoiqeÐ sto parap�nw polu¸numo eÐnai h L : Q ìpou L = Q(i,

√
5). Ja

broÔme sth sunèqeia touc Q-automorfismoÔc tou L. 'Estw o a eÐnai ènac
Q-automorfismìc tou L. 'Estw j = a(i) ìpou i =

√
−1. Tìte

j2 = (a(i))2 = a(i2) = a(−1) = −1.

Tìte ja èqoume j = i   j = −i. 'Estw ìti o b eÐnai ènac Q-automorfismìc
tou L. 'Estw k = β(

√
5). Tìte

k2 = (β(
√

5))2 = β(
√

5
2
) = β(5) = 5.



KEF�ALAIO 5. H ID�EA THC JEWR�IAC TOU GALOIS 59

Tìte ja èqoume k =
√

5   k = −
√

5. Telik� ja èqoume tèsseric Q-
automorfismoÔc tou L, touc ex c:

a1 : p + qi + r
√

5 + si
√

5 → p + qi + r
√

5 + si
√

5
a2 : p + qi + r

√
5 + si

√
5 → p− qi + r

√
5 + si

√
5

a3 : p + qi + r
√

5 + si
√

5 → p + qi− r
√

5 + si
√

5
a4 : p + qi + r

√
5 + si

√
5 → p− qi− r

√
5 + si

√
5

Epomènwc h om�da Galois eÐnai

G = {a1, a2, a3, a4}.

Oi upoom�dec thc G eÐnai:

1, {a1, a2}, {a1, a3}, {a1, a4}

ìpou 1 = {a1}. Ta antÐstoiqa s¸mata pou kajorÐzontai apì autèc eÐnai:

L, Q(
√

5), Q(i), Q(i
√

5).

Ta parap�nw s¸mata mazÐ me to K eÐnai ta mìna upos¸mata tou L, epomènwc
se aut  thn perÐptwsh h antistoiqÐa Galois eÐnai èna proc èna.

Par�deigma 5.1.4 BreÐte touc K-automorfismoÔc tou L twn parak�tw e-
pekt�sewn L : K
(a) Q(

√
2) : Q

(b) Q(a) : Q ìpou a = 5
√

7
(c) Q(

√
2,
√

3) : Q.

Ap�nthsh:
(a) I :

√
2 →

√
2 kai R :

√
2 → −

√
2

(b) 'Estw γ ènac Q-automorfismìc tou Q(a). 'Estw j = γ(a) ìpou a = 5
√

7.
Tìte j5 = (γ(a))5 = γ(a5) = γ(a) = a. 'Ara up�rqei ènac Q-automorfismìc,
o tautotikìc I : a → a.
(c) I :

√
2 →

√
2, R :

√
2 → −

√
2, S :

√
3 → −

√
3 kai T :

√
2 → −

√
2 kai√

3 → −
√

3.

Par�deigma 5.1.5 BreÐte tic antÐstoiqec om�dec Galois gia tic parap�nw
epekt�seic.

Ap�nthsh:
(a) G = {I, R}
(b) G = {I}
(c) G = {I,R, S, T}
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Par�deigma 5.1.6 Se poièc apì tic parap�nw peript¸seic h antistoiqÐa tou
Galois metaxÔ F kai G eÐnai èna proc èna?

Ap�nthsh:
(a) F = {Q, Q(

√
2)} kai G = {I, {I, R}} èpomènwc h antistoiqÐa Galois

eÐnai èna proc èna.
(b) F = {Q, Q(a), Q(a2)} kai G = {I} èpomènwc h antistoiqÐa Galois den
eÐnai èna proc èna.
(c) F = {Q, Q(

√
2), Q(

√
3), Q(

√
2
√

3), Q(
√

2,
√

3)}
kai G = {I, {I,R}, {I, S}, {I, T}, {I,R, S, T}} èpomènwc h antistoiqÐa
Galois eÐnai èna proc èna.

Par�deigma 5.1.7 'Estw K to s¸ma pou eÐdame sto er¸thma (h) tou para-
deÐgmatoc 1.4.3 kai èstw P to pr¸to tou upìswma. Poia eÐnai h om�da Galois
thc epèktashc K : P ? EÐnai h antistoiqÐa Galois èna proc èna?

Ap�nthsh: To pr¸to upìswma tou s¸matoc K eÐnai to P = {1, 0} kai h
epèktash gr�fetai P (α, β) : P . 'Eqoume dÔo P -automorfismoÔc:

a1 : α → α, β → β

a2 : α → β

β → α

'Ara G = {a1, a2}. F = {P,K} kai G = {a1, {a1, a2}} èpomènwc h antistoi-
qÐa Galois eÐnai èna proc èna.

Par�deigma 5.1.8 'Estw K(a):K mia apl  algebrik  epèktash kai èstw γ
eÐnai èna stoiqeÐo thc om�dac Galois. DeÐxte ìti to γ(a) èqei to Ðdio el�qisto
polu¸numo me to a sto K.

Ap�nthsh: 'Estw ìti to b0 + b1t + . . . + bntn eÐnai to el�qisto polu¸numo
tou a, (b0, b1, . . . , bn) ∈ K. Dhlad  isqÔei

b0 + b1a + . . . + bnan = 0.

γ(b0 + b1a + . . . + bnan) = γ(0)

dhladh
b0 + b1γ(a) + . . . + bnγ(an) = 0
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giatÐ o g eÐnai K-automorfismìc kai epomènwc γ(b) = b ∀b ∈ K. Telik�
èqoume

bo + b1γ(a) + . . . + bn(γ(a))n = 0.

An up�rqei èna polu¸numo c0 + c1t + . . . + cmtm, (co, c1, . . . , cn ∈ K) me
m < n ètsi ¸ste

c0 + c1γ(a) + . . . + cmγ(a)n = 0

tìte
γ−1(c0 + c1γ(a) + . . . + cmγ(a)n) = γ−1(0)

opìte
c0 + c1a + . . . + cmam = 0

diìti o γ−1 eÐnai kai autìc ènac K-automorfismìc tou K(a). 'Omwc autì eÐnai
�topo afoÔ upojèsame ìti to b0+b1t+. . .+bntn eÐnai to el�qisto polu¸numo
tou a sto K. 'Ara to b0 + b1t + . . . + bntn eÐnai to el�qisto polu¸numo kai
tou γ(a) sto K. 'Ara to a èqei to Ðdio el�qisto polu¸numo me to γ(a) sto K.

Par�deigma 5.1.9 BreÐte ìla ta endi�mesa s¸mata thc epèktashc
Q(
√

2,
√

3,
√

5) : Q. BreÐte thn om�da Galois. SugkrÐnete.

Ap�nthsh: Ta endi�mesa s¸mata eÐnai ta ex c:

• Q

• Q(
√

3,
√

5)

• Q(
√

2,
√

5)

• Q(
√

2,
√

3)

• Q(
√

5)

• Q(
√

3)

• Q(
√

2)

• Q(
√

2
√

3)

• Q(
√

2
√

5)

• Q(
√

3
√

5)

• Q(
√

2
√

3
√

5)
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Oi Q-automorfismoÐ tou Q(
√

2,
√

3,
√

5) eÐnai oi ex c:

• a1 :
√

2 →
√

2

• a2 :
√

2 → −
√

2

• a3 :
√

3 → −
√

3

• a4 :
√

5 → −
√

5

• a5 :
√

2 → −
√

2,
√

3 → −
√

3

• a6 :
√

2 → −
√

2,
√

5 → −
√

5

• a7 :
√

3 → −
√

3,
√

5 → −
√

5

• a8 :
√

2 → −
√

2,
√

3 → −
√

3,
√

5 → −
√

5

G = { a1, {a1, a2}, {a1, a3}, {a1, a4}, {a1, a5}, {a1, a6},
{a1, a7}, {a1, a8}, {a1, a2, a7, a8}, {a1, a3, a6, a8}, {a1, a4, a5, a8} }

Epomènwc h antistoiqÐa Galois eÐnai èna proc èna.

Par�deigma 5.1.10 BreÐte poiec apì tic parak�tw prot�seic eÐnai swstèc
  lanjasmènec.
(a) K�je K-automorfismìc tou L eÐnai ènac automorfismìc tou L.
(b) K�je L-automorfismìc tou L eÐnai h tautotik  apeikìnish.
(c) H om�da Galois thc epèktashc L : K eÐnai mia kuklik  om�da.
(d) H om�da Galois thc epèktashc C : R eÐnai abelian .
(e) Oi sunart seic ∗ kai † eÐnai p�nta metaxÔ touc antÐstrofec.
(f) Oi sunart seic ∗ kai † diathroÔn ton isomorfismì.
(g) An Γ(L : K) = 1 tìte L = K.
(h) An L = K tìte Γ(L : K) = 1.
(i) O K(t) èqei mìno ènan K-automorfismì.
(j) H om�da Galois eÐnai eukolìtero na oristeÐ par� na upologisteÐ.

Ap�nthsh:
(a) Swsto. ∀x ∈ K isqÔei a(x) = x kai epeid  K ⊆ L, x ∈ L kai �ra o a
eÐnai ènac automorfismìc tou L.
(b) Swsto. ∀x ∈ L isqÔei a(x) = x kai �ra o L-automorfismìc eÐnai h
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tautotik  apeikìnish.
(c) L�joc. H om�da Galois pou eÐdame sto par�deigma 5.1.3 den eÐnai kuklik 
afoÔ ìlec oi upoom�dec thc eÐnai t�xhc 2 kai kamÐa den par�gei olìklhrh thn
om�da.
(d) Swstì. Sto par�deigma 5.1.1 èqoume a2(a1(x + iy)) = x − iy kai
a1(a2(x + iy)) = x− iy, ∀x, y ∈ R.
(e) L�joc.
(f) L�joc. DeÐxame ìti an M ⊆ N tìte M∗ ⊇ N∗ kai an H ⊆ G tìte
H† ⊇ G†.
(g) L�joc. DeÐxame parap�nw ìti Γ(Q(c) : Q) = 1 ìtan c = 3

√
2, all�

Q(c) 6= Q.
(h) Swstì. An K = L up�rqei mìno ènac K-automorfismìc tou L kai eÐnai
o tautotikìc.
(i) L�joc. Up�rqei sÐgoura o tautotikìc K-automorfismìc ìpou ìla ta
stoiqeÐa tou K(t) phgaÐnoun ston eautì touc mporoÔn ìmwc na up�rqoun kai
peript¸seic ìpou to t gia par�deigma na phgaÐnei sto t2   to to t na phgaÐnei
sto t3 en¸ ìla ta stoiqeÐa tou K phgaÐnoun ston eautì touc.
(j) Swstì.



Kef�laio 6

Kanonikìthta kai
diaqwrisimìthta

6.1 Diaspìmena s¸mata

Orismìc 6.1.1 An K eÐnai èna s¸ma kai f eÐnai èna polu¸numo me sunte-
lestèc apì to K, tìte to f diasp�tai sto K an mporeÐ na grafeÐ wc ginìmeno
grammik¸n paragìntwn

f(t) = k(t− a1) . . . (t− an)

ìpou k, a1, . . . , an ∈ K. Se aut n thn perÐptwsh oi rÐzec tou f sto K eÐnai oi
a1, . . . , an.

Par�deigma 6.1.1 To polu¸numo t3 − 1 ∈ Q[t] den diasp�tai sto Q all�
diasp�tai sto C afoÔ gr�fetai sth morf 

(t− 1)(t− ω)(t− ω2)

ìpou ω = exp(2πi/3).

Par�deigma 6.1.2 To polu¸numo t4− 4t2− 5 diasp�tai sto Q(i,
√

5) afoÔ
gr�fetai sth morf 

(t− i)(t + i)(t−
√

5)(t +
√

5).

'Omwc sto Q(i) to polu¸numo mporeÐ na grafeÐ wc

(t− i)(t + i)(t2 − 5)

64
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me ènan an�gwgo par�gonta t2 − 5 bajmoÔ megalÔterou apì 1. Epomènwc to
polu¸numo den diasp�tai sto Q(i). Autì mac deÐqnei ìti an èna polu¸numo èqei
k�poiouc grammikoÔc par�gontec se mia epèktash L den diasp�tai aparaÐthta
sto L.

An to f eÐnai èna polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K kai L eÐnai
mia epèktash tou K tìte to f eÐnai epÐshc èna polu¸numo sto L. Lème ìti to f
diasp�tai sto L an eÐnai to ginìmeno grammik¸n paragìntwn me suntelestèc
apì to L. Ja deÐxoume sthn sunèqeia ìti an mac dojeÐ èna polu¸numo f
me suntelestèc apì èna s¸ma K, mporoÔme p�nta na kataskeu�soume mia
epèktash Σ tou K ètsi ¸ste to f na diasp�tai sto Σ. Ja prèpei epÐshc to f
na mhn diasp�tai se k�poio s¸ma mikrìtero apì to Σ opìte to Σ na eÐnai to
mikrotero dunatì s¸ma pou mporoÔme na broÔme.

Orismìc 6.1.2 To s¸ma Σ eÐnai èna s¸ma di�spashc gia to polu¸numo f
me suntelestèc apì èna s¸ma K an K ⊆ Σ kai

1. to f diasp�tai sto Σ,

2. An K ⊆ Σ′ ⊆ Σ kai to f diasp�tai sto Σ′ tìte Σ′ = Σ.

H deÔterh sunj kh eÐnai isodÔnamh me thn:
2'. Σ = K(σ1, . . . , σn) ìpou σ1, . . . , σn eÐnai rÐzec tou f sto Σ.

Kataskeu�zoume èna s¸ma di�spashc prosjètwntac sto K ta stoiqeÐa ekeÐna
pou eÐnai oi rÐzec tou f .

Je¸rhma 6.1.1 An K eÐnai èna s¸ma kai f eÐnai èna polu¸numo me sunte-
lestèc apì to K tìte up�rqei èna s¸ma di�spashc gia to f .

Apìdeixh: Ja to apodeÐxoume me epagwg  sto bajmì tou poluwnÔmou. An
∂f = 1 tìte to f eÐnai gramikì polu¸numo opìte diasp�tai  dh sto K. An to
f den diasp�tai sto K tìte èqei ènan an�gwgo par�gonta f1 bajmoÔ megalÔ-
terou apì 1. Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma 2.3.2 prosjètoume to σ1 sto K,
ìpou f(σ1) = 0. 'Epeita sto K(σ1)[t] èqoume f = (t−σ1)g ìpou ∂g = ∂f−1.
Epagwgik� up�rqei èna s¸ma di�spashc Σ gia to g sto K(σ1). 'Omwc tìte
to Σ eÐnai èna s¸ma di�spashc kai gia to f .2

Ja deÐxoume sth sunèqeia ìti ta s¸mata di�spashc pou mporoÔme na kata-
skeu�soume gia k�poio polu¸numo f me suntelestèc apì èna s¸ma K eÐnai
monadik� wc proc ton isomorfismì.
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L mma 6.1.1 Upojètoume ìti i : K → K ′ eÐnai ènac isomorfismìc swm�twn.
'Estw f èna polu¸numo me suntelestèc apì to K kai èstw Σ èna s¸ma di�-
spashc gia to f . 'Estw L mia epèktash tou K ′ ètsi ¸ste to i(f) na diasp�tai
sto L. Tìte up�rqei ènac monomorfismìc j : Σ → L ètsi ¸ste j | K = i.

Apìdeixh: Gia na katano soume kalÔtera to l mma ja k�noume to para-
k�tw sq ma

K → Σ
i ↓ ↓ j

K ′ → L

ìpou to j den èqei brejeÐ akìma.
Ja qrhsimopoi soume epagwg  sto bajmì tou f . Wc polu¸numo tou Σ mpo-
roÔme na to gr�youme sth morf 

f(t) = k(t− σ1) . . . (t− σn).

ìpou σ1, . . . , σn ∈ Σ. To elaqisto polu¸numo m tou σ1 sto K eÐnai an�gwgoc
par�gontac tou f . Dhlad 

f = mg

ìpou g an�gwgo polu¸numo me suntelestèc apì to K kai ∂g, ∂m < ∂f .
Epìmènwc isqÔei

i(f) = i(mg)

 
i(f) = i(m)i(g).

'Ara to i(m) diaireÐ to i(f) to opoÐo apì thn upìjesh diasp�tai sto L. Epo-
mènwc èqoume

i(m) = (t− a1) . . . (t− ar)

gia k�poia a1, . . . , ar ∈ L. To i(m) eÐnai an�gwgoc par�gontac tou i(f) sto
K ′. 'Ara ja prèpei na eÐnai to el�qisto polu¸numo tou a1 sto K ′. Epomènwc
apì to je¸rhma 2.4.3 up�rqei ènac isomorfismìc

j1 : K(σ1) → K ′(a1)

ètsi ¸ste j1|K = i kai j1(σ1) = a1. To Σ eÐnai èna s¸ma di�spashc gia
to polu¸numo h = f/(t − σ1) me suntelestèc apì to s¸ma K(σ1). An
suneqÐsoume thn Ðdia diadikasÐa ja katal xoume epagwgik� ìti up�rqei ènac
monomorfismìc j : Σ → L ètsi ¸ste j|K(σ1) = j1. 'Omwc tìte j|K = i.2
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Je¸rhma 6.1.2 'Estw i : K → K ′ isomorfismìc swm�twn. 'Estw T èna
s¸ma di�spashc gia to polu¸numo f me suntelestèc apì to K kai T ′ èna
s¸ma di�spashc gia to polu¸numo i(f) me suntelestèc apì to K ′. Tìte
up�rqei ènac isomorfismìc j : T → T ′ ètsi ¸ste j|K = i. Me �lla lìgia oi
epekt�seic T : K kai T ′ : K ′ eÐnai isomorfikèc.

Apìdeixh: 'Eqoume to parak�tw sq ma

K → T
i ↓ ↓ j

K ′ → T ′

ìpou to j den èqei brejei akìma. Apì to l mma 6.1.1 up�rqei ènac mono-
morfismìc j : T → T ′ ètsi ¸ste j|K = i. 'Omwc to j(T ) eÐnai èna s¸ma
di�spashc gia to i(f) sto K ′ kai perièqetai sto T ′. Efìson to T ′ eÐnai epÐshc
èna s¸ma di�spashc gia to i(f) sto K ′ èqoume ìti j(T ) = T ′. 'Ara o j eÐnai
epÐ. Telik� o j eÐnai ènac isomorfismìc.2

Par�deigma 6.1.3 'Estw f(t) = (t2− 3)(t3 +1) èna polu¸numo sto Q. Ja
kataskeu�soume èna s¸ma di�spashc gia to f . To f diasp�tai se grammikoÔc
par�gontec sto C wc ex c:

f(t) = (t +
√

3)(t−
√

3)(t + 1)
(

t− 1 + i
√

3
2

)(
t− 1− i

√
3

2

)
.

Epomènwc to s¸ma di�spashc tou f eÐnai èna upìswma tou C to

Q
(√

3,
1 + i

√
3

2

)
.

To opoÐo eÐnai to Ðdio me to Q(i,
√

3).

Par�deigma 6.1.4 'Estw f(t) = (t2− 2t− 2)(t2 +1) sto Q. Oi rÐzec tou f
sto C eÐnai 1±

√
3, ±i. Epomènwc to s¸ma di�spashc tou poluwnÔmou eÐnai

to Q(1 +
√

3, i) to opoÐo eÐnai Ðdio me to Q(i,
√

3).

Par�deigma 6.1.5 EÐnai dunatì na èqoume dÔo diaforetik� polu¸numa ta
opoÐa èqoun to Ðdio s¸ma di�spashc. Ta polu¸numa t2− 3 kai t2− 2t− 2 sto
Q èqoun wc s¸ma di�spashc to Q(

√
3). To pr¸to polu¸numo èqei rÐzec tic

±
√

3 kai epomènwc s¸ma di�spashc to Q(
√

3) kai to deÔtero èqei rÐzec tic
1+

√
3, 1+

√
3 kai s¸ma di�spashc to Q(1+

√
3) pou eÐnai Ðdio me to Q(

√
3).
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Par�deigma 6.1.6 'Estw to polu¸numo f(t) = t2 + t + 1 sto Z2. To f
eÐnai an�gwgo sto Z2. Gia na kataskeu�soume to s¸ma di�spashc tou f ja
prèpei na prosjèsoume sto Z2 èna stoiqeÐo ζ tètoio ¸ste to ζ na èqei el�qisto
polu¸numo to f sto Z2. Tìte ja isqÔei ζ2 + ζ + 1 = 0 dhlad  ζ2 = ζ + 1.
Epomènwc to s¸ma di�spashc ja prèpei na perièqei ta stoiqeÐa 0, 1, ζ, 1 + ζ
me tic ex c pr�xeic:

+ 0 1 ζ 1 + ζ

0 0 1 ζ 1 + ζ
1 1 0 1 + ζ ζ
ζ ζ 1 + ζ 0 1

1 + ζ 1 + ζ ζ 1 0

. 0 1 ζ 1 + ζ

0 0 0 0 0
1 0 1 ζ 1 + ζ
ζ 0 ζ 1 + ζ 1

1 + ζ 0 1 + ζ 1 ζ

Gia thn diamìrfwsh twn parap�nw pin�kwn èginan oi ex c upologismoÐ:

• ζ + ζ = 2ζ = 0.

• ζζ = ζ2 = 1 + ζ.

• ζ(1 + ζ) = ζ + ζ2 = ζ + ζ + 1 = 2ζ + 1 = 1.

Epomènwc to Z2(ζ) eÐnai èna s¸ma me tèssera stoiqeÐa. To f diasp�tai sto
Z2(ζ) wc:

t2 + t + 1 = (t− ζ)(t− 1− ζ)

kai den diasp�tai se kanèna mikrìtero s¸ma. 'Ara to Z2(ζ) eÐnai èna s¸ma
di�spashc gia to f .

6.2 Kanonikìthta

Orismìc 6.2.1 MÐa epèktash L : K eÐnai kanonik  an k�je an�gwgo polu¸-
numo sto K, to opoÐo èqei mia toul�qiston rÐza sto L, diasp�tai sto L.

Gia par�deigma h epèktash C : R eÐnai kanonik  diìti k�je polu¸numo me
suntelestèc apì to R eÐte eÐnai an�gwgo eÐte ìqi diasp�tai sto C.
H epèktash Q(a) : Q ìpou a = 3

√
2 den eÐnai kanonik . To polu¸numo t3 − 2



KEF�ALAIO 6. KANONIK�OTHTA KAI DIAQWRISIM�OTHTA 69

èqei mia rÐza, to a, sto Q(a) ìmwc den diasp�tai sto Q(a) afoÔ oi upìloipec
rÐzec tou an koun sto C.
Gia thn kanonik  epèktash C : R h antistoiqÐa Galois pou eÐdame sto proh-
goÔmeno kef�laio eÐnai èna proc èna enw gia thn mh-kanonik  epèktash
Q(a) : Q h antistoiqÐa Galois den eÐnai èna proc èna.

Je¸rhma 6.2.1 MÐa epèktash L : K eÐnai kanonik  kai peperasmènh an kai
mìno an to L eÐnai èna s¸ma di�spashc gia k�poia polu¸numa sto K.

Apìdeixh: 'Estw ìti h epèktash L : K eÐnai kanonik  kai peperasmènh.
Apì to l mma 3.1.1 ja prèpei na isqÔei L = K(a1, . . . , as) gia k�poia ai

algebrik� sto K. 'Estw mi to el�qisto polu¸numo gia to ai sto K kai èstw
f = m1 . . .ms. K�je mi eÐnai an�gwgo sto K kai èqei mia rÐza ai sto L.
Epomènwc apo ton orismì thc kanonikìthtac to f diasp�tai sto L. Efìson
to L par�getai apì to K kai tic rÐzec tou f , eÐnai èna s¸ma di�spashc gia
to polu¸numo f .

'Estw ìti to L eÐnai èna s¸ma di�spashc gia k�poia polu¸numa g sto K.
Tìte h epèktash eÐnai peperasmènh afoÔ L = K(β1, . . . , βr), ìpou β1, . . . , βr

eÐnai oi rÐzec twn poluwnÔmwn g. Mènei na deÐxoume ìti eÐnai kanonik . 'Estw
f èna an�gwgo polu¸numo sto K me mia rÐza sto L. Ja prèpei na deÐxoume
ìti to f diasp�tai sto L. 'Estw M ⊇ L èna s¸ma di�spashc gia to fg me
suntelestèc apì to K. Upojètoume ìti θ1 kai θ2 eÐnai rÐzec tou f sto M.
Isqurizìmaste ìti

[L(θ1) : L] = [L(θ2) : L].

Ja to apodeÐxoume sth sunèqeia. Ja melet soume ta di�fora upos¸mata
tou M, ta opoÐa perigr�fontai sto parak�tw sq ma:

M
↗ ↖

L(θ1) ↑ L(θ2)
↑ ↖ L ↗ ↑

K(θ1) ↑ K(θ2)
↖ K ↗

ìpou ta bèlh dhl¸noun èna proc èna sqèseic. Gia j=1   2 èqoume:

[L(θj) : L][L : K] = [L(θj) : K] = [L(θj) : K(θj)][K(θj) : K].

Apì thn prìtash 3.1.1 èqoume ìti [K(θ1) : K] = [K(θ2) : K]. To L(θj)
eÐnai èna s¸ma di�spashc gia to g sto K(θj) kai apì to je¸rhma 2.4.2 h
epèktash K(θ1) eÐnai isomorfik  me thn K(θ2). 'Ara apì to je¸rhma 6.1.2
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oi epekt�seic L(θj) : K(θj) eÐnai isomorfikèc gia j=1, 2 kai �ra èqoun ton
Ðdio bajmì. 'Ara telik� èqoume:

[L(θ1) : L][L : K] = [L(θ1) : K] = xy

kai
[L(θ2) : L][L : K] = [L(θ2) : K] = xy

ìpou
x = [L(θ1) : K(θ1)] = [L(θ2) : K(θ2)]

kai
y = [K(θ1) : K] = [K(θ2) : K].

Sunep¸c isqÔei
[L(θ1 : L] = [L(θ2) : L].

'Omwc tìte an θ1 ∈ L èqoume [L(θ1) : L] = 1 �ra kai [L(θ2) : L] = 1 opìte
kai θ2 ∈ L. Dhlad  h epèktash L : K eÐnai kanonik .2

6.3 Diaqwrisimìthta

Orismìc 6.3.1 'Ena an�gwgo polu¸numo f me suntelestèc apì èna s¸ma
K eÐnai diaqwrÐsimo sto s¸ma K an den èqei pollaplèc rÐzec se èna s¸ma
di�spashc.

Autì shmaÐnei ìti se opoiod pote s¸ma di�spashc to f gr�fetai wc ex c:

f(t) = k(t− σ1) . . . (t− σn)

ìpou ta σi eÐnai ìla diaforetik� metaxÔ touc.

Orismìc 6.3.2 'Ena an�gwgo polu¸numo se èna s¸ma K eÐnai mh diaqwrÐ-
simo sto K an den eÐnai diaqwrÐsimo sto K.

Par�deigma 6.3.1 To polu¸numo t4+t3+t2+t+1 eÐnai diaqwrÐsimo sto Q
diìti èqei èna s¸ma di�spashc mèsa sto C ìpou oi rÐzec tou eÐnai exp(2πi/5),
exp(4πi/5), exp(6πi/5), exp(8πi/5) kai eÐnai ìlec diaforetikèc metaxÔ touc.

Par�deigma 6.3.2 'Estw K0 = Zp ìpou p eÐnai pr¸toc arijmìc. 'Estw
K = K0(u) ìpou to u eÐnai uperbatikì sto K0 kai èstw

f(t) = tp − u ∈ K[t].
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'Estw Σ èna s¸ma di�spashc gia to polu¸numo f kai èstw τ mia rÐza tou f
sto Σ. Tìte τp = u. 'Eqoume

(t− τ)p = tp +
(p

1

)
tp−1(−τ) + . . . + (−τ)p

apì to duwnumikì je¸rhma. 'Omwc ìloi oi duwnumikoÐ suntelestèc(p

r

)
ìpou 0 < r < p diairoÔntai apì to p diìti sthn èkfrash p!/[r!(p − r)!] o
par�gontac p ston arijmht  den up�rqei ston paronomast . Sto K ìmwc
k�je pollapl�sio tou p eÐnai 0, �ra telik� paÐrnoume th sqèsh:

(t− τ)p = tp − τp = tp − u = f(t).

An σp − u = 0 tìte (σ − τ)p = 0 kai �ra σ = τ . Sunep¸c ìlec oi rÐzec tou f
sto Σ eÐnai Ðsec.
Mènei na deÐxoume ìti to f eÐnai an�gwgo sto K. Upojètoume ìti f = gh,
ìpou g, h ∈ K[t] kai ∂g, ∂h < ∂f . Dhlad  gh = (t− τ)p. Apì monadikìthta
thc paragontopoÐhshc ja prèpei na èqoume g(t) = (t − τ)s ìpou 0 < s < p.
Dhlad  g(t) = ts+

(
s
1

)
ts−1(−τ)+. . .+(−τ)s. 'Omwc o stajerìc suntelest c

τ s tou g an kei sto K. Epeid  0 < s < p kai o p eÐnai pr¸toc, ta p, s eÐnai
pr¸ta metaxÔ touc. 'Ara up�rqoun a, b ètsi ¸ste na isqÔei as + bp = 1.
'Omwc τ s, τp ∈ K �ra kai τas, τ bp ∈ K. Epomènwc kai τasτ bp ∈ K, dhlad 
τas+bp ∈ K   τ ∈ K afoÔ as+ bp = 1. Epeid  τ ∈ K0(u) ja prèpei na isqÔei
τ = v(u)/w(u) ìpou v, w ∈ K0(u). Opìte an antikatast soume sthn sqèsh
τp = u èqoume

(v(u)/w(u))p = u

 
v(u)p = u(w(u))p

dhlad 
v(u)p − u(w(u))p = 0.

'Omwc oi ìroi twn megistob�jmiwn ìrwn den mporoÔn na diagrafoÔn kai �ra
to f eÐnai an�gwgo. Epomènwc to polu¸numo eÐnai mh diaqwrÐsimo.

6.4 Tupik  diafìrish

Orismìc 6.4.1 'Estw ìti

f(t) = a0 + a1t + . . . + antn ∈ K[t]
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gia k�poio s¸ma K. Tìte h tupik  par�gwgoc tou f eÐnai to polu¸numo:

Df = a1 + 2a2t + . . . + nantn−1.

Gia K = R eÐnai h sunhjismènh par�gwgoc. Gia ìla ta polu¸numa f kai g
me suntelestèc apì èna s¸ma K kai an λ ∈ K isqÔoun ta parak�tw.

• D(f + g) = Df + Dg

• D(fg) = Df · g + f ·Dg

• D(λ) = 0

• D(λf) = λ ·Df.

Autèc oi idiìthtec mac epitrèpoun na d¸soume èna krit rio gia thn Ôparxh
pollapl¸n riz¸n q¸rÐc na gnwrÐzoume poiec eÐnai oi rÐzec autèc.

L mma 6.4.1 'Ena polu¸numo f 6= 0 me suntelestèc apì èna s¸ma K èqei
mia pollapl  rÐza se èna s¸ma di�spashc an kai mìno an to f kai to Df
èqoun èna koinì par�gonta bajmoÔ ≥ 1.

Apìdeixh: 'Estw ìti to f èqei mia pollapl  rÐza se èna s¸ma di�spashc
Σ, epomènwc to polu¸numo sto Σ gr�fetai:

f(t) = (t− a)2g(t)

ìpou to a ∈ Σ. Tìte

Df = (t− a){(t− a)Dg + 2g}

kai �ra to f kai to Df èqoun èna koinì par�gonta to (t− a) ∈ Σ[t]. Epomè-
nwc to f kai to Df èqoun èna koinì par�gonta sto K[t] pou onom�zetai to
el�qisto polu¸numo tou a sto K.

Upojètoume ìti to f den èqei pollaplèc rÐzec. Ja deÐxoume me epagwg 
sto bajmì tou f ìti ta f kai Df eÐnai pr¸ta metaxÔ touc sto Σ[t] opìte kai
pr¸ta metaxÔ touc sto K[t]. An ∂f = 1 tìte faner� ta dÔo polu¸numa eÐnai
pr¸ta metaxÔ touc. Diaforetik� f(t) = (t − a)g(t) ìpou to (t − a) 6 |g(t).
Tìte

Df = (t− a)Dg + g.

An ènac par�gontac tou g diaireÐ to Df ja prèpei epÐshc na diaireÐ kai to
Dg efìson upojèsame ìti to (t− a) den eÐnai par�gontac tou g. 'Omwc ta g
kai Dg eÐnai pr¸ta metaxÔ touc �ra kai ta f kai Df ja prèpei na eÐnai pr¸ta
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metaxÔ touc.2

MporoÔme t¸ra na d¸soume ikanèc kai anagkaÐec sunj kec gia thn diaqwri-
simìthta enìc an�gwgou poluwnÔmou.

Prìtash 6.4.1 An K eÐnai èna s¸ma qarakthristik c 0 tìte k�je an�gwgo
polu¸numo me suntelestèc apì to K eÐnai diaqwrÐsimo sto K. An to K èqei
qarakthristik  p > 0 tìte èna an�gwgo polu¸numo me suntelestèc apì to K
eÐnai mh diaqwrÐsimo an kai mìno an

f(t) = k0 + k1t
p + . . . + krt

rp (6.1)

ìpou k0, k1, . . . , kr ∈ K.

Apìdeixh: 'Ena an�gwgo polu¸numo f me suntelestèc apì to K eÐnai mh
diaqwrÐsimo an kai mìno an to f kai to Df èqoun èna koinì par�gonta bajmoÔ
≥ 1. An isqÔei autì, epeid  to f eÐnai an�gwgo kai to Df èqei mikrìtero
bajmì apì to f , ja prèpei na èqoume Df = 0. Dhlad  an

f(t) = a0 + a1t + . . . + antn

tìte
Df = a1 + 2a2t + . . . + nantn−1.

Gia na isqÔei Df = 0 ja prèpei nan = 0 ∀n ∈ Z. An to s¸ma èqei qarakthri-
stik  mhdèn gia na isqÔei autì ja prèpei an = 0 ∀n ∈ Z. Dhlad  s�ena s¸ma
qarakthristik c 0 mìno ta mhdenik� polu¸numa eÐnai mh diaqwrÐsima kai ìla
ta polu¸numa bajmou 6=0 eÐnai diaqwrÐsima. An to s¸ma èqei qarakthristik 
p > 0, gia na isqÔei nan = 0 ∀n ∈ Z, ja prèpei an = 0 an to p den diaireÐ to
n. Jètoume ki = api kai paÐrnoume to th sqèsh (6.1).2

ShmeÐwsh: H sunj kh gia thn diaqwrisimìthta enìc poluwnÔmou se s¸ma-
ta qarakthristik c p > 0 mporeÐ na ekfrasteÐ lègontac ìti up�rqoun mìno
dun�meic tou t pou eÐnai pollapl�sia tou p. 'Etsi isqÔei f(t) = g(tp) gia
k�poia polu¸numa g me suntelestèc apì to s¸ma K.

Orismìc 6.4.2 'Ena polu¸numo me suntelestèc apì èna s¸ma K eÐnai dia-
qwrÐsimo sto K an ìloi oi an�gwgoi par�gontèc tou eÐnai diaqwrÐsimoi sto K.

An L : K eÐnai mia epèktash tìte èna algebrikì stoiqeÐo a ∈ L eÐnai dia-
qwrÐsimo sto K an to el�qisto polu¸numì tou sto K eÐnai diaqwrÐsimo sto
K.

Mia algebrik  epèktash L : K eÐnai diaqwrÐsimh epèktash an k�je stoi-
qeÐo a ∈ L eÐnai diaqwrÐsimo sto K.
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Ja deÐxoume sth sunèqeia ìti h diaqwrisimìthta twn algebrik¸n epekt�-
sewn isqÔei kai gia ta endi�mesa s¸mata.

L mma 6.4.2 An L : K eÐnai mia diaqwrÐsimh algebrik  epèktash kai M
èna endi�meso s¸ma tìte oi epekt�seic M : K kai L : M eÐnai diaqwrÐsimec.

Apìdeixh: H L : K eÐnai mia diaqwrÐsimh algebrik  epèktash kai epomènwc
gia k�je stoiqeÐo pou an kei sto L to el�qisto polu¸numì tou eÐnai diaqw-
rÐsimo sto K. Epeid  M ⊆ L shmaÐnei ìti kai gia k�je stoiqeÐo pou an kei
sto M to el�qisto polu¸numì tou eÐnai diaqwrÐsimo sto K. 'Ara h epèktash
M : K eÐnai diaqwrÐsimh. 'Estw ìti a ∈ L kai èstw mK kai mM ta el�qista
polu¸numa tou a sta s¸mata K kai M antÐstoiqa. To mM |mK sto M [t].
'Omwc to a eÐnai diaqwrÐsimo sto K �ra kai to mK eÐnai diaqwrÐsimo sto K.
AfoÔ to mM |mK , to mM eÐnai ènac par�gontac tou mK kai m�lista an�-
gwgoc, epomènwc kai to mM eÐnai diaqwrÐsimo sto M. Dhlad  h epèktash
L : M eÐnai diaqwrÐsimh.2

Par�deigma 6.4.1 Na kataskeu�sete ta upos¸mata tou C ta opoÐa eÐnai
s¸mata di�spashc sto Q gia ta polu¸numa:
(a) t3 − 1
(b) t4 + 5t2 + 6
(c) t6 − 8

Ap�nthsh:
(a) Oi rÐzec tou poluwnÔmou eÐnai 1, exp(2πi/3), exp(4πi/3) kai to s¸ma
di�spashc Q(exp(2πi/3)).

(b) Oi rÐzec tou poluwnÔmou eÐnai ±
√

3i, ±
√

2i kai to s¸ma di�spashc
Q(
√

3i,
√

2i).

(c) Oi rÐzec tou poluwnÔmou eÐnai
√

2, −
√

2,
√

2 exp(2πi/6),
√

2 exp(4πi/6),√
2 exp(8πi/6),

√
2 exp(10πi/6) kai to s¸ma di�spashc Q(

√
2, exp(πi/3)).

Par�deigma 6.4.2 BreÐte touc bajmoÔc twn parap�nw epekt�sewn tou Q.

Ap�nthsh:
(a) [Q(exp(2πi/3)) : Q] = 3 giatÐ ta {1, exp(2πi/3), exp(4πi/3)} eÐnai mia
b�sh tou Q(exp(2πi/3)) me s¸ma to Q.

(b) [Q(
√

3i,
√

2i) : Q] = 4 giatÐ ta {1,
√

3i,
√

2i,
√

6} eÐnai mia b�sh tou
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Q(
√

3i,
√

2i) me s¸ma to Q

(c) [Q(
√

2, exp(πi/3)) : Q] = 10 giatÐ ta {1,
√

2, exp(2πi/6), exp(4πi/6),
exp(8πi/6), exp(10πi/6),

√
2 exp(2πi/6),

√
2 exp(4πi/6),

√
2 exp(8πi/6),√

2 exp(10πi/6)} eÐnai mia b�sh tou Q(
√

2, exp(πi/3)) me s¸ma to Q.


