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1. Εισαγωγικές ΄Εννοιες

Για να μελετήσει κάποιος την γενική γραμμική ομάδα και τα αποτελέσματα

αυτής θα πρέπει πρώτα να γνωρίζει κάποιους βασικούς ορισμούς και θεωρήματα

που θα βοηθήσουν στην κατανόηση του θέματος. Σε αυτήν την ενότητα θα

παρουσιαστούν ορισμένοι τέτοιοι ορισμοί και θεωρήματα.

Ορισμός 1.1. ΄Εστω ότι η G είναι μια ομάδα και έστω X ένα σύνολο.

Ονομάζουμε (αριστερή) δράση φ της ομάδας G στο σύνολο X την συνάρτηση:

φ : G×X → X : (g, x)→ φ(g, x)

που ικανοποιεί τα δύο ακόλουθα αξιώματα (συμβολίζουμε τη φ(g, x) ως g.x):

1. Προσεταιριστικότητα

(gh).x = g.(h.x) για όλα τα g, h στη G και για όλα τα x στο X.

2. Ταυτοτικότητα

e.x = x για όλα τα x στο X. (Εδώ το e υποδηλώνει το μοναδιαίο στοιχείο

της ομάδας G.)

Το σύνολο X ονομάζεται G-σύνολο και η ομάδα G λέμε ότι δρα στο X (από

τα αριστερά).

Ορισμός 1.2. Μία απλή ομάδα είναι η μη τετριμμένη ομάδα που οι μόνες

υποομάδες της είναι η τετριμμένη ομάδα και ο εαυτός της.

Ορισμός 1.3. Το normal closure μίας υποομάδας H σε μία ομάδα G,

συμβολίζεται ως HG
και ορίζεται με τους παρακάτω τρόπους:

• Ως η τομή όλων των κανονικών υποομάδων της G συμπεριλαμβανομένης

της H

• Ως η υποομάδα που παράγεται από όλα τα gHg−1 όπου το gHg−1 υποδη-

λώνει μία συζυγία της H με το g.

Ορισμός 1.4. Η υποομάδα μεταθετών μίας ομάδας ορίζεται με τους πα-

ρακάτω ισοδύναμους τρόπους:

1. Είναι η υποομάδα που παράγεται από όλους τους μεταθέτες ολόκληρης

της ομάδας.
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2. Είναι το normal closure που παράγεται από όλους τους μεταθέτες ολό-

κληρης της ομάδας.

3. Είναι η τομή όλων των αβελιανών υποομάδων πηλίκο. Με άλλα λόγια,

είναι η μικρότερη κανονική υποομάδα για την οποία η ομάδα πηλίκο είναι

αβελιανή.

Τέλος κλείνοντας αυτήν την ενότητα θα παρουσιάσουμε τα τρία θεωρήματα

ισομορφισμών.

Θεώρημα 1.5.

1. Πρώτο Θεώρημα Ισομορφισού:

΄Εστω οι G και H να είναι ομάδες και έστω φ : G → H να είναι ένας

ομομορφισμός. Τότε:

(αʹ) Ο πυρήνας της φ είναι κανονική υποομάδα τηω G,

(βʹ) Η εικόνα της φ είναι υποομάδα της H, και

(γʹ) Η εικόνα της φ είναι ισόμορφη με την ομάδα πηλίκο G/ker(φ) (όπου

ker(φ) ο πυρήνας της φ.

Ιδιαίτερα, αν η φ είναι επιμορφισμός τότε η H είναι ισόμορφη με το

G/ker(φ).

2. Δεύτερο Θεώρημα Ισομορφισμού:

΄Εστω η G να είναι ομάδα. ΄Εστω το S να είναι μία υποομάδα της G και

έστω το N να είναι μία κανονική υποομάδα της G. Τότε:

(αʹ) Το γινόμενο SN είναι υποομάδα της G,

(βʹ) Η τομή S ∩N είναι μια κανονική υποομάδα της S, και

(γʹ) Η ομάδα πυλίκο (SN)/N και η S/(S ∪N) είναι ισόμορφες.

3. Τρίτο Θεώρημα Ισομορφισού:

΄Εστω η G να είναι μία ομάδα, και η N να είναι μια κανονική υποομάδα

της G. Τότε:
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(αʹ) Αν η K είναι η υποομάδα της G τέτοια ώστε η N ⊆ K ⊆ G τότε η

K/N είναι μια υποομάδα της G/N .

(βʹ) Κάθε υποομάδα της G/N είναι της μορφής K/N , για κάποια υποο-

μάδα K της G τέτοια ώστε N ⊆ K ⊆ G.

(γʹ) Αν η K είναι κανονική υποομάδα της G τέτοια ώστε N ⊆ K ⊆ G,

τότε η K/N είναι κανονική υποομάδα της G/N .

(δʹ) Κάθε κανονική υποομάδα της G/N είναι της μορφής K/N , για κά-

ποια κανονική υποομάδα K της G τέτοια ώστε N ⊆ K ⊆ G.

(εʹ) Αν η K είναι μια κανονική υποομάδα της G τέτοια ώστε N ⊆ K ⊆
G, τότε η ομάδα πυλήκο (G/N)/(K/N) είναι ισόμορφη της G/K.

Στην επόμενη ενότητα θα μελετήσουμε τη βασική δομή της γενικής γραμ-

μικής ομάδας καθώς και σημαντικές υποομάδες αυτής.
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2. Βασική Δομή

΄Εστω F σώμα και n ∈ N. Συμβολίζουμε με Mn(F ) το σύνολο όλων των

n × n πινάκων με στοιχεία από το σώμα F . Συχνά γράφουμε ένα πίνακα ως

M = (mij), όπου mij ∈ F υποδηλώνει το (i, j)-στοιχείο του πίνακα M (το

στοιχείο στην i γραμμή και j στήλη). Ορίζουμε τη γενική γραμμική ομάδα

GL(n, F ) να είναι το υποσύνολο της Mn(F ) αποτελούμενο απ΄ τους αντιστρέ-

ψιμους πίνακες, ή ισοδύναμα απ’ολους τους πίνακες που έχουν μη μηδενική

ορίζουσα. Η GL(n, F ) σχηματίζει μία ομάδα υπό τον πολλαπλασιασμό: αυτό

ισχύει καθώς το γινόμενο δύο αντιστρέψιμων πινάκων ειναι αντιστρέψιμος πί-

νακας έστω A,B ∈ GL(n, F ) έχουμε ότι det(A)det(B) = det(AB) και αφού

έχουμε ότι det(A) 6= 0 και det(B) 6= 0, άρα συνεπάγεται det(AB) 6= 0. ΄Α-

ρα το γινόμενο ανήκει στη GL(n, F ) και άρα η πράξη κλειστή. Το μοναδιαίο

στοιχείο το συμβολίζουμε με I και είναι ο μοναδιαίος πίνακας, και η πράξη είναι

προσεταιριστική καθώς ο πολλαπλασιασμός είναι προσεταιριστική πράξη. Τέ-

λος, υπάρχει ο αντίστροφος και ανήκει στη GL(n, F ) καθώς για κάθε A ∈ G
υπάρχει ο A−1 με det(A−1) = det(A)−1, όμως det(A) 6= 0 και άρα det(A)−1 6= 0
άρα A−1 ∈ G.

Γενικότερα, δοσμένου ενός διανυσματικού χώρου V πεπερασμένης διάστα-

σης επί του F , ορίζουμε τη γενική γραμμική ομάδα GL(V ) να είναι η ομάδα

όλων των αντιστρέψιμων γραμμικών απεικονίσεων του V : εδώ η πράξη της ο-

μάδας είναι σύνθεση συναρτήσεων. Αν πάρουμε V = F n
, τότε η ομάδα που

προκύπτει είναι ισόμορφη με προφανή τρόπο με την ομάδα πινάκων GL(n, F ),
καθώς οποιοσδήποτε διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης επί του F
είναι ισόμορφος με την F n

. Δεν χάνουμε τίποτα να στρέψουμε το ενδιαφέρων

μας στις ομάδες GL(n, F ).
Υπενθυμίζουμε ότι αν το F είναι πεπερασμένο σώμα, τότε ο ισομορφισμός

της F εξαρτάται από την τάξη της |F |, η οποία πρέπει να είναι ίση με το pa για

κάποιο p πρώτο και κάποιο a ∈ N. (Αυτό το αποτέλεσμα οφείλεται στον E. H.
Moore, ιδρυτής του Τμήματος Μαθηματικών στο Πανεπιστήμιο του Σικάγο,

που πρώτος το ανακοίνωσε το 1893 στο πρώτο World Congress of Mathemati-
cian στο Σικάγο.) Κατά συνέπεια, αν q είναι μια δύναμη ενός πρώτου αριθμού,

τότε μπορούμε να γράψουμε GL(n, q) αντί για GL(n, F ), όπου F είναι το μο-

ναδικό σώμα τάξης q.
Θα ξεκινήσουμε με μία αναφορά της σημαντικότητας των γενικών γραμμι-

κών ομάδων στη θεωρία πεπερασμένων ομάδων.

Ορισμός 2.1. Ο εκθέτης μίας ομάδας είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλά-

σιο των τάξεων των στοιχείων της.

Πρόταση 2.2. ΄Εστω E μια πεπερασμένη αβελιανή ομάδα με εκθέτη p,
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όπου p πρώτος. Τότε Aut(E) ∼= GL(n, p), όπου n ∈ N τέτοιο ώστε |E| = pn

Απόδειξη. ΄Εστω F = Z/pZ να είναι το σώμα p στοιχείων. Θέλουμε

να δώσουμε στην E τη δομή ενός διανυσματικού χώρου επί του σώματος F .

Ορίζουμε μια πρόσθεση στην E ως εξής x+ y = xy. Ορίζουμε βαθμωτό πολ-

λαπλασιασμό στην E για a ∈ F ως εξής a · x = xa, όπου a ∈ Z τέτοιο ώστε

a = a+pZ: αυτό είναι καλά ορισμένο καθώς το E έχει εκθέτη p. Είναι εύκολο

να δείξουμε τώρα ότι το E έχει μία δομή διανυσματικού χώρου επί του F καθώς

ισχύουν οι ιδιότητες του διανυσματικού χώρου:

• Πρόσθεση:

+ : E × E → E

έχουμε ότι για κάθε x, y, z ∈ E

1. μεταθετικότητα: x+ y = xy = yx = y + x

2. προσεταιριστικότητα: x + (y + z) = x + (yz) = x(yz) = (xy)z =
(x+ y)z = (x+ y) + z

3. ύπαρξη μοναδιαίου στοιχείου: x+ 1E = x1E = x = 1Ex = 1E + x

4. ύπαρξη αντιστρόφου: x+x−1E = xx−1E = 1E = x−1Ex = x−1E +x

• Βαθμωτός πολλαπλασιασμός:

· : F × E → E

έχουμε ότι για κάθε x, y ∈ E και για κάθε a, b ∈ F

1. επιμεριστικότητα ως προς το a: a · (x + y) = a · (xy) = (xy)a =
xaya = a · x+ a · y

2. επιμεριστικότητα ως προς το x: (a+b)·x = xa+b = xaxb = a·x+b·x
3. προσεταιριστικότητα: a · (b · x) = a · xb = xab = (ab) · x
4. ύπαρξη μοναδιαίου στοιχείου: 1F · x = x1 = x

Τώρα προκύπτει ότι κάθε ενδομορφισμός της ομάδας E είναι και ταυτόχρονα

ένας γραμμικός μετασχηματισμός του διανυσματικού χώρου E επι του F , και

αντίστροφα. Πράγματι, έστω:

f : E → E, Ε ομαδα και f(x) = T (x). Τότε f(xy) = T (x+y) = T (x)+T (y) =
f(x)f(y) και f(xa) = T (a · x) = a · T (x) = f(x)a.
Αντίστροφα, αν T : E → E γραμμικός μετασχηματισμός, Ε διανυσματικός

χώρος και T (x) = f(x) τότε f(xy) = T (x+ y) = T (x) +T (y) = f(x)f(y) και
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(f(x))a = aT (x) = T (ax) = f(ax).
΄Αρα,Aut(E) ∼= GL(E) ∼= GL(n, p), όπου n = dimFE. •

Αν το E είναι όπως στη παραπάνω πρόταση, και έστω {x1, ..., xn} είναι μία

βάση για το E επι του σώματος p στοιχείων, τότε προκύπτει ότι σαν ομάδες έ-

χουμε E =< x1 > ×...× < xn >, όπου κάθε < xi > είναι κυκλική ομάδα τάξης

p. Συμπεραίνουμε ότι κάθε πεπερασμένη αβελιανή ομάδα με εκθετη p πρώτο

είναι ισόμορφη με ένα ευθύ γινόμενο αντιγράφων του Zp. Αυτές οι ομάδες συνή-

θεις αβελιανές p-ομάδες. Ορίζουμε τη τάξη μίας συνήθης αβελιανής p-ομάδας E
να είναι n, όπου |E| = pn. Παρατηρούμε ότι η Aut(Zp) ∼= GL(1, p) ∼= (Z/pZ)×

από την Πρόταση 2.2.

Πρόταση 2.3. ΄Εστω n ∈ N, και έστω q να είναι ένας πρώτος αριθμός.

Τότε

|GL(n, q)| =
n∏

k=1

(qn − qk−1) = q
n(n−1)

2 (qn − 1) · · · (q − 1)

Απόδειξη. Για να καθοριστεί το |GL(n, q)|, αρκεί να μετρήσουμε τον

αριθμό των n×n πινάκων που έχουν στοιχεία απ΄ το σώμα F με q στοιχεία και

τον οποίων οι γραμμες είναι γραμμικώς ανεξάρτητες επί του F . Για να κατα-

σκευάσουμε έναν τέτοιο πίνακα, πρέπει να επιλέξουμε οποιοδήποτε μη μηδενικό

διάνυσμα στο F n
σαν πρώτη γραμμή: υπάρχουν qn − 1 τέτοιες επιλογές. Για

την δεύτερη γραμμή μπορούμε να έχουμε οποιοδήποτε διάνυσμα στο F n
εκτός

από τους q γραμμικούς συνδυασμούς της πρώτης γραμμης, άρα έχουμε για την

δεύτερη γραμμή qn−q επιλογές. ΄Ομοια για 1 < k ≤ n, η k-οστή γραμμη μπορεί

να είναι οποιοδήποτε διάνυσμα στο F n
εκτός απο τους qk−1 γαμμικούς συνδυα-

σμούς των προηγούμενων k − 1 γραμμών: ως εκ τούτου υπάρχουν qn − qk−1
επιλογές για την k-οστή γραμμή. ΄Αρα ο δηλωμένος τύπος τώρα έπεται. •

Τώρα επιλέγουμε ένα σώμα F και κάποιο n ∈ N, και γράφουμε G αντι για

GL(n, F ).
΄Εστω M ∈ Mn(F ) και γράφω M = (mij). Η κύρια διαγώνιος του M

αποτελείται από τα στοιχεία mii για 1 ≤ i ≤ n. Λέμε ότι ο M είναι διαγώ-

νιος αν τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία του εμφανίζονται στη κύρια διαγώνιο.

Λέμε ότι ο M είναι άνω τριγωνικός αν όλα τα στοιχεία του M που βρίσκον-

ται κάτω από την κύρια διαγώνιο, δηλαδή τα mij για τα οποία i > j, είναι μηδέν.

Πρόταση 2.4. Το σύνολο B που αποτελείται απ΄ όλους τους αντιστρέ-

ψιμους άνω τριγωνικούς πίνακες είναι μια υποομάδα του G, και ονομάζεται

συνήθης υποομάδα Borel.
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι για κάθε M,N ∈ B το MN ∈ B. ΄Εστω

M = (mij), N = (nij) και MN = P = (pij). ΄Εχουμε ότι mij = 0 για κάθε

j < i και nij = 0 για κάθε j < i και pij =
∑n

k=1miknkj. ΄Αρα miknkj = 0
για κάθε j < k < i οπότε έχουμε pij = 0 για κάθε j < i, άρα ο P είναι

άνω τριγωνικός αντιστρέψιμος πίνακας καθώς έχουμε ότι το pii =
∑n

i=1miinii

με τα mii 6= 0 6= nii και έτσι pii 6= 0. Ως εκ τούτου έχουμε ότι P ∈ B.

Τώρα αρκεί να δείξουμε ότι αν M ∈ B, τότε ο αντίστροφός του ο N του

M στο G βρίσκεται στο B. Γράφουμε M = (mij) και N = (nij). Κα-

θώς το M είναι άνω τριγωνικός, βλέπουμε ότι η ορίζουσα του M είναι ίση

με το γινόμενο των στοιχείων τις κυρίας διαγωνίου του M . Για να είναι αυ-

τή η ορίζουσα μη μηδενική πρέπει να έχουμε mii 6= 0 για όλα τα i. Τώρα

το MN = I, άρα
∑n

k=1miknkj = δij για κάθε i και j. (Εδώ το δij είναι το

σύμβολο δέλτα του Kronecker, το οποίο παίρνει τη τιμή 1 αν i = j και 0 διαφορε-

τικά.) Παίρνοντας i = n έχουμε ότι
∑n

k=1mnknkj = mn1n1j + ...+mnnnnj =
mnnnnj = δnj οπότε έχουμε mnnnn1 = 0, ...,mnnnnn = 1 άρα αναγκαστικά

nnj = 0 για κάθε j < n και nnn 6= 0 καθώς mnk = 0 για κάθε k < n
και mnn 6= 0. Αν τώρα πάρουμε i = n − 1, έχουμε

∑n
k=1m(n−1)knkj =

m(n−1)1n1j + ... + m(n−1)(n−1)n(n−1)j + m(n−1)nn(n−1)j = m(n−1)(n−1)n(n−1)n +
m(n−1)nn(n−1)j = δ(n−1)j οπότε έχουμε m(n−1)(n−1)n(n−1)1 + m(n−1)nn(n−1)1 =
0, ...,m(n−1)(n−1)n(n−1)(n−1) + m(n−1)nn(n−1)n = 1 άρα έχουμε n(n−1)j = 0 για

κάθε j < n− 1 και n(n−1)(n−1) 6= 0 καθώς m(n−1)k = 0 για κάθε k < n− 1 και

m(n−1)(n−1) 6= 0. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, βρίσκουμε ότι nij = 0 όταν

j < i, και ως εκ τούτου ότι N ∈ B όπως θέλαμε. •

Γενικότερα, μία υποομάδα Borel της G είναι κάθε συζυγής της συνήθους

υποομάδας Borel B.

΄Ενας πίνακας μετάθεσης είναι ένας πίνακας στον οποίον κάθε γραμμή και

στήλη έχουν ακριβώς ένα μη μηδενικό στοιχείο και όλα τα μη μηδενικά στοι-

χεία είναι ίσα με το 1. Για παράδειγμα, ο ταυτοτικός πίνακας είναι ένας πίνακας

μετάθεσης, και στην πραγματικότητα κάθε πίνακας μετάθεσης μπορει να προ-

έλθει από τον ταυτοτικό πίνακα με αλλαγή στηλών (ή γραμμών). Κάθε πίνακας

μετάθεσης είναι ορθογώνιος και έτσι έχει έναν αντίστροφο ο οποίος είναι και

πάλι πίνακας μετάθεσης, δηλαδή ο ανάστροφός του. Ειδικότερα, όλοι οι n× n
πίνακες μετάθεσης ανήκουν στο G.

Πρόταση 2.5. Το σύνολο W που αποτελείται απ΄ όλους τους πίνακες

μεταθέσεων είναι μία υποομάδα της G, ονομάζεται υποομάδα Weyl.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι το γινόμενο δύο πινάκων μεταθέσεων

είναι πίνακας μετάθεσης. ΄Εστω M = mij και N = nij να είναι πίνακες με-
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ταθέσεων και έστω MN = P = pij. Για κάθε i και j βλέπουμε ότι pij = 1
αν υπάρχει k τέτοιο ώστε mik = nkj = 1, και ότι pij = 0 αλλιώς. Δοσμένου

ενός i, υπάρχει μοναδικό k τέτοιο ώστε mik = 1, και υπάρχει μοναδικό j τέτοιο

ώστε nkj = 1. ΄Ετσι βλέπουμε ότι pij = 1 για ένα και μόνο ένα j. ΄Ομοια, δο-

σμένου ενός j, υπάρχει μοναδικό k τέτοιο ώστε nkj = 1 και υπάρχει μοναδικό

i τέτοιο ώστε mik = 1. ΄Αρα pij = 1 για ακριβώς ένα i. ΄Ως εκ τούτου το P
είναι πίνακας μετάθεσης. •

΄Εστω ότι το Vn(F ) υποδηλώνει τον διανυσματικό χώρο n-διάστατων δια-

νυσμάτων στήλη με στοιχεία στο F , και έστω v1, ..., vn να είναι η συνήθης

βάση. Αν πολλαπλασιάσουμε το vi από τα αριστερά ενός n×n πίνακα M , τότε

παίρνουμε την i-οστή στήλη του M . Λέμε ότι το M στέλνει το vi στην i-οστή
στήλη του M .

Πρόταση 2.6. W ∼= Σn, όπου Σn είναι η ομάδα μεταθέσεων n-στοιχείων.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι κάθε πίνακας μετάθεσης στέλνει κάθε vi σε
κάποιο vk. ΄Εστω X = {1, ..., n}. Για κάθε w ∈ W , ορίζουμε μία συνάρτηση

φ(w) : X → X με φ(w)(i) = k για 1 ≤ i ≤ n, όπου 1 ≤ k ≤ n να είναι τέτοιο

ώστε vk = wvi. Αν φ(w)(i) = φ(w)(j) για κάποιο i και j, τότε η i-οστή και

j-οστή στήλη του w πρέπει να είναι ίσες: καθώς ο w είναι ένας πίνακας μεταθέ-

σεων, αυτό απαιτεί i = j. Η συνάρτηση φ(w) είναι 1-1, και ως εκ τούτου και επί

( καθώς X είναι ένα πεπερασμένο σύνολο), για κάθε w ∈ W . Κατα συνέπεια,

έχουμε μία συνάρτηση φ : W → Σn. Αν φ(w) = φ(w′) για κάποια w,w′ ∈ W ,

τότε έχουμε wvi = w′vi για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Αυτό σημαίνει, η i-οστή στήλη

του w και w′ είναι ίσες για κάθε 1 ≤ i ≤ n, το οποίο δίνει w = w′. ΄Ετσι η φ
είναι 1-1. Αν p ∈ Σn, τότε p = φ(w), όπου w είναι ο πίνακας μετάθεσης του

οποίου η i-οστή στήλη είναι vp(i) για κάθε 1 ≤ i ≤ n. ΄Ετσι η φ είναι επί. Τώρα

θα δείξουμε ότι είναι και ομομορφισμός, δηλαδή φ(ww′) = φ(w)φ(w′). ΄Εχουμε

φ(ww′)(i) = j τέτοιο ώστε vj = ww′vi. Επίσης φ(w′)(i) = k τέτοιο ώστε

vk = w′vi και φ(w)(k) = l τέτοιο ώστε vl = wvk = ww′vi, το οποίο ισχύει για

κάθε l = j. •

Συνήθως θα θεωρούμε έναν πίνακα μετάθεσης w ως στοιχείο της Σn που

στέλνει το i στο j. Για παράδειγμα, ο πίνακας
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


αντιστοιχεί στο (13)(24) ∈ Σ4, και έτσι αν w είναι αυτός ο πίνακας τότε θα
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γράφουμε ότι αν w(i) = j, τότε για κάθε M ∈ Mn(F ), η j-οστή γραμμη του

wM είναι ίση με την i-οστή γραμμή του M , και η i-οστή στήλη του Mw είναι

ίση με την j-ιοστή στήλη του M .

΄Εστω 1 ≤ i, j ≤ n με i 6= j, και a ∈ F . Ορίζουμε Xij(a) να είναι ο n× n
πίνακας του οποίου το (k, l)-στοιχείο είναι ίσο με a αν (k, l) = (i, j) και ίσο με

δkl για όλα τ΄ άλλα (k, l). Για παράδειγμα, X23(a) ∈M3(F ) είναι ο πίνακας 1 0 0
0 1 a
0 0 1


Αυτοί οι πίνακες Xij(a), και οι συζυγείς τους με στοιχεία στο G, ονομάζονται

transvections.
Λήμμα 2.7. ΄Εστω a, b ∈ F και έστω i και j με i 6= j. Τότε για τα

transvections ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες.

1. Ο Xij(a) έχει ορίζουσα 1 και ως εκ τούτου ανήκει στην G.

2. Αν a 6= 0, τότε Xij(a) ∈ B αν και μόνο αν i < j.

3. Xij(a)Xij(b) = Xij(a+ b) και ως εκ τούτου Xij(a)−1 = Xij(−a).

4. [Xij(a), Xjk(b)] = Xik(ab), όπου i, j, k διακριτά.

5. Αν w ∈ W , τότε wXij(a)w−1 = Xw(i)w(j)(a).

6. Xij(a) στέλνει το vj στο vj + avi και σταθεροποιεί το vk όπου k 6= j.

7. Αν M ∈ Mn(F ), τότε η i-οστή γραμμή του Xij(a)M είναι ίση με το

άθροισμα της i-οστής γραμμής του M με την j-οστή γραμμή του M
πολλαπλασιασμένη με a. Επιπλέον, για κάθε k 6= i η k-οστή γραμμή του

Xij(a)M είναι ίση με την k-οστή γραμμή της M .

Απόδειξη.

1. Ο Xij(a) είναι είτε άνω τριγωνικός είτε κάτω τριγωνικός απο την κατα-

σκευή του, οπότε η ορίζουσα του είναι το γινόμενο των στοιχείων της

διαγωνίου του. ΄Εστω Xij(a) = (xij). ΄Εχουμε ότι xii = 1 για κάθε i,
άρα η ορίζουσά του είναι πάντα ίση με 1 και ως εκ τούτου αντιστρέφεται

και άρα ανήκει στο G.

2. Αν το a 6= 0 και το Xij ∈ B έχουμε ότι το Xij(a) είναι άνω τριγωνικός

και καθώς το μόνο μη μηδενικό στοιχείο του είναι το a που βρίσκεται στη

θέση (i, j) έχουμε αναγκαστικά ότι το i < j. Αντίστροφα, αν το i < j
έχουμε ότι το a είναι πάνω από την κύρια διαγώνιο. Από το (1) έχουμε
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ότι ο Xij(a) είναι αντιστρέψιμος και από τον ορισμό του έχουμε ότι όλα

τα μη μηδενικά του στοιχεία βρίσκονται στην διαγώνιό του, που είναι ίσα

με 1, και το a το οποίο όπως είδαμε βρίσκεται πάνω από την διαγώνιο.

΄Αρα ο Xij(a) είναι ένας άνω τριγωνικός αντιστρέψιμος πίνακας και άρα

ανήκει στο B.

3. ΄Εστω Xij(a) = (xij) και Xij(b) = (yij) τότε το (i, j)-στοιχείο του γι-

νομένου αυτών των δύο πινάκων θα είναι:
∑n

k=1 xikykj = xi1y1j + ... +
xijyjj + ...+ xiiyij + ...+ xinynj = a+ b, καθώς xii = 1 και yii = 1 για

κάθε i, xij = a και yij = b στο στοιχείο (i, j) και όλα τα άλλα στοιχεία

είναι ίσα με 0. Τέλος, θα δείξουμε ότι το Xij(a
−1) = Xij(−a). Αρκεί

να δείξουμε ότι Xij(a)Xij(−a) = I. Το μόνο στοιχείο που θα χρεια-

στεί να ελένξουμε είναι το (i, j) καθώς τα στοιχεία της διαγωνίου του

πίνακα που θα προκύψει από τον πολλαπλασιασμό είναι ίσα με το 1. ΄Αρα

έχουμε
∑n

k=1 xikx
′
kj = xi1x

′
ij + ...+ xiix

′
ij + ...+ xijx

′
jj + ...+ xinx

′
nj =

1(−a) + a1 = 0. ΄Αρα έχουμε το αποτέλεσμα που θέλαμε.

4. ΄Εστω Xij(a) = (xij), Xjk(b) = (yjk), Xij(−a) = (x′ij), Xjk(−b) = (y′jk)
και i, j, k διακριτά. ΄Εχουμε ότι [Xij(a), Xjk(b)] = Xij(a)Xjk(b)Xij(−a)Xjk(−b).
Θα εξετάσουμε καθε γινόμενο ξεχωριστά. Αρκεί να δούμε τα (i, j), (j, k), (i, k)
στοιχεία του γινομένου καθώς στα άλλα θα έχουμε 1 στη κύρια διαγώνιο

και 0 διαφορετικά.

• Για το Xij(a)Xjk(b) έχουμε:

(αʹ) Για το (i, k)-στοιχείο:
∑n

s=1 xisysk = xi1y1k + ...+xijyjk + ...+
xinynk = ab

(βʹ) Για το (i, j)-στοιχείο:
∑n

s=1 xisysj = xi1y1j + ...+xijyjj + ...+
xinynj = a

(γʹ) Για το (j, k)-στοιχείο:
∑n

s=1 xjsysk = xj1y1k + ... + xjjyjk +
...+ xjnynk = b

΄Αρα έστω Xij(a)Xjk(b) = (eij) είναι ο πίνακας που έχει eii = 1
για κάθε i, eij = a στο (i, j)-στοιχείο, ejk = b στο (j, k)-στοιχείο,
eik = ab στο (i, k)-στοιχείο και 0 διαφορετικά.

• Για το Xij(a)Xjk(b)Xij(−a)Xjk(−b) έχουμε:

(αʹ) Για το (i, k)-στοιχείο:
∑n

s=1 eisgsk = ei1g1k + ...+ eijgjk + ...+
eiigik + ...+ eikgkk...+ eingnk = ab− ab+ ab = ab

(βʹ) Για το (i, j)-στοιχείο:
∑n

s=1 eisgsj = ei1g1j + ...+ eijgjj + ...+
eiigij + ...+ eingnj = a− a = 0

(γʹ) Για το (j, k)-στοιχείο:
∑n

s=1 ejsgsk = ej1g1k + ...+ejjgjk + ...+
ejkgkk + ...+ ejngnk = −b+ b = 0
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΄Αρα [Xij(a), Xjk(b)] = Xik(ab) όπως θέλαμε.

5. Γνωρίζουμε ότι αν ο w είναι ένας πίνακας μετάθεσης τότε αν w(i) = j
για κάποιο i και j έχουμε ότι η j-οστή γραμμή του wXij(a) είναι ίση με

την i-οστή γραμμή τουXij(a). ΄Αρα έχουμε wXij(a)w−1 = Xw(i)j(a)w−1.
Επίσης έχουμε ότι ο w−1 είναι πίνακας μετάθεσης και τότε η i-οστή στήλη

του Xw(i)j(a)w−1 είναι ίση με την j-οστή στήλη του Xw(i)j(a). ΄Αρα

έχουμε Xw(i)jw
−1 = Xw(i)w−1(i). ΄Ομως w(j) = w−1(i). ΄Αρα έχουμε

Xw(i)w−1(i) = Xw(i)w(j), όπως θέλαμε.

6. ΄Εστω {v1, ..., vn} να είναι διανύσματα γραμμή. Αρκεί να δείξουμε ότι

vjXij(a) = vj + avi και vkXij(a) = vk για κάθε k 6= j. ΄Εστω Xij(a) =
(xij), τότε έχουμε:

(αʹ) Για το vk, με k 6= j:
∑n

s=1 vsxsk = v1x1k + ...+vkxkk + ...+vnxnk =
vk

(βʹ) Για το vj:
∑n

s=1 v1x1j + ...+vjxjj + ...+vixij + ...+vnxnj = vj +avi

΄Αρα φτάσαμε στο αποτέλεσμα που θέλαμε.

7. ΄Εστω M =


m1

.

.

.
mn

, όπου m1, ...,mn να είναι διανύσματα γραμμή, και
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έστω Xij(a) = (xij). ΄Αρκεί να δείξουμε ότι Xij(a)M =



m1

.

.

.
mi + amj

.

.

.
mn


.

Xij(a)M =



∑n
s=1 x1sms

.

.

.∑n
s=1 xisms

.

.

.∑n
s=1 xnsms


=



x11m1 + ...+ x1nmn

.

.

.
xi1m1 + ...+ xiimi + ...+ xijmj + ...+ xinmn

.

.

.
xn1m1 + ...+ xnnmn


=



m1

.

.

.
mi + amj

.

.

.
mn


΄Αρα το αποτέλεσμα είναι όπως το θέλαμε. •

Για i και j διακριτά, ορίζουμε Xij = {Xij(a)|a ∈ F}. Αυτό είναι μία

υποομάδα της G από τα (1) και (3) του Λήμματος 2.7. Οι υποομάδες Xij

ονομάζονται ριζικές υποομάδες της G. (Αυτή η ορολογία προέρχεται από τη

θεωρία των Lie αλγεβρών.)

Τώρα ερχόμαστε στο κύριο αποτέλεσμα του κεφαλαίου, στο οποίο παίρνου-

με τη διάσπαση Bruhat της ομάδας G. Το ακόλουθο λήμμα περιέχει το κύριο

επιχείρημα.
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Λήμμα 2.8. ΄Εστω M ∈ G. Τότε υπάρχει ένα γινόμενο b από άνω τρι-

γωνικούς transvections τέτοιο ώστε η ακόλουθη ιδιότητα να ισχύει: Για κάθε

1 ≤ i ≤ n, το bM έχει ακριβώς μία γραμμή, έστω η k-ιοστή, στην οποία τα

στοιχεία στις πρώτες i − 1 θέσεις είναι μηδέν και έχει μη μηδενικό στοιχείο

στην i-οστή θέση.

Απόδειξη. ΄Εστω M = (mij) ∈ G. Καθώς το M είναι αντιστρέψιμο,

η πρώτη στήλη του M πρέπει να έχει κάποια μη μηδενικά στοιχεία: ΄Εστω

1 ≤ k1 ≤ n να είναι τέτοιο ώστε το mk11 6= 0 και mi1 = 0 για όλα τα i > k1.
Για παράδειγμα, αν έχουμε n = 5 και k1 = 3 τότε

M =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗


(όπου το σύμβολο ∗ συμβολίζει ένα αυθαίρετο στοιχείο). Πολλαπλασιάζουμε

από τα αριστερά το M με transvections της μορφής Xik1(a), όπου i < k1, με
τέτοιο τρόπο ώστε το μόνο μη μηδενικό στοιχείο στη πρώτη στήλη του πίνακα

M ′ = (mij), που προέρχεται από τον παραπάνω γινόμενο, να βρίσκεται στη

γραμμη k1. Συνεχίζοντας με το παραπάνω παράδειγμα, έχουμε

M ′ =


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗


΄Ολοι οι transvections που χρησιμοποιούνται για την απόκτηση του M ′

απ΄ το

M βρίσκονται στο B, και ως εκ τούτου το M ′M−1 ∈ B. Καθώς το M ′
είναι

και πάλι αντιστρέψιμος, η δεύτερη στήλη του M ′
πρέπει να έχει ένα μη μηδε-

νικό στοιχείο σε κάποια γραμμή διαφορετική της k1-ιοστής γραμμής. ΄Εστω

1 ≤ k2 ≤ n να είναι τέτοιο ώστε k2 6= k1, m
′
k22
6= 0 και m′i2 = 0 για όλα

τα i < k2, i 6= k1. Πάλι πολλαπλασιάζουμε απ΄ τα αριστερά του M ′
με τους

transvections της μορφής Xik2(a), όπου i < k2, με τέτοιο τρόπο που όλα τα

στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα M ′′
, που προέρχεται από το παραπά-

νω γινόμενο, είναι μηδεν εκτός απ΄ αυτά των k1 και k2 γραμμών. Και πάλι όλοι

οι transvections που χρησιμοποιούνται για την απόκτηση του M ′′
απ΄ την M ′

βρίσκονται στη B, και έτσι έχουμε M ′′M−1 ∈ B. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδι-

κασία, τελικά παίρνουμε ένα πίνακα bM με τις επιθυμητές ιδιότητες, όπου b ∈ B
να είναι ένα γινόμενο των άνω τριγωνικών transvections. Για παράδειγμα, αν
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πάρουμε n = 5 και (k1, k2, k3, k4, k5) = (3, 5, 4, 1, 2) τότε έχουμε

bM =


0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗


(Φυσικά, οι αριθμοί k1, ..., kn είναι απλά 1, ..., n υπό μίας αναδιάταξης.) •

Θεώρημα Διάσπασης Bruhat. Η GL(n, F ) έχει μία διάσπαση της

μορφής G = BWB.

Απόδειξη. ΄Εστω M ∈ G, και ορίζουμε τους αριθμούς ki και τον πί-

νακα b ∈ B όπως δηλώθηκαν στο Λήμμα 2.8. ΄Εστω w ∈ W να είναι ο

πίνακας μετάθεσης του οποίου η ki-οστή στήλη είναι vi για κάθε i. Τότε η

i-οστή γραμμή του wbM είναι ίση με την ki-οστή γραμμή του bM για κάθε

i, και ως εκ τούτου ο wbM είναι άνω τριγωνικός. ΄Ετσι wbM ∈ B, δίνοντας

M ∈ b−1w−1B ⊆ BWB. •

Παράδειγμα. ΄Εστω M ∈ G και w ∈ W με M =


2 3 5 7
1 4 2 6
8 10 0 3
1 2 4 0


και (k1, k2, k3, k4) = (3, 4, 1, 2). ΄Αρα w =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

. Θα βρούμε όλους

τους transvections για τους οποίους ο bM , όπου b είναι το γινόμενο όλων

αυτών των transvections, έχει τις ιδιότητες του Λήμματος 2.8. Ακολουθώντας

την δοσμένη διαδικασία έχουμε:

• Για την πρώτη στήλη το μόνο μη μηδενικό στοιχείο πρέπει να είναι αυτό

στη 3 γραμμή

1. X43(−1
8
)M =


2 3 5 7
1 4 2 6
8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8



2. X13(−1
4
)X43(−1

8
)M =


0 1

2
5 25

4

1 4 2 6
8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8
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3. X23(−1
8
)X13(−1

4
)X43(−1

8
)M =


0 1

2
5 25

4

0 11
4

2 45
8

8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8


• Για την δεύτερη στήλη τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία πρέπει να είναι αυτά

στη 3 και 4 γραμμή

1. X14(
2
3
)X23(−1

8
)X13(−1

4
)X43(−1

8
)M =


0 0 23

3
99
8

0 11
4

2 45
8

8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8



2. X24(−11
3

)X14(
2
3
)X23(−1

8
)X13(−1

4
)X43(−1

8
)M =


0 0 23

3
99
8

0 0 −38
3

7
8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8


• Για την τρίτη στήλη τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία πρέπει να είναι αυτά

στη 3, 4 και 1 γραμμή

1. X21(
38
23

)X24(−11
3

)X14(
2
3
)X23(−1

8
)X13(−1

4
)X43(−1

8
)M =


0 0 23

3
99
8

0 0 0 2525
92

8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8


΄Αρα, το b = X21(

38
23

)X24(−11
3

)X14(
2
3
)X23(−1

8
)X13(−1

4
)X43(−1

8
) και το

wbM =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0




0 0 23
3

99
8

0 0 0 2525
92

8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8

 =


8 10 0 3
0 3

4
4 −3

8

0 0 23
3

99
8

0 0 0 2525
92


και έτσι wbM ∈ B. •

Το παραπάνω Θεώρημα εκφράζει το G ως μια ένωση των διπλών συμπλόκων

BwB, καθώς το w ανήκει μέσα στο W . Τώρα θα δείξουμε ότι αύτή είναι μια

ένωση συνόλων ξένων μεταξύ τους. Ξανά χρειαζόμαστε πρώτα ένα λήμμα.

Λήμμα 2.9. Αν w1, w2 ∈ G και b ∈ B είναι τέτοια ώστε w1bw2 ∈ B τότε

w2 = w−11 .

Απόδειξη. ΄Εστω 1 ≤ j ≤ n να δίνεται, και έστω i να είναι τέτοιο ώστε,

w1(i) = j. Τότε η j-οστή γραμμή του w1b είναι ίση με την i-οστή γραμμή του
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b. ΄Εστω k να είναι τέτοιο ώστε w2(k) = i, τότε η k-οστή στήλη του w1bw2

είναι ίση με την i-οστή στήλη του w1b. Θεωρούμε το (i, i)-στοιχείο του b να

είναι β. Βλέπουμε ότι β 6= 0 καθώς b ∈ B, και ότι το β είναι το (j, i)-στοιχείο
του w1b και ως εκ τούτου είναι επίσης το (j, k)-στοιχείο του w1bw2. Καθώς

w1bw2 ∈ B, αυτό αναγκάζει j ≤ k. Τώρα έχουμε ένα πίνακα w−12 w−11 ∈ W ο

οποίος, για κάθε 1 ≤ j ≤ n, στέλνει το vj στο vk, όπου j ≤ k ≤ n. Ο μόνος

πίνακας μετάθεσης που έχει αυτήν την ιδιότητα είναι ο ταυτοτικός πίνακας: γι΄

αυτό w−12 w−11 = I, το οποίο αποδεικνύει το αποτέλεσμα. •

Πόρισμα 2.10. Αν w και w′ είναι διακριτά στοιχεία τουW , τότε τα BwB
και Bw′B είναι σύνολα ξένα μεταξύ τους. Συνεπώς, το G είναι μία ένωση συ-

νόλων ξένων μεταξύ τους ∪w∈WBwB με |w| = n!.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι w,w′ ∈ W είναι τέτοια ώστε η τομή BwB ∩
Bw′B να μην είναι κενή. Καθώς δύο διπλά σύμπλοκα είναι είτε ξένα μεταξύ

τους είτε ίσα, έχουμε ότι BwB = Bw′B. Ιδιαίτερα, έχουμε w′ = bwb′ για
κάποια b, b′ ∈ B, και ως εκ τούτου w−1b−1w′ ∈ B. Από το Λήμμα 2.9, αυτό

δείχνει ότι w−1 είναι ο αντίστροφος του w′, και ως εκ τούτου w = w′. Αυτό

αποδεικνύει τον πρώτο ισχυρισμό. Ο δεύτερος τώρα επακολουθεί από το θεώ-

ρημα διάσπασης Bruhat. •

Η ακόλουθη τεχνική παρατήρηση, την οποία θα χρειαστούμε στο επόμενο

κεφάλαιο, είναι άμεσο συμπέρασμα αυτών που έχουμε κάνει.

Πόρισμα 2.11. ΄Εστω M ∈ G και w το μοναδικό στοιχείο του W τέτοιο

ώστε M ∈ BWB. Τότε το w στέλνει το vi στο vk για κάθε i, όπου οι αριθμοί

ki είναι ορισμένοι όπως δηλώθηκαν στο Λήμμα 2.8. Ιδιαίτερα, αν το M στέλνει

το v1 στο a1v1 + ...+ akvk, όπου ak 6= 0, τότε το w στέλνει το v1 στο vk. •

Κλείνουμε αυτό το κεφάλαιο με ένα αποτέλεσμα το οποίο δίνει ένα μικρότε-

ρο σύνολο γεννητόρων για τοG από αυτό που δίνεται από την διάσπαση Bruhat.

Λήμμα 2.12. ΄Εστω b ∈ B. Τότε υπάρχει ένα γινόμενο t από transve-
ctions τέτοιο ώστε ο tb να είναι διαγώνιος πίνακας που τα στοιχεία της κύριας

διαγωνίου του είναι ίδια με του b.

Απόδειξη. ΄Εστω b ∈ B. Υπενθυμίζουμε ότι τα στοιχεία της διαγωνίου

του b είναι μη μηδενικά. Υιοθετούμε μία διαδικασία ίδια μ΄ αυτή που χρησιμο-

ποιήσαμε στο Λήμμα 2.8. Προκειμένου να διατηρηθούν τα στοιχεία της κυρίας

διαγωνίου, αρχίζουμε απ΄ την τελευταία στήλη αντί για την πρώτη. Πολλαπλα-

σιάζουμε από τα αριστερά του b με ένα transvection Xin(a) ώστε το μόνο μη
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μηδενικό στοιχείο της n-οστής στήλης του νέου πίνακα να βρίσκεται στην n-
οστή γραμμή. Το n-οστό στοιχείο της διαγωνίου του νέου πίνακα είναι το ίδιο

με αυτό του b, και το (n − 1)-οστό στοιχείο της διαγωνίου είναι μη μηδενικό.

Τώρα πολλαπλασιάζουμε από τα αριστερά αυτού του πίνακα έναν transvection
Xi(n−1)(a) για να πάρουμε ένα πίνακα που έχει ένα 2 × 2 διαγώνιο block στη

κάτω δεξιά γωνία, με τα στοιχεία της διαγωνίου αυτού του block να είναι ίσα με

αυτά του αντίστοιχου block του b. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, παίρνουμε

ένα διαγώνιο πίνακα του οποίου τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του είναι ίσα

με αυτά του b. •

Παράδειγμα. ΄Εστω b ∈ B, με b =


1 5 6 7
0 2 0 8
0 0 3 2
0 0 0 4

 εφαρμόζουμε τη

παραπάνω διαδικασία για να βρούμε το γινόμενο των transvections t για τους

οποίους ο tb να είναι διαγώνιος με τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του να

είναι ίδια με τα αντίστοιχα του b.

• Για την 4 στήλη έχουμε:

1. X34(−1
2
)b =


1 5 6 7
0 2 0 8
0 0 3 0
0 0 0 4



2. X24(−2)X34(−1
2
)b =


1 5 6 7
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4



3. X14(−7
4
)X24(−2)X34(−1

2
)b =


1 5 6 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4


• Για την 3 στήλη έχουμε:

1. X13(−2)X14(−7
4
)X24(−2)X34(−1

2
)b =


1 5 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4


• Για την 2 στήλη έχουμε:
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1. X12(−5
2
)X13(−2)X14(−7

4
)X24(−2)X34(−1

2
)b =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4


΄Αρα για t = X12(−5

2
)X13(−2)X14(−7

4
)X24(−2)X34(−1

2
) έχουμε το επιθυμητό

αποτέλεσμα. •

Θεώρημα 2.13. Το G παράγεται από το σύνολο που αποτελείται από

όλους τους αντιστρέψιμους διαγώνιους πίνακες και όλους τους transvections.

Απόδειξη. Καθώς το G = BWB (από το θεώρημα διάσπασης Bruhat),
αρκεί να δείξουμε ότι το B και το W περιέχονται στην υποομάδα του G που

παράγεται από τους διαγώνιους πίνακες και τους transvections. Αυτό που

προέρχεται κατευθείαν απ΄ το Λήμμα 2.12 είναι ότι το B έχει αυτή την ιδιότητα.

Καθώς W ∼= Σn απ΄ την Πρόταση 2.6, βλέπουμε ότι το W παράγεται από

τους πίνακες μεταθέσεων που αντιστοιχούν στις αντιμεταθέσεις. Αυτοί είναι οι

πίνακες που παίρνουμε απ΄ τον ταυτοτικό πίνακα με αντιμετάθεση δύο στηλών.

΄Εστω i και j να είναι διακριτά. Πρέπει να δείξουμε ότι μπορούμε, μέσω των

διαγωνίων πινάκων και των transvections, να κατασκευάσουμε το πίνακα που

στέλνει το vi στο vj, στέλνει το vj στο vi, και σταθεροποιεί κάθε άλλο vk.
Βρίσκουμε ότι ο πίνακας Xji(1)Xij(−1)Xji(1) στέλνει το vi στο vj, στέλνει

το vj στο vi, και σταθεροποιεί όλα τ΄ άλλα vk. Για να πάρουμε τον πίνακα

μετάθεσης που στέλνει τα vi και vj το ένα στο άλλο και σταθεροποιεί όλα τ΄

άλλα vk, πολλαπλασιάζουμε από τα αριστερά του πίνακα Xji(1)Xij(−1)Xji(1)
τον διαγώνιο πίνακα του οποίου το (i, i)-στοιχείο είναι ίσο με -1 και όλα τα άλλα

μη μηδενικά στοιχεία είναι 1. Αυτό αποδεικνύει ότι το W βρίσκεται μέσα στην

ομάδα που παράγεται από τους διαγώνιους πίνακες και τους transvections. •

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1. Δείξτε ότι GL(2, 2) ∼= Σ3.

ΛΥΣΗ

Για την GL(2, 2) έχουμε ότι q = 2, άρα οι πίνακες θα έχουν στοιχεία

από το σώμα F2 = Z2 = {0, 1}. Οπότε έχουμε GL(2, 2) = {
(

1 0
0 1

)
,(

0 1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)
} και Σ3 = {1,
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(12), (13), (23), (123), (132)}. ΄Εστω φ : GL(2, 2)→ Σ3 με φ(

(
1 0
0 1

)
) =

1, φ(

(
0 1
1 0

)
) = (13), φ(

(
1 1
0 1

)
) = (12), φ(

(
1 0
1 1

)
) = (23),

φ(

(
0 1
1 1

)
) = (123), φ(

(
0 1
1 1

)
) = (132)

• 1-1: Η φ είναι 1-1 καθώς όπως ορίστικε έχουμε ότι αν φ(x) =
φ(y)⇔ x = y για κάθε x, y ∈ GL(2, 2).

• επί: Αφού η GL(2, 2) και η Σ3 είναι πεπερασμένα σύνολα και 1-1,

είναι και επί.

• ομομορφισμός: Απο την επιλογή της φ έχουμε ότι τα στοιχεία

τάξης 3 της GL(2, 2) αντιστοιχίζονται με αυτά της Σ3 ταξής 3 και

αντίστοιχα αυτά τα στοιχεία ταξης 2 της GL(2, 2) με της Σ3. Επίσης

απο την επιλογή της φ έχουμε ότι για κάθε x, y ∈ GL(2, 2) έχουμε

φ(xy) = φ(x)φ(y). ΄Αρα η φ είναι ομομορφισμός ομάδων.

΄Αρα έχουμε GL(2, 2) ∼= Σ3.

2. Δημιουργήστε ένα μονομορφισμό φ : GL(1, 4)→ GL(2, 2) που αντιστοι-

χεί στον εγκλεισμό της A3 στην Σ3. (Υπενθυμίζουμε ότι το σώμα F4

έχει 4 στοιχεία και μπορεί να γραφεί ως {0, 1, a, a2}, όπου a+ 1 = a2 και

λ + λ = 0 για κάθε λ ∈ F4.) Επιπλέον δείξτε ότι η επέκταση της φ σε

μία συνάρτηση απ΄ το F4 στο M2(F2), όπου F2 = {0, 1} είναι το σώμα 2

στοιχείων, είναι μονομορφισμός δακτυλίων.

ΛΥΣΗ

Θα φτιάξουμε έναν μονομορφισμό φ : GL(1, 4) → GL(2, 2). Για την

GL(1, 4) έχουμε q = 4 άρα οι πίνακες έχουν στοιχεία στο F4 = {0, 1, a, a2}
με a 6= 0 και aa2 = 1⇒ a2 = a−1. ΄Αρα έχουμε ότι GL(1, 4) = {1, a, a2}.
Θα δείξουμε ότι GL(1, 4) ∼= A3. ΄Εχουμε A3 = {1, (123), (132)}. ΄Εστω

f : GL(1, 4)→ A3 με f(1) = 1, f(a) = (123), f(a2) = (132).

• 1-1: Η f είναι 1-1 καθώς όπως ορίστικε έχουμε ότι για κάθε x, y ∈
GL(1, 4), f(x) = f(y)⇔ x = y.

• επί: Αφού GL(1, 4) και A3 είναι πεπερασμένα σύνολα και η f 1-1

άρα είναι και επί.
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• ομομορφισμός: ΄Οπως έχει οριστεί η f έχουμε ότι για κάθε

x, y ∈ GL(1, 4), f(xy) = f(x)f(y). ΄Αρα η f είναι ομομορφισμός

ομάδων.

΄Εχουμε ότι η g : A3 → Σ3 είναι μονομορφισμός καθώς η A3 ≤ Σ3, άρα

αν πάρουμε g(x) = x για κάθε x ∈ A3 έχουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα.

Επίσης από την προηγούμενη άσκηση έχουμε GL(2, 2) ∼= Σ3 μέσω μίας

h : GL(2, 2)→ Σ3. ΄Αρα η φ : GL(1, 4)→ GL(2, 2) μονομορφισμός, κα-

θώς φ = f ◦g◦h. Αν πάρουμε την ταυτοτική απεικόνιση b(x) = x έχουμε

F ∗4
∼= GL(1, 4), όπως επίσης αν πάρουμε την ταυτοτική απεικόνιση έστω

a(x) = x τότε η a : GL(2, 2) → M2(F2) είναι μονομορφισμός καθώς

GL(2, 2) ⊆ M2(F2). ΄Αρα η Φ : F4 → M2(F2) είναι ομομορφισμός ομά-

δων καθώς Φ = b◦φ◦a. Θα δείξουμε τώρα ότι η Φ είναι και ομομορφισμός

δακτυλίων. Αρκεί να δείξουμε ότι Φ(x+ y) = Φ(x) + Φ(y). ΄Εχουμε ότι

για κάθε λ ∈ F2, λ+λ = 0 καθώς το F2 είναι το Z2, όπως επίσης και το F4

είναι το Z2/ < x2+x+1 >= {I, 1+I, x+I, x+1+I} με< x2+x+1 >= I,

άρα για κάθε λ ∈ F4, λ + λ = 0. Θέτουμε το Φ(0) =

(
0 0
0 0

)
. ΄Αρα

έχουμε για κάθε x, y ∈ F4, Φ(x+ y) = Φ(x) + Φ(y) από τον ορισμό της

Φ. Ως εκ τούτοθ έχουμε ότι η Φ είναι ομομορφισμός δακτυλίων.

3. Δημιουργήστε έναν συγκεκριμένο μονομορφισμό από το GL(n, 4) στο

GL(2n, 2) για κάθε n ∈ N.

ΛΥΣΗ

΄Εστω f : GL(n, 4)→ GL(2n, 2) με f(X) = φ(xij)[(i−1)n+j], με xij ∈
X για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n, με την φ όπως ορίστηκε στην προηγούμενη

άσκηση αντιστοιχίζοντας το xij στοιχείο του X στο [(i− 1)n+ j] 2× 2
υποπίνακα της f(X) ∈ GL(2n, 2) (για παράδειγμα αν έχουμε έναν 4× 4
πίνακα τότε η f θα στείλει τη φ(x11)[(1−1)4+1] = φ(x11)[1] στον πρώτο

2 × 2 υποπίνακα πάνω αριστερά). Θέτουμε την φ(0) =

(
0 0
0 0

)
. Θα

δείξουμε ότι η f είναι μονομορφισμός ομάδων.

• 1-1: ΄Εχουμε f(X) = f(Y )⇔ φ(xij)(k) = φ(yij)(k) για κάθε 1 ≤
k ≤ n2

και για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n, όμως έχουμε ότι η φ είναι 1-1 άρα

φ(xij)(k) = φ(yij)(k)⇔ xij = yij για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n⇔ X = Y ,

για κάθε xij ∈ X και yij ∈ Y . ΄Αρα η f είναι 1-1.
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• ομομορφισμός: ΄Εχουμε f(XY ) = φ(xikykj)(l) για κάθε 1 ≤
i, k, j ≤ n και για κάθε 1 ≤ l ≤ n2

, όμως η φ είναι ομομορφισμός

άρα φ(xikykj)(l) = φ(xik)(l)φ(ykj)(l) = f(X)f(Y ).

΄Αρα η f είναι μονομορφισμός ομάδων.

4. ΄Ενας πίνακας λέγεται μονόνιμος αν κάθε γραμμή και στήλη έχει ένα

ακριβώς μη μηδενικό στοιχείο. ΄Εστω N να είναι ένα υποσύνολο του

G = GL(n, F ) το οποίο περιέχει όλους τους μονόνιμους πίνακες. Δείξτε

ότι η N ≤ G, ότι η T = B ∩ N είναι η υποομάδα της G που περιέχει

όλους τους διαγώνιους πίνακες, ότι η N = NG(T ), και ότι η N = T oW .

΄Εστω G να είναι μια ομάδα. Υποθέτουμε ότι η G έχει υποομάδες τις B
και N με την G να ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

• Η G παράγεται από τις B και N .

• Η T = B ∩N είναι κανονική υποομάδα της N .

• ΗW = N/T παράγεται από ένα πεπερασμένο σύνολο S αντιμεταθέ-

σεων (στοιχείων τάξης 2). Επιπλέον, για κάθε w ∈ W επιλέγουμε

κάποιο w′ ∈ N τέτοιο ώστε w′T = w, τότε πρέπει να έχουμε

– s′Bw′ ⊆ Bw′B ∪Bs′w′B για κάθε s ∈ S και w ∈ W ,

– s′Bs′ * B για κάθε s ∈ S.

Σε αυτήν την περίπτωση λέμε ότι το B και το N σχηματίζουν ένα BN -

ζευγάρι του G, ή ότι το (G,B,N, S) είναι ένα Tits σύστημα (από τον

Jacques Tits). Ονομάζουμε το B την Borel υποομάδα του G, και W =
N/B ∩ N την Weyl υποομάδα που σχετίζεται με το Tits σύστημα. Η

τάξη του συστήματος Tits ορίζεται να είναι |S|.

ΛΥΣΗ

• Για να δείξουμε ότι N ≤ G, έχουμε ότι N ⊆ G και I ∈ N από

τον ορισμό της N . Ο αντίστροφος της του M ∈ N είναι ο πίνακας

M ′ = (m′ij) όπου για κάθε mij 6= 0 ∈ M , το m′ji = 1/mij ∈ M−1

και έτσι MM−1 = I. Για την κλειστότητα της πράξης έχουμε:

έστω M,M ′ ∈ N με M = (mij) και M ′ = (m′ij). Θα δείξουμε ότι

MM ′ = P = pij ∈ N . ΄Εχουμε ότι το pij =
∑n

k=1mikm
′
kj. Το

pij 6= 0 αν mik 6= o 6= m′kj και pij = 0 διαφορετικά. Δοσμένου ενός

i υπάρχει μοναδικό k τέτοιο ώστε mik 6= 0 και μοναδικό j τέτοιο
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ώστε m′kj 6= 0. ΄Αρα mikm
′
kj = pij 6= 0 για μοναδικό i, j. ΄Αρα

P ∈ N . Οπότε το N ≤ G.

• Για να δείξουμε ότι T ≤ G, έχουμε ότι T = B ∩ N , άρα το T
είναι το σύνολο των αντιστρεψιμων διαγώνιων πινάκων καθώς ανήκει

στο B που σημαίνει ότι είναι σύνολο αντιστρέψιμων άνω τριγωνικών

πινάκων, όμως ανήκει και στο N που σημαίνει ότι είναι και μονόνιμος

πίνακας, άρα υπάρχει μοναδικό μη μηδενικό στοιχείο σε μια γραμμή

και στήλη, το οποίο πρέπει να βρίσκεται στην διαγώνιο διότι όπως

προείπαμε το T ∈ B. Ως εκ τούτου T ⊆ G και I ∈ T . ΄Εχουμε ότι

για κάθε M ∈ T ο M−1
είναι διαγώνιος και άρα ανήκει στο T . Για

τη κλειστότητα της πράξης έχουμε ότι το γινόμενο δύο διαγώνιων

πινάκων είναι διαγώνιος πίνακας, άρα P ∈ T .

• Για να δείξουμε ότι N = NG(T ), έχουμε ότι NG(T ) = {g ∈ G|gT =
Tg}. Θα δείξουμε ότι για κάθε g ∈ G με gTg−1 = T . ΄Εστω g ∈ N
και t ∈ T με g = (gij) και t = (tij). Το (i, j)-στοιχείο του gt είναι:∑n

k=1 giktkj = gi1t1j + ... + gijtjj + ... + gintnj = gijtjj. Το (i, j)-
στοιχείο του tg είναι:

∑n
k=1 tikgkj = ti1g1j + ...+ tiigij + ...+ tingnj =

tiigij. ΄Αρα θέλουμε να έχουμε gt = tg ⇒ gijtjj = tiigij. Για να

ισχύει αυτό θα πρέπει το tii = tjj, άρα θα πρέπει να πολλαπλασιαστεί

με έναν πίνακα ο οποίος θα έχει την ιδιότητα να μεταθέτει τα στοιχεία

του πάνω στην διαγώνιο και επίσεις να τα πολλαπλασιάζει κατάλληλα

ώστε να είναι ίσα. ΄Αρα πρέπει να πολλαπλασιαστεί με κατάλληλο

μονικό πίνακα. ΄Αρα έχουμε ότι για να ισχύει η ισότητα θα πρέπει το

g ∈ N .

• Για να δείξουμε ότι N = T oW πρέπει να δείξουμε ότι το T είναι

κανονική υποομάδα τηςN , τοW είναι υποομάδα τουN , τοN = TW
και ότι T ∩W = I.

(αʹ) ΄Εχουμε ότι T ⊆ N και I ∈ T και το T είναι ομάδα, καθώς

T ≤ G. Θα δείξουμε ότι για κάθε n ∈ N το ntn−1 ∈ T . Αυτό

ισχύει καθώς N = NG(T ). ΄Αρα το T είναι κανονική υποομάδα

της N .

(βʹ) ΄Εχουμε ότι το W ⊆ N και το W είναι ομάδα, καθώς W ≤ G.

΄Αρα W ≤ N .

(γʹ) ΄Εχουμε ότι τοW είναι το σύνολο των πινάκων μεταθέσεων, και

ο μόνος διαγώνιος πίνακας που ανήκει στο W είναι ο I. ΄Αρα

έχουμε ότι W ∩ T = I.

(δʹ) ΄Εστω w ∈ W με w(i) = j και t ∈ T . ΄Εχουμε ότι tw = n
τέτοιο ώστε η i στήλη του n να είναι ίση με την j στήλη του t.
΄Ομως ο t είναι διαγώνιος αντιστρέψιμος πίνακας, άρα για τον n
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τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία του θα βρίσκονται σε μοναδικά i
και j. Συνεπώς, έχουμε ότι n ∈ N , και για κάθε n ∈ N υπάρχει

w ∈ W και t ∈ T τέτοια ώστε n = tw. ΄Αρα N = TW .

Οπότε η N είναι το ημιευθύ γινόμενο του T και W .

5. ΄Εστω G να είναι μία ομάδα με ένα BN -ζευγάρι. Επαληθεύστε ότι, για

κάθε w ∈ W , το σύνολο Bw′B εξαρτάται από την επιλογή του w′ ∈ N
έτσι ώστε το w′T = w. Δείξτε ότι έχουμε μια Bruhat διάσπαση

G =
⋃
w∈W

BwB

στην οποία τα σύνολα είναι ξένα μεταξύ τους, όπου BwB το παίρνουμε

να σημαίνει Bw′B για κάθε w′ ∈ N με το w′T = w.

ΛΥΣΗ

΄Εχουμε ότι το (G,B,N, S) είναι ένα Tits σύστημα. Θα δείξουμε ότι για

κάθε w ∈ W το Bw′B εξαρτάται από την επιλογή του w′ ∈ N τέτοιο

ώστε w′T = w. ΄Εστω w′ και w′′ διακριτά στοιχεία του N , τέτοια ώ-

στε w′T = w1 και w′′T = w2, και τέτοια ώστε το Bw′B ∩ Bw′′B να

μην είναι κενό. ΄Εχουμε ότι w′ = bw′′b′ για κάποια b, b′ ∈ B και ως εκ

τούτου w′−1b−1w′′ ∈ B. Από το Λήμμα 2.9 έχουμε ότι ο w′−1 είναι ο

αντίστροφος του w′′. ΄Αρα w′ = w′′. Οπότε αποδείξαμε ότι το Bw′B
εξαρτάται από την επιλογή του w′ ∈ N . Τώρα θα δείξουμε ότι έχουμε

διάσπαση Bruhat G =
⋃

w∈W BwB με σύνολα ξένα μεταξύ τους, όπου

το BwB το παίρνουμε να είναι Bw′B για κάθε w′ ∈ N με w′T = w.

΄Εχουμε για κάθε t ∈ T και για κάθε b ∈ B το tb = b′ ∈ B, άρα T ⊆ B
και TB = BT = B. ΄Αρα G =

⋃
w∈W BwB = Bw1B ∪ Bw2B ∪ ... =

Bw′1TB ∪ Bw′2B ∪ ... = Bw′1B ∪ Bw′2B ∪ ... =
⋃

w′∈N Bw
′B, για κάθε

w′ ∈ N καθώς από το παραπάνω τα σύνολα είναι ξένα μεταξύ τους για

κάθε w′i 6= w′j με i 6= j. ΄Αρα δείξαμε αυτό που θέλαμε.
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3. Παραβολικες Υποομάδες

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα έχουμε πάλι ότι G = GL(n, F ) για κάποιο σώμα

F και κάποιο n ∈ N , και έστω Vn(F ) να είναι ο διανυσματικός χώρος των

n-διάστατων διανυσμάτων στηλών με στοιχεία στο F . Συχνά θα θεωρούμε

ένα στοιχείο του G ως ένα πίνακα, ως προς τη συνήθη βάση v1, ..., vn ενός

αντιστρέψιμου γραμμικού μετασχηματισμού του Vn.
Μια πλήρη σήμανση στο Vn είναι μία ακολουθία υποχώρων

0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vn = Vn(F )

Θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό (V1, ..., Vn) για την παραπάνω σήμανση.

Καθώς χρησιμοποιούμε το ⊂ υποδηλώνουμε γνήσιο υποσύνολο, άρα πρέπει

να έχουμε dimFVi = i για κάθε i. Η συνήθης σήμανση ορίζεται ως Vi =
Fv1 ⊕ ...⊕ Fvi = Vi−1 ⊕ Fvi για κάθε i (όπου V0=0).

Υπάρχει μια φυσική δράση του G στο σύνολο των πλήρων σημάνσεων στο

Vn(F ): δηλαδή, αν (V1, ..., Vn) είναι μια πλήρη σήμανση και g ∈ G, ορίζουμε

g(V1, ..., Vn) = (gV1, ..., gVn), όπου βλέπουμε το g ως έναν αντιστρέψιμο γραμ-

μικό μετασχηματισμό του Vn(F ). (Κάθε gVi είναι ένας διανυσματικός υπόχωρος

διάστασης i, με το gVi να διατηρεί τις σχέσεις του περιέχεσθαι ανάμεσα στα

Vi, έτσι ώστε το (gV1, ..., gVn) να είναι και αυτό μια πλήρη σήμανση.) Εύκολα

φαίνεται ότι αυτός ο ορισμός δίνει μία δράση ομάδας. Τώρα, έστω (V1, ..., Vn)
να είναι η συνήθης σήμανση. Θέλουμε να δείξουμε ότι κάθε πλήρη σήμανση βρί-

σκεται στη τροχιά της συνήθους σήμανσης και ως εκ τούτου ότι το G-σύνολο

των πλήρων σημάνσεων είναι μεταβατικό. Αν (W1, ...,Wn) είναι μια πλήρη σή-

μανση, τότε υπάρχουν w1, ..., wn ∈ Vn(F ) τέτοια ώστε wi ∈ Wi −Wi−1 για

κάθε i (όπου ξανά W0 = 0). ΄Εστω g να είναι ο πίνακας που η i-οστή του

στήλη είναι wi για κάθε i. Τότε η g είναι αντιστρέψιμη καθώς {w1, ..., wn}
είναι μία βάση για το Vn(F ). Καθώς, gvi = Wi για κάθε i, βλέπουμε ότι

(W1, ...,Wn) = g(V1, ..., Vn) αποδεικνύοντας τον ισχυρισμό μας.

Η σταθεροποιουσα μιας πλήρους σήμανσης (V1, ..., Vn) κάτω από την δρά-

σης της G είναι το σύνολο των g ∈ G τέτοιο ώστε (gV1, ..., gVn) = (V1, ..., Vn),
ή ισοδύναμα τέτοια ώστε gVi = Vi για κάθε i. Θα δείξουμε ότι η σταθερο-

ποιούσα της συνήθους σήμανσης είναι ακριβώς η συνήθης υποομάδα Borel B
της G. ΄Εχουμε ότι το Vi = Fv1 ⊕ ... ⊕ Fvi για κάθε i, με το σύνολο των vi
να είναι η συνήθης βάση της Vn(F ). ΄Εστω b ∈ B με b = (bij) ∈ F για κάθε

1 ≤ i, j ≤ n. ΄Εχουμε ότι για κάθε j το bvj, όπου το vj είναι το διάνισμα που

το στοιχείο της j θέσης του είναι ίσο με 1 και όλα τα άλλα είναι ίσα με το 0,

είναι
∑n

k=1 bikvk = bi1v1 + ... + bijvj + ... + binvn = bijvj = bij αν i ≤ j και 0
αλλιώς συνεπώς έχουμε ότι bijvj ∈ Fvj ⊕ Fvj−1 ⊕ ... ⊕ Fv1 = Vj. ΄Αρα η B
είναι η σταθεροποιούσα της συνήθους σήμανσης. (Αυτός ο ισχυρισμός μπορεί

24



να χρησιμοποιηθεί για να αποδείξει ότι η B είναι υποομάδα της G.) Καθώς το

G-σύνολο των πλήρων σημάνσεων είναι μεταβατικό, βλεπουμε από το παρακά-

τω Λήμμα 3 ότι η υποομάδα Borel του G, που είναι εξ ορισμού οι συζυγείς

του Β, είναι ακριβώς οι σταθεροποιούσες των πλήρων σημάνσεων στο Vn(F ).
΄Εστω (V1, ..., Vn) να είναι η συνήθης σήμανση τότε υπάρχει h ∈ G τέτοιο ώ-

στε (W1, ...,Wn) = h(V1, ..., Vn), με (W1, ...,Wn) να είναι μια πλήρης σήμανση.

΄Εχουμε ότι οι συζυγείς της B είναι οι hBh−1 για κάποιο h ∈ G. ΄Αρα έχουμε

hBh−1(W1, ...,Wn) = hBh−1h(V1, ..., Vn) = hB(V1, ..., Vn) = h(V1, ..., Vn) =
(W1, ...,Wn).

΄Ενας άνω τριγωνικός πίνακας λέγεται άνω unitriangular αν όλα τα στοιχεία

του στην κύρια διαγώνιο είναι ίσα με 1, ή ισοδύναμα αν ειναι άνω τριγωνικός και

η μόνη του ιδιοτιμή είναι η 1. Μιμούμενοι την απόδειξη της Πρότασης 2.4, μπο-

ρούμε να δείξουμε ότι το σύνολο U που περιέχει όλους τους άνω unitriangular
πίνακες είναι υποομάδα του B. ΄Εχουμε ότι ο U ⊆ B και I ∈ U από τον ορισμό

της U . ΄Εχουμε ότι το γινόμενο δύο άνω τριγωνικών πινάκων είναι άνω τριγω-

νικός πίνακας με την κύρια διαγώνιο του να είναι το γινόμενο των αντίστοιχων

διαγωνίων των δυο ανω τριγωνικών πινάκων. ΄Ομως για κάθε u ∈ U τα στοιχεία

της διαγωνίου του είναι 1, άρα και η διαγώνιος του γινομένου θα έχει στοιχεία

της διαγωνίου ίσα με 1. Για τον αντίστροφο έχουμε ότι: για κάθε u ∈ U υ-

πάρχει u−1 ∈ B τέτοιο ώστε uu−1 = I. Θα δείξουμε ότι u−1 ∈ U . Αρκεί να

δείξουμε ότι τα στοιχεία της διαγωνίου του είναι ίσα με 1. ΄Εστω u = (uij),
u−1 = (u′ij), έχουμε ότι uiku

′
kj = δij για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n. Για i = n έχουμε∑n

k=1 unku
′
kn = un1u

′
1n+ ...+unnu

′
nn = unnu

′
nn = δnn, όμως unn = 1 άρα έχου-

με ότι u′nn = 1. Για i = n− 1 έχουμε
∑n

k=1 u(n−1)ku
′
k(n−1) = u(n−1)1u

′
1(n−1) +

... + u(n−1)(n−1)u
′
(n−1)(n−1) + u(n−1)nu

′
n(n−1) = u′(n−1)(n−1) = δ(n−1)(n−1) = 1,

διότι u(n−1)(n−1) = 1 και u−1 άνω τριγωνικός, άρα u′n(n−1) = 0. Συνεχίζοντας

την ίδια διαδικασία βλέπουμε ότι u−1 ∈ U . ΄Αρα το U είναι υποομάδα του B. Αν

με T συμβολίσουμε το υποσύνολο του G που περιέχει όλους τους διαγώνιους

πίνακες, τότε εύκολα βλέπουμε ότι T ≤ B, καθώς T ⊆ B, I ∈ T . ΄Εχουμε

ότι το γινόμενο δύο διαγώνιων πινάκων είναι διαγώνιος πίνακας και για κάθε

t ∈ T ο t−1 ∈ T καθώς είναι ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία t′ii = 1
tii

για κάθε

1 ≤ i ≤ n, και U ∩ T = I.

Πρόταση 3.1. B = U o T .

Απόδειξη. Χρειάζεται μόνο να δείξουμε ότι U E B και B = UT . ΄Εστω

φ : B → T να είναι μία συνάρτηση που στέλνει έναν πίνακα σε έναν διαγώνιο

πίνακα με την ίδια διαγώνιο. ΄Εχουμε ότι για κάθε X, Y ∈ B το xij και yij αντί-

στοιχα είναι μη μηδενικα για κάθε i ≤ j. ΄Αρα το (i, i)-στοιχείο του XY είναι το
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xiiyii 6= 0 για κάθε i. ΄Αρα ο φ(XY ) ειναι ο διαγώνιος πίνακας με xiiyii στοιχεία
της διαγωνίου. Ο φ(X) είναι ο διαγώνιος πίνακας με xii στοιχεία της διαγωνίου

και ο φ(Y ) αυτός με yii αντιστοιχα. ΄Αρα έχουμε ότι φ(XY ) = φ(X)φ(Y ),
οπότε η φ είναι ομομορφισμός, και ο πυρήνας της φ είναι το kerφ = U , δεί-

χνοντας έτσι ότι το U E B. Αν το b ∈ B, τότε καθώς ο περιορισμός της φ στο

T είναι ο ταυτοτικός πίνακας, έχουμε bφ(b−1) ∈ kerφ = U και ως εκ τούτου

το b ∈ φ(b) ⊆ UT : γι΄ αυτό B = UT . (Παρατηρούμε ότι αν n > 1, τότε το T
δεν είναι κανονική υποομάδα του B, και ως εκ τούτου το B δεν είναι το ευθύ

γινόμενο του U και του T .) •

Θεωρούμε τη δράση του U και του T στην συνήθη σήμανση (V1, ..., Vn).
΄Ενα στοιχείο του U στέλνει κάθε vi στο άθροισμα του vi με κάποια στοιχεία του

Vi−1. Αντιστρόφως, κάθε πίνακας που έχει αυτήν την ιδιότητα βρίσκεται στο

U . Γι΄ αυτό, το U αποτελείται από τους πίνακες που σταθεροποιούν κάθε Vi και
επάγουν τον ταυτοτικό μετασχηματισμό σε κάθε χώρο πηλίκο Vi/Vi−1. Από την

άλλη πλευρά, το T αποτελείται ακριβώς απο τους πίνακες που σταθεροποιούν

κάθε ένα από τα Fvi, ..., Fvn. Λέμε ότι το T είναι η κοινή σταθεροποιούσα του

Fvi.
΄Ενα στοιχείο της G λέγεται unipotent αν το χαρακτηριστικό του πολυώ-

νυμο είναι (X − 1)n. Βλέπουμε, χρησιμοποιώντας τη μορφή Jordan, ότι κάθε
unipotent στοιχείο της g είναι συζυγής ενός στοιχείου του U . Λέμε ότι μία

υποομάδα του G είναι unipotent αν όλα τα στοιχεία της είναι unipotent. Για

παράδειγμα, ο U είναι μια unipotent υποομάδα, και στην πραγματικότητα το U
περιλαμβάνει όλα τα unipotent στοιχεία του B, αφού οι ρίζες του χαρακτηρι-

στικού πολυωνύμου κάθε άνω τριγωνικού πίνακα είναι τα στοιχεία τις κύριας

διαγωνίου του.

Θεώρημα του Kolchin. Κάθε unipotent υποομάδα του G είναι συζυγής

με μία υποομάδα του U .

Απόδειξη. ΄Εστω H να είναι μια unipotent υποομάδα του G. Υποθέτουμε

ότι η H σταθεροποιεί κάποια πλήρη σήμανση του Vn(F ). Τότε η H περιέχεται

σε κάποια Borel υποομάδα του G, και ως εκ τούτου ηH είναι συζυγής με κάποια

υποομάδα του B. Καθώς όλα τα unipotent στοιχεία του B βρίσκονται στο U ,

βλέπουμε ότι η υποομάδα του B με την οποία είναι συζυγής η H είναι στην

πραγματικότητα υποομάδα του U . ΄Ετσι αρκεί να δείξουμε ότι η H σταθεροποιεί

κάποια πλήρη σήμανση στο Vn(F ).
Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο n: Στην περίπτωση που n = 1 είναι τετριμ-

μένο. Υποθέτουμε ότι μπορούμε να δείξουμε ότι η H σταθεροποιεί κάποιον

1-διάστασης υπόχωρο W του Vn(F ). Τότε η H επάγει μία ομάδα των uni-
potent μετασχηματισμών στο χώρο πηλίκο Vn(F )/W . ΄Εχουμε ότι η H στα-
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θεροποιεί τον W , άρα για κάθε h1, h2 ∈ H και v + W ∈ Vn(F )/W έχουμε

ότι το (h1h2)(v + W ) = h1(h2v + h2W ) = h1(v
′ + W ) = h1(v

′′ + w + W ) =
h1(v

′′+W ) = h1v
′′+h1W = v(3)+W = v(4)+w′+W = v(4)+W ∈ Vn(F )/W .

Με επαγωγή, η H σταθεροποιεί κάποια πλήρη σήμανση στο Vn(F ) στην ομάδα

πηλίκο. Καθώς η H σταθεροποιεί τον W και τον Vn(F )/W ο οποίος είναι ένας

(n − 1)-διάστασης υπόχωρος με τον Vn(F ) = Vn(F ) ⊕W , η H σταθεροποιεί

κάποια πλήρη σήμανση στο Vn(F ) : παίρνοντας αυτήν την σήμανση πίσω στο

Vn(F ) και προσθέτοντας το W , παίρνουμε μια πλήρη σήμανση στο Vn(F ) η ο-

ποία σταθεροποιείται από το H. Γι΄ αυτό αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει κάποιο

0 6= v ∈ Vn(F ) τέτοιο ώστε xv = v για όλα τα x ∈ H. •

Τώρα προχωράμε σε μια πιο γενική περίπτωση. Μία σήμανση στο Vn(F )
είναι μια αύξουσα ακολουθία με μη μηδενικούς υπόχωρους στο Vn(F ) που τερ-

ματίζουν στην Vn(F ), της μορφής:

0 ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ Wr−1 ⊂ Wr = Vn(F )

Καθώς το ⊂ υποδηλώνει γνήσιο υποσύνολο, έχουμε ότι το r ≤ n. Μία πλή-

ρη σήμανση είναι απλά μια σήμανση για την οποία r = n. ΄Οπως πριν, το

σύνολο όλων των σημάνσεων στο Vn(F ) στο οποίο δρα το G είναι ένα G-

σύνολο. Ωστόσο, η δράση δεν είναι μεταβατική. Πιο συγκεκριμένα, δύο ση-

μάνσεις (W1, ...,Wr) και (W ′
1, ...,W

′
s) βρίσκονται στην ίδια τροχιά, αν και μόνο

αν r = s και dimFWi = dimFW
′
i για όλα τα i. Την παραπάνω συνθήκη την

συνοψίζουμε λέγοντας ότι οι σημάνσεις έχουν την ίδια ακολουθιακή διάσταση.

Λέμε ότι μια υποομάδα του G είναι μία παραβολική υποομάδα αν είναι η

σταθεροποιούσα κάποιας σήμανσης στο Vn(F ). ΄Εστω (W1, ...,Wr) να είναι

μια σήμανση, και έστω P η σταθεροποιούσα αυτής της σήμανσης. Επιλέγουμε

υποχώρους Yi έτσι ώστεWi = Wi−1⊕Yi για κάθε i. Η unipotent radical του P
είναι η υποομάδα UP του P που αποτελείται από όλους αυτούς τους πίνακες που

επάγουν τον ταυτοτικό μετασχηματισμό στοWi/Wi−1: Για παράδειγμα, η UB =
U . Η σταθεροποιούσα LP του Yi (LP ≤ P ) λέγεται Levi συμπλήρωμα του UP .

Παρατηρούμε ότι ένα Levi συμπλήρωμα είναι ισόμορφο με την GL(y1, F ) ×
GL(y2, F ) × ... × GL(yr, F ), όπου yi = dimFYi = dimFWi − dimFWi−1 για

κάθε i. (Ιδιαιτέρως, κάθε δύο Levi συμπληρώματα του UP είναι ισόμορφα.) Για

παράδειγμα, αν Yi = Fvi για κάθε i, έχουμε LB = T , το οποίο είναι προφανώς

ισόμορφο με το ευθύ γινόμενο των αντιγράφων του GL(1, F ) ∼= F×.
Το ακόλουθο αποτέλεσμα γενικεύει την Πρόταση 1 στις αυθαίρετες παρα-

βολικές υποομάδες.

Πρόταση 3.2. Αν P είναι μια παραβολική υποομάδα του G, τότε έχουμε

P = UP o LP , όπου UP είναι η unipotent radical του P και LP είναι ένα Levi
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συμπλήρωμα του UP . Επιπλέων, P = NG(UP ).

Απόδειξη. Θέλουμε να δείξουμε ότι το P = UP o LP . Αρκεί να δείξου-

με ότι το UP είναι κανονική υποομάδα του P και ότι το P = UPLP . ΄Εστω

f : P → LP , δηλαδή στέλνει την P στο Levi συμπλήρωμά της. Γνωρίζουμε

ότι αν η P σταθεροποιεί μία σήμανση (W1, ...,Wr) με Wi = Wi−1 ⊕ Yi τότε η

LP
∼= GL(yi, F ) × GL(y2, F ) × · · · × GL(yr, F ) με yi = dimF (Yi), για κάθε

1 ≤ i ≤ r. ΄Αρα η f παίρνει την P και την αντιστοιχεί στο ευθή γινόμενο των

GL(yi, F ) με το i×i-υποπίνακα της P να είναι ίδιο με αυτό της LP . Θα δείξουμε

ότι η f είναι ομομορφισμός, δηλαδή θα δείξουμε ότι για κάθε p, p′ ∈ P ισχύει ότι

f(p)f(p′) = f(pp′). Το f(p)f(p′) θα είναι το γινόμενο των υποπινάκων της Lp

και Lp′ . Το pp′ ∈ P άρα τα μηδενικά στοιχεία της pp′ βρίσκονται στο ίδιο μέρος

με αυτά της p και p′ και τα μπλοκ της Lpp′ βρίσκονται στα αντιστοιχα των Lp

και Lp′ τα οποία είναι είναι το γινόμενο των αντιστοιχων μπλοκ των Lp και Lp′ .

΄Αρα έχουμε f(pp′) = f(p)f(p′) και η f ομομορφισμός. Ο πυρήνας της f , είναι
όλοι εκείνοι οι πίνακες της P όπου στους αντίστοιχους υποπίνακες του Levi
συμπληρώματος έχουν τον μοναδιαίο πίνακα, πάνω από αυτά αυθαίρετα στοιχεία

και κάτω μηδέν, δηλαδή είναι όλοι εκείνοι οι πίνακες που ανήκουν στο UP . ΄Αρα

έχουμε ότι το UP είναι κανονική υποομάδα του P . Αν p ∈ P καθώς ο περιορι-

σμός της στο LP είναι ο ταυτοτικός πίνακας, έχουμε ότι pf(p−1) ∈ kerf = Up

και έτσι το p ∈ f(p) ⊆ UPLP . ΄Αρα έχουμε ότι το P = UP o LP . Θα δείξουμε

τώρα ότι το P = NG(UP ) δηλαδή ότι αν xux−1 ∈ UP τότε το x ∈ P . Αν

xux−1 ∈ UP τότε έχουμε ότι xux−1 = u′ ∈ UP άρα xu = u′x. Γνωρίζουμε ότι

το (1,1)-στοιχείο της u είναι 1 και ui1 = 0 για κάθε i 6= 1. ΄Αρα έχουμε ότι∑n
k=1 x1kuk1 =

∑n
k=1 u

′
1kxk1 ⇒ x11 = x11 + u′12x21 + ... + u′1nxn1, όμως το

u 6= I, άρα πρέπει το xi1 = 0 για κάθε i 6= 1. Αν συνεχίσουμε την διαδικασία

για i = 2, ..., n βλέπουμε ότι το x ∈ P . ΄Αρα έχουμε ότι το P = MG(UP ).•

Με μια υποσήμανση της συνήθους σήμανσης (V1, ..., Vn), εννοούμε μία σή-

μανση (W1, ...,Wr) στην οποία κάθεWi είναι ίσο με κάποιο Vj. ΄Οπου υπάρχουν

2n−1
τέτοιες σημάνσεις. Μία ομάδα σκάλα είναι μία παραβολική υποομάδα του G

η οποία είναι σταθεροποιούσα κάποιων υποσημάνσεων της συνήθους σήμανσης.

Η ορολογία ομάδα σκάλα προέρχεται από την μορφή των πινάκων σ΄ αυτές

τις ομάδες. Για παράδειγμα, η σταθεροποιούσα της υποσήμανσης 0 ⊂ V2 ⊂
V3 ⊂ V6 της συνήθους σήμανσης του V6(F ) περιέχει όλους του πίνακες στο
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G = GL(6, F ) της μορφής 
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗


(Φανταστείτε μία σκάλα που χωρίζει τα μηδενικά στοιχεία από τα αυθαίρετα.) Η

unipotent radical αυτής της ομάδας σκάλα αποτελείται από όλους τους πίνακες

του G της μορφής 
1 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


και το Levi συμπλήρωμα αυτής της ομάδας σκάλα αντιστοιχεί στις κανονικές

επιλογές Y1 = 0, Y2 = Fv2, Y3 = Fv3 και Y4 = Fv4⊕Fv5⊕Fv6 αποτελούμενο

από όλους τους πίνακες στο G της μορφής
∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0 0
0 0 ∗ 0 0 0
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗


και ως εκ τούτου είναι ισόμορφο με τοGL(2, F )×GL(1, F )×GL(3, F ). Γενικά,

η unipotent radical κάθε ομάδας σκάλα περιέχεται στο B.

Από τις προηγούμενες παρατηρήσεις μας, βλέπουμε ότι το G-σύνολο όλων

των σημάνσεων κατανεμήθηκε σε τροχιές των υποσημάνσεων της συνήθους

σήμανσης, καθώς κάθε σήμανση έχει την ίδια ακολουθιακή διάσταση, και ως εκ

τούτου βρίσκεται στην τροχιά, κάποιας υποσύμανσης της συνήθους σήμανσης.

Γι΄ αυτό, βλέπουμε χρησιμοποιώντας το παρακάτω Λήμμα ότι οι παραβολικές

υποομάδες της G είναι ακριβώς οι συζυγείς των ομάδων σκάλα.

Λήμμα 3.3. Αν X να είναι ένα G-σύνολο, τότε Ggx = gGxg
−1

για κάθε

g ∈ G και x ∈ X.

Απόδειξη. ΄Ενα στοιχείο u του G σταθεροποιεί το gx αν και μόνο αν το

gug−1 σταθεροποιεί το x το οποίο ισχύει αν και μόνο αν το u βρίσκεται στο
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gGxg
−1

. •

Θα κλείσουμε αυτό το κεφάλαιο δείχνοντας ότι υπάρχουν ακριβώς 2n−1
υ-

ποομάδες του G που περιέχουν την υποομάδα B των άνω τριγωνικών πινάκων.

Αυτές οι υποομάδες είναι ακριβώς οι ομάδες σκάλα. Το ακόλουθο Λήμμα θα

χρησιμεύσει ως την αφετερία μας στην προσπάθεια να ταξινομίσουμε τις υποο-

μάδες που περιέχουν το B.

Λήμμα 3.4. Οι μόνοι μη μηδενικοί υπόχωροι του Vn(F ) που σταθεροποιεί

η B (από αριστερά) είναι οι υπόχωροι V1, ..., Vn που εμφανίζονται στη συνήθη

σήμανση.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι ο B σταθεροποιεί κάθε υπόχωρο Vi.
Τώρα έστω V να είναι ένας μη μηδενικός υπόχωρος του Vn(F ) που σταθερο-

ποιήται από το B. Καθώς έχουμε προφανώς V ⊆ Vi για κάποιο i, υπάρχει ένα
ελάχιστο 1 ≤ k ≤ n τέτοιο ώστε V ⊆ Vk και V * Vk−1. Από την επιλογή του

k, το V περιέχει ένα στοιχείο της μορφής
∑k

j=1 ajvj, όπου το aj ανήκει στό F

και ak 6= 0. Αυτό το στοιχείο πηγαίνει στο vk από το b−1, όπου

b =



1 0 . . . a1 . . . 0
1 . . . a2 . . . 0

. . .
. . .
. . .
ak . . . 0

. .
. .
. .

1


Καθώς το b−1 ∈ B και το B σταθεροποιεί το V , αυτό δείχνει ότι το vk ∈ V .

Τώρα έστω το
∑k

j=1 ajvj να είναι ένα αυθαίρετο στοιχείο του Vk − Vk−1.
Αυτό το στοιχείο είναι η εικόνα του vk υπό τον πίνακα b όπως ορίστηκε παρα-

πάνω και ως εκ τούτου βρίσκεται στο V . ΄Ετσι το V περιέχει το Vk−Vk−1, και
ως εκ τούτου το Vk. Συμπεραίνουμε ότι το V = Vk. •

Θεώρημα 3.5. Οι μόνες υποομάδες του G που περιέχει το B είναι οι

ομάδες σκάλα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το B ≤ H ≤ G. Από το Λήμμα 3.3, οι μόνοι

υπόχωροι του Vn(F ) που το H αφήνει αμετάβλητες είναι αυτοί που αποτελούν

την συνήθη σήμανση (V1, ..., Vn). Υποθέτουμε ότι οι υπόχωροι του Vn(F ) που
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μένουν (αριστερά) αναλλοίωτοι από το H είναι οι Va1 , ..., Var , όπου 1 ≤ a1 <
... < ar = n. Θέλουμε να δείξουμε ότι το H είναι στην πραγματικότητα ίσο με

την ομάδα σκάλα που σταθεροποιεί τη σήμανση (Va1 , ..., Var). Αντί να δώσουμε

μία επίσημη απόδειξη για την γενική περίπτωση, θα αποδείξουμε την ειδική

περίπτωση όπου το r = 1 και r = 2: μετά απ΄ αυτό θα συζητήσουμε σύντομα τη

γενική περίπτωση, η οποία δεν είναι εννοιολογικά δυσκολότερη από τις ειδικές

περιπτώσεις αλλά μπορεί να είναι δυσχείριστη ως προς τον συμβολισμό.

Υποθέτουμε ότι οι μόνοι υπόχωροι του Vn(F ) που μένουν αναλλοίωτοι απ΄

το H είναι το 0 και το Vn(F ): θα αποδείξουμε ότι το H = G. Ο υπόχωρος

του Vn(F ) που παράγεται απ΄ το {hvi|h ∈ H} μένει αναλλοίωτος απ΄ το H και

ως εκ τούτου πρέπει να ισούται με όλο το Vn(F ). Ιδιαίτερα, υπάρχει κάποιο

h ∈ H τέτοιο ώστε το hv1 = a1v1 + ... + anvn, όπου an 6= 0. Γνωρίζουμε,

απ΄ το Θεώρημα Αποσύνθεσης Bruhat ότι το h ∈ BwB για κάποιο w ∈ W ,

και απ΄ το Πόρισμα 2.11 βλέπουμε ότι το w στέλνει το v1 στο vn. Καθώς, το

B ≤ H, αυτό το στοιχείο βρίσκεται στο H. Τώρα έστω ότι τα 1 < j ≤ n είναι

τέτοια ώστε το w να στέλνει το vj στο v1. Τότε το X1j ≤ B ≤ H, και καθώς

το w(1) = n και το w(j) = 1, βλέπουμε απ΄ το κομμάτι (5) του Λήμματος

2.7 ότι το Xn1 = wX1jw
−1 ≤ H. Τώρα θέλουμε να δείξουμε ότι κάθε ριζική

υποομάδα Xij ανήκει στο H: καθώς οι διαγώνιοι πίνακες βρίσκονται στο B και

ως εκ τούτου στο H, τότε απο το Θεώρημα 2.13 έχουμε ότι H = G. ΄Ηδη

γνωρίζουμε ότι το Xn1 ≤ H και ότι αν το i < j τότε το Xij ≤ B ≤ H. Τώρα

για κάθε a ∈ F και κάθε διακριτό 1 < i, j < n, βλέπουμε χρησιμοποιώντας το

κομμάτι (4) του Λήμματος 2.7 ότι Xnj(a) = [Xn1(a), X1j(1)] ∈ H, Xi1(a) =
[Xin(a), Xn1(1)] ∈ H και Xij(a) = [Xi1(a), X1j(1)] ∈ H. Γι΄ αυτό, το Xij ∈ H
για όλα τα i, j όπως απαιτείται.

Τώρα υποθέτουμε ότι το H αφήνει αναλλοίωτο όχι μόνο το 0 και το Vn(F ),
αλλά ακριβώς ένα ακόμα υπόχωρο, έστω Vm για κάποιο 1 ≤ m < n. ΄Εστω

P να είναι η ομάδα σκάλα που σταθεροποιεί την σήμανση 0 ⊂ Vm ⊂ Vn.
Ξέρουμε ότι το H ≤ P , και θέλουμε να δείξουμε ότι το H = P . Από την

Πρόταση 2, το P είναι το ημιευθύ γινόμενο της unipotent ρίζας του UP με

ένα Levi συμπλήρωμα LP , και ήδη έχουμε παρατηρήσει ότι το UP ≤ B, καθώς

το P είναι ομάδα σκάλα. Ως εκ τούτου αρκεί να δείξουμε ότι το LP ≤ H.

Μπορούμε να επιλέξουμε το LP να είναι το ευθύ γινόμενο των υποομάδων

K1
∼= GL(m,F ) και K2

∼= GL(n − m,F ), όπου τα στοιχεία του K1 (όμοια

K2) έχουν τα μόνα μη μηδενικά τους στοιχεία στις πρώτες m (όμοια n −m)

γραμμές και στήλες. Χρησιμοποιόντας το θεώρημα 2.13, βλέπουμε ότι το K1

(όμοια K2) παράγεται απ΄ τους διαγώνιους πίνακες και τις ριζικές υποομάδες

Xij για διακριτά 1 ≤ i, j ≤ m (όμοια m + 1 ≤ i, j ≤ n). Οι διαγώνιοι

πίνακες βρίσκονται στο B και ως εκ τούτου στο H, οπότε για να δείξουμε ότι

το LP ≤ H, αρκεί να δείξουμε ότι αυτές οι συγκεκριμένες ριζικές υποομάδες

βρίσκονται στοH. Καθώς τοH σταθεροποιεί το Vm και όχι κάποιο μη μηδενικό
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γνήσιο υπόχωρο αυτού, βλέπουμε, έχοντας υπόψιν τον υπόχωρο που παράγεται

από το {hvi|h ∈ H}, ότι πρέπει να υπάρχει κάποιο h ∈ H που στέλνει το v1
στο a1v1 + ... + amvm όπου το am 6= 0. Αν το w ∈ W είναι τέτοιο ώστε το

h ∈ BwB, τότε το w στέλνει το v1 στο vm από το Πόρισμα 2.11, και όπως στην

προηγούμενη παράγραφο μπορούμε να συμπεράνουμε απ΄ αυτό ότι το Xm1 ∈ H.

Υπολογισμοί με μεταθέτες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να δείξουν ότι το

Xij ≤ H για όλα τα διακριτά 1 ≤ i, j ≤ m. ΄Ομοια, έχοντας υπόψιν τον υπόχωρο

που διασπάται απ΄ το {hvm+1|h ∈ H}, βλέπουμε ότι υπάρχει κάποιο h′ ∈ H που

στέλνει το vm+1 στο β1v1 + ... + βnvn, όπου βn 6= 0: το Πόρισμα 1.10 μπορεί

τώρα να χρησιμοποιηθεί για να δείξει ότι αν w′ ∈ W είναι τέτοιο ώστε το h′ ∈
Bw′B, τότε το w′ στέλνει το vm+1 στο vn. (Καθώς το h σταθεροποιεί το Vm,

στη σημείωση του Πορίσματος 1.10 έχουμε ότι {k1, ..., kn} = {1, ...,m}, και με
λίγη σκέψη θα δούμε ότι πρέπει να έχουμε km+1 = n.) Το ίδιο επιχείρημα όπως

πριν τώρα δείχνει ότι το Xn(m+1) ≤ H, από το οποίο μπορούμε να καταλήξουμε

με υπολογισμούς μεταθετών ότι τοXij ≤ H για κάθε διακριτάm+1 ≤ i, j ≤ n.
Γι΄ αυτό το H = P .

Στη γενική περίπτωση έστω ότι τοH αφήνει αμετάβλητη τη σήμανση (Va1 , ..., Var)
των οποίων η σταθεροποιούσα είναι η ομάδα σκάλα P . Για να δείξουμε ότι

H = P αρκεί να δείξουμε ότι ένα Levi συμπλήρωμα LP βρίσκεται στο H. Η

ομάδα LP είναι το ευθύ γινόμενο των r γενικών γραμμικών ομάδων, και έτσι

από το Θεώριμα 2.13 αρκεί να δείξουμε ότι το H περιέχει μερικές ριζικές υ-

ποομάδες με κατάλληλη επιλογή του LP , οι υποομάδες στην ερώτηση γίνονται

όλες οι Xij για διακριτά ak−1 ≤ i, j ≤ ak και κάποιο k (παίρνουμε a0 = 0).
Το καταφέραμε αυτό δείχνοντας πρώτα ότι κάθε Xak(ak−1+1) ∈ H, και έπειτα

χρησιμοποιώντας τους υπολογισμούς μεταθετών όπως παραπάνω. •

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

΄Εστω G = GL(n, F ), όπου το n > 2.

1. Υποθέτουμε ότι το g ∈ G και σταθεροποιεί κάποιο v ∈ Vn(F ) με v 6= 0
και επάγει τον ταυτοτικό μετασχηματισμό στο Vn(F )/Fv. Δείξτε ότι το

g είναι συζυγές με ένα στοιχείο τις υποομάδας ρίζας X12.

ΛΥΣΗ

Θα δείξουμε ότι το g είναι συζυγές μ΄ ένα στοιχείο της υποομάδας ρίζας

X12. Παρατηρούμε ότι τα στοιχεία της X12 σταθεροποιούν κάθε vi, ε-

κτός το v2 για 1 ≤ i ≤ n. Για να σταθεροποιεί και το v2 πρέπει να έχει

στην δεύτερη στήλη του όλα τα στοιχεία ίσα με το μηδέν εκτός από αυτό
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της δεύτερης σειράς που εξ΄ ορισμού πρέπει να είναι ίσο με την μονάδα.

Για να αλλάξουμε θέση στο μη μηδενικό του στοιχείο του πρέπει να τον

πολλαπλασιάσουμε με έναν μεταθετικό πίνακα από αριστερά, όμως για να

μην αλλάξη η δομή του πρέπει να τον πολλαπλασιάσουμε και από δεξιά

με τον ανάστροφό του. ΄Εχουμε ότι για κάθε w ∈ W ο wt = w−1. ΄Αρα

αν διαλέξουμε ένα w ∈ W τότε θα έχουμε ότι για κάθε h ∈ X12 το

whw−1 ∈ Xij με j 6= 2. Θα εξετάσουμε για ποια w ∈ W το whw−1

σταθεροποιεί το v ∈ Vn(F ) και επάγει τον ταυτοτικό μετασχηματισμό

στο Vn(F )/Fv. ΄Εστω ότι v = vi. Τότε έχουμε το Vn(F )/Fvi, δηλαδή
πρέπει να ισχύει ότι το whw−1v′ = v′+Fvi με v

′ ∈ Vn(F ). Για να ισχύει

αυτό πρέπει να είναι το μη μηδενικό στοιχείο του whw−1 στην i-σειρά.
΄Αρα έχουμε w(1) = i και έτσι το whw−1 επάγει τον ταυτοτικό μετασχη-

ματισμό στην Vn(F )/Fvi για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Αν το i = 2 τότε το

wX12w
−1 = X21 και σταθεροποιεί την v2. Ως εκ τούτου έχουμε ότι ο

g = whw−1 με h ∈ X12, w ∈ W και w(1) = i.

2. Λέμε ότι μία βάση B του Vn(F ) ανήκει στην πλήρη σήμανση (V1, ..., Vn)
αν κάθε Vi περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο του B που δεν είναι στο Vi−1.

(αʹ) Δείξτε ότι αν οι (V1, ..., Vn) και (W1, ...,Wn) είναι πλήρεις σημάνσεις

στο Vn(F ), τότε υπάρχει μία βάση του Vn(F ) που ανήκει και στις

δύο σημάνσεις.

(βʹ) Χρησιμοποιήστε το (a′) για να δώσετε μία διαφορετική απόδειξη του

Θεωρήματος Διάσπασης Bruhat.

ΛΥΣΗ

(αʹ) ΄Εστω τα (V1, ..., Vn) και (W1, ...,Wn) είναι πλήρεις σημάνσεις στο

Vn(F ), τότε έχουμε ότι dim(Vi) = dim(Wi), για κάθε 1 ≤ i ≤
n. ΄Εστω τώρα ότι B ∈ (V1, ..., Vn), με B = {v1, ..., vn} όπου

vi ∈ Vi και vi /∈ Vi−1. ΄Εστω ότι ένα B′ ∈ (W1, ...,Wn), με B′ =
{w1, ..., wn} όπου wi ∈ Wi και wi /∈ Wi−1. ΄Εχουμε ότι, καθώς

ισχύει το dim(Vi) = dim(Wi), υπάρχουν B και B′ τέτοια ώστε το

dim(vi) = dim(wi), για κάθε 1 ≤ i ≤ n. ΄Αρα θα έχουμε ότι το

wi = λvi με λ ∈ F . Αν το λ = 1 τότε το wi = vi για κάθε 1 ≤ i ≤ n.
Οπότε το B = B′ με B ∈ (V1, ..., Vn) και B ∈ (W1, ...,Wn). Αν

λ 6= 1 τότε το wi = λvi. ΄Αρα έχουμε ότι το wi ∈ Wi και έτσι

λui ∈ Wi ⇒ uiλ ∈ Wi ⇒ ui ∈ Wi. Ως εκ τούτου έχουμε ότι

B ∈ (V1, ..., Vn) και B ∈ (W1, ...,Wn).

33



(βʹ) ΄Εστω (V1, ..., Vn) μια πλήρη σήμανση. ΄Εχουμε ότι η G δρα στην

πλήρη σήμανση ως εξής: για κάθε g ∈ G το g(V1, ..., Vn) = (gV1, ..., gVn)
το οποίο είναι επίσης μία πλήρη σήμανση. Τώρα έχουμε ότι η B (η

συνήθης υποομάδα Borel) είναι η σταθεροποιούσα της πλήρης σή-

μανσης, άρα ισχύει ότι B(V1, ..., Vn) = (V1, ..., Vn) και το W είναι

μία unipotent συζυγή υποομάδα του U . Ως εκ τούτου έχουμε ότι

το w(V1, ..., Vn) = (wV1, ..., wVn) για κάθε w ∈ W . ΄Αρα έχουμε

ότι το BWB(V1, ..., Vn) = BW (V1, ..., Vn) = B(wV1, ..., wVn) =
(wV1, ..., wVn) καθώς το w ∈ G και η δράση του G είναι μεταβα-

τική, άρα και το (wV1, ..., wVn) είναι μία πλήρη σήμανση και έτσι

σταθεροποιήται από το B. ΄Αρα από το κομμάτι (a′) υπάρχει βάση

b τέτοια ώστε b ∈ G(V1, ..., Vn) και b ∈ BWB(V1, ..., Vn), δηλαδή

b ∈ G και b ∈ BWB. Οπότε έχουμε G = BWB.
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4. Η Ειδική Γραμμική Ομάδα

Η ειδική γραμμική ομάδα είναι η υποομάδα SL(n, F ) της GL(n, F ) που α-

ποτελείται από όλους τους n × n πίνακες με στοιχεία από το F που έχουν

ορίζουσα 1. Με άλλα λόγια, η SL(n, F ) είναι ο πυρήνας του ομομορφισμού

det : GL(n, F )→ F× = F −{0}, και ως εκ τούτου η SL(n, F ) είναι κανονική

υποομάδα της GL(n, F ).

Πρόταση 4.1. ΄Εστω n ∈ N, και έστω το q να είναι μία δύναμη ενός

πρώτου. Τότε

|SL(n, q)| =
n−1∏
k=1

(qn+1 − qk) = q
n(n−1)

2 (qn − 1) · · · (q2 − 1)

Απόδειξη. Ο ομομορφισμός det είναι προφανές ότι είναι επί, και έτσι έχου-

με F× ∼= GL(n, F )/SL(n, F ) για κάθε σώμα F , από το πρώτο θεώρημα ισομορ-

φισμών. Ιδιαίτερα, αν |F | = q, τότε έχουμε ότι |GL(n, q) : SL(n, q)| = q − 1.
Το αποτέλεσμα προκύπτει από την Πρόταση 2.3.•

Δείξαμε στο Θεώρημα 2.11 ότι η GL(n, F ) παράγεται από τις υποομάδες

ρίζες και τις διαγώνιες υποομάδες. Τώρα θα αποδείξουμε το ανάλογο αποτέλε-

σμα για την SL(n, F ).

Πρόταση 4.2. Η SL(n, F ) παράγεται από τις ριζικές υποομάδες Xij.

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούμε ότι από το πρώτο κομμάτι του Λήμματος

2.7 κάθε transvection βρίσκεται στην SL(n, F ). Το αποτέλεσμα θα προέλθει

από τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. ΄Ενα στοιχείο της SL(n, F ) μπορεί να πολλαπλασιαστεί από τα αριστερά

με transvections για να πάρουμε έναν άνω τριγωνικό πίνακα.

2. ΄Ενα άνω τριγωνικό στοιχείο της SL(n, F ) μπορεί να πολλαπλασιαστεί

από τα αριστερά με transvections για να πάρουμε έναν άνω unitriangular
πίνακα.

3. ένας άνω unitriangular πίνακας μπορεί να πολλαπλασιαστεί από τα αρι-

στερά με transvections για να πάρουμε τον ταυτοτικό πίνακα.

Γνωρίζουμε ότι οι υποομάδες B και U παράγονται από τις ριζικές υποομάδες

Xij. Το (3) θα μας δώσει ότι το ουδέτερο στοιχείο της SL(n, F ) το παράγουν
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οι ριζικές υποομάδες, το (2) θα μας δώσει ότι οποιοσδήποτε άνω τριγωνικός

πίνακας της SL(n, F ) παράγεται από τις ριζικές υποομάδες ως Xiju = su, όπου
u ένας άνω unitriangular και su ένας άνω τριγωνικός πίνακας της SL(n, F )
και τέλος η (1) θα μας δώσει ότι οποιοδήποτε άλλο στοιχείο της SL(n, F )
παράγεται από τις ριζικές υποομάδες ως Xijb = s με b ένας άνω τριγωνικός

πίνας και s ∈ SL(n, F ). ΄Αρα αρκούν οι παραπάνω ιδιότητες για να μας δείξουν

ότι η SL(n, F ) παράγεται από τις ριζικές υποομάδες. Θα αποδείξουμε τα (1)

και (2) καθώς το (3) είναι άμεση συνέπεια του Λήμματος 2.12.

1. Από το Λήμμα 2.8, μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε από τα αριστερά κά-

θε στοιχείο της SL(n, F ) με transvections για να πάρουμε έναν πίνακα

με την ακόλουθη ιδιότητα: Για κάθε i, υπάρχει ακριβώς μία γραμμή του

πίνακα στην οποία τα στοιχεία στις πρώτες (i−1)-στήλες είναι μηδέν και

έχει ένα μη μηδενικό στοιχείο την i-ιοστή στήλη. Μπορούμε να πολλα-

πλασιάσουμε από τα αριστερά αυτόν τον πίνακα με πίνακες της μορφής

Xji(1)Xij(−1)Xji(1) για να πάρουμε έναν άνω τριγωνικό πίνακα. Αυτό

αποδεικνύει το (1).

Παράδειγμα. ΄Εστω A ∈ SL(n, F ) με A =


9 2 1 2
2 1 2 3
3 4 2 5
4 3 1 3

 και

(k1, k2, k3, k4) = (3, 1, 4, 2) τότε έχουμε:

X43(−4
3
)


9 2 1 2
2 1 2 3
3 4 2 5
4 3 1 3

 =


9 2 1 2
2 1 2 3
3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3



X23(−2
3
)


9 2 1 2
2 1 2 3
3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3

 =


9 2 1 2
0 −5

3
2
3
−1

3

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3



X13(−9
3
)


9 2 1 2
0 −5

3
2
3
−1

3

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3

 =


0 −10 −5 −13
0 −5

3
2
3
−1

3

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3



X21(−1
6


0 −10 −5 −13
0 −5

3
2
3
−1

3

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3

 =


0 −10 −5 −13
0 0 3

2
11
6

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3
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X42(− 7
30

)


0 −10 −5 −13
0 0 3

2
11
6

3 4 2 5
0 −7

3
−5

3
−11

3

 =


0 −10 −5 −13
0 0 3

2
11
6

3 4 2 5
0 0 −1

2
−19

30



X24(3)


0 −10 −5 −13
0 0 3

2
11
6

3 4 2 5
0 0 −1

2
−19

30

 =


0 −10 −5 −13
0 0 0 − 1

15

3 4 2 5
0 0 −1

2
−19

30


΄Αρα αν τον πολλαπλασιάσουμε από τα αριστερά με τονX31(1)X13(−1)X31(1) =

0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 έχουμε:


0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1




0 −10 −5 −13
0 0 0 − 1

15

3 4 2 5
0 0 −1

2
−19

30

 =


−3 −4 −2 −5
0 0 0 − 1

15

0 10 5 13
0 0 −1

2
−19

30



και αυτό με το X42(1)X24(−1)X42(1) =


1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0

 και θα έχου-

με:
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0



−3 −4 −2 −5
0 0 0 − 1

15

0 10 5 13
0 0 −1

2
−19

30

 =


−3 −4 −2 −5
0 0 1

2
19
30

0 10 5 13
0 0 0 − 1

15



Τέλος, με το X32(1)X23(−1)X32(1) =


1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 και θα έχουμε:


1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



−3 −4 −2 −5
0 0 1

2
19
30

0 10 5 13
0 0 0 − 1

15

 =


−3 −4 −2 −5
0 −10 −5 −13
0 0 1

2
19
30

0 0 0 − 1
15


Το οποίο ανήκει στο Β.

2. ΄Εστω a, b, c ∈ F , με ac 6= 0. Παρατηρούμε ότι ο πίνακας

(
a b
0 c

)
, ό-

ταν πολλαπλασιάζεται από τα αριστερά με τονX21(−1)X21(1−c)X21(c) =
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(
c 1− c−1
0 c−1

)
δίνει:

(
c 1− c−1
0 c−1

)(
a b
0 c

)
=

(
ac bc+ c− 1
0 1

)
.

Τώρα θεωρούμε έναν άνω τριγωνικό πίνακα στην SL(n, F ) έχοντας λ1, ..., λn
ως στοιχεία της κύριας διαγωνίου του. Χρησιμοποιώντας την παραπάνω

παρατήρηση, βρίσκουμε ότι μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε από τα α-

ριστερά αυτόν τον πίνακα με transvections για να πάρουμε έναν άλλο

άνω τριγώνικό πίνακα στην SL(n, F ) του οποίου τα στοιχεία της κύριας

διαγωνίου είναι λ1, ..., λn−2, λn−1λn, 1. Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδι-

κασία, παίρνουμε έναν άνω τριγωνικό πίνακα στην SL(n, F ) του οποίου

τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του είναι λ1 · · ·λn, 1, ..., 1. Αλλά αυτός

ο πίνακας έχει ορίζουσα 1, άρα πρέπει να έχουμε λ1 · · ·λn = 1, και ως εκ

τούτου είναι ένας άνω unitriangular πίνακας. Αυτό αποδεικνύει την (2).•

Πρόταση 4.3. Οι υποομάδες Xij είναι συζυγείς στην SL(n, F ).

Απόδειξη. Θεωρούμε δύο ριζικές υποομάδες Xij και Xi′j′ . ΄Εστω w να

είναι ένας πίνακας μετάθεσης που στέλνει το vi στο vi′ και το vj στο vj′ . Τότε

το wXij(a)w−1 = Xi′j′(a) για κάθε a ∈ F από το (5) του Λήμματος 2.7. Κα-

θώς ο αντίστροφος του w είναι ο ανάστροφός του, βλέπουμε ότι η ορίζουσά

του είναι ±1. Αν det(w) = 1, τότε το w ∈ SL(n, F ) και τελειώσαμε. (Ση-

μειώνουμε ότι αν το n > 3, τότε με μεταφορά των στηλών αν είναι απαραίτητο

μπορούμε πάντα να διαλέξουμε ένα w τέτοιο ώστε η det(w) = 1.) Τώρα υπο-

θέτουμε ότι η det(w) = −1 και έστω d να είναι ο πίνακας που διαφέρει από

τον ταυτοτικό μόνο στο στοιχείο (1,1) έχοντας -1. Τότε το dw ∈ SL(n, F ),
και dwXij(a)(wd)−1 = dXi′j′(a)d−1 = Xi′j′(±a) για κάθε a ∈ F , καθώς το d
και το d−1 ανήκουν στην SL(n, F ) βλέπεουμε ότι τα Xij είναι συζυγείς στην

SL(n, F ).•

΄Εστω Z να είναι η υποομάδα του GL(n, F ) που αποτελείται από τα πολ-

λαπλάσια του ταυτοτικού πίνακα με στοιχεία του F×. Τα στοιχεία του Z ο-

νομάζονται οι (μη μηδενικοί) βαθμωτοί πίνακες. Προφανώς έχουμε ότι Z ∼= F×.

Πρόταση 4.4. Το κέντρο του GL(n, F ) είναι το Z και το κέντρο του

SL(n, F ) είναι το Z ∩ SL(n, F ).

Απόδειξη. Αν το n = 1, τότε η GL(n, F ) ∼= F× ∼= Z και το αποτέλεσμα

είναι τετριμμένο, ως εκ τούτου υποθέτουμε ότι το n > 1. ΄Εστω G = GL(n, F )
ή SL(n, F ). Παρατηρούμε ότι το Z ∩ G περιέχεται στο Z(G). ΄Αρα αρκεί

να δείξουμε ότι κάθε στοιχείο της G που μετατίθεται με όλα τα στοιχεία της

SL(n, F ) βρίσκεται στην Z ∩G. ΄Εστω ότι ο M = (mij) να είναι ένας τέτοιος
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πίνακας. ΄Εστω 1 ≤ i, j ≤ n να είναι διακριτά, και θεωρούμε τον Xij(1). Από

την υπόθεση έχουμε ότι το MXij(1) = MXij(1). Αν συγκρίνουμε τα (i, i) και

τα (i, j) στοιχεία θα βρούμε τα εξής:

• Για το (i, j) έχουμε:
∑n

k=1mikxkj =
∑n

k=1 xikmkj ⇒ mi1x1j + ...+
miixij + ...+mijxjj + ...+minxnj = xi1m1i + ...+xiimij + ...+xijmjj +
...+ xinmnj ⇒ mii +mij = mij +mjj ⇒ mii = mjj

• Για το (i, i) έχουμε:
∑n

k=1mikxki =
∑n

k=1 xikmki ⇒ mi1x1i + ... +
miixii + ...+minxni = xi1m1i + ...+xiimii + ...+xijmji + ...+xinmni ⇒
mii = mii +mji ⇒ mij = 0

΄Αρα συμπεραίνουμε ότι το mij = m11δij για κάθε i και j, και ως εκ τούτου ότι

το M ∈ Z ∩G. (Ο ίδιος ισχυρισμός δείχνει ότι το σύνολο των στοιχείων του

Mn(F ) είναι το {aI|a ∈ F} = Z ∪ {0}.)•

Η ομάδα GL(n, F )/Z ονομάζεται προβολική γενική γραμμική ομάδα και

η ομάδα SL(n, F )/Z ∩ SL(n, F ) ονομάζεται προβολική ειδική γραμμική ο-

μάδα. Συμβολίζουμε αυτές τις ομάδες με PGL(n, F ) και PSL(n, F ) αντί-

στοιχα. (Παρατηρούμε ότι το Δεύτερο Θεώρημα Ισομορφισμών υπονοεί ότι

το PSL(n, F ) ∼= ZSL(n, F )/Z ≤ GL(n, F )/Z = PGL(n, F ).) Καθώς το

Z ∼= F×, έχουμε ότι το |PGL(n, q)| = |SL(n, q)| για κάθε δύναμη ενός πρώ-

του q. Ωστόσο, για να ορίσουμε το |PSL(n, q)| πρέπει να μπορέσουμε να με-

τρήσουμε τον αριθμό των n-οστών ριζών της μονάδας σε ένα σώμα q στοιχείων.

Πρόταση 4.5. ΄Εστω q να είναι μία δύναμη ενός πρώτου. Τότε

|PSL(2, q)| =
{

q3 − q , αν 2|q
1
2
(q3 − q) , αν 2 - q

Απόδειξη. Κάθε πίνακας στο Z ∩ SL(2, q) πρέπει να είναι της μορφής

aI, όπου το a είναι η τετραγωνική ρίζα της μονάδας του σώματος q στοιχείων.

΄Ενα τέτοιο στοιχείο a είναι η ρίζα του πολυωνύμου X2 − 1, το οποίο έχει δύο

διακριτές ρίζες (την 1 και -1) σε κάθε σώμα του οποίου η χαρακτηριστική δεν

είναι ίση με 2. Γι΄ αυτό, αν το 2 - q, τότε το |Z ∩ SL(2, q)| = 2. Ωστόσο αν το

2|q, τότε το X2 − 1 = (X − 1)2 έχει μόνο μία διακριτή ρίζα, και ως εκ τούτου

το |Z ∩ SL(2, q)| = 1. Το αποτέλεσμα τώρα προκύπτει από την Πρόταση 4.1.•

Ο κύριος στόχος μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να δείξουμε ότι η PSL(n, F )
είναι απλή όταν το n ≥ 2, εκτός από όταν το n = 2 και το |F | = 2 ή 3. Αυ-

τό το αποτέλεσμα οφείλεται στον L.E.Dickson, έναν ακόμα από τους πρώτους
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αρχιτέκτονες της μαθηματικής παράδοσης του Πανεπιστημίο του Chicago, που
το διατύπωσε το 1896 στην διδακτορική του διατριβή για F πεπερασμένο σώμα.

Το 1893 ο E.H.Moore είχε διατυπώσει το αποτέλεσμα για F πεπερασμένο σώμα

και n = 2, ενώ το 1870 ο Camille Jordan το είχε διατυπώσει για F πεπερα-

σμένο σώμα με τάξη πρώτο αριθμό και n αυθαίρετο. Αρχικά χρειαζόμαστε δύο

Λήμματα.

Λήμμα 4.6. Αν n ≥ 2, τότε κάθε transvection Xij(a) είναι ένας μεταθέ-

της στοιχείων του SL(n, F ), εκτός όταν το n = 2 και το |F | = 2 ή 3.

Απόδειξη. Αν το n > 2, τότε έχουμε το Xij(a) = [Xik(a), Xkj(1)] από

το (5) του Λήμματος 2.7, όπου k είναι διαφορετικό από τα i και j. Τώρα έ-

στω n = 2. Για κάθε β, γ ∈ F με β 6= 0, παρατηρούμε ότι ο μεταθέτης των(
β 0
0 β−1

)
και

(
1 γ
0 1

)
είναι

(
1 (β2 − 1)γ
0 1

)
. ΄Αρα, το X12(a) μπορεί να

εκφραστεί ως μεταθέτης στην SL(2, F ) αν υπάρχουν β ∈ F× και γ ∈ F τέτοια

ώστε a = (β2 − 1)γ. Αν το |F | > 3, τότε υπάρχει πάντα κάποιο β ∈ F×,
τέτοιο ώστε το β2 6= 1, και μπορούμε τότε να πάρουμε το γ = a(β2 − 1)−1. Η

X21(a) είναι όμοια.•

Παρατηρούμε ότι το Λήμμα 4.6 και η Πρόταση 4.2 μαζί υπονοούν ότι, εκτός

όταν το n = 2 και το |F | = 2 ή 3, η SL(n, F ) είναι η υποομάδα μεταθετών του

εαυτού της και κατά συνέπεια και της GL(n, F ).

Λήμμα 4.7. Αν το n ≥ 2, τότε η δράση της SL(n, F ) σε έναν μονοδιά-

στατο υπόχωρο του Vn(F ) είναι διπλά μεταβατική.

Απόδειξη. ΄Εστω V1, V2,W1 και W2 να είναι μονοδιάστατοι υπόχωροι

του Vn(F ), που παράγονται αντίστοιχα από τα c1, c2, d1 και d2 ώστε V1 6= V2
και W1 6= W2. Τότε τα c1 και c2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, όπως και

τα d1 και d2, και συνεπώς μπορούμε να βρούμε c3, ..., cn και d3, ..., dn τέ-

τοια ώστε τα {c1, ..., cn} και {d1, ..., dn} να είναι βάσεις για το Vn(F ). ΄Ε-

στω C (αντίστοιχα D) να είναι ο n × n πίνακας του οποίου η i-οστή στή-

λη είναι ci (αντίστοιχα di) για κάθε 1 ≤ i ≤ n. Προφανώς τα C και D
είναι πίνακες τάξης n και ως εκ τούτου βρίσκονται στην GL(n, F ). ΄Εστω

e = det(D)/det(C), και έστω E να είναι ο πίνακας που διαφέρει από τον ταυ-

τοτικό μόνο στο (1,1)-στοιχείο που έχει e αντί για 1. Τότε det(DE−1C−1) =

det(D)det(E)−1det(C)−1 = det(D)e−1

det(C)
= det(D)det(C)

det(D)det(C)
= 1, και το DE−1C−1
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στέλνει το c1 στο e−1d1 και το c2 στο d2 καθώς ο DE−1C−1 =


d1e
−1c−11

d2c
−1
2

.

.

.
dnc
−1
n



έτσι έχουμε (c1, 0, ..., 0)


d1e
−1c−11

d2c
−1
2

.

.

.
dnc
−1
n

 = d1e
−1

και (0, c2, 0, ..., 0)


d1e
−1c−11

d2c
−1
2

.

.

.
dnc
−1
n

 = d2. ΄Αρα βρήκαμε ένα στοιχείο του SL(n, F )

που στέλνει το V1 στο W1 και το V2 στο W2, όπως θέλαμε.•

Για να αποδείξουμε το τελικό μας θεώρημα θα χρειαστούμε ένα ακόμα Λήμ-

μα και τρεις Προτάσεις.

Πρόταση 4.8. ΄Εστω G να είναι μία ομάδα και έστω N να είναι κανονική

υποομάδα του G. Τότε η G/N είναι αβελιανή αν και μόνο αν η G′ είναι υποο-
μάδα της N , όπου η G′ είναι η ομάδα μεταθετών της G.

Απόδειξη. Για κάθε x, y ∈ G , έχουμε ότι [xG′, yG′] = [x, y]G′ = G′,
κατά συνέπεια, η ομάδα μεταθετών της G/G′ είναι τετριμμένη, και έτσι η G/G′

είναι αβελιανή. ΄Εστω N να είναι κανονική υποομάδα του G. Αν η G′ είναι
υποομάδα του N τότε από το Δεύτερο Θεώρημα Ισομορφισμών η G/N είναι

ισόμορφη με μία αβελιανή ομάδα πηλίκο G/G′ και ως εκ τούτου είναι αβελια-

νή. Αντίστροφα, αν το G/N είναι αβελιανή, τότε για κάθε x, y ∈ G έχουμε

(xN)(yN) = (yN)(xN) και ως εκ τούτου η [x, y] ∈ N , το οποίο δείχνει ότι το

G′ είναι υποομάδα του N .•

Πρόταση 4.9. Αν στο σύνολο Q υπό την δράση του G ισχύει η μεταθε-

τικότητα, τότε το X ∼= G/Gx ως G-σύνολο για κάθε x ∈ X.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X, και ορίζουμε την φ : G/Gx → X με φ(gGx) =
gx για κάθε g ∈ G. Αν gGx = g′Gx για κάθε g, g′ ∈ G, τότε το g−1g′ ∈ Gx και
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ως εκ τούτου το g−1g′x = x, το οποίο δίνει gx = g′x. Αυτό δείχνει ότι η φ είναι

καλά ορισμένη συνάρτηση, και αντιστρέφοντας τον ισχυρισμό βλέπουμε ότι η

φ είναι 1-1. ΄Εχουμε ότι uφ(gGx) = u(gx) = (ug)x = φ(ugGx) = φ(u(gGx))
για κάθε u ∈ Gx και gGx ∈ G/Gx το οποίο δείχνει ότι η φ ομομορφισμός. Για

κάθε y ∈ X υπάρχει g ∈ G τέτοιο ώστε το y = gx = φ(gGx) επειδή η δράση

του G στο X είναι μεταβατική, το οποίο δείχνει ότι η φ είναι επί. Γι΄ αυτό, η φ
είναι ένα G-σύνολο ισομορφισμών, όπως θέλαμε.•

Πρόταση 4.10. ΄Εστω G να είναι μία ομάδα, έστω X να είναι ένα διπλά

μεταβατικό G-σύνολο και έστω το x ∈ X. Τότε το Gx είναι μέγιστη υποομάδα

του G.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 4.9, έχουμε ότι το X ∼= G/Gx ως G-

σύνολο. Υποθέτουμε ότι το Gx δεν είναι μέγιστο, άρα Gx < K < G για

κάποια υποομάδα K. Τότε υπάρχει g ∈ G και k ∈ K τέτοιο ώστε το g /∈ K και

k /∈ Gx. Καθώς το G/Gx είναι διπλά μεταβατικό, υπάρχει κάποιο u ∈ G τέτοιο

ώστε το uGx = Gx και u(kGx) = gGx. Αυτό δείχνει ότι u ∈ Gx, και ως εκ

τούτου το uk ∈ K. Επίσης έχουμε ότι το g−1uk ∈ Gx, και κατά συνέπεια το

g ∈ K. Φτάσαμε σε άτοπο, άρα η Gx είναι μέγιστη.•

Θεώρημα 4.11. Αν το n ≥ 2, τότε η PSL(n, F ) είναι απλή, εκτός όταν

το n = 2 και το |F | = 2 ή 3.

Απόδειξη. ΄Εστω η S = SL(n, F ), και έστω το P να είναι υπόομάδα

του S που σταθεροποιεί το Fv1 υπό την δράση της S στον μονοδιάστατο

υπόχωρο του Vn(F ). Η δράση της S στον μονοδιάστατο υπόχωρο είναι η εξής:

για κάθε n × n πίνακα s ∈ S και για κάθε n × 1 μονοδιάστατα διανύσματα

vi, vj ∈ Vn(F ) το svi = vj. Καθώς η P σταθεροποιεί την Fv1 θα πρέπει

να έχουμε ότι για κάθε p ∈ P το pv1 = av1 όπου το a ∈ F . ΄Αρα έχουμε

pv1 =
∑n

k=1 pikvk = pi1v1 + ... + pinvn = pi1v1, ως εκ τούτου για να ισχύει

ότι pv1 = av1 πρέπει το pi1 = 0 για κάθε i 6= 1. Από το Λήμμα 4.7 και την

Πρόταση 4.10, το P είναι η μέγιστη υποομάδα του S. ΄Εστω το K να είναι

το σύνολο των άνω τριγωνικών unitriangular πινάκων των οποίων τα μόνα μη

μηδενικά στοιχεία εκτός της κύριας διαγωνίου βρίσκονται στην πρώτη σειρά.

Θα δείξουμε ότι το K είναι αβελιανή κανονική υποομάδα του P . ΄Εχουμε ότι

για κάθε a, b ∈ K καθώς το K είναι ομάδα, το ab, ba ∈ K, άρα γνωρίζουμε

την μορφή των πινάκων. Για να δείξουμε ότι ab = ba αρκεί να ελέγξουμε την

πρώτη γραμμή. Θα έχουμε ότι
∑n

k=1 a1kbkj =
∑n

k=1 b1kakj ⇒ a11b1j + ... +
a1jbjj + ...+ a1nbnj = b11a1j + ...+ b1jajj + ...+ b1nanj ⇒ b1j +a 1j = a1j + b1j
καθώς a11 = b11 = ajj = bjj = 1. ΄Αρα η K είναι αβελιανή ομάδα. Τώρα

θα δείξουμε ότι είναι κανονική υποομάδα του P , δηλαδή θα δείξουμε ότι για
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κάθε p ∈ P και για κάθε k ∈ K το pkp−1 ∈ K. Παρατηρούμε ότι καθώς τα

στοιχεία της πρώτης στήλης κάθε πίνακα της P είναι μηδέν εκτός του πρώτου

και τα αντίστοιχα της K είναι μηδέν εκτός του πρώτου που είναι ίσο με την

μονάδα, και καθώς ο (n − 1) κάτω αριστερός υποπίνακας του K είναι ο In−1
πίνακας, ο αντίστοιχος υποπίνακας της p θα πολλαπλασιαστεί με αυτό της p−1

και έτσι το αποτέλεσμα θα είναι ο In−1 στον αντίστοιχο υποπίνακα. Για να

αποδείξουμε τώρα τον ισχυρισμό μας αρκεί να δείξουμε ότι το (1,1)-στοιχείο

του pkp−1 θα είναι ίσο με 1. Από την μορφή του p έχουμε ότι το p11p
′
11 = 1 με

p−1 = (p′ij). ΄Αρα για το (1,1)-στοιχείο του pk = y έχουμε ότι
∑n

k=1 p1kkk1 =
p11k11+...+p1nkn1 = p11 και τώρα για το αντίστοιχο στοιχείο του pkp−1 έχουμε∑n

k=1 y1kp
′
k1 = y11p

′
11 + ...+ y1np

′
n1 = y11p

′
11 = p11p

′
11 = 1 όπως θέλαμε.

΄Εστω το N να είναι κανονική υποομάδα του S. Από το Θεώρημα αντιστοι-

χίας και τον ορισμό του PSL(n, F ), αρκεί να δείξουμε ότι το N αποτελείται

από βαθμωτούς πίνακες. Αρχικά υποθέτουμε ότι το N είναι υποομάδα του P .

Τότε το N σταθεροποιεί το Fv1, και ως εκ τούτου το sNs−1 σταθεροποιεί το

s(Fv1) για κάθε s ∈ S από το Λήμμα 3.3. Καθώς η δράση του S στο μονοδιά-

στατο υπόχωρο του Vn(F ) είναι μεταβατική από το Λήμμα 4.7, συνεπάγεται ότι

το N σταθεροποιεί κάθε μονοδιάστατο υπόχωρο του Vn(F ). ΄Εχουμε δηλαδή

ότι το sNs−1s(Fv1) = sN(Fv1) = s(Fv1) = F (sv1) = Fvi από τη δράση του

S στον μονοδιάστατο υπόχωρο του Vn(F ), άρα το N σταθεροποιεί κάθε Fvi το
οποίο δείχνει ότι τα στοιχεία του N είναι διαγώνιοι πίνακες. ΄Αλλά το N επίσης

σταθεροποιεί κάθε F (vi + vj) καθώς N(F (vi + vj)) = N(Fvi) + N(Fvj) =
Fvi + Fvj = F (vi + vj), το οποίο δείχει ότι τα στοιχεία του N πρέπει να είναι

βαθμωτοί πίνακες.

Τώρα υποθέτουμε ότι το N δεν είναι υποομάδα του P . Τότε έχουμε ότι

το P < PN ≤ S, το οποίο αναγκάζει το PN = S καθώς το P είναι η μέ-

γιστη υποομάδα του S. ΄Εστω η : S → S/N να είναι η φυσική συνάρτηση.

΄Εχουμε ότι η(P ) = PN/N = S/N = η(S) και η(K) = KN/N = η(KN).
Καθώς το K είναι κανονική υποομάδα του P συνεπάγεται ότι το η(K) εί-

ναι κανονική υποομάδα του η(P ), και ως εκ τουτου η(KN) είναι κανονική

υποομάδα του η(S). Το θεώρημα αντιστοιχίας τώρα δείχνει ότι το KN εί-

ναι κανονική υποομάδα του S. Παρατηρώντας ότι το K είναι η ομάδα που

παράγεται από τις ριζικές υποομάδες X12, X13, ..., X1n, για τους συζυγείς αυ-

τών των ριζικών υποομάδων στο S έχουμε ότι sX1is
−1 = pnX1i(pn)−1 =

npX1ip
−1n−1 = (ss−1n)(pX1ip

−1)(n−1ss−1) = (sns−1)(pX1ip
−1)(sn−1s−1).

΄Αρα κάθε πίνακας του N μετατίθεται με κάθε άλλο πίνακα καθώς είναι δια-

γώνιος. Επίσης, οι sns−1, sn−1s−1 ∈ N καθώς η N είναι κανονική υποομάδα

του S και ο pX1ip
−1 ∈ K καθώς η K είναι κανονική υποομάδα του P . ΄Αρα

έχουμε ότι το παραπάνω γινόμενο πινάκων ανήκει στο NKN . ΄Ομως καθώς ο

N είναι μεταθετικός έχουμε ότι NKN = KNN = KN . Οπότε έχουμε ότι οι

συζυγείς κάθε τέτοια ριζικής υποομάδας βρίσκονται στην KN . Αλλά βλέπου-
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με μέσω της Πρότασης 4.3 ότι αυτές οι ριζικές υποομάδες συμπεριλαμβάνουν

όλα τα Xij. Καθώς τα Xij παράγουν την S, από την Πρόταση 4.2, έχουμε

ότι το KN = S. Από το Δεύτερο Θεώρημα Ισομορφισμών, έχουμε τώρα ότι

το S/N = KN/N ∼= K/K ∩ N , και καθώς το K είναι αβελιανή συνεπάγεται

ότι η S/N είναι επίσης αβελιανή. Γι΄ αυτό, όλοι οι μεταθέτες των στοιχείων

του S βρίσκονται στο N από την Πρόταση 4.8. Συγκεκριμένα όλοι οι πίνακες

Xij(a) βρίσκονται στο N από το Λήμμα 6. ΄Ετσι το N περιέχει κάθε Xij, και

η Πρόταση 4.2 τώρα υπονοεί ότι το N = S, το οποίο είναι άτοπο.•

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1. ΄Εστω B να είναι η συνήθη υποομάδα Borel της GL(n, F ). Ορίστε όλες

τις υποομάδες της SL(n, F ) που περιέχουν την B ∩ SL(n, F ).

ΛΥΣΗ

΄Εχουμε ότι το B0 = B ∩ SL(n, F ) είναι όλοι οι άνω τριγωνικοί πίνακες

με ορίζουσα ένα, δηλαδή αν το F είναι σώμα χαρακτηριστικής 0, τότε

το B0 = U όπου το U είναι η ομάδα των άνω unitriangular πινάκων.

Αν το σώμα F είναι χαρακτηριστικής μεγαλύτερης του μηδενός τότε το

γινόμενο των στοιχείων της διαγωνίου του είναι ίσο με ένα. Από το (2)

της Πρότασης 4.2 έχουμε ότι κάθε άνω τριγωτικό στοιχείο της SL(n, F )
μπορεί να πολλαπλασιαστεί από τα αριστερά με transvections για να πά-

ρουμε έναν άνω unitriangular πίνακα. ΄Αρα έχουμε ότι αν b ∈ B0, u ∈ U
και t ∈ Xij ένα γινόμενο από transvections τότε tb = u ⇒ b = t−1u.
Οπότε για κάθε b ∈ B0 έχουμε ότι το B = XijU . Θα δείξουμε ότι

η sXijUs
−1

, δηλαδή κάθε συζυγής της XijU στην S που περιέχει την

B0 είναι υποομάδα του S. ΄Εχουμε ότι καθώς τα Xij και U έχουν ο-

ρίζουσα 1 τότε sXijUs
−1 ⊆ S. Για το μοναδιαίο στοιχείο έχουμε ότι

I ∈ Xij και I ∈ U , άρα sIIs−1 = ss−1 = I. ΄Αρα το I ∈ sXijUs
−1

.

Για την κλειστότητα της πράξης έχουμε ότι για κάθε x1, x2 ∈ Xij και

u1, u2 ∈ U έχουμε ότι sx1u2s
−1sx2u2s

−1 ⇒ sx1u2x2u2s
−1

. Αρκεί να

δείξουμε ότι το x1u1x2u2 ∈ XijU . ΄Ομως καθώς το XijU = B0 έχουμε

ότι x1u1 = b1 ∈ B0 και x2u2 = b2 ∈ B0, άρα έχουμε b1b2 ∈ B0 = XijU
καθώς το B0 είναι ομάδα. Ως εκ τούτου η πράξη μας είναι κλειστή.

Τέλος, θα δείξουμε ότι υπάρχει ο αντίστροφος κάθε στοιχείου. ΄Ε-

χουμε ότι sxus−1(sxus−1)−1 = sxus−1su−1x−1s−1 = sxuu−1x−1s−1 =
sxx−1s−1 = ss−1 = I. ΄Αρα η sXijUs

−1
είναι υποομάδα της SL(n, F )

που περιέχει το B0 και για κάθε s ∈ SL(n, F ) έχουμε ότι οι sXijUs
−1
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είναι όλες οι υποομάδες της SL(n, F ) που περιέχουν το B0.

2. Δείξτε ότι το PSL(2, 2) ∼= Σ3 και το PSL(2, 3) ∼= A4 και ότι αυτές οι

ομάδες δεν είναι απλές.

ΛΥΣΗ

Για την PSL(2, 2) έχουμε ότι |PSL(2, 2)| = |SL(2, 2)/Z ∩ SL(2, 2)| =

[SL(2, 2) : Z∩SL(2, 2)] = |SL(2,2)|
|Z∩SL(2,2)| . Γνωρίζουμε ότι η Z ∼= F×2

∼= Z×2 =

{1} ∼= {I}. ΄Αρα έχουμε ότι το Z ∩ SL(2, 2) = I και |Z ∩ SL(2, 2)| = 1.
Από την Πρόταση 4.1 παίρνουμε ότι το |SL(2, 2)| =

∏1
k=1(2

3 − 2k) =
23 − 2 = 6, άρα το |PSL(2, 2)| = 6

1
= 6 και το |Σ3| = 3! = 6. ΄Αρα

υπάρχει μία 1-1 και επί αντιστοιχία. Καθώς το Z ∩ SL(2, 2) = I έχουμε

ότι το PSL(2, 2) ∼= SL(2, 2) με την ταυτοτική απεικόνιση. ΄Αρα αρκεί να

δείξουμε ότι η f : SL(2, 2) → Σ3 είναι ομομορφισμός. Γνωρίζουμε ό-

τι SL(2, 2) =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 1
1 0

)
,(

0 1
1 1

)}
. Αν θέσουμε την f να είναι f

[(
1 0
0 1

)]
= 1, f

[(
1 1
0 1

)]
=

(12), f

[(
1 0
1 1

)]
= (13), f

[(
0 1
1 0

)]
= (23), f

[(
1 1
1 0

)]
=

(123) και f

[(
0 1
1 1

)]
= (132) παρατηρούμε ότι η f είναι ομομορφι-

σμός. ΄Αρα έχουμε ότι η PSL(2, 2) ∼= Σ3 όπως θέλαμε. Αντίστοιχα

για την PSL(2, 3) έχουμε ότι |PSL(2, 3) = [SL(2, 3) : Z ∩ SL(2, 3)].
Για το Z έχουμε ότι Z ∼= F×3

∼= Z×3 = {1, 2} άρα το Z ∩ SL(2, 3) ={(
1 0
0 1

)
,

(
2 0
0 2

)}
και άρα |Z ∩SL(2, 3)| = 2. Πάλι από την Πρό-

ταση 4.1 έχουμε ότι |SL(2, 3)| =
∏1

k=1(3
3 − 3k) = 33 − 3 = 24. ΄Αρα η

|PSL(2, 3)| = 12 και η |A4| = 4!
2

= 12. Ως εκ τούτου υπάρχει μία 1-1 και

επί αντιστοιχία. Αρκεί τώρα να δείξουμε ότι η g : PSL(2, 3)→ A4 είναι ο-

μομορφισμός. ΄Εχουμε ότι η SL(2, 3) =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,(

1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 1

)
,

(
2 0
0 2

)
,

(
2 1
0 2

)
,

(
2 0
1 2

)
,

(
2 2
0 2

)
,

(
2 0
2 2

)
,(

2 1
1 1

)
,

(
1 1
1 2

)
,

(
2 2
2 1

)
,

(
1 2
2 2

)
,

(
0 1
2 0

)
,

(
0 2
1 0

)
,

(
1 1
2 0

)
,(

0 1
2 1

)
,

(
2 1
2 0

)
,

(
0 1
2 2

)
,

(
1 2
1 0

)
,

(
0 2
1 1

)
,

(
0 2
1 2

)
,

(
2 2
1 0

)}
.
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΄Αρα παρατηρούμε ότι η PSL(2, 3) = {sZ0|s ∈ SL(2, 3)} με Z0 =
Z ∩ SL(2, 3) άρα είναι μία ομάδα που αποτελείται από δισύνολα, δη-

λαδή απότελείται από τα σύνολα του τύπου {s,−s}. Αν επιλέξουμε

ως αντιπρόσωπο του κάθε δισυνόλου το στοιχείο s

(
1 0
0 1

)
τότε η

PSL(2, 3) =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 1

)
,(

2 1
1 1

)
,

(
1 1
1 2

)
,

(
1 1
2 0

)
,

(
0 1
2 1

)
,

(
1 2
1 0

)
,

(
0 2
1 1

)
,

(
1 1
2 0

)}
.

Αν θέσουμε τώρα την g να είναι g

[(
1 0
0 1

)]
= 1, g

[(
1 1
0 1

)]
=

(123), g

[(
1 2
0 1

)]
= (132), g

[(
1 0
1 1

)]
= (143), g

[(
1 0
2 1

)]
=

(134), g

[(
1 1
1 2

)]
= (12)(34), g

[(
1 1
2 0

)]
= (124),g

[(
0 2
1 1

)]
=

(142), g

[(
1 2
1 0

)]
= (243), g

[(
0 1
2 1

)]
= (234), g

[(
2 1
1 1

)]
=

(14)(23) και g

[(
1 1
2 0

)]
= (13)(24) βλέπουμε ότι είναι ομομορφισμός.

΄Αρα έχουμε ότι η PSL(2, 3) ∼= A4. Για την PSL(2, 2) βλέπουμε ότι το

n = 2 και το |F | = 2, και για την PSL(2, 3) ότι το n = 2 και το |F | = 3.
Από το Θεώρημα 4.11 έχουμε ότι αυτές οι ομάδες δεν είναι απλές.

3. Να δείξετε η PSL(2, 4) ∼= A5.

ΛΥΣΗ

Για την PSL(2, 4) έχουμε ότι |PSL(2, 4)| = [SL(2, 4) : Z∩SL(2, 4)]. Το

Z ∼= F×4 = {1, a, a2} με aa = a2 και aa2 = 1 άρα ο μόνος βαθμωτός πίνα-

κας με ορίζουσα ίση με 1 είναι ο Ι. Οπότε έχουμε ότι |Z ∩ SL(2, 4)| = 1
και έτσι έχουμε ότι η PSL(2, 4) ∼= SL(2, 4) μέσω της ταυτοτικής α-

πεικόνισης. Γνωρίζουμε ότι η SL(2, 4) ≤ GL(2, 4), άρα υπάρχει μονο-

μορφισμός μέσω μιας f η οποία είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Από την

΄Ασκηση 2.3 έχουμε ότι η g : GL(2, 4) → GL(4, 2) είναι μονομορφι-

σμός και από την ΄Ασκηση 2.5 έχουμε ότι η h : GL(4, 2) → A8 είναι

ισομορφισμός. Τώρα έχουμε ότι η A5 ≤ A8. Μέσω μιας ταυτοτικής απει-

κόνισης φ έχουμε ότι η φ : A5 → A8 είναι μονομορφισμός. ΄Αρα η έστω η

F : PSL(2, 4)→ A5 με F = f ◦ g ◦ h ◦ φ−1 είναι ομομορφισμός. Τέλος,

έχουμε ότι η |PSL(2, 4)| = |SL(2, 4)| =
∏1

k=1(4
3 − 4k) = 43 − 4 = 60
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και επήσης έχουμε ότι |A5| = 5!
2

= 60. Ως εκ τούτου υπάρχει μια 1-1 και

επί αντιστοιχία και έτσι η PSL(2, 4) ∼= A5 όπως θέλαμε.

4. ΄Εστω G = GL(n, F ). ΄Εστω B να είναι η συνήθη υποομάδα Borel
της G, έστω N να έιναι η υποομάδα του G μονόνιμων πινάκων και έ-

στω T = B ∩ N να είναι η υποομάδα των διαγώνιων πινάκων. ΄Ε-

στω B0 = B ∩ SL(n, F ), έστω N0 = N ∩ SL(n, F ) και έστω T0 =
T ∩ SL(n, F ) = B0 ∩N0. Δείξτε ότι το B0 και το N0 σχηματίζουν ένα

BN -ζευγάρι του SL(n, F ), με την αντίστοιχη Weyl ομάδα W0 = N0/T0
να είναι ισόμορφη με την Σn.

ΛΥΣΗ

• Αρχικά θα δείξουμε ότι η S παράγεται από τα B0 και N0. ΄Εχουμε

από το Θεώρημα Διάσπασης Bruhat ότι η G = BWB, άρα αντί-

στοιχα η SL(n, F ) = B0W0B0. Για το W0 έχουμε ότι W0 = N0/T0,
όμως το T0 = B0 ∩ N0, άρα το W0 = N0/N0 ∩ B0, οπότε το W0

περιέχει πίνακες τις μορφής W0 = {n(B0 ∩ N0)|n ∈ N0}. Κατά

συνέπεια η SL(n, F ) παράγεται από το B0 και το N0.

• Δείχνουμε ότι το T0 είναι κανονική υποομάδα της N0. ΄Αρα πρέπει

να ισχύει ότι το ntn−1 ∈ T0 με n ∈ N0 και t ∈ T0. Γνωρίζουμε

ότι το N0 = NSL(n,F )(T0) καθώς το N = NG(T ) άρα έχουμε ότι

ntn−1 = nn−1t = t ∈ T0. ΄Αρα το T0 είναι κανονική υποομάδα του

N0.

• ΄Εχουμε ότι το W =< S >, όπου S = {(12), (23), ..., (n − 1n)},
όμως έχουμε ότι το W0 είναι υποομάδα του W άρα κατά συνέπεια

το W0 =< S > καθώς το W0
∼= Σn. Τώρα αν w′ ∈ N0 τέτοιο ώστε

το w′T0 = w τότε έχουμε:

– Θα δείξουμε ότι s′B0w
′ ⊆ B0w

′B0 ∪ B0s
′w′B0. Αν το s′ = I

τότε έχουμε ότι B0w
′ ⊆ B0w

′B0. Αν s′ 6= I τότε έχουμε ότι

το s′B0w
′ = B0s

′T0w
′
καθώς για να ισχύει ότι s′B0 = B0s

′

πρέπει να έχουμε bii = bjj για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n και για κάθε

b ∈ B0, οπότε επιλέγουμε ένα t ∈ T0 τέτοιο ώστε tb = b′ έτσι
ώστε να ισχύουν τα πάραπάνω για το b′. ΄Αρα έχουμε s′B0w

′ =
B0s

′T0w
′B0 = B0s

′T0w
′T0B0 = B0s

′T0wB0 = B0s
′w′B0. ΄Αρα

έχουμε ότι s′B0w
′ ⊆ B0w

′B0 ∪B0s
′w′B0.

– Τέλος, θα δείξουμε ότι το s′B0s
′ * B0. Αρκεί να δείξουμε ότι

το s′bs′ /∈ B0 για κανένα b ∈ B0. ΄Εχουμε ότι τι (i, i)-στοιχείο
του s′b = x είναι

∑n
k=1 sikbki = si1b1i+ ...+sijbji+ ...+sinbni =
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sijbji 6= 0 για sij 6= 0 και j ≤ i. Για το (i, j)-στοιχείο του s′bs′

έχουμε ότι
∑n

k=1 xikskj = xi1si1 + ... + xiisij + ... + xinsnj =
xiisij = sijbjisij = yij 6= 0 για j ≤ i άρα s′bs′ /∈ B0 και άρα

s′B0s
′ * B0.

΄Αρα το B0N0-ζευγάρι του SL(n, F ), τάξης |S|.
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