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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Ιστορία του προβλήµατος

Το 3x + 1 πρόβληµα, είναι γνωστό και σαν Πρόβληµα του Collatz, Πρόβλη-

µα των Συρακουσών, πρόβληµα του Kakutani, Αλγόριθµος του Hasse και

Πρόβληµα του Ulam και αφορά την συµπεριφορά των επαναλήψεων της

συνάρτησης η οποία στέλνει τους περιττούς ακεραίους n στο 3n + 1 και τους

άρτιους ακεραίους n στο n
2
. Η 3x + 1 εικασία ή όπως ϑα την λέµε στο εξής

Εικασία του Collatz ισχυρίζεται ότι ξεκινώντας από οποιονδήποτε ακέραιο n,

ύστερα από συνεχείς επαναλήψεις αυτής της συνάρτησης τελικά ϑα καταλήξ-

ουµε στην τιµή 1.

Η Εικασία του Collatz είναι εύκολο να διατυπωθεί και πολύ δύσκολο

να λυθεί. Ως προς αυτό µοιάζει µε άλλα επαναληπτικά προβλήµατα, γι-

α παράδειγµα αυτό των υποπολλαπλάσιων ακολουθιών (ϐλέπε Guy [36],

Πρόβληµα B6) και τις διάσηµες διοφαντικές εξισώσεις όπως το «Τελευταίο

Θεώρηµα του Fermat». Ο Paul Erdös σχολίασε όσον αφορά την δυσκολία

του 3x+1 προβλήµατος : «Τα Μαθηµατικά δεν είναι ακόµη έτοιµα για τέτοια

προβλήµατα». Παρά αυτή την µάλλον αποκαρδιωτική δήλωση, η µελέτη του

3x + 1 προβλήµατος δεν στερείται ενδιαφέροντος και έχει δώσει κάποια εν-

διαφέροντα αποτελέσµατα. ΄Εχει στενή σχέση µε την διοφαντική προσέγγιση

του log2 3 καθώς και την κατανοµή (mod 1) της ακολουθίας

{

(

3

2

)k

: k = 1, 2, . . .

}

,

µε ερωτήµατα από την εργοδική ϑεωρία στους δυαδικούς Z2 καθώς και µε
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τη Θεωρία Πολυπλοκότητας· µια γενίκευση του προβλήµατος 3x + 1 έχει

αποδειχτεί ότι δεν είναι υπολογιστικά επιλύσιµη.

Lothar Collatz

Η ακριβής προέλευση του προβλήµατος 3x+1 δεν είναι ξεκάθαρη, καθώς

έχει ακουστεί από πολλές και διαφορετικές µεριές. Το πιο πιθανό είναι να

οφείλεται στον Lothar Collatz καθηγητή στο Πανεπιστηµίου του Αµβούργου.

Ο Lothar Collatz τη δεκαετία του ′30, όντας ακόµα ϕοιτητής, παρακινούµενος

από τις διαλέξεις των Edmund Landau, Oskar Perron και Issai Schur ενδι-

αφέρθηκε για τις αριθµοθεωρητικές συναρτήσεις. Το παράλληλο ενδιαφέρον

του για την ϑεωρία γραφηµάτων τον οδήγησε στην ιδέα να απεικονίσει τέ-

τοιες αριθµοθεωρητικές συναρτήσεις σαν γραφήµατα και ερωτήµατα σχετικά

µε τη δοµή τέτοιων γραφηµάτων είναι συνδεδεµένα µε την συµπεριφορά των

επαναλήψεων τέτοιων συναρτήσεων [25].

Στις σηµειώσεις του µε ηµεροµηνία 1η Ιουλίου 1932, ϑεωρεί τη συνάρτηση

g(n) =























2
3
n , αν n ≡ 0 (mod 3)

4
3
n − 1

3
, αν n ≡ 1 (mod 3)

4
3
n + 1

3
, αν n ≡ 2 (mod 3)
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η οποία δίνει την µετάθεση P των ϕυσικών αριθµών

P =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

1 3 2 5 7 4 9 11 6 . . .

)

.

Ο Collatz ενδιαφέρθηκε να µελετήσει τους κύκλους αυτής της µετάθεσης

και ειδικότερα αν ο κύκλος αυτής της µετάθεσης που περιέχει το 8 είναι

πεπερασµένος ή όχι, αν δηλαδή οι επαναλήψεις g(k)(8), k = 1, 2, . . . είναι

άπειρο σύνολο ή όχι [24]. Θα καλούµε την µελέτη του g(n) σαν «αρχικό

πρόβληµα του Collatz». Αν και ο Collatz ποτέ δεν δηµοσίευσε κανένα από

τα προβλήµατα επανάληψης, τα κυκλοφόρησε στο διεθνές συνέδριο Μαθη-

µατικών το 1950 στο Cambgidge της Μασαχουσέτης ([9],[47],[62]). Οι πρώτες

αναφορές σε τέτοιου είδους προβλήµατα εµφανίζονται κατά τη δεκαετία του

1950 και σχετίζονται µε το αρχικό πρόβληµα του Collatz. Σηµειώνουµε ότι

και το ερώτηµα αυτό σχετικά µε τη συµπεριφορά της g(k)(8), k = 1, 2, . . .
παραµένει ανοικτό. Ο κύκλος που ανήκει το 8 πιστεύεται ότι είναι άπειρος.

Οποιαδήποτε κι αν είναι η ακριβής προέλευσή του, το 3x + 1 πρόβληµα

ήταν αναµφίβολα γνωστό στην Μαθηµατική κοινότητα κατά την δεκαετία του
′50. Ανακαλύφθηκε το 1952 από τον B. Thwaites [72].

Σχήµα 1.Χειρόγραφο του Collatz µε υπολογισµούς στο 3x + 1 πρόβληµα.

Εµφανίζεται ο κύκλος του 27.
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Κατά την διάρκεια της Ϲωής του το 3x + 1 πρόβληµα έχει ϐαφτιστεί µε µι-

α ποικιλία ονοµάτων. Ο H. Hasse, έδειξε ενδιαφέρον στο 3x + 1 πρόβλη-

µα και συζήτησε γενικεύσεις του µε πολλούς ανθρώπους µε αποτέλεσµα να

πάρει το όνοµα « αλγόριθµος του Hasse » [40]. Το όνοµα «πρόβληµα των

Συρακουσών» προτάθηκε από τον Hasse κατά την διάρκεια µιας επίσκεψής

του στο Πανεπιστήµιο «Συρακούσες» την δεκαετία του ′50. Γύρω στο 1960
ο Kakutani άκουσε το πρόβληµα, του κίνησε το ενδιαφέρον και το µετέδ-

ωσε σε κάποιους ανθρώπους. ΄Οπως αναφέρει ο ίδιος «Για περίπου ένα µήνα

όλοι στο Yale δούλεψαν πάνω σ’ αυτό χωρίς κανένα αποτέλεσµα. Παρόµοιο

ϕαινόµενο παρατηρήθηκε και όταν το ανέφερα στο Πανεπιστήµιο του Chica­

go. Ειπώθηκε επίσης σαν αστείο ότι αυτό το πρόβληµα ήταν µια συνωµοσί-

α για να καθυστερήσει την Μαθηµατική έρευνα στην Αµερική [45].» ΄Ετσι

απέκτησε το όνοµα «πρόβληµα του Kakutani». Ο S. Ulam επίσης άκουσε το

πρόβληµα και το διέδωσε στο Los Alamos και αλλού, και έτσι σε κάποιους

κύκλους το πρόβληµα ήταν γνωστό σαν «πρόβληµα του Ulam» ([13],[72]).

Τα τελευταία δέκα χρόνια το 3x + 1 πρόβληµα έχει εγκαταλείψει την «υπ-

όγεια »ύπαρξή και εµφανίζεται µε διάφορες µορφές σε ϐιβλία και περιοδικά,

κάποιες ϕορές χωρίς απόδειξη σαν ένα άλυτο πρόβληµα. Βραβεία έχουν

προσφερθεί για την λύση του : $50 από το H. S. M. Coxeter το 1970, αργότερ-

α $500 από τον Paul Erdös, και πιο πρόσφατα £1000 από τον B. Thwaites

[72].

Πάνω από είκοσι άρθρα αναφέρονται στο 3x + 1 πρόβληµα και σχετικά

προβλήµατα.



Κεφάλαιο 2

Το Πρόβληµα

2.1 Το 3x + 1 πρόβληµα

Τα γνωστά αποτελέσµατα στο 3x + 1 πρόβληµα διατυπώνονται συνήθως σε

σχέση µε τη συνάρτηση T : N → N που ορίζεται ως εξής :

(2.1) T (n) =











3n+1
2

, αν n ≡ 1 (mod 2)

n
2

, αν n ≡ 0 (mod 2)

΄Ενας τρόπος να σκεφτεί κανείς το 3x + 1 πρόβληµα είναι ένα άπειρο κα-

τευθυνόµενο γράφηµα του οποίου οι κορυφές είναι οι ϑετικοί ακέραιοι και

ακµές τα Ϲευγάρια (n, T (n)). Θα καλούµε αυτό το γράφηµα, το γράφηµα του

Collatz [25]. ΄Ενα µέρος από το γράφηµα του L. Collatz ϕαίνεται στο σχήµα 2.

Ορισµός 2.1.1. ΄Ενα κατευθυνόµενο γράφηµα λέγεται ότι είναι ασθενώς

συνεκτικό (weakly connected) όταν είναι συνεκτικό αν ϑεωρηθεί σαν µη-κατευθυνόµενο

γράφηµα, δηλαδή για κάθε δύο κορυφές, υπάρχει µονοπάτι από πλευρές που

τις ενώνει, αγνοώντας τις κατευθύνσεις των πλευρών.
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Σχήµα 2. Το γράφηµα του Collatz.

Η εικασία του 3x + 1 προβλήµατος µπορεί να διατυπωθεί σε σχέση µε το

γράφηµα του Collatz όπως παρακάτω.

Το 3x + 1-πρόβληµα (Πρώτη µορφή) :

Το γράφηµα του Collatz του T (n) στους ϑετικούς ακέραιους

είναι ασθενές συνεκτικό.

Ορισµός 2.1.2. Τροχιά ( trajectory) του n ονοµάζουµε την ακολουθία των

επαναλήψεων (n, T (n), T 2(n), T 3(n), . . .).

Υπάρχουν τρεις πιθανές συµπεριφορές για τέτοιες τροχιές όταν n > 0.

(i) Συγκλίνουσα τροχιά : Υπάρχει κάποιο k ∈ N ώστε

T (k)(n) = 1.
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(ii) Μη–τετριµµένη κυκλική τροχιά : Η ακολουθία T (k)(n) τελικά γίνεται

περιοδική και T (k)(n) 6= 1,∀k ≥ 1.

(iii) Αποκλίνουσα τροχιά :

lim
k→∞

T (k)(n) = ∞.

Η εικασία του προβλήµατος 3x + 1 ισχυρίζεται ότι όλες οι τροχιές των

ϑετικών n είναι συγκλίνουσες. Προφανώς, αν n > 1 το T (k)(n) = 1 δεν

µπορεί να συµβεί αν δεν συµβεί πρώτα T (k′)(n) < n για κάποιο k′ ≤ k.

Ορισµός 2.1.3. Τον ελάχιστο ϑετικό k για τον οποίο έχουµε T (k)(n) < n
ϑα τον ονοµάζουµε χρόνο τερµατισµού (stopping time) σ(n) και ϑα λέµε ότι

σ(n) = ∞ αν τέτοιο k δεν υπάρχει.

σ(n) =







min{k : T (k)(n) < n} , αν ένα τέτοιο k υπάρχει

∞ , αν ένα τέτοιο k δεν υπάρχει

Το 3x + 1-πρόβληµα (∆εύτερη µορφή) :

Για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 υπάρχει ϕυσικός k ώστε

T (k)(n) < n.

Ορισµός 2.1.4. Τον ελάχιστο ϑετικό k για τον οποίο έχουµε T (k)(n) = 1 ϑα

τον ονοµάζουµε ολικό χρόνο τερµατισµού ( total stopping time) σ∞(n) και ϑα

λέµε ότι σ∞(n) = ∞ αν τέτοιο k δεν υπάρχει.

Μια ενδιαφέρουσα πλευρά του προβλήµατος 3x + 1 είναι η ακανόνιστη

συµπεριφορά διαδοχικών επαναλήψεων T (k)(n). Κάποιος µπορεί να εκτιµή-

σει αυτή την συµπεριφορά χρησιµοποιώντας είτε τον χρόνο τερµατισµού σ(n),
είτε τον ολικό χρόνο τερµατισµού σ∞(n), είτε τον επεκτατικό παράγοντα s(n),
τον οποίο ορίζουµε ως εξής :

Ορισµός 2.1.5.

s(n) =
supk≥0 T (k)(n)

n
,

αν το n έχει ϕραγµένη τροχιά και s(n) = ∞ αν το n έχει αποκλίνουσα τροχιά.
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27 → 41 → 62 → 31 → 47 → 71 → 107 → 161 → 242 → 121 → 182 →
91 → 137 → 206 → 103 → 155 → 233 → 350 → 175 → 263 → 395 → 593 →

890 → 445 → 668 → 334 → 167 → 251 → 377 → 566 → 283 → 425 →
638 → 319 → 479 → 719 → 1079 → 1619 → 2429 → 3644 → 1822 → 911 →

1367 → 2051 → 3077 → 4616 → 2308 → 1154 → 577 → 866 → 433 →
650 → 325 → 488 → 244 → 122 → 61 → 92 → 46 → 23 → 35 → 53 →

80 → 40 → 20 → 10 → 5 → 8 → 4 → 2 → 1
Σχήµα 3. Ο κύκλος του 27 .

Για παράδειγµα το n = 27 απαιτεί 70 επαναλήψεις για να πάρει την τιµή 1
(Σχήµα 2), όπου η µεγαλύτερη τιµή που παίρνει το T (k)(27) είναι 4616 άρα

s(27) =
supk≥0 T (k)(27)

27
=

4616

27
≈ 171.

Στον πίνακα 1 ϕαίνονται αποτελέσµατα για επιλεγµένες τιµές του n.

n σ(n) σ∞(n) s(n)
1 ∞ 2 2

7 7 11 3.7

27 59 70 171

250 − 1 143 383 6.37 × 108

250 1 50 1

250 + 1 2 223 1.5

2500 − 1 1828 4331 1.11 × 1088

2500 + 1 2 2204 1.50

Πίνακας 1.Συµπεριφορά των επαναλήψεων T (k)(n).

Η εικασία του προβλήµατος 3x + 1 έχει αριθµητικά ελεγχθεί για ένα µεγάλο

εύρος τιµών του n. ΄Ενα ενδιαφέρον πρόβληµα είναι ϐρεθούν αποδοτικοί

αλγόριθµοι ώστε να υπολογίζονται οι τιµές σε έναν υπολογιστή. Το τρέχον

ϱεκόρ για επαληθεύσεις της εικασίας του προβλήµατος 3x + 1 το κατέχει ο

Nabuo Yoneda από το Πανεπιστήµιο του Τόκιο, ο οποίος έχει υπολογίσει

όλες τις τιµές για όλα τα n < 240 ≈ 1.2 × 1012 [2].
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2.2 Συµπεριφορά της σ(n)

Ο Riho Terras παρατήρησε ότι αν και η συµπεριφορά της συνάρτησης ολικού

χρόνου τερµατισµού σ∞(n) είναι δύσκολο να αναλυθεί, µπορούµε να πούµε

αρκετά σχετικά µε την συνάρτηση σ(n) του χρόνου τερµατισµού. Ας δώσουµε

πρώτα κάποιους γενικούς ορισµούς.

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω A να είναι ένα υποσύνολο του N. Η ανώτερη α-

συµπτωτική πυκνότητα του A ορίζεται να είναι ο αριθµός

D∗(A) = lim sup
N→∞

|S ∩ [1, N ]|

N
.

Η κατώτερη ασυµπτωτική πυκνότητα του A ορίζεται να είναι ο αριθµός

D∗(A) = lim inf
N→∞

|S ∩ [1, N ]|

N
.

Αν

D∗(A) = D∗(A) = D(A) = lim
N→∞

|A ∩ [1, N ]|

N
ϑα λέµε ότι το A έχει ασυµπτωτική πυκνότητα D(A).

Με Ak συµβολίζουµε το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών n > 1 που

έχουν χρόνο τερµατισµού σ(n) ≤ k και A =
⋃∞

k=1 Ak το σύνολο όλων των

ϕυσικών αριθµών µε πεπερασµένο χρόνο τερµατισµού. Η εικασία του Collatz

είναι ισοδύναµη µε το γεγονός να συµβαίνει A = N \ {0, 1}. Αν και η εικασία

παραµένει ανοικτή, ο R. Terras έδειξε ότι το σύνολο A είναι «µεγάλο» µε την

έννοια ότι έχει ασυµπτωτική πυκνότητα ίση µε 1. Με άλλα λόγια, όλοι σχεδόν

οι ϑετικοί ακέραιοι έχουν πεπερασµένο χρόνο τερµατισµού. Συγκεκριµένα

απέδειξε το παρακάτω ϑεώρηµα ([67],[68]), το οποίο ανακαλύφτηκε ανεξάρτη-

τα και από τον C. J. Everett [31].

Θεώρηµα 2.2.2. Το σύνολο των ακεραίων Ak = {n : σ(n) ≤ k} έχει οριακή

ασυµπτωτική πυκνότητα D(Ak), δηλαδή το όριο

D(Ak) = lim
N→∞

|{n ∈ N : 1 ≤ n ≤ N και σ(n) ≤ k}|

N

υπάρχει. Επιπλέον,

D

(

∞
⋃

k=1

Ak

)

= lim
k→∞

D(Ak) = 1

δηλαδή όλοι σχεδόν οι ακέραιοι έχουν πεπερασµένο χρόνο τερµατισµού.
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Η απόδειξη του Terras ϐασίζεται σε µια προσεκτική µελέτη των ιδιοτήτων

της συνάρτησης σ. ∆οσµένου ενός ακεραίου n, ορίζουµε µια ακολουθία

(xi(n))∞i=0 από 0 και 1 ως εξής :

(2.2) T (i)(n) ≡ xi(n) (mod 2), 0 ≤ i < ∞,

όπου T 0(n) = n. Με άλλα λόγια,

(2.3) xi(n) =











0, αν T (i)(n) είναι άρτιος

1, αν T (i)(n) είναι περιττός

Τα αποτελέσµατα των k πρώτων επαναλήψεων της συνάρτησης T περι-

γράφονται έπ’ ακριβώς από το παρακάτω δυαδικό διάνυσµα και τον αριθµό

n

(2.4) vk(n) = (x0(n), . . . , xk−1(n)).

Πράγµατι, ας ϑέσουµε

(2.5) T (k)(n) = λk(n)n + ρk(n).

Φανερά

λ0 = 1, ρ0 = 0.

Αν xk(n) = 0 τότε

T (k+1)(n) =
T (k)(n)

2
=

1

2
λk(n)n+

1

2
ρk(n) =

(

3xk

2
λk(n)

)

n+

(

3xk

2
ρk(n) +

xk

2

)

.

Αν xk(n) = 0 τότε

T (k+1)(n) =
3T (k)(n)

2
+

1

2
=

3

2
λk(n)n +

(

3

2
ρk(n) +

1

2

)

=

(

3xk

2
λk(n)

)

n +

(

3xk

2
ρk(n) +

xk

2

)

.

Συνεπώς οι ακολουθίες (λk)k και (ρk)k ικανοποιούν τους αναδροµικούς τύπους

λ0 = 1, λk+1 =
3xk

2
λk(n)(2.6)

ρ0 = 0, ρk+1 =
3xk

2
ρk(n) +

xk

2
.(2.7)
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απ’ όπου ϑα έχουµε τελικά

λk(n) =
3x0(n)+...+xk−1(n)

2k
(2.8)

ρk(n) =
k−1
∑

i=0

xi(n)
3xi+1(n)+...+xk−1(n)

2k−i
.(2.9)

Να σηµειώσουµε ότι στις εξισώσεις (2.8) και (2.9), τα λk και ρk είναι

πλήρως καθορισµένα από το δυαδικό διάνυσµα v = vk(n) που δίνεται στη-

ν (2.4). Μερικές ϕορές ϑα το δείχνουµε γράφοντας λk(v), ρk(v), (αντί για

λk(n), ρk(n) ).

Η σχέση (2.5), δείχνει ότι απαραίτητη προϋπόθεση για να έχουµε T (k)(n) <
n είναι

(2.10) λk(n) < 1,

αφού το ρk(n) ≥ 0.

Ο παρακάτω ορισµός οφείλεται στον Riho Terras [67].

Ορισµός 2.2.3. Ονοµάζουµε συντελεστικό χρόνο τερµατισµού (coefficient

stoping time) ω(n) τη µικρότερη τιµή του k για την οποία ισχύει η (2.10) και

ω(n) = +∞, αν τέτοιο k δεν υπάρχει.

Είναι άµεσο ότι

(2.11) ω(n) ≤ σ(n).

Η συνάρτηση ω(n) παίζει σηµαντικό ϱόλο στην ανάλυση της συµπερι-

ϕοράς της συνάρτησης χρόνου τερµατισµού σ(n), ( ϐλέπε Θεώρηµα 2.2.6 ).
Η σχέση (2.2) εκφράζει το δυαδικό διάνυσµα v = vk(n) σαν συνάρτηση του

n. Η ιδέα του Terras ήταν να αντιστρέψει την σειρά και να εκφράσει το n σαν

συνάρτηση του v.

Θεώρηµα 2.2.4. Η συνάρτηση Qk : Z → Z/2kZ που ορίζεται από την

Qk(n) =
k−1
∑

i=0

xi(n)2i

είναι περιοδική µε περίοδο 2k. Η παραγόµενη συνάρτηση Q̄k : Z/2kZ → Z/2kZ

είναι µία µετάθεση και ο ϐαθµός1 της είναι δύναµη του 2.

1το µήκος του µεγαλύτερου κύκλου της µετάθεσης
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Απόδειξη. Το ϑεώρηµα αποδεικνύεται µε επαγωγή στο k, χρησιµοποιώντας

τις επαγωγικές υποθέσεις :

i. xi(n) είναι περιοδική µε περίοδο 2i+1 για 0 ≤ i ≤ k − 1. Στην πραγ-

µατικότητα

(2.12) xi(n + 2i) ≡ xi(n) + 1 (mod 2), για 0 ≤ i ≤ k − 1 .

ii. Qk(n) είναι περιοδική µε περίοδο 2k.

iii. λk(n) και ρk(n) είναι περιοδικές µε περίοδο 2k.

iv. Q̄k είναι µία µετάθεση της οποίας ο ϐαθµός διαιρεί το 2k. Επίσης

(2.13) Q̄k(n + 2k−1) ≡ Q̄k(n) + 2k−1 (mod 2k) .

Παραλείπουµε τις λεπτοµέρειες.

Η κυκλική δοµή και ο ϐαθµός των πρώτων επαναλήψεων της Q̄k δίνον-

ται στον πίνακα 2 ( Παραλείπονται οι µονοί κύκλοι. ). Είναι ενδιαφέρον

να παρατηρήσουµε ότι ο ϐαθµός της µετάθεσης Q̄k δείχνει να είναι πολύ

µικρότερος από το άνω όριο 2k που αποδείχθηκε στο Θεώρηµα 2.2.4.

k Q̄k Βαθµός

1 Ταυτοτικό 1

2 Ταυτοτικό 1

3 (1, 5) 2

4 (1, 5)(2, 10)(9, 13) 2

5 (1, 21)(2, 10)(4, 20)(5, 17)(7, 23)(9, 29, 25, 13)(18, 26) 4

6 (1, 21)(2, 42)(3, 35)(4, 20)(5, 17, 37, 49)

(7, 23)(8, 40)(9, 29, 25, 13)(10, 34)

(18, 58, 50, 26)(19, 51)(27, 59)(33, 53)

(36, 52)(29, 55)(41, 61, 57, 45) 4

Πίνακας 2.Κυκλική δοµή και ϐαθµός της µετάθεσης Q̄k.
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Το Θεώρηµα 2.2.4 µας επιτρέπει να συνδέσουµε µε κάθε διάνυσµα

v = (υ0, . . . , υk−1) ∈ (Z/2Z)k

µήκους k µια µοναδική κλάση ισοδυναµίας S(v) (mod 2k) που δίνεται από

την

S(v) = {n : v = (x0(n), . . . , xk−1(n))} .

Ο ακέραιος

n0(v) ≡ (Q̄k)
−1

(

k−1
∑

i=0

υi2
i

)

(mod 2k)

µε 0 ≤ n0(v) < 2k είναι το ελάχιστο στοιχείο στο S(v) και S(v) είναι η

αριθµητική ακολουθία :

S(v) =
{

n0(v) + 2ki : 0 ≤ i < ∞
}

.

Τώρα ϑα περιγράψουµε την σχέση µεταξύ ενός διανύσµατος v και του

χρόνου τερµατισµού για n ∈ S(v).

Ορισµός 2.2.5. Ορίζουµε ένα διάνυσµα v = (υ0, υ1, . . . , υk−1) µήκους k να

είναι αποδεκτό (admissible) αν :

(i) (υ0 + . . . + υk−1) ln 3 < k ln 2,

(ii) (υ0 + . . . + υi) ln 3 > (i + 1) ln 2, όταν 0 ≤ i ≤ k − 2.

Να παρατηρήσουµε ότι όλα τα αποδεκτά διανύσµατα v µήκους k έχουν

(2.14) υ0 + . . . + υk−1 = [kθ],

όπου θ = ln 2/ ln 3 = (log2 3)−1 ≈ .63093 και [x] σηµαίνει ο µεγαλύτερος

ακέραιος ≤ x.
Το επόµενο Θεώρηµα οφείλεται στον Riho Terras.

Θεώρηµα 2.2.6.

(i) Το σύνολο των ακεραίων µε συντελεστικό χρόνο τερµατισµού k είναι

ακριβώς το σύνολο των ακεραίων µε κλάση ισοδυναµίας n (mod 2k) για

τους οποίους υπάρχει ένα αποδεκτό διάνυσµα v µήκους k µε n = n0(v).
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(ii) Ας είναι n = n0(v) για κάποια διανύσµατα v µήκους k. Αν το v είναι

αποδεκτό, τότε όλοι οι επαρκώς µεγάλοι ακέραιοι που συγκλίνουν στο

n (mod 2k) έχουν χρόνο τερµατισµού k. Αν το v είναι µη–αποδεκτό,

τότε µόνο πεπερασµένοι ακέραιοι που συγκλίνουν στο n (mod 2k) έχουν

χρόνο τερµατισµού k.

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός που κάναµε στο (1) σχετικά µε τον συντελεστικό

χρόνο τερµατισµού προκύπτει από τον ορισµό της αποδεκτότητας, γιατί αυτός

ο ορισµός ισχυρίζεται ότι :

(i) λk(v) < 1,

(ii) λi(v) > 1, για 1 ≤ i ≤ k − 1.

Για να αποδείξουµε το (2), πρώτα να παρατηρήσουµε ότι αν το v είναι

αποδεκτό µήκους k, τότε

T (i)(n) ≥
3υ0+...+υi−1

2i
n ≥ n, για 1 ≤ i ≤ k − 1

και έτσι όλα τα στοιχεία του S(v) έχουν χρόνο τερµατισµού το λιγότερο k.

Τώρα ας ορίσουµε το ǫk > 0, ως

(2.15) ǫk = 1 −
3[kθ]

2k
,

όπου θ = (log2 3)−1
, και να παρατηρήσουµε ότι η (2.14) συνεπάγεται ότι

ǫk = 1 − λk(v) = 1 −
3υ0+...+υk−1

2k

για όλα τα αποδεκτά v. Τώρα για n ∈ S(v) για ένα αποδεκτό v, η (2.5)

µπορεί να ξαναγραφεί σαν

(2.16) T (k)(n) = n + (ρk(v) − ǫkn).

Γι’ αυτό το λόγο όταν το v είναι αποδεκτό, τα n στο S(v) µε

(2.17) n > ǫ−1
k ρk(v)

έχουν χρόνο τερµατισµού k, και ω(n) = σ(n) = k σ’ αυτήν την περίπτωση.

Τώρα ας υποθέσουµε ότι το v είναι µη–αποδεκτό. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις,
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οι οποίες εξαρτούνται στο αν κάποια αρχικά κυκλικά τµήµατα (υ0, . . . , υi) του

v είναι αποδεκτά.

Κανένα αρχικό κυκλικό τµήµα του v δεν είναι αποδεκτό αν και µόνο αν

(2.18) (υ0 + . . . + υi−1) log 3 > i log 2, για 1 ≤ i ≤ k − 1

και όταν η (2.18) ισχύει ϑα λέµε ότι το v είναι πληθωρικό ( inflating). Αν

το v είναι πληθωρικό, λk(v) > 1 έτσι ώστε T (k)(n) ≥ n για κάθε n στο S(v)
από την (2.5), έτσι ώστε κανένα στοιχείο του S(v) να έχει χρόνο τερµατισµού

k ή µικρότερο. Στην άλλη περίπτωση, το v έχει ένα αρχικό κυκλικό τµήµα

w = (υ0, υ1, . . . , υi) µε i < k− 1 το οποίο είναι αποδεκτό. Τώρα S(v) ⊆ S(w)
και όλα τα επαρκώς µεγάλα στοιχεία του S(w) έχουν χρόνο τερµατισµού

i + 1 < k από το επιχείρηµα που µόλις δόθηκε.

Το Θεώρηµα 2.2.6 ισχυρίζεται ότι το σύνολο των ακεραίων Ik µε έναν

δοθέν συντελεστικό χρόνο τερµατισµού k είναι ένα σύνολο από αριθµητικές

ακολουθίες (mod 2k), τα οποία έχουν το άµεσο συµπέρασµα ότι το Ik έχει

την ασυµπτωτική συµπεριφορά

d(Ik) = lim
x→∞

|{n : n ≤ x και n ∈ Ik}|

x

η οποία δίνεται από την

d(Ik) =
|{v : v αποδεκτό και µήκους k}|

2k
.

Επιπλέον το Θεώρηµα 2.2.6 ισχυρίζεται ότι το σύνολο

Sk = {n : n έχει χρόνο τερµατισµού k}

διαφέρει από το Ik σε ένα πεπερασµένο σύνολο, έτσι ώστε το Sk επίσης έχει µία

ασυµπτωτική συµπεριφορά η οποία είναι η ίδια µε αυτή του Ik. Συµπερασ-

µατικά, το Θεώρηµα 2.2.6 συνεπάγεται το πρώτο µέρος του Θεωρήµατος

2.2.2 ,ότι το σύνολο όλων των ακεραίων µε χρόνο τερµατισµού το πολύ k έχει

µία ασυµπτωτική πυκνότητα F (k) που δίνεται από την

(2.19) F (k) =
∑

v αποδεκτό

µήκος (v)≤k

ϐάρος (v),

όπου

ϐάρος (v) = 2−µήκος (v).
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Τώρα η σχέση 2.19 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αποδειχθεί το δεύτερο

µέρος του Θεωρήµατος 2.2.2 , και στην πραγµατικότητα να αποδειχθεί το

ισχυρότερο αποτέλεσµα ότι δηλαδή το F (k) πλησιάζει το 1 µε εκθετικό ϐα-

ϑµό καθώς το k → ∞.

Θεώρηµα 2.2.7. Για όλα τα k ≥ 1,

(2.20) 1 − F (k) = lim
x→∞

|{n : n ≤ x και σ(n) > k}|

x
≤ 2−ηk,

όπου

(2.21) η = 1 − H(θ) ≈ .05004 . . . .

Εδώ H(x) = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x) είναι η συνάρτηση εντροπίας

(entropy function) και θ = (log2 3)−1.

Απόδειξη. Ας είναι C = C1 ∪ C2, όπου

C1 = {v : v είναι αποδεκτό και µήκος (v) ≤ k}

και

C2 = {v : v είναι πληθωρικό και µήκος (v) = k}.

΄Ετσι το C έχει την ιδιότητα ότι για οποιαδήποτε δυαδική λέξη w µήκους

k υπάρχει µοναδικό v ∈ C µε v ένα πρόθεµα του w. Τώρα για οποιοδήποτε

v µε µήκος (v) ≤ k

ϐάρος (v) =
∑

ϐάρος (w),

όπου το άθροισµα αφορά όλα τα w µήκους k για τα οποία το v είναι ένα

πρόθεµα του w. Γι’ αυτό το λόγο

∑

v∈C

ϐάρος (v) =
∑

µήκος (w)=k

ϐάρος (w) = 1.

Από την (2.19) αυτό συνεπάγεται ότι

∑

v∈C2

ϐάρος (v) = 2−k|C2| = 1 − F (k),

όπου το |C2| δηλώνει τον αριθµό των διανυσµάτων στο C2. Το ήδη αποδ-

εδειγµένο πρώτο µέρος του Θεωρήµατος 2.2.2 δείχνει ότι

1 − F (k) = lim
x→∞

|{n : n ≤ x και σ(n) > k}|

x
,
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έτσι ώστε για να αποδείξουµε την (2.20) επαρκεί να ϕράξουµε το |C2| από

πάνω.

Τώρα ο ορισµός (2.18) ενός πληθωρικού διανύσµατος συνεπάγεται ότι

C2 ⊆

{

v :
k−1
∑

i=0

υi > kθ

}

,

έτσι ώστε

(2.22) |C2| ≤
∑

j>kθ

(

k

j

)

.

Το δεξί µέλος της (2.22) είναι µόνο η ουρά της διωνυµικής διανοµής.

Είναι εύκολα επαληθεύσιµο χρησιµοποιώντας την ϕόρµουλα του Stirling ότι

για οποιαδήποτε σταθερά α > 1
2

και για οποιοδήποτε ǫ > 0 το όριο

∑

j>kα

(

k

j

)

≤ k

(

k

[kα]

)

≤ 2(H(α)+ǫ)+k

ισχύει για όλα τα επαρκώς µεγάλα k. Με περισσότερη δουλειά κάποιος µ-

πορεί να αποκοµίσει την πιο ακριβή εκτίµηση (Ash[8],Λήµµα 4.7.2) ότι για

οποιοδήποτε α > 1
2

∑

j>kα

(

k

j

)

≤ 2H(α)k,

η οποία χρησιµοποιήθηκε στην (2.22) συνεπάγεται την (2.20).

Το Θεώρηµα 2.2.7 δεν µπορεί ουσιαστικά να αποδειχθεί, µπορεί να δειχ-

ϑεί ότι για οποιοδήποτε ǫ > 0 έχουµε

|C2| ≥ 2(H(θ)−ǫ)k

για όλα τα επαρκώς µεγάλα k εξαρτώµενα από το ǫ. Γι’ αυτό το λόγο για κάθε

ǫ > 0

1 − F (k) ≥ 2−(η+ǫ)k

ισχύει για όλα τα επαρκώς µεγάλα k που εξαρτώνται από το ǫ.
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2.3 Σχέση µεταξύ συντελεστικού χρόνου τερµατισµού και

χρόνου τερµατισµού.

Το Θεώρηµα 2.2.6 δείχνει ότι γενικά η συνάρτηση συντελεστικού χρόνου τερ-

µατισµού ω(n) και η συνάρτηση χρόνου τερµατισµού σ(n) είναι ίσες : Για

οποιοδήποτε σταθεροποιηµένο k το πολύ ένα πεπερασµένο πλήθος αυτών των

n που έχουν συντελεστικό χρόνο τερµατισµού ω(n) ≤ k έχουν σ(n) 6= ω(n). Ο

Terras [67] και αργότερα ο Garner [34] εικάσανε ότι αυτό ποτέ δεν συµβαίνει.

ΕΙΚΑΣΙΑ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΙΚΟΥ ΧΡΟΝΟΥ ΤΕΡΜΑΤΙΣΜΟΥ.

Για όλα τα n ≥ 2, η συνάρτηση χρόνου τερµατισµού σ(n)
είναι ίση µε την συνάρτηση συντελεστικού χρόνου τερµα-

τισµού ω(n).

Η εικασία του συντελεστικού χρόνου τερµατισµού έχει µια σηµαντική

συνέπια ότι αν είναι αλήθειατο σύνολο των ϑετικών ακεραίων µε χρόνο τερµα-

τισµού k ϑα είναι ακριβώς µία συλλογή από κλάσεις ισοδυναµίας (mod 2k),
όπως περιγράψαµε στο πρώτο µέρος του Θεωρήµατος 2.2.6. Επιπλέον, η

αλήθεια της εικασίας της συνάρτησης συντελεστικού χρόνου τερµατισµού

συνεπάγεται ότι δεν υπάρχουν µη–µηδενικοί κύκλοι.

Για να το δούµε αυτό, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας µη–µηδενικός

κύκλος µε περίοδο k και ας είναι n0 το µικρότερο στοιχείο του, και ας σηµειώ-

σουµε ότι σ(n) = ∞. ΄Ετσι T (i)(n0) > n0 για 1 ≤ i ≤ k − 1 και

(2.23) T (k)(n0) = λk(n0)n0 + ρk(n0) = n0.

Τώρα ρk(n0) 6= 0 αφού το n0 δεν είναι δύναµη του 2, έτσι ώστε η (2.23) να

συνεπάγεται ότι λk(n0) < 1. Γι’ αυτό το λόγο ω(n0) ≤ k, έτσι ώστε ω(n0) 6=
σ(n0).

Το αποτέλεσµα που ακολουθεί δείχνει ότι η εικασία του συντελεστικού

χρόνου τερµατισµού είναι σχεδόν αλήθεια. Θα το χρησιµοποιήσουµε αργότερ-

α για να ϕράξουµε τον αριθµό των στοιχείων που δεν έχουν πεπερασµένο

χρόνο τερµατισµού.

Θεώρηµα 2.3.1. Υπάρχει µία αποτελεσµατικά υπολογίσιµη σταθερά k0, τέτοια

ώστε αν το v είναι αποδεκτό µήκους k ≥ k0, τότε όλα τα στοιχεία του S(v) έχουν

χρόνο τερµατισµού k εκτός πιθανόν από το µικρότερο στοιχείο n0(v) του S.
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Απόδειξη. Τα αποτελέσµατα των A. Baker και N. I. Feldman για τις γραµµικές

µορφές λογαρίθµων αλγεβρικών αριθµών ([10], Θεώρηµα 3.1), συνεπάγεται

ότι υπάρχει µία αποτελεσµατικά υπολογίσιµη απόλυτη σταθερά c0 > 0 τέτοια

ώστε για όλα τα k, l ≥ 1,

|k log 2 − l log 3| ≥ k−c0 .

Συνεπώς υπάρχει µία αποτελεσµατικά υπολογίσιµη απόλυτη σταθερά c1 τέ-

τοια ώστε για k, l ≥ c1 έχουµε

|2k − 3l| ≥
1

2
2kk−c1 ,

και τότε από την (2.15) συνεπάγεται ότι

ǫk ≥ k−c1 .

Αφού το v είναι αποδεκτό, υ0 + . . . + υk−1 ≤ θk, όπου θ = (log2 3)−1
από την

(2.14). ΄Αρα

ρk(v) =
k−1
∑

i=0

υi
3υi+1 + . . . + υk−1

2k−i
≤





[kθ]
∑

i=0

3i

2i+1



+k(1−θ)

(

3

2

)θk

≤ k2(1−θ)k.

Αλλά όλα τα στοιχεία του S(v) εκτός από τα n0(v) που υπερβαίνουν το 2k

και

2k > kc1+12(l−θ)k > ǫ−1
k ρk(v)

για όλα τα επαρκώς µεγάλα k, έτσι το ϑεώρηµα προκύπτει από την (2.17).

2.4 Πόσα στοιχεία δεν έχουν πεπερασµένο σ(n) ;

Τα αποτελέσµατα που δείχθηκαν µέχρι τώρα µπορούν να χρησιµοποιηθούν

για να αποκοµίσουν ένα άνω ϕράγµα για τον αριθµό των στοιχείων που δεν

έχουν πεπερασµένο χρόνο τερµατισµού. Ας είναι

π∗(x) = |{n : n ≤ x και σ(n) < ∞}|.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι το αυστηρότερο γνωστό αποτέλεσµα που αφορά

το µέγεθος του «εξαιρετικού» συνόλου των n µε σ(n) = ∞.
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Θεώρηµα 2.4.1. Υπάρχει µία ϑετική σταθερά c1 τέτοια ώστε

(2.24) |π∗(x) − x| ≤ c1x
1−η,

όπου η ≈ .05004 . . . είναι η σταθερά η οποία ορίστηκε στο Θεώρηµα 2.2.7 .

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι 2k−1 ≤ x ≤ 2k. Τότε

|{n : n ≤ x και σ(n) = ∞}| = |π∗(x) − x| ≤ S1 + S2,

όπου

S1 = |{n ≤ 2k : ω(n) ≥ k + 1}|

και

S2 = |{n ≤ 2k : ω(n) ≤ k και ω(n) 6= σ(n)}|.

Τώρα το Θεώρηµα 2.2.7 δείχνει ότι

(2.25) S1 ≤ c2(2
k)1−η ≤ 2c2x

1−η,

και το Θεώρηµα 2.3.1 δείχνει ότι

S2 ≤ |{v : v αποδεκτό και µήκος (v) ≤ k}| + c3,

όπου c3 = |{n : ω(n) ≤ k0 και ω(n) 6= σ(n)}| είναι µία σταθερά από το

Θεώρηµα 2.2.6 . Τώρα

|{v : v αποδεκτό µήκους (v) = i}| ≤ |{v : υ0 + . . . + υi−1 = [iθ]}|

=

(

i

[iθ]

)

≤ c42
(1−n)i

χρησιµοποιώντας το διωνυµικό ϑεώρηµα και τον τύπο του Stirling. Γι’ αυτό

το λόγο

S2 ≤ c52
(l−η)k + c3 ≤ (2c5 + c3)x

1−η.

Οπότε αυτή η ανισότητα και η (2.25) συνεπάγονται την (2.24) µε c1 = 2c2 +
c3 + 2c5.



2.5 Συµπεριφορα της σ∞(n) · 21

2.5 Συµπεριφορά της σ∞(n)

Πολύ λιγότερα είναι γνωστά για την συνάρτηση ολικού χρόνου τερµατισµού

παρά για την συνάρτηση χρόνου τερµατισµού. ΄Ενα ϕαινόµενο άµεσα αισθητό

από έναν πίνακα ολικού χρόνου τερµατισµού από µικρούς ακεραίους εί-

ναι η εµφάνιση από πολλά Ϲεύγη και τριάδες από ακεραίους που έχουν

τον ίδιο πεπερασµένο ολικό χρόνο τερµατισµού. Για παράδειγµα, έχουµε

ότι σ∞(20) = σ∞(21) = 6, σ∞(12) = σ∞(13) = 7, σ∞(84) = σ∞(85) =
8, σ∞(52) = σ∞(53) = 9 και σ∞(340) = σ∞(341) = 10. Μάλιστα για

µεγαλύτερες τιµές του n, πολλαπλάσιες συνεχόµενες τιµές εµφανίζονται µε

τον ίδιο ολικό χρόνο τερµατισµού. Για παράδειγµα υπάρχουν 17 συνεχόµενες

τιµές του n µε σ∞(n) = 40 για 7083 ≤ n ≤ 7099. ΄Ενα σχετικό ϕαινόµενο

είναι ότι σε µικρές αποστάσεις του n η συνάρτηση σ∞(n) τείνει να παίρνει

µόνο λίγες τιµές (C. W. Dodge [70]). Σαν παράδειγµα οι τιµές της σ∞(n)
για 1000 ≤ n ≤ 1099 δίνονται στον πίνακα 3. Μόνο 19 τιµές για την σ∞(n)
παρατηρούνται για τις οποίες µία συχνότητα αρίθµησης δίνεται στον πίνα-

κα 4. Και τα δύο αυτά ϕαινόµενα έχουν µία απλή εξήγηση· προκαλούν-

ται από ενώσεις τροχιών για διαφορετικά n ύστερα από λίγα ϐήµατα. Για

παράδειγµα οι τροχιές των 8k + 4 και 8k + 5 ενώνονται µετά από τρία ϐή-

µατα, για όλα τα k ≥ 0. Πιο γενικά, ο µεγάλος αριθµός των ενώσεων των

αριθµών n1 και n2 που κλίνουν µαζί σε µέγεθος µπορεί να µεταφρασθεί στον

τετριµµένο κύκλο (1, 2), όπως παρακάτω. Υποθέτουµε ότι τα n1 και n2 έχουν

σ∞(n1) ≡ σ∞(n2) (mod 2), και έστω σ∞(n1) = r1 ≥ σ∞(n2) = r2. Οπότε οι

τροχιές των n1 και n2 ενώνονται µετά από το πολύ r1 − 1 επαναλήψεις, έκτοτε

T (r1−1)(n1) = T (r1−1)(n2) = 2, έκτοτε η τροχιά του n2 συνεχίζει τον κύκ-

λο γύρω από τον τετριµµένο κύκλο. Αν επιπλέον λr1−1(n1) = λr1−1(n2), το

οποίο σχεδόν πάντα συµβαίνει αν τα n1 και n2 είναι περίπου το ίδιο µέγεθος,

τότε οι τροχιές των 2r1−1k + n1, και 2r1−1k + n2 ενώνονται µετά από το πολύ

r1 −1 επαναλήψεις, για k ≥ 0. Ιδιαίτερα, σ∞(2r1−1k +n1) = σ∞(2r1−1k +n2)
ισχύει για k ≥ 1. Σ’ αυτήν την περίπτωση η αρχική ένωση των n1 και n2

έχει παράγει µία άπειρη αριθµητική ακολουθία (mod 2r1−1) από ενώσεις.

Η ϐαθµιαία συσσώρευση από όλες αυτές τις αριθµητικές ακολουθίες από

ενώσεις αριθµών που κλίνουν µαζί σε µέγεθος οδηγεί στα ϕαινόµενα που

παρατηρούνται στους πίνακες 3 και 4.

Αν και η εικασία του προβλήµατος 3x+1 ισχυρίζεται ότι όλοι οι ακέραιοι n
έχουν πεπερασµένο ολικό χρόνο τερµατισµού, τα ισχυρά αποτελέσµατα που

δείχθηκαν µέχρι εδώ, που αφορούν την πυκνότητα του συνόλου των ακεραίων

µε πεπερασµένο ολικό χρόνο τερµατισµού, είναι πολύ πιο αδύναµα.
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1000 1010 1020 1030 1040 1050 1060 1070 1080 1090

−1009 −1019 −1029 −1039 −1049 −1059 −1069 −1079 −1089 −1099
0 72 42 34 80 23 23 80 18 31 31

1 91 42 34 26 80 61 80 107 88 31

2 72 72 42 80 80 53 80 23 31 23

3 29 72 42 99 80 53 50 18 88 23

4 45 26 10 80 23 53 23 18 31 23

5 45 26 26 80 23 107 50 18 31 50

6 45 34 26 80 80 23 23 23 88 61

7 61 99 26 80 80 53 42 23 88 88

8 72 34 80 42 23 23 18 34 15 61

9 72 42 80 42 42 23 18 34 31 23

Πίνακας 3.Τιµές της σ∞(n) για 1000 ≤ n ≤ 1099.

σ∞(n) Συχν. σ∞(n) Συχν. σ∞(n) Συχν. σ∞(n) Συχν.

10 1 29 1 50 3 88 5

15 1 31 7 53 4 91 1

18 6 34 6 61 4 99 2

23 17 42 9 72 6 107 2

26 6 45 3 80 16

Πίνακας 4.Τιµές της σ∞(n) και η συχνότητά τους για 1000 ≤ n ≤ 1099.

Θεώρηµα 2.5.1. (Crandall). ΄Εστω

πtotal(x) = |{n : n ≤ x και σ∞(n) < ∞}|.

Τότε υπάρχει µία ϑετική σταθερά c4 τέτοια ώστε

πtotal(x) > xc4

για όλα τα αρκετά µεγάλα x.
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Υποθέτοντας ότι η εικασία του προβλήµατος 3x+1 είναι αληθής, κάποιος

µπορεί να ϑεωρήσει το πρόβληµα να determining το αναµενόµενο µέγεθος

της συνάρτησης ολικού χρόνου τερµατισµού σ∞(n). Ο Crandall [28] και ο

Shanks [63] οδηγήθηκαν µε πιθανά εφευρετικά επιχειρήµατα ( όπως αυτό

που περιγράφθηκε πριν ) να εικάσουν ότι η µέση σειρά του σ∞(n) ϑα έπρεπε

να είναι µία σταθερά πολλαπλάσια του ln n, πιο συγκεκριµένα, ότι

1

x

X
∑

n=1

σ∞(n) ≈ 2(ln
4

3
)
−1

ln x.

Μία µέτρια ποσότητα από εµπειρική απόδειξη υποστηρίζουν αυτές τις

εικασίες, ϐλέπε [28].

2.6 Υπάρχουν κύκλοι µε µη–µηδενική λύση ;

Μια πρώτη παρατήρηση είναι ότι προκύπτουν άλλοι κύκλοι αν επιτραπούν

και οι αρνητικοί αριθµοί στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης. Υπάρχει ένας

κύκλος µε περίοδο 1 αρχίζοντας από το n = −1, και υπάρχουν κύκλοι µήκ-

ους 3 και 11 αρχίζοντας από το n = −5 και n = −17, αντίστοιχα. Ο Böhm

και ο Sontacchi [13] εικάσανε ότι αυτοί οι κύκλοι µαζί µε τους κύκλους που

αρχίζουν µε n = 0 και n = 1 ϕτιάχνουν ολόκληρο το σύνολο από κύκλους

που εµφανίζονται µετά από την επανάληψη της T (n) εφαρµοσµένη στους

ακεραίους Z. Αρκετοί συγγραφείς έχουν προτείνει την ακόλουθη εικασία

( [13],[28],[41],[67] ).

ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΚΥΚΛΩΝ:

Υπάρχει µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός από ξεχωριστούς

κύκλους για την συνάρτηση T (n)επαναλαµβανόµενη στο

πεδίο ορισµού Z.

Κάποιος µπορεί εύκολα να δείξει ότι για οποιοδήποτε δοθέν µήκος k
υπάρχει µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός από ακεραίους n που είναι περι-

οδικοί µετά από επανάληψη από την T µε περίοδο k, στην πραγµατικότητα

το πολύ 2k τέτοιοι αριθµοί όπως παρατήρησαν ο Böhm και ο Sontacchi [13].
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Για να το δούµε αυτό, αντικαθιστούµε την σχέση (2.5) στην

(2.26) T (k)(n) = n, n ∈ Z

για να πάρουµε την σχέση

(2.27)

(

1 −
3x0+...+xk−1

2k

)

n =
3x0+...+xk−1

2k

k−1
∑

i=0

xi
2i

3x0+...+xi

.

Υπάρχουν µόνο 2k επιλογές για το 0 − 1 διάνυσµα v = (x0, . . . , xk−1),
και για κάθε επιλογή του v η σχέση (2.27) προσδιορίζει µοναδική λογική

λύση n = n(v). Συνεπώς υπάρχουν το πολύ 2k λύσεις για την (2.26). Ο

Böhm και ο Sontacchi επίσης παρατήρησαν ότι αυτό δίνει µία (ανεπαρκής)

πεπερασµένη διαδικασία για να αποφασιστεί αν υπάρχουν κύκλοι από ένα

δοθέν µήκος k όπως παρακάτω : Προσδιορίζουµε τον λογικό αριθµό n(v) για

καθένα από τα 2k διανύσµατα, και για καθένα n(v) το οποίο είναι ακέραιος

επαληθεύουµε αν η (2.26) ισχύει.

Το επιχείρηµα των Böhm και Sontacchi είναι ένα πολύ γενικό επιχείρηµα

που χρησιµοποιείται µόνο µε το γεγονός ότι η αναγκαία συνθήκη (2.27) γι-

α ένα κύκλο έχει µία µοναδική λύση όταν οι τιµές xi είναι σταθερές. Στην

πραγµατικότητα, υποθετικά µπορούν περισσότερα να αποδειχθούν σχετικά

µε την µη–ύπαρξη από µη–µηδενικές κυκλικές τροχιές χρησιµοποιώντας ει-

δικά χαρακτηριστικά της αναγκαίας συνθήκης (2.27). Για παράδειγµα, αρ-

κετοί συγγραφείς έχουν ανεξάρτητα ϐρει µία πολύ πιο αποτελεσµατική υπ-

ολογίσιµη διαδικασία για να αποδείξουν την µη–ύπαρξη από µη–µηδενικές

κυκλικές τροχιές µε περίοδο ≤ k, αυτό απαραίτητα κάνει χρήση της ανισότη-

τας

(1 − λk(v)) n ≤ ρk(v),

που πρέπει να ισχύει για v = (x0, x1, . . . , xk) που ικανοποιούν την (2.27).

Αυτή η προσέγγιση επίσης επιτρέπει σε κάποιον να ελέγξει αν είναι αληθής

η εικασία του συντελεστικού χρόνου τερµατισµού για όλα τα n µε ω(n) ≤ k.

Το ϐασικό αποτέλεσµα είναι όπως ακολουθεί.

Θεώρηµα 2.6.1. (Terras). Για καθένα k υπάρχει ένα πεπερασµένο ϕράγµα

M(k) που δίνεται από την

(2.28) M(k) = max{ǫ−1
i ρi(v) : v αποδεκτό, µήκος (v) = i ≤ k}

τέτοιο ώστε ω(n) ≤ k να συνεπάγεται ότι ω(n) = σ(n) όποτε n ≥ M(k).
Συνεπώς :
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(i) Αν σ(n) < ∞ για όλα τα n ≤ M(k), τότε δεν υπάρχουν µη–µηδενικοί

κύκλοι µήκους ≤ k.

(ii) Αν ω(n) = σ(n) για όλα τα n ≤ M(k), τότε ω(n) ≤ k συνεπάγεται ότι

ω(n) = σ(n).

Απόδειξη. Η ύπαρξη του ϕράγµατος M(k) είναι άµεσο επακόλουθο της (2.17),

και το (2) είναι άµεσο επακόλουθο από αυτό το γεγονός.

Για να αποδείξουµε το (1), υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας µη–µηδενικός

κύκλος µήκους k. Παρατηρούµε αργότερα ότι αν το n0 είναι το µικρότερο

στοιχείο σε έναν απλό περιοδικό µη–µηδενικό κύκλο µήκους ≤ k, τότε

ω(n0) = i ≤ k και σ(n0) = ∞. ΄Ετσι το πρώτο µέρος του ϑεωρήµατος

συνεπάγεται ότι n0 ≤ M(k). Αυτό αντιφάσκει την υπόθεση του (1).

Το Θεώρηµα 2.6.1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δείξουµε την µη–

ύπαρξη µη–µηδενικών κύκλων µε µικρή περίοδο, ϐρίσκοντας άνω ϕράγµατα

για το M(K) και ελέγχοντας ότι η συνθήκη (1) ισχύει. Αυτή η προσέγγιση

έχει γίνει από τους Crandall [28], Garner [34], Schuppar [64] και Terras

[67]. Για την εκτίµηση του M(k), κάποιος µπορεί να δείξει ότι οι ποσότητες

ρi(v) δεν είναι ποτέ µεγάλες, έτσι ώστε το µέγεθος του M(k) είναι ουσιωδώς

καθορισµένο από το πόσο µεγάλο το

ǫ−1
i =

(

1 −
3[iθ]

2i

)−1

µπορεί να γίνει.

Οι χειρότερες περιπτώσεις εµφανίζονται όταν το 3[iθ] είναι µία κοντινή

προσέγγιση στο 2i, δηλαδή όταν i/[iθ] είναι µία καλή λογική προσέγγιση στο

φ = log2 3. Η καλύτερη λογική προσέγγιση στο φ δίνεται από το συγκλίνον

pk/qk του συνεχούς κλάσµατος επέκτασης του

φ = [1; 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, 2, 2, 1, 1, 55, 1, 4, 3 . . .] .

Ο Crandall [28] χρησιµοποιεί γενικές ιδιότητες της συνεχούς κλασµατικής

επέκτασης για να δείξει το παρακάτω ποσοτικό αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.6.2. (Crandall). ΄Εστω n0 το µικρότερο στοιχείο µιας απλής πε-

ϱιοδικής τροχιάς µε περίοδο k. Τότε

(2.29) k >
3

2
min

(

qj,
2n0

qj + qj+1

)

,
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όπου pi/qj είναι οποιαδήποτε σύγκλιση της συνεχούς κλασµατικής επέκτασης

του log2 3 µε j ≥ 4.

Σαν εφαρµογή, χρησιµοποιήστε το ϕράγµα του Yoneda [2] ότι n0 >
240 και διαλέξτε j = 13 στην (2.29), παρατηρώντας ότι q13 = 190737 και

q14 = 10590737, για να καταλήξετε ότι δεν υπάρχουν µη–µηδενικοί κύκλοι

µε περίοδο µικρότεροι από 275, 000.

Επιπλέον πληροφορίες σχετικά µε την µη–ύπαρξη των µη–µηδενικών κυκ-

λικών τροχιών µπορούν να παρατηρηθούν αναπτύσσοντας την αναγκαία συν-

ϑήκη (2.27) σαν µία µη–εκθετική διοφαντική εξίσωση. Ο Davidson [29] καλεί

µία απλή περιοδική τροχιά µε περίοδο k περιφερειακή τροχιά, αν υπάρχει

µία τιµή i για την οποία

n0 < T (n0) < · · · < T (i)(n0)

και

T (i)(n0) > T (i+1)(n0) > · · · > T (k)(n0) = n0,

δηλαδή το αναλογικό διάνυσµα vk(n0) = (x0(n0), . . . , xk−1(n0)) έχει την ει-

δική µορφή

(2.30) xj(n0) =







1 , όταν 0 ≤ j ≤ [kθ] − 1

0 , όταν [kθ] ≤ j ≤ k − 1

όπου θ = (log2 3)−1
. Ο κύκλος που αρχίζει µε n0 = 1 είναι µία περιφερειακή

τροχιά. Ο Davidson παρατήρησε ότι κάθε λύση στην εκθετική διοφαντική

εξίσωση

(2.31) (2a+b − 3b)h = 2a − 1, a ≥ 1

αντιστοιχεί σε µία περιφερειακή τροχιά µήκους k = a + b µε [kθ] = b και

n0 = 2bh − 1, και αντίστροφα.

Η εξίσωση (2.31) είναι η αναγκαία συνθήκη (2.27) εξειδικευµένη στο

διάνυσµα (2.30). Ο R. Steiner [64] έδειξε ότι (a, b, h) = 1, 1, 1 είναι η µόνη

λύση της (2.31), έτσι απέδειξε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.6.3. (Steiner). Ο µόνος κύκλος που είναι περιφερειακή τροχιά

είναι ο µηδενικός κύκλος.
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Απόδειξη. Η µέθοδος του Steiner είναι να δείξει πρώτα ότι κάθε λύση της

(2.31) µε a ≥ 4 έχει την ιδιότητα ότι το (a + b)/b είναι µία σύγκλιση στην

συνεχής κλασµατική επέκταση log2 3, έτσι η (2.31) συνεπάγεται ότι

(2.32) 0 <

∣

∣

∣

∣

a + b

b
− log2 3

∣

∣

∣

∣

≤
1

b ln 2(2b − 1)
.

΄Ελεγξε ότι αυτή η λογική προσέγγιση (a + b)/b είναι τόσο καλή που αθετεί

τους αποτελεσµατικούς υπολογισµούς του A. Baker [[28],p.45] για γραµµικές

µορφές σε λογάριθµους από αλγεβρικούς αριθµούς αν b > 10199. Τελικώς

έλεγξε ότι η (2.32) αποτυγχάνει να ισχύει για όλα όπου b < 10199 υπολογίζον-

τας τις συγκλίσεις των συνεχών κλασµάτων του log2 3 πάνω από το 10199.

Το πιο αξιοσηµείωτο γεγονός σχετικά µε το Θεώρηµα 2.6.3 είναι η αδυναµί-

α του αποτελέσµατός του συγκρινόµενο µε τη δύναµη των µεθόδων που χρησι-

µοποιήθηκαν στην απόδειξή του. Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.3 έχει την

αξία ότι δείχνει ότι η εικασία του συντελεστικού χρόνου τερµατισµού ισχύει

για το άπειρο σύνολο των αποδεκτών διανυσµάτων v της σχέσης (2.30).

2.7 Υπάρχουν αποκλίνουσες τροχιές ;

Αρκετοί συγγραφείς έχουν παρατηρήσει ότι πιθανές επιχειρηµατολογίες ειση-

γούνται ότι δεν υπάρχουν αποκλίνουσες τροχιές.

ΕΙΚΑΣΙΑ ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΩΝ ΤΡΟΧΙΩΝ:

Η συνάρτηση T : Z → Z δεν έχει αποκλίνουσες τροχιές,

δηλαδή δεν υπάρχει ακέραιος n0 για τον οποίο

(2.33) lim
k→∞

∣

∣T (k)(n0)
∣

∣ = ∞.

Αν µία αποκλίνουσα τροχιά
{

T (k)(n0) : 0 ≤ k < ∞
}

υπάρχει, δεν µπορεί

να ισοκατανεµηθεί (mod 2). Μάλιστα αν κάποιος ορίσει

N∗(k) =
∣

∣

{

j : j ≤ k και T (j)(n0) ≡ 1 (mod 2)
}∣

∣
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τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι η συνθήκη (2.33) συνεπάγεται ότι

(2.34) lim inf
k→∞

N∗(k)

k
≥ (log2 3)−1 ≈ .63097.

Το Θεώρηµα 2.4.1 περιορίζει την πιθανή συµπεριφορά των αποκλινουσών

τροχιών. Μάλιστα, συνδεόµενο µε οποιαδήποτε αποκλίνουσα τροχιά

D =
{

T (k)(n0) : k ≥ 1
}

είναι το άπειρο σύνολο

UD =
{

n : n ∈ D και T (k)(n) > n ∀k ≥ 1
}

.

Αφού σ(n) = ∞ για όλα τα n ∈ UD, το Θεώρηµα 2.4.1 συνεπάγεται ότι

(2.35) |{n ∈ UD : n ≤ x}| ≤ c1x
1−η,

όπου η ≈ .05004. Πρόχειρα µιλώντας, η (2.35) ισχυρίζεται ότι τα στοιχεία

µιας αποκλίνουσας τροχιάς δεν µπορούν να πάνε στο άπειρο«πολύ αργά».

2.8 Σχέσεις του 3x + 1 µε την εργοδική ϑεωρία

Η µελέτη της γενικής συµπεριφοράς των επαναλήψεων των µετρίσιµων διατη-

ϱητέων συναρτήσεων σε έναν ποσοτικό χώρο καλείται εργοδική ϑεωρία. Το

3x + 1 πρόβληµα έχει µερικές ενδιαφέρουσες διασυνδέσεις µε την εργοδική

ϑεωρία, επειδή η συνάρτηση T (n) εκτείνεται σε µία µετρίσιµη διατηρητέα

συνάρτηση στους δυαδικούς ακεραίους Z2 ορισµένα µε προσοχή στην δ-

υαδική ποσότητα. Για να εξηγήσουµε αυτό, χρειαζόµαστε κάποια ϐασικά

γεγονότα σχετικά µε τους δυαδικούς ακεραίους Z2, [14], [50]. Οι δυαδικοί

ακέραιοι Z2 υπάρχουν για όλες τις σειρές

a = a0 + a12 + a22
2 + . . . , µε ai = 0 ή 1,

όπου τα {ai : 0 ≤ i ≤ ∞} καλούνται τα δυαδικά ψηφία του a. Κάποιος µ-

πορεί να ορίσει µια σχέση ισοδυναµίας (mod 2k) στο Z2 µε a ≡ β (mod 2k)
αν τα πρώτα k δυαδικά ψηφία του a και β συµφωνούν. Η πρόσθεση και ο

πολλαπλασιασµός στο Z2 δίνονται από τις :

X = a + β ⇔ X (mod 2k) ≡ a (mod 2k) + β (mod 2k), για όλα τα k,
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X = a · β ⇔ X (mod 2k) ≡ a (mod 2k) · β (mod 2k), για όλα τα k.

Η δυαδική εκτίµηση | |2 στο Z2 δίνεται σαν |0|2 = 0 και για a 6= 0 από

την σχέση |a|2 = 2−k, όπου ak είναι το πρώτο µη–µηδενικό δυαδικό στοιχείο

του a. Η εκτίµηση | |2 επιφέρει µία µετρική d στο Z2 που ορίζεται από την

d(a, β) = |a − β|2 .

Σαν τοπολογικός χώρος, ο Z2 είναι συµπαγής και πλήρης µε σεβασµό στην

µετρική d, µία ϐάση από ανοιχτά σύνολα για αυτήν την τοπολογία δίνεται από

τους δυαδικούς δίσκους µε ακτίνα 2−k γύρω από το a:

Bk(a) =
{

β ∈ Z2 : a ≡ β (mod 2k)
}

.

Τελικά κάποιος µπορεί σύµφωνα να ορίσει την δυαδική ποσότητα µ2 στον Z2

έτσι ώστε

µ2(Bk(a)) = 2−k,

συγκεκριµένα µ2(Z2) = 1. Οι ακέραιοι Z είναι ένα υποσύνολο του Z2, για

παράδειγµα

−1 = 1 + 1 · 2 + 1 · 22 + . . .

Τώρα κάποιος µπορεί να εκτείνει τον ορισµό της συνάρτησης T : Z → Z

που δίνεται από την (2.3) στο T : Z2 → Z2 από την

T (a) =







a
2

, αν a ≡ 0 (mod 2)

3a+1
2

, αν a ≡ 1 (mod 2)

Θα χρησιµοποιούµε τις ακόλουθες ϐασικές αρχές της εργοδικής ϑεωρίας

εξειδικευµένα στον µετρίσιµο χώρο Z2 µε την ποσότητα µ2.

Πρόταση 2.8.1. Μία µετρίσιµη διατηρητέα συνάρτηση H : Z2 → Z2 είναι

εργοδική αν τα µοναδικά µ2 µετρίσιµα σύνολα E για τα οποία H−1 = E είναι

Z2 και το κενό σύνολο, δηλαδή µία τέτοια συνάρτηση κάνει τόσο καλή δουλειά

σε ανακατεµένα σηµεία µέσα στο χώρο που δεν έχει µη–µηδενικά µ2 σταθερά

σύνολα.

Μπορεί να δειχθεί ότι µία ισοδύναµη συνθήκη για την εργοδικότητα είναι

ότι

lim
N→∞

1

N

N
∑

j=1

µ2(H
−j(Bk(a)) ∩ Bl(β)) = µ2(Bk(a))µ2(Bl(β)) = 2−(k+l),
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για όλα τα a, β ∈ Z2 και για όλους τους ακεραίους k, l ≥ 0. Αυτή η συνθήκη

διαδοχικά είναι ισοδύναµη µε τον ισχυρισµό ότι για σχεδόν όλα τα a ∈ Z2 η

ακολουθία των επαναλήψεων

{

H i(a) : i = 0, 1, 2, . . .
}

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη (mod 2k) για όλα τα k ≥ 1.

Πρόταση 2.8.2. Μία συνάρτηση H : Z2 → Z2 είναι ισχυρά αναµειγνύουσα

(strongly mixing) αν

lim
N→∞

µ2(H
−N(Bk(a)) ∩ Bl(β)) = 2−(k+l)

για όλα τα a, β ∈ Z2 και για όλα τα k, l ≥ 0.

Οι ισχυρά ααναµειγνύουσες συναρτήσεις είναι εργοδικές.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι µία ειδική περίπτωση ενός αποτελέσµατος

των K. P. Matthews και A. M. Watts [51].

Θεώρηµα 2.8.3. Η συνάρτηση T είναι ένας µετασχηµατισµός του Z2 ο οποίος

διατηρεί το µέτρο και είναι ισχυρά αναµειγνύων. Συνεπώς είναι εργοδικός, και

γι’ αυτό το λόγο για σχεδόν όλα τα a ∈ Z2 η ακολουθία

{T (i)(a) : i = 0, 1, 2, . . .}

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη (mod 2k) για όλα τα k ≥ 1.

Το Θεώρηµα 2.8.3 δεν συνεπάγεται τίποτα για την συµπεριφορά της T στο

σύνολο των ακεραίων Z γιατί είναι µία ποσότητα 0 υποσύνολο του Z2. Στην

πραγµατικότητα, η τροχιά
{

T (i)(n) : i = 0, 1, 2, . . .
}

οποιουδήποτε ακεραίου

n δεν µπορεί ποτέ να έχει την ιδιότητα του συµπεράσµατος του Θεωρήµατος

2.8.3 , για το αν η τροχιά είναι τελικά περιοδική µε περίοδο k, δεν µπορεί

να είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη (mod 2k−1), καθώς αν είναι µία αποκ-

λίνουσα τροχιά, αυτό δεν µπορεί ακόµα να είναι µη–κατανεµηµένο (mod 2)
από την (2.34). Συνεπώς αυτή η σύνδεση του προβλήµατος 3x + 1 µε την

εργοδική ϑεωρία δεν δείχνει να αποδίδει στο πρόβληµα 3x + 1.

Υπάρχει, ωστόσο, άλλη µία σύνδεση του προβλήµατος 3x + 1 µε την ερ-

γοδική ϑεωρία του Z2 η οποία ϕαίνεται περισσότερο γόνιµη στο πρόβληµα

3x + 1. Για κάθε a ∈ Z2 ορίζουµε τις 0 − 1 µεταβλητές xi από την

T (i)(a) ≡ xi (mod 2).
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Τώρα ορίζουµε την συνάρτηση Q∞ : Z2 → Z2 από την Q∞(a) = β, όπου

(2.36) β = x0 + x12 + x22
2 + . . .

Η τιµή Q∞(a) έτσι, κωδικοποιεί την συµπεριφορά όλων των επαναλήψεων

του a κάτω από την T .

Το ακόλουθο αποτέλεσµα έχει παρατηρηθεί από πολλούς, συµπεριλαµ-

ϐανοµένων των R. Terras και C. Pomerance, αλλά δεν έχει σαφώς καθοριστεί

από πριν.

Θεώρηµα 2.8.4. Η αντιστοίχιση Q∞ : Z2 → Z2 είναι µία συνεχής, 1 − 1, επί

και µετρίσιµη διατηρητέα αντιστοίχιση στους δυαδικούς ακεραίους Z2.

Απόδειξη. Αυτό είναι ουσιαστικά ένα συµπέρασµα του Θεωρήµατος 2.2.4.

Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι Q∞(a) ≡ Q̄n(a) (mod 2n). Για κάθε a1, a2 ∈
Z2, αν |a1 − a2| ≤ 2−n, τότε a1 ≡ a2 (mod 2n), έτσι

Q∞(a1) ≡ Q̄n(a1) ≡ Q̄n(a2) ≡ Q∞(a2) (mod 2n),

έτσι ώστε οι |Q∞(a1) − Q∞(a2)| ≤ 2−n και Q∞ να είναι συνεχής. Αν a1 6= a2,

τότε a1 6≡ a2 (mod 2n) για κάποιο n, έτσι ώστε

Q∞(a1) ≡ Q̄n(a1) 6≡ Q̄n(a2) ≡ Q∞(a2) (mod 2n)

και η Q∞ είναι 1 − 1. Για να δούµε ότι η Q∞ είναι επί , δοθέντος ενός a
κάποιος µπορεί να ϐρει ένα βn τέτοιο ώστε

Q̄n(βn) ≡ a (mod 2n),

αφού η Q̄n είναι µία µετάθεση. Τότε |Q∞(βn) − a|2 ≤ 2−n. Τώρα η {βn}
σχηµατίζει µία Cauchy ακολουθία στην δυαδική µετρική και ο Z2 είναι

συµπαγής, γι’ αυτό το λόγο η οριακή τιµή β του {βn} ικανοποιεί την Q∞(β) =
a. Τώρα η Q∞

−1 είναι ορισµένη και η Q∞(a) ≡ Q̄−1(a) (mod 2n) συνεπάγε-

ται ότι η Q∞
−1 είναι συνεχής.

Το 3x+1 πρόβληµα µπορεί να αναδιαµορφωθεί µε όρους της συνάρτησης

Q∞ όπως παρακάτω.
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ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ 3X + 1 (ΤΡΙΤΗ ΜΟΡΦΗ):

΄Εστω N+ το σύνολο των ϑετικών ακεραίων. Τότε Q∞(N+) ⊆
1
3
Z. Στην πραγµατικότητα Q∞(N+) ⊆ 1

3
Z − Z.

Για παράδειγµα Q∞(1) =
∑∞

i=0 22n = −1
3
, Q∞(2) = −2

3
και Q∞ = −20

3
.

Η συµπεριφορά της συνάρτησης Q∞ κάτω από επαναλήψεις έχει από

µόνο της ενδιαφέρον. ΄Εστω Q2 το σύνολο όλων των λογικών αριθµών που

έχουν περιττό παρονοµαστή, έτσι ώστε Q2 ⊆ Z2. Το σύνολο Q2 συµφωνεί σε

ακριβώς αυτούς τους δυαδικούς ακεραίους των οποίων η δυαδική επέκταση

είναι πεπερασµένη ή τελικά περιοδική. Η εικασία των πεπερασµένων κύκλων

είναι ισοδύναµη µε τον ισχυρισµό ότι υπάρχει ένας πεπερασµένος περιττός

ακέραιος M τέτοιος ώστε

Q∞(Z) ⊆
1

M
Z.

Στην πραγµατικότητα κάποιος µπορεί να πάρει την M =
∏

(2l − 1), όπου το

γινόµενο τρέχει γύρω από όλους του ακεραίους l για τους οποίους υπάρχει

ένα ελάχιστο µήκος l. Σαν υπόθεση για επιπλέον δουλειά παραθέτουµε την

παρακάτω εικασία.

ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΗΣ ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΟΤΗΤΑΣ:

Q∞(Q2) = Q2.

Για παράδειγµα, κάποιος µπορεί να υπολογίσει ότι

Q∞(10) = −
26

3
, Q∞(−

26

3
) = −54, Q∞(−54) = −

82

7
, Q∞(−

82

7
) =

;

15
.

Μπορεί να δειχθεί ότι αν το n έχει αποκλίνουσα τροχιά, η ακολουθία

(x0(n), x1(n), x2(n), . . .)
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δεν µπορεί να είναι τελικά περιοδική. Σαν συµπέρασµα η αλήθεια της εικασί-

ας της περιοδικότητας συνεπάγεται την αλήθεια της εικασίας των αποκλι-

νουσών τροχιών.

Το Θεώρηµα 2.2.4 έχει ένα περίεργο συµπέρασµα που αφορά τα σταθερά

σηµεία των επαναλήψεων της Q∞.

Θεώρηµα 2.8.5. Ας υποθέσουµε ότι η k επανάληψη Q
(k)
∞ της Q∞ έχει ένα

σταθερό σηµείο a ∈ Z2 το οποίο δεν είναι σταθερό σηµείο για άλλη επανάληψη

Q
(l)
∞ για 1 ≤ l < k. Τότε το k είναι µία δύναµη του 2.

Απόδειξη. Από την υπόθεση Q
(k)
∞ (a) = a και Q

(l)
∞(a) = al 6= a, για 1 ≤ l < k.

΄Ολα τα al είναι ξεχωριστά για 0 ≤ l ≤ k, αφού Q
(l1)
∞ (a) = Q

(l2)
∞ (a) συνεπάγεται

ότι Q
(l1−l2)
∞ = a, αφού η Q∞ είναι 1 − 1 και επί. Συνεπώς κάποιος µπορεί

να διαλέξει ένα m αρκετά µεγάλο έτσι ώστε όλες οι υπόλοιπες κλάσεις al

(mod 2m) να είναι ξεχωριστές, για 0 ≤ l ≤ k, όπου a0 = a. Τώρα η δράση

της Q∞ (mod 2m) είναι ακριβώς αυτή της µετάθεσης Q̄m, έτσι

Q̄(l)
m (a (mod 2m)) ≡ al (mod 2m)

για 0 ≤ k < k. Συγκεκριµένα η

(a0 (mod 2m), a1 (mod 2m), . . . , ak−1 (mod 2m))

ϕτιάχνει έναν απλό κύκλο της µετάθεσης Q̄m, έτσι το k είναι µία δύναµη του

2 από το Θεώρηµα 2.2.4.





Κεφάλαιο 3

Γενικεύσεις και συµπεράσµατα

3.1 Γενικεύσεις του προβλήµατος 3x + 1

Το πρόβληµα 3x + 1 µπορεί να γενικευτεί ϑεωρώντας άλλες συναρτήσεις

U : N → N ορισµένες στους ϕυσικούς αριθµούς N που είναι όµοια στην

συνάρτηση T . Οι συναρτήσεις που ϑεωρούµε να είναι όµοιες στην T είναι οι

περιοδικές γραµµικές συναρτήσεις, οι οποίες είναι εκείνες οι συναρτήσεις U
για τις οποίες υπάρχει ένα πεπερασµένο d τέτοιο ώστε η συνάρτηση U όταν

περιοριστεί σε οποιαδήποτε κλάση ισοδυναµίας k (mod d) είναι γραµµική.

Μερικοί λόγοι για να µελετήσει κανείς γενικεύσεις του προβλήµατος 3x + 1
είναι ότι αυτές µπορούν να αποκαλύψουν ϕαινόµενα, µπορούν να δείξουν

τα όρια αξιοπιστίας γνωστών αποτελεσµάτων και µπορούν να οδηγήσουν σε

απλούστερες και πιο σπουδαίες αποδείξεις. Στην συνέχεια ϑα παραθέσουµε

τρεις κατευθύνσεις των γενικεύσεων του προβλήµατος 3x+1. Αυτές έχουν να

κάνουν µε αλγοριθµικά ερωτήµατα αποφάσεως, µε την ύπαρξη του χρόνου

τερµατισµού για σχεδόν όλους τους ακεραίους και µε τα κλασµατικά µέρη

του (3/2)k
.

3.2 Αλγοριθµικά προβλήµατα αποφάσεως

Ο J. H. Conway [26] απέδειξε το αξιοσηµείωτο αποτέλεσµα ότι µία απλή

γενίκευση του προβλήµατος 3x+1 είναι αλγοριθµικά αναποφάσιστη. Θεώρησε

την κλάση F από περιοδικές µε ξεχωριστά ϐήµατα γραµµικές συναρτήσεις
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g : N → N που έχουν την δοµή

(3.1) g(n) =
1

(k, d)
n, αν n = k (mod d), για 0 ≤ k ≤ d − 1

καθορισµένη από τους µη–αρνητικούς ακεραίους (d, a0, . . . , ad−1). Αυτές εί-

ναι ακριβώς οι συναρτήσεις g : N → N τέτοιες ώστε η g(n)/n είναι περιοδική.

Θεώρηµα 3.2.1. (Conway). Για κάθε µερικώς περιοδική συνάρτηση f ορισ-

µένη σε ένα υποσύνολο D των ϕυσικών αριθµών N υπάρχει µία συνάρτηση

g : N → N τέτοια ώστε :

(i) g(n)/n είναι περιοδική (mod d) για κάποιο d και παίρνει λογικές τιµές.

(ii) Υπάρχει µία επανάληψη k ≥ 1 τέτοια ώστε g(k)(2m) = 2j για κάποιο j αν

και µόνο αν το m ∈ D.

(iii) g(k)(2m) = 2f(m) για το ελάχιστο k ≥ 1 τέτοιο ώστε g(k)(2m) είναι µία

δύναµη του 2.

Η απόδειξη του (Conway) στην πράξη δίνει κατ’ αρχήν µία διαδικασί-

α για σαφή κατασκευή τέτοιας συνάρτησης g που να δίνει µία περιγραφή

της µηχανής Turing1 που υπολογίζει την f . ΄Εφερε σε πέρας αυτήν την

διαδικασία για να ϐρει µία συνάρτηση g που να είναι συνδεδεµένη σε µία ει-

δική µερικώς περιοδική συνάρτηση f που να έχει την ιδιότητα f(2pn) = 2pn+1,

όπου pn είναι ο nος πρώτος, κάτι που περιγράφεται στον Guy [37].

Επιλέγοντας µία ειδική µερικώς περιοδική συνάρτηση της οποίας το πεδίο

ορισµού δεν είναι ένα περιοδικό υποσύνολο του N , για παράδειγµα µί-

α συνάρτηση f0 που κωδικοποιεί το αναποτελεσµατικό πρόβληµα για τις

µηχανές Turing, παρατηρούµε το ακόλουθο πόρισµα του Θεωρήµατος 3.2.1

.

Θεώρηµα 3.2.2. (Conway). Υπάρχει µία ειδική, ϱητή, κατασκευαστική

συνάρτηση g0 : N → N τέτοια ώστε το g0(n)/n είναι περιοδικό (mod d) για

ένα πεπερασµένο d και παίρνει ϱητές τιµές, για τις οποίες δεν υπάρχει µηχανή

Turing τέτοια ώστε, όταν δίνεται ένα n, πάντα αποφασίζει σε ένα πεπερασµένο

αριθµό ϐηµάτων αν κάποια επανάληψη g
(k)
0 (n) µε k ≥ 1 είναι µία δύναµη του

2.

1η απόδειξη του Conway χρησιµοποιεί τις µηχανές Minsky, οι οποίες έχουν την ίδια

υπολογιστική ισχύ σαν αυτές του Turing.



3.3 Υπαρξη της σ(n) για σχεδον ολους τους ακεραιους · 37

3.3 ΄Υπαρξη της σ(n) για σχεδόν όλους τους ακεραίους

Αρκετοί συγγραφείς έχουν εξετάσει την ακτίνα της ισχύος του αποτελέσ-

µατος ότι η T (n) έχει έναν πεπερασµένο χρόνο τερµατισµού για σχεδόν

όλους τους ακεραίους n ϑεωρώντας πιο γενικές κλάσεις από περιοδικές γραµ-

µικές συναρτήσεις. Μία τέτοια κλάση G συµφωνεί µε όλες τις συναρτήσεις

U = U(m, d,R) η οποία δίνεται από την

(3.2)

U(n) =



















n

d
, αν n ≡ 0 (mod d)

mn − r

d
, αν n 6≡ 0 (mod d), r ∈ R, mn ≡ r (mod d).

όπου τα m και d είναι ϑετικοί ακέραιοι µε (m, d) = 1 και

R = {ri : ri ≡ i (mod d), 1 ≤ i ≤ d − 1}

είναι ένα σταθερό σύνολο από κλάσεις υπολοίπων που αντιπροσωπεύουν τις

µη–µηδενικές κλάσεις υπολοίπων (mod d). Η 3x + 1 συνάρτηση T είναι

µέσα στην κλάση G. Ο H. Möller [54] έχει τελείως χαρακτηρίσει τις συναρτή-

σεις U = U(m, d,R) στο σύνολο G το οποίο έχει πεπερασµένο χρόνο τερµα-

τισµού για σχεδόν όλους τους ακεραίους n. ΄Εδειξε ότι είναι ακριβώς αυτές οι

συναρτήσεις για τις οποίες

(3.3) m < dd/(d−1).

Ο E. Heppner [41] απέδειξε την ακόλουθη ποσοτική εκδοχή αυτού του

αποτελέσµατος, γενικεύοντας ως εκ τούτου το Θεώρηµα 2.2.7.

Θεώρηµα 3.3.1. (Heppner). ΄Εστω U = U(m, d,R) µία συνάρτηση στην

κλάση G.

(i) Αν m < dd/(d−1), τότε υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί δ1, δ2 > 0 τέτοιοι

ώστε για N = [log x/ log d] έχουµε

|
{

n : n ≤ x και U (N)(n) > nx−δ1
}

| = O(x1−δ2) όταν x → ∞.

(ii) Αν m > dd/(d−1), τότε υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί δ3, δ4 > 0 τέτοιοι ώ-

στε για N = [log x/ log d] έχουµε |
{

n : n ≤ x και U (N)(n) < nxδ3
}

| =
O(x1−δ4) όταν x → ∞.
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Ο J. P. Allouche [1] έχει επιπλέον οξύνει το Θεώρηµα 3.3.1 και οι Matthews

και Watts [51] [52], το έχουν επεκτείνει σε µία µεγαλύτερη κλάση από

συναρτήσεις.

Είναι ένα µέτρο της δυσκολίας του προβλήµατος σ’ αυτήν την περιοχή

ότι ακόµα και η ακόλουθη ϕανερά ασθενέστερη εικασία παραµένει χωρίς

απόδειξη.

ΕΙΚΑΣΙΑ ΥΠΑΡΞΗΣ:

΄Εστω U µία συνάρτηση στην κλάση G. Τότε :

(i) Η U έχει τουλάχιστον µία απλά περιοδική τροχιά αν

m < dd/(d−1),

(ii) Η U έχει τουλάχιστον µία αποκλίνουσα τροχιά αν m >
dd/(d−1).

3.4 Κλασµατικά µέρη του (3/2)k

Προσπάθειες για την κατανόηση της διανοµής (mod 1) της ακολουθίας

{

(3/2)k : 1 ≤ k < ∞
}

έχει αποκαλύψει έµµεσες συνδέσεις µε τις εργοδοθεωρικές όψεις µιας γενίκευσης

του προβλήµατος 3x + 1. Με {x} ϑα συµβολίζουµε το κλασµατικό µέρος

ενός πραγµατικού αριθµού x δηλαδή {x} = x − [x].

Ορισµός 3.4.1. Μια ακολουθία (xk)
∞
k=1 αριθµών ϑα λέγεται ισοκατανεµη-

µένη ή οµοιόµορφα κατανεµηµένη (mod 1) αν για οποιουσδήποτε αριθµούς

0 ≤ a < b ≤ 1 ισχύει

lim
N→+∞

{{xk} : 1 ≤ k ≤ N} ∩ [a, b]

N
= b − a
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ΕΙΚΑΣΙΑ :

Η ακολουθία (3/2)k
είναι ισοκατανεµηµένη (mod 1).

Μία προσέγγιση σε αυτό το πρόβληµα είναι να καθορίσουµε τι είδους

(mod 1) διανοµή µπορεί να εµφανιστεί για τις ακολουθίες

{

(3/2)kξ : 1 ≤ k < ∞
}

,

όπου το ξ είναι ένας σταθερός πραγµατικός αριθµός. Σε αυτήν την κατεύ-

ϑυνση ο K. Mahler [49] ϑεώρησε το πρόβληµα του αν υπάρχουν πραγµατικοί

αριθµοί ξ, τους οποίους καλεί αριθµούς Z, που να έχουν την ιδιότητα

(3.4) 0 ≤







(

3

2

)k

ξ







≤
1

2
, k = 1, 2, 3, . . .

όπου {x} = x − [x] είναι το κλασµατικό µέρος του x. ΄Εδειξε ότι το σύνολο

των αριθµών Z είναι µετρίσιµο, δείχνοντας ότι υπάρχει το πολύ ένας αριθµός

Z σε κάθε διάστηµα [n, n + 1), για n = 1, 2, 3, . . . Προχώρησε στο να δείξει

ότι απαραίτητη προϋπόθεση για την ύπαρξη ενός αριθµού Z στο διάστηµα

[n, n + 1) είναι ότι η τροχιά (n,W (n),W (2)(n), . . .) του n παραγόµενη από

την περιοδική γραµµική συνάρτηση

(3.5) W (n) =







3n
2

, αν n ≡ 0 (mod 2)

3n+1
2

, αν n ≡ 1 (mod 2)

ικανοποιεί την

(3.6) W (k)(n) 6≡ 3 (mod 4), 1 ≤ k < ∞.

Ο Mahler κατέληξε από αυτό ότι είναι απίθανο να υπάρχουν αριθµοί Z.

Αυτό υποστηρίχθηκε από την ακόλουθη επιχειρηµατολογία.

Η συνάρτηση W ίσως να µπορούσε να µεταφρασθεί σαν µία δράση στους

δυαδικούς ακεραίους από την (3.5), και έχει ιδιότητες ακριβώς ανάλογες σ-

τις ιδιότητες της T που δίνεται από το Θεώρηµα 2.8.3. Συγκεκριµένα, για

σχεδόν όλους τους δυαδικούς ακεραίους a η ακολουθία των επαναλήψεων
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(a,W (a),W (2)(a), . . .) έχει απείρως πολλές τιµές k µε W (k)(a) ≡ 3 (mod 4).
΄Ετσι αν ένας δοθέν n ∈ Z συµπεριφέρεται σαν σχεδόν όλους τους δυαδικούς

ακεραίους a, τότε η (3.6) δεν ϑα ισχύει για n. Να σηµειώσουµε ότι εί-

ναι πιθανόν όλες οι τροχιές (n,W (n),W (2)(n), . . .) για n ≥ 1 να είναι σ-

ταθερές διανοµές (mod 2k) για όλα τα k, αντίθετα προς την συµπεριφορά

της συνάρτησης T (n).
Παρενθετικά, αναφέρουµε ότι η πιθανή διανοµή (mod 1) της

{

(3/2)kξ : 1 ≤ k < ∞
}

για πραγµατικά ξ έχει µία πολύπλοκη δοµή (ϐλέπε G. Choquet[16]-[22] και

A. D. Pollington [57], [58]). Συγκεκριµένα, ο Pollington [58] απέδειξε ότι

υπάρχουν υπεραριθµήσιµοι πραγµατικοί αριθµοί ξ τέτοιοι ώστε

1

25
≤







(

3

2

)k

ξ







≤
24

25
, k = 1, 2, 3, . . .

σε αντίθεση µε τον πολύ αριθµήσιµο πλήθος των λύσεων ξ της (3.4).

3.5 Συµπέρασµα

Γιατί το πρόβληµα 3x + 1 είναι τόσο δύσκολο; Η δυσκολία του προβλήµατος

3x + 1 ϕαίνεται συνδεδεµένη µε το γεγονός ότι είναι µια ντετερµινιστική δι-

αδικασία που προσοµοιώνει «τυχαία» συµπεριφορά. Αντιµετωπίζουµε αυτό το

δίληµµα. Απ’ τη µια µεριά, στο σηµείο ότι το πρόβληµα έχει δοµή, µπορούµε

να το αναλύσουµε, εν’ τούτοις είναι ακριβώς αυτή η δοµή που ϕαίνεται να µας

εµποδίζει να αποδεικνύουµε ότι συµπεριφέρεται «τυχαία». Από την άλλη µερ-

ιά, στο ϐαθµό που το πρόβληµα είναι χωρίς δοµή και «τυχαίο», δεν έχουµε

τίποτα να αναλύσουµε και συνεπώς δεν µπορούµε αυστηρά να αποδείξουµε

κάτι. Βεβαίως παραµένει η πιθανότητα ότι κάποιος ϑα ϐρει κάποια κρυµµένη

τάξη στο 3x + 1 πρόβληµα η οποία επιτρέπει κάποιες εικασίες να µπορέσουν

να αποδειχθούν ή να απορριφθούν. Οι υπαρκτές γενικές µέθοδοι στην ϑεω-

ϱία αριθµών και στην εργοδική ϑεωρία δεν ϕαίνεται να αγγίζουν το 3x + 1
πρόβληµα, µ’ αυτήν τη λογική ϕαίνεται «ανυπότακτο» για την ώρα. Αν το

3x + 1 πρόβληµα είναι τόσο ανυπότακτο, γιατί κάποιος να ασχοληθεί µαζί

του; Μια απάντηση δίνεται από το ακόλουθο απόφθεγµα:«Κανένα πρόβλη-

µα δεν είναι τόσο ανυπότακτο όταν κάτι ενδιαφέρον µπορεί να ειπωθεί γι’
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αυτό.» Η µελέτη του προβλήµατος 3x + 1 έχει επιφέρει έναν αριθµό από

ενδιαφέροντα ϕαινόµενα. ΄Ισως περισσότερη µελέτη του προβλήµατος, να

ανταµειφθεί από την ανακάλυψη από άλλα καινούρια ϕαινόµενα. Βοηθά

επίσης σαν δοκιµασία επιδόσεων στο να µετρήσουµε την πρόοδο των γενικών

µαθηµατικών ϑεωριών. Για παράδειγµα, µελλοντικές αναπτύξεις στην λύση

εκθετικών διοφαντικών εξισώσεων ίσως να οδηγήσει στην ανάλυση της εικασί-

ας των πεπερασµένων κύκλων.
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léme des (3/2)n, C. R. Acad. Sci. Paris, 292 (16 fevrier 1981) 383­384.

[59] L. Ratzan, Some work on an unsolved palindromic algorithm, Pi Mu

Epsilon J., 5 (Fall 1973) 463­466.

[60] D. A. Rawsthorne, Imitation of an Iteration, preprint.
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