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Εισαγωγή

Ας ϑεωρήσουµε την παρακάτω έκφραση:

f(x)− f(x0)
x− x0

Καθώς x τείνει στο x0, το όριο, εάν υπάρχει, δίνει τον γνώστο ορισµό της πα-
ϱαγώγου df

dx
της συνάρτησης f(x) στο x = x0. ΄Οµως, εάν πάρουµε x = qx0 ή

x = x0 + h, όπου q είναι ένας σταθερός αριθµός διάφορος του 1, και h ένας
σταθερός αριθµός διάφορος του 0, και δεν παίρνουµε το όριο, εισερχόµαστε
στον συναρπαστικό κόσµο του κβαντικού λογισµού. Οι αντίστοιχες εκφράσεις
είναι οι ορισµοί της q-παραγώγου και της h-παραγώγου της f(x). Ξεκινώντας
µε αυτούς τους δύο ορισµούς, αναπτύσουµε σε αυτή την εργασία δύο είδη
κβαντικού λογισµού, τον q-λογισµό και τον h-λογισµό.
Κατά τη διάρκεια της ανάπτυξης του κβαντικού λογισµού σύµφωνα µε τις
µεθόδους του συνήθη λογισµού, ανακαλύπτουµε πολλούς σηµαντικούς συµ-
ϐολισµούς και πολλά σηµαντικά αποτελέσµατα στη συνδυαστική, στη ϑεωρία
αριθµών και σε άλλα πεδία των µαθηµατικών.
Για παράδειγµα, η q-παράγωγος του xn είναι [n]xn−1, όπου

[n] =
qn − 1

q − 1

είναι το q-ανάλογο του n (µε την έννοια ότι το n είναι το όριο του [n] καθώς
q → 1). Στη συνέχεια, στην αναζήτηση του q-αναλόγου του διωνυµικού, το
οποίο είναι µία συνάρτηση, (x − a)nq η οποία «συµπεριφέρεται» σε σχέση µε
την q-παράγωγο µε τον ίδιο τρόπο όπως η (x−a)n «συµπεριφέρεται» σε σχέση
µε τη συνήθη παράγωγο, ανακαλύπτουµε τη συνάρτηση

(x− a)nq = (x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a).

Η ποσότητα (1 − a)nq παίζει τον πιο ϑεµελιώδη ϱόλο στη συνδυαστική, και
δυστηχώς ο ο συνήθης συµβολισµός (a : q)n γι΄ αυτή την ποσότητα δεν τον
προτιµάµε.
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΄Εχοντας το q-διωνυµικό, πρόκειται να αποδείξουµε το q-ανάλογο του τύπου
του Taylor. Αξιοσηµείωτο είναι ότι, ο τύπος του Taylor περικλείει πολλά
αποτελέσµατα του 18ου και 19ου αιώνα των µαθηµατικών: Οι ταυτότητες
του Euler για τις q-εκθετικές συναρτήσεις, ο q-διωνυµικός τύπος του Gauss,
και ο τύπος του Heine για την q-υπεργεωµετρική συνάρτηση.
Φυσικα, ο τύπος του Gauss,

(x+ a)nq =
n∑

j=0

q
j(j−1)

2

[
n

j

]
ajxn−j

είναι η πηγή όλων των σηµαντικών q-διωνυµικών συντελεστών[
n

j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
, όπου [k]! = [1][2] · · · [k].

Θα µελετήσουµε αυτούς τους συντελεστές µε λεπτοµέρεια : συγκεκριµένα, ϑα
τους εξηγήσουµε σε όρους της γεωµετρίας πάνω σε πεπερασµένα σώµατα.
Οι ταυτότητες του Euler µας οδηγούν στο να ανακαλύψουµε την ταυτότητα
του τριπλού γινοµένου του Jacobi και ο τύπος του Heine µας οδηγει στον
αξιοσηµείωτο τύπο του γινοµένου του Ramanujan.
΄Εχοντας αποδείξει όλους αυτούς τους τύπους, πρόκειται να συγκεντρώσουµε
όλο το ϕάσµα των εφαρµογών, ανακαλύπτοντας ξανά κάποια από τα διάσηµα
αποτελέσµατα του 18ου και 19ου αιώνα των µαθηµατικών: τον επαναλαµβα-
νόµενο τύπο του Euler για την κλασσική συνάρτηση διαµέρισης, τον τύπο του
Gauss για τον αριθµό των αθροισµάτων δύο τετράγωνων, τον τύπο του Jacobi
για τον αριθµό των αθροισµάτων τεσσάρων τετράγωνων, κτλ. Οι ειδικές πε-
ϱιπτώσεις των δύο τελευταίων αποτελεσµάτων είναι, ϕυσικά, το Θεώρηµα του
Fermat ότι ένας περιττός πρώτος p µπορεί να αναπαρασταθεί ως το άθροισµα
δύο τετραγώνων ακεραίων εάν και µόνο αν το p − 1 διαιρείται από το 4, και
το Θεώρηµα του Lagrange ότι κάθε ϑετικός ακέραιος είναι το άθροισµα τεσ-
σάρων τετραγώνων ακεραίων.
Επιστρέφοντας στον q-λογισµό, όπως και στον συνήθη λογισµό, αφού µε-
λετήσουµε τις ιδιότητες της q-παραγώγου πρόκειται να µελετήσουµε την q-
αντιπαράγωγο και το ορισµένο q-ολοκλήρωµα. Το τελευταίο εισήχθη απο τον
F.H.Jackson στις αρχές του 20ου αιώνα.΄Ηταν ο πρώτος που ανέπτυξε τον
q-λογισµό µε συστηµατικό τρόπο.
Θα τελειώσουµε την επεξεργασία του q-λογισµού µε την µελέτη των q-αναλόγων
των κλασσικών Γάµµα και Βήτα συναρτήσεων του Euler.
Παρά την ϕαινοµενική οµοιότητα µε τον q-λογισµό, ο h-λογισµός είναι κάπως
διαφορετικός. Είναι πραγµατικά ο λογισµός των πεπερασµένων διαφορών,
αλλά µία πιο συστηµατική αναλογία µε τον κλασικό λογισµό τον καθιστά πιο
διαφανή. Για παράδειγµα, ο h-τύπος του Taylor δεν είναι τίποτα άλλο από τον
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τύπο παρεµβολής του Newton, και η h-ολοκλήρωση κατά µέρη είναι απλά ο
µετασχηµατισµός του Abel. Το ορισµένο h-ολοκλήρωµα είναι ένα άθροισµα
Riemann, ώστε το Θεµελιώδες Θεώρηµα του h-Λογισµού µας επιτρέπει να
εκτιµήσουµε πεπερασµένα αθροίσµατα.
Αυτό το κάνουµε για αθροίσµατα νιοστών δυνάµεων, χρησιµοποιώντας το
(h = 1)-ολοκλήρωµα της xn. Αυτό µας οδηγεί ϕυσικά στους αριθµούς Ber-
noulli και στα πολυώνυµα Bernoulli. Στενά συνδεδεµένος είναι ο τύπος
Euler-Maclaurin, ο οποίος ϑα συζητηθεί στο τέλος της εργασίας.





Κεφάλαιο 1

q-παράγωγος και h-παράγωγος

΄Οπως έχει αναφερθεί στην εισαγωγή, ϑα αναπτύξουµε δύο τύπους του κβαν-
τικού λογισµού, τον q-λογισµό και τον h-λογισµό. Ξεκινάµε µε την έννοια
του κβαντικού διαφορικού.

Ορισµός 1.1. Θεωρούµε µια αυθαίρετη συνάρτηση f(x). Το q-διαφορικό της
f(x) είναι

(1.1) dqf(x) = f(qx)− f(x)

και το h-διαφορικό της είναι

(1.2) dhf(x) = f(x+ h)− f(x)

Συγκεκριµένα, dqx = (q − 1)x και dhx = h. Μία ενδιαφέρουσα διαφορά
των κβαντικών διαφορικών από τα συνήθη είναι η έλλειψη συµµετρίας στο
διαφορικό του γινοµένου των δύο συναρτήσεων. Επειδή

dq(f(x)g(x)) = f(qx)g(qx)− f(x)g(x)

= f(qx)g(qx)− f(qx)g(x) + f(qx)g(x)− f(x)g(x),
έχουµε

(1.3) dq(f(x)g(x)) = f(qx)dqg(x) + g(x)dqf(x),

οµοίως,

(1.4) dh(f(x)g(x)) = f(x+ h)dhg(x) + g(x)dhf(x).

Με αυτά τα δύο κβαντικά διαφορικά µπορούµε να ορίσουµε τις αντίστοιχες
κβαντικές παραγωγούς.
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Ορισµός 1.2. Οι ακόλουθες δύο εκφράσεις,

(1.5) Dqf(x) =
dqf(x)

dqx
=
f(qx)− f(x)

(q − 1)x

(1.6) Dhf(x) =
dhf(x)

dhx
=
f(x+ h)− f(x)

h

ονοµάζονται η q-παράγωγος και h-παράγωγος, αντίστοιχα, της συνάρτησης
f(x).

Σηµειώστε ότι

lim
q→1

Dqf(x) = lim
h→0

Dhf(x) =
df(x)

dx

εάν f(x) είναι διαφορίσιµη. Ο συµβολισµός του Leibnitz df(x)
dx

, µία αναλογία
δύο ’απειροστών’, είναι µάλλον συγκεχυµένη, αφού η έννοια του διαφορικού
df(x) απαιτεί µία ιδιαίτερη εξήγηση. Σε αντίθεση, οι έννοιες των q- και h-
διαφορικών είναι προφανείς, και οι q- και h-παράγωγοι είναι απλές σχέσεις.
Είναι σαφές ότι, όπως µε την συνήθη παράγωγο, η ΄συµπεριφορά΄ από τη λήψη
της q- ή h-παραγώγου µίας συνάρτησης είναι ένας γραµµικός τελεστής.Με
άλλα λόγια, Dq και Dh έχουν την ιδιότητα ότι για κάθε σταθερές a και b,

Dq(af(x) + bg(x)) = aDqf(x) + bDqg(x)

Dh(af(x) + bg(x)) = aDhf(x) + bDhg(x)

Παράδειγµα 1. Θα υπολογίσουµε την q-παράγωγο και την h-παράγωγο της
f(x) = xn, όπου n είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Εξ΄ ορισµού,

(1.7) Dqx
n =

(qx)n − xn

(q − 1)x
=
qn − 1

q − 1
xn−1,

και

(1.8) Dhx
n =

(x+ h)n − xn

h
= nxn−1 +

n(n− 1)

2
xn−2h+ · · ·+ hn−1.

Επειδή το κλάσµα qn−1
q−1 εµφανίζεται αρκετά συχνά, ας εισάγουµε τον ακόλου-

ϑο συµβολισµό,

(1.9) [n] =
qn − 1

q − 1
= qn−1 + · · ·+ 1
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για κάθε ϑετικό ακέραιο n. Αυτό είναι το q-ανάλογο του n.Τότε η (1.7) γίνεται

(1.10) Dqx
n = [n]xn−1,

το οποίο µοιάζει µε τη συνήθη παράγωγο της xn. Καθώς q → 1, έχουµε

[n] = qn−1 + · · ·+ 1→ 1 + 1 + · · ·+ 1 = n

΄Οπως ϑα δούµε ξανά και ξανά, το [n] παίζει τον ίδιο ϱόλο στον q-λογισµό
όπως ο ακέραιος n στον συνήθη λογισµό.
Από την άλλη, η έκφραση της Dhx

n είναι πιο πολύπλοκη. Είναι σωστό να
πούµε ότι η xn είναι µία καλή συνάρτηση στον q-λογισµό αλλά όχι στον h-
λογισµό. Προς το παρόν, ϑα εστιάσουµε στον q-λογισµό. Ο h-λογισµός ϑα
συζητηθεί στα τελευταία κεφάλαια του ϐιβλίου.

Ας υπολογίσουµε την q-παράγωγο του γινοµένου και του πηλίκου της
f(x) και της g(x). Από την (1.3) έχουµε

Dq(f(x)g(x)) =
dq(f(x)g(x))

(q − 1)x
=
f(qx)dqg(x) + g(x)dqf(x)

(q − 1)x
,

και ως εκ τούτου,

(1.11) Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x).

Λόγω συµµετρίας, µπορούµε να εναλλάσσουµε την f και την g, και παίρνουµε

(1.12) Dq(f(x)g(x)) = f(x)Dqg(x) + g(qx)Dqf(x),

το οποίο είναι ισοδύναµο µε την (1.11).
Εάν εφαρµόσουµε την (1.11) για να διαφορίσουµε την

g(x)· f(x)
g(x)

= f(x),

παίρνουµε

g(qx)Dq

(
f(x)

g(x)

)
+
f(x)

g(x)
Dqg(x) = Dqf(x),

έτσι έχουµε,

(1.13) Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(x)g(qx)
.

Ωστόσο, αν χρησιµοποιήσουµε την (1.12) παίρνουµε

g(x)Dq(
f(x)

g(x)
) +

f(qx)

g(qx)
Dqg(x) = Dqf(x),
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έτσι έχουµε,

(1.14) Dq

(
f(x)

g(x)

)
=
g(qx)Dqf(x)− f(qx)Dqg(x)

g(x)g(qx)
.

Οι τύποι (1.13) και (1.14) είναι και οι δύο έγκυροι, αλλά ο ένας είναι πιο
χρήσιµος από τον άλλο κάτω από ιδιαίτερες περιστάσεις.
Μετά την εξαγωγή του κανόνα του γινοµένου και του κανόνα του πηλίκου
της q-διαφόρισης, στη συνέχεια µπορεί κανείς να αναρωτηθεί για µια κβαν-
τική εκδοχή του κανόνα της αλυσίδας. Ωστόσο, δεν υπάρχει ένας γενικός
κανόνας της αλυσίδας για q-παραγώγους. Μία εξαίρεση είναι η παραγώγιση
µίας συνάρτησης της µορφής f(u(x)), όπου u = u(x) = axϐ µε a,ϐ να εί-
ναι σταθερές. Για να δούµε πως λειτουργεί ο κανόνας της αλυσίδας, ϑεωρούµε

Dq[f(u(x))] = Dq[f(ax
ϐ)] =

f(aqϐxϐ)− f(axϐ)

qx− x

=
f(aqϐxϐ)− f(axϐ)

aqϐxϐ − axϐ · aq
ϐxϐ − axϐ

qx− x

=
f(qϐ)− f(u)

qϐ − u
· u(qx)− u(x)

qx− x
έτσι καταλήγουµε,

(1.15) Dqf(u(x)) = (Dqϐf)(u(x))·Dqu(x).

Από την άλλη, αν για παράδειγµα η u(x) = x+ x2 ή u(x) = sinx, η ποσότη-
τα u(qx) δεν µπορεί να εκφραστεί σε όρους της u µε απλό τρόπο, άρα είναι
απίθανο να έχουµε ένα γενικό κανόνα της αλυσίδας.
Τελειώνουµε αυτή την ενότητα µε µία συζήτηση γιατί τα γράµµατα h και q
χρησιµοποιούνται ως παράµετροι. Το γράµµα q έχει πολλές σηµασίες :

• το πρώτο γράµµα της αγγλικής λέξης «κβαντικός» (quantum)

• το γράµµα που χρησιµοποιείται συνήθως για να υποδηλώσει τον αριθµό
των στοιχείων σ’ενα πεπερασµένο σώµα

Το γράµµα h χρησιµοποιείται ως υπενθύµιση της σταθεράς του Planck, η
οποία είναι η πιο σηµαντική ϑεµελιωδές ϕυσική σταθερά στη κβαντοµηχανική
(ϕυσική του µικρόκοσµου). Αν κάποιος πάρει το «κλασσικό» όριο καθώς
q → 1 ή h → 0, και οι δύο κβαντικοί παράµετροι σχετίζονται µε τη σχέση
q = eh.



Κεφάλαιο 2

Γενικευµένος Τύπος του Taylor
για πολυώνυµα

Στον συνήθη λογισµό, µία συνάρτηση, f(x) που έχει παραγώγους όλων των
τάξεων είναι αναλυτική στο σηµείο x = a εάν αυτή µπορεί να εκφραστεί ως
µία δυναµοσειρά γύρω από το x = a. Το ϑεώρηµα του Taylor µας λέει ότι η
δυναµοσειρά ειναι

(2.1) f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)
(x− a)n

n!
.

Το ανάπτυγµα Taylor µίας αναλυτικής συνάρτησης συχνά µας επιτρέπει να
επεκτείνουµε τον ορισµό της συνάρτησης σ’ενα µεγαλύτερο και πιο ενδια-
ϕέρον πεδίο ορισµού. Για παράδειγµα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το
ανάπτυγµα Taylor της ex για να ορίσουµε τα εκθετικά των µιγαδικών αριθµών
και των τετραγωνικών πινάκων. Θα ϑέλαµε να διατυπώσουµε ένα q-ανάλογο
του τύπου του Taylor. Αλλά πριν το κάνουµε αυτό, πρώτα ας ϑεωρήσουµε
µία πιο γενική κατάσταση.

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω a να είναι ένας αριθµός,D ένας γραµµικός τελεστής στο
χώρο των πολυωνύµων, και {P0(x), P1(x), P2(x),. . .} µια ακολουθία πολυω-
νύµων που ικανοποιούν τρεις συνθήκες :

(a) P0(a) = 1 και Pn(a) = 0 για n ≥ 1

(b) degPn = n

(c) DPn(x) = Pn−1(x) για κάθε n ≥ 1, και D(1) = 0.
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Τότε, για κάθε πολυώνυµο f(x) ϐαθµού N , έχει τον ακόλουθο γενικευµένο
τύπο Taylor:

(2.2) f(x) =
N∑

n=0

(Dnf)(a)Pn(x).

Απόδειξη. ΄Εστω V ο χώρος των πολυωνύµων ϐαθµού όχι µεγαλύτερου του
N , ώστε dimV = N +1. Τα πολυώνυµα {P0(x), P1(x), . . .,PN(x)} είναι γραµ-
µικώς ανεξάρτητα επειδή, από τη συνθήκη (b), οι ϐαθµοί τους αυξάνονται
γνησίως. Ως εκ τούτου αυτά αποτελούν µία ϐάση για τον V , κάθε πολυώνυµο
f(x) ∈ V µπορεί να εκφραστεί ως

(2.3) f(x) =
N∑
k=0

ckPk(x)

για κάποιες µοναδικές σταθερές ck. Βάζοντας όπου x = a και χρησιµο-
ποιώντας τη συνθήκη (a), κάποιος παίρνει c0 = f(a). Τότε, εφαρµόζουµε το
γραµµικό τελεστή D n ϕορές και στις δύο πλευρές της παραπάνω εξίσωσης,
όπου 1 6 n 6 N . Χρησιµοποιώντας τις (b) και (c), παίρνουµε

(Dnf)(x) =
N∑

k=n

ckPk(x) =
N∑

k=n

ckPk−n(x).

Ξανά, τοποθετώντας όπου q = a και χρησιµοποιώντας (a), παίρνουµε

cn = (Dnf)(a), 0 6 n 6 N,

και η (2.3) γίνεται η (2.2).

Παράδειγµα 2. Εάν

D =
d

dx
, Pn(x) =

(x− a)n

n!
,

τότε και οι τρεις συνθήκες ικανοποιούνται, και το ϑεώρηµα δίνει το ανάπτυγµα
Taylor γύρω απο το a ενός πολυωνύµου.

Είναι εύκολο να δούµε ότι δεδοµένου D, η ακολουθία των πολυωνύµων
ικανοποιώντας τις συνθήκες (a),(b) και (c) του ϑεωρήµατος 2.1, εάν αυτή υ-
πάρχει, είναι µοναδικά ορισµένη. Επιπλέον, εάν D είναι ένας γραµµικός
τελεστής ο οποίος αντιστοιχίζει το χώρο των πολυωνύµων ϐαθµού n στον χώ-
ϱο των πολυωνύµων ϐαθµού n− 1, µια τέτοια ακολουθία πάντα υπάρχει.



Κεφάλαιο 3

Το q-ανάλογο της (x− a)n και οι
q-παράγωγοι των διωνυµικών

΄Οπως τονίσαµε στο Κεφάλαιο 1, Dq είναι µία γραµµική απεικόνιση στο χώρο
των πολυωνύµων. Θα προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα (2.1)
για D ≡ Dq. Θα χρειαστούµε γιάυτό το ακόλουθο q-ανάλογο του n!:

(3.1) [n]! =

{
1 αν n = 0

[n]× [n− 1]× · · · × [1] αν n = 1, 2, 3, . . .

Τώρα ας κατασκευάσουµε την ακολουθία των πολυωνύµων {P0(x), P1(x),
P2(x), . . .} που ικανοποιεί τις τρεις συνθήκες του Θεωρήµατος (2.1) σε σχέση
µε το D ≡ Dq. Εάν a = 0, µπορούµε να διαλέξουµε

(3.2) Pn(x) =
xn

[n]!

επειδή (a) P0(0) = 1, Pn(0) = 0 για n ≥ 1, (b) degPn = n, και η (c) χρησιπο-
ποιώντας την (1.10), για n ≥ 1,

DqPn(x) =
Dqx

n

[n]!
=

[n]xn−1

[n]!
=

xn−1

[n− 1]!
= Pn−1(x)

.
Εάν a 6= 0, Pn(x) δεν είναι απλά (x−a)n

[n]!
, για παράδειγµα, Dq(x−a)2

[2]!
6= (x− a).

Ας ϐρούµε τα πρώτα Pn(x) και να προσπαθήσουµε να συµπεράνουµε ένα
γενικό τύπο.
΄Εχουµε

P0(x) = 1.
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Αφού DqP1(x) = 1 και P1(a) = 0, πρέπει να έχουµε

P1(x) = x− a

Αφού DqP2(x) = x− a και P2(a) = 0, πρέπει να έχουµε

P2(x) =
x2

[2]
− ax− a2

[2]
+ a2 =

(x− a)(x− qa)
[2]

΄Οµοια,

P3(x) =
(x− a)(x− qa)(x− q2a)

[2][3]

κ.ο.κ. Μία λογική εικασία ϑα είναι

(3.3) Pn(x) =
(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a)

[n]!
,

το οποίο συµφωνεί µε την (3.2) όταν a = 0. Πριν επαληθεύσουµε την εγ-
κυρότητα της συνθήκης (c) για το Θεώρηµα (2.1), ας εισάγουµε κάποιους
συµβολισµούς.

Ορισµός 3.1. Το q-ανάλογο της (x− a)n είναι το πολυώνυµο

(3.4) (x− a)nq =

{
1 αν n = 0

(x− a)(x− qa) · · · (x− qn−1a) αν n ≥ 1.

Πρόταση 3.2. Για n ≥ 1,

(3.5) Dq(x− a)nq = [n](x− a)n−1q .

Απόδειξη. Ο τύπος είναι προφανώς αληθής για n = 1. Ας υποθέσουµεDq(x−
a)kq για κάποιο ακέραιο k. Σύµφωνα µε τον ορισµό, (x−a)k+1

q = (x−a)kq(x−
qka). Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του γινοµένου(1.12),

Dq(x− a)k+1
q = (x− a)kq + (qx− qka)Dq(x− a)kq

= (x− a)kq + q(x− qk−1a)· [k](x− a)k−1q

= (1 + q[k])(x− a)kq = [k + 1](x− a)kq .

Ως εκ τούτου, η πρόταση έχει αποδειχθεί µε επαγωγή στο n.
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΄Ετσι,DqPn = Pn−1 είναι ένα άµεσο αποτέλεσµα της παραπάνω πρότα-
σης. Τώρα ας εξετάσουµε κάποιες άλλες ιδιότητες του πολυωνύµου (x− a)nq .
Γενικά, (x− a)m+n

q 6= (x− a)mq (x− a)nq . Αντί αυτού,

(x− a)m+n
q = (x− a)(x− qa) · · · (x− qm−1a)(x− qma)(x− qm+1a)

× · · · (x− qm+n−1a)

= ((x− a)(x− qa) · · · (x− qm−1a))

×((x− qma)(x− q(qma)) · · · (x− qn−1(qma))),

το οποίο δίνει

(3.6) (x− a)m+n
q = (x− a)mq (x− qma)nq .

Αντικαθιστώντας m µε −n, µπορούµε να επεκτείνουµε τον ορισµό της (3.4)
σε όλους τους ακέραιους ορίζοντας

(3.7) (x− a)−nq =
1

(x− q−na)nq
,

για κάθε ϑετικό ακέραιο n. Οι ακόλουθες δύο προτάσεις δείχνουν ότι αυτό
δίνει πράγµατι µια καλή επέκταση.

Πρόταση 3.3. Για κάθε δύο ακέραιους m και n, (3.6) είναι αληθής.

Απόδειξη. Η περίπτωση όπου m > 0 και n > 0 έχει ήδη αποδειχθεί, και η
περίπτωση όπου ένα από τα m και n είναι µηδέν είναι εύκολο. Πρώτα ας
ϑεωρήσουµε m = −m′ < 0 και n > 0. Τότε,

(x− a)mq (x− qma)nq = (x− a)−m′q (x− q−m′a)nq

από (3.7)
=

(x− q−m′a)nq
(x− q−m′a)m′q

από (3.6)
=


(x− qm′(q−m′a))n−m′q αν n ≥ m′

1

(x− qn(q−m′a))m′−nq

αν n < m′

από (3.7)
= (x− a)n−m′q = (x− a)n+m

q .
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Εάν m ≥ 0 και n = −n′ < 0, τότε

(x− a)mq (x −qma)nq = (x− a)mq (x− qma)−n
′

q

από (3.7)
=

(x− a)mq
(x− qm−n′a)n′q

από (3.6)
=


(x− a)m−n′q (x− qm−n′a)n′q

(x− qm−n′a)n′q
m ≥ n

(x− a)mq
(x− qm−n′a)n′−mq (x− qn′−m(qm−n′a))mq

m < n

=


(x− a)m−n′q αν m ≥ n

1

(x− qm−n′a)n′−mq

αν m < n

= (x− a)m−n′q = (x− a)m+n
q .

Τέλος, εάν m = −m′ < 0 και n = −n′ < 0,

(x− a)mq (x− qma)nq = (x− a)−m′q (x− q−m′a)−n′q

=
1

(x− q−m′a)m′q (x− q−n′−m′a)n′q

=
1

(x− q−n′−m′a)n′q (x− qn
′(q−m′−n′a))m′q

=
1

(x− q−n′−m′a)n′+m′
q

= (x− a)−m′−n′q = (x− a)m+n
q

Επιπλέον, (3.6) είναι αληθής για κάθε ακέραιους m και n.

Θα ϑέλαµε να δούµε ότι η Πρόταση(3.2) είναι αληθής για κάθε ακέραιο
n. Αλλά πριν αποδείξουµε αυτό, πρέπει να επεκτείνουµε τον ορισµό του [n]
στην (1.9).

Ορισµός 3.4. Για κάθε αριθµό a,

(3.8) [a] =
1− qa

1− q
.
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Πρόταση 3.5. Για κάθε ακέραιο n,

Dq(x− a)nq = [n](x− a)n−1q .

Απόδειξη. Σηµειώστε ότι [0] = 0, έτσι η (3.8) είναι αληθής για n = 0. Εάν
n = −n′ < 0, χρησιµοποιώντας τις (1.13) και (3.7) έχουµε

Dq(x− a)nq = Dq

(
1

(x− q−n′a)n′q

)

= −
Dq(x− q−n

′
a)n

′
q

(x− q−n′a)n′q (qx− q−n
′a)n′q

= −
[n′](x− q−n′a)n′−1q

qn′(x− q−n′a)n′q (x− q−n
′−1a)n′q

=
1− qn′

q − 1

q−n
′

(x− q−1a)(x− q−n′−1a)n′q

=
q−n

′ − 1

q − 1

1

(x− q−n′−1a)n′+1
q

=
qn − 1

q − 1
(x− a)n−1q ,

όπως ϑέλαµε.

Η Πρόταση (3.5) δεν µπορεί να εφαρµοστεί απευθείας για να ϐρει τις
q-παραγώγους των

1

(x− a)nq
, (a− x)nq ,

1

(a− x)nq
,

επειδή, για παράδειγµα, (a− x)nq 6= (−1)n(x− a)nq . Αντί αυτού, για n ≥ 1,

(a− x)nq = (a− x)(a− qx)(a− q2x) · · · (a− qn−1x)

= (a− x)· q(q−1a− x)· q2(q−2a− x) · · · qn−1(q−n+1a− x)

= (−1)nq
n(n−1)

2 (x− q−n+1a) · · · (x− q−2a)(x− q−1a)(x− a),

ή

(3.9) (a− x)nq = (−1)nq
n(n−1)

2 (x− q−n+1a)nq .
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Προφανώς, (3.9) είναι αληθής για n = 0, και είναι απλό να επαληθεύσουµε
ότι είναι αληθής για n < 0. Ας τελειώσουµε αυτή την ενότητα ϐρίσκοντας την
q-παράγωγο των παραπάνω τρειών συναρτήσεων. Από την (3.7), έχουµε

Dq
1

(x− a)nq
= Dq

1

(x− q−n(qna))nq
= Dq(x− qna)−nq .

Χρησιµοποιώντας την (3.9) δύο ϕορές, έχουµε

Dq(a− x)nq = (−1)nq
n(n−1)

2 · [n](x− q−n+1a)n−1q

= −[n]qn−1· (−1)n−1q
(n−1)(n−2)

2 (x− q−n+2(q−1a))n−1q

= −[n]qn−1(q−1a− x)n−1q = −[n](a− qx)n−1q .

Τελικά, χρησιµοποιούµε τον κανόνα του πηλίκου (1.13) και παίρνουµε

Dq
1

(a− x)nq
= −

−[n](a− qx)n−1q

(a− x)nq (a− qx)nq
=

[n]

(a− x)nq (a− qn+1x)

Συµπεραίνουµε, για κάθε ακέραιο n, έχουµε

(3.10) Dq
1

(x− a)nq
= [−n](x− qna)−n−1q ,

(3.11) Dq(a− x)nq = −[n](a− qx)n−1q ,

(3.12) Dq
1

(a− x)nq
=

[n]

(a− x)n+1
q

.



Κεφάλαιο 4

q-τύπος του Taylor για
πολυώνυµα

΄Οπως έχει αναφερθεί σε προηγούµενη ενότητα, η Pn(x) =
(x−a)nq
[n]!

ικανοποιεί
τις τρεις απαιτήσεις του Θεωρήµατος 2.1 σε σχέση µε τον γραµµικό τελεστή
Dq. Εποµένως, τώρα ϑα πάρουµε την q-εκδοχή του τύπου του Taylor.

Θεώρηµα 4.1. Για κάθε πολυώνυµο f(x) ϐαθµούN και κάθε αριθµό c, έχου-
µε το ακόλουθο q-ανάπτυγµα Taylor:

(4.1) f(x) =
N∑
j=0

(Dj
qf)(c)

(x− c)jq
[j]!

.

Παράδειγµα 3. Θεωρούµε την f(x) = xn και c = 1, όπου n είναι ένας ϑετικός
ακέραιος.

Για j 6 n, έχουµε

(4.2)
(Dj

qf)(x) = [n]xn−1 = [n][n− 1]xn−2 = · · ·

= [n][n− 1] · · · [n− j + 1]xn−j

έτσι έχουµε,

(4.3) (Dj
qf)(1) = [n][n− 1] · · · [n− j + 1]

Ο q-τύπος του Taylor για την xn γύρω από το σηµείο c = 1 δίνει

(4.4) xn =
n∑

j=0

[n] · · · [n− j + 1]

[j]!
(x− 1)jq =

n∑
j=0

[
n

j

]
(x− 1)jq,
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όπου

(4.5)
[
n

j

]
=

[n][n− 1] · · · [n− j + 1]

[j]!
=

[n]!

[j]![n− j]!

ονοµάζονται q-διωνυµικοί συντελεστές. Θα δώσουµε µία καλή συνδυαστική
ερµηνεία της εξίσωσης (4.4) στο κεφάλαιο 7.
Σηµειώστε ότι, καθώς q → 1, οι q- διωνυµικοί συντελεστές µετατρέπονται
στους συνήθεις διωνυµικούς συντελεστές και η (4.4) γίνεται ένα αποτέλεσµα
του συνήθη διωνυµικού τύπου. Οι ιδιότητες των q-διωνυµικών συντελεστών
ϑα εξεταστούν στα επόµενα δύο κεφάλαια.



Κεφάλαιο 5

∆ιωνυµικός τύπος του Gauss και
ο µη αντιµεταθετικός διωνυµικός
τύπος

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δούµε δύο διωνυµικούς τύπους που συµπεριλαµ-
ϐάνουν q-διωνυµικούς συντελεστές. Πρώτα ας ϑεωρήσουµε ένα όµοιο παρά-
δειγµα µε αυτό που δώθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο.

Παράδειγµα 4. ΄Εστω n να είναι ένας µη-αρνητικός ακέραιος και a ένας αριθ-
µός.Ας επεκτείνουµε την f(x) = (x+ a)nq γύρω από το x = 0 χρησιµοποιώντας
τον q-τύπο του Taylor. ΄Οπως και στην (4.2), για j 6 n έχουµε

(5.1) (Dj
qf)(x) = [n][n− 1] · · · [n− j + 1](x+ a)n−jq .

Υπενθυµίζουµε ότι

(x+ a)mq = (x+ a)(x+ qa) · · · (x+ qm−1a),

ωστόσο, για x = 0, το δεξί µέλος δίνει (a)(qa) · · · (qm−1a) = q
m(m−1)

2 am.
Εφαρµόζωντας αυτό στην σχέση (5.1) ϑα πάρουµε για j 6 n,

(5.2) (Dj
qf)(0) = [n][n− 1] · · · [n− j + 1]q

(n−j)(n−j−1)
2 an−j.

΄Ετσι,ο q-τύπος του Taylor δίνει

(5.3) (x+ a)nq =
n∑

j=0

[
n

j

]
q

(n−j)(n−j−1)
2 an−jxj.

Μπορούµε να ϐελτιώσουµε την έκφραση λιγάκι εάν αντικαταστήσουµε το j µε το
n− j. Από τον ορισµό των q-διωνυµικών συντελεστών (4.5), έχουµε, παρόµοια
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µε τους συνήθεις διωνυµικούς συντελεστές,

(5.4)
[

n

n− j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
=

[
n

j

]
Ωστόσο, η (5.3) είναι ισοδύναµη µε την

(5.5) (x+ a)nq =
n∑

j=0

[
n

j

]
q

j(j−1)
2 ajxn−j.

Ο τύπος (5.5) λέγεται διωνυµικός τύπος του Gauss, που ϑα είναι χρήσιµος στα
επόµενα κεφάλαια.
Τώρα αλλάζουµε ϑέµα.΄Οπως όλοι γνωρίζουµε, ο πολλαπλασιασµός των πραγ-
µατικών αριθµών είναι αντιµεταθετικός, δηλαδή, xy = yx. Ωστόσο, όταν µας
ανησυχεί ένας γενικότερος πολλαπλασιασµός, όπως ο πολλαπλασιασµός πινά-
κων ή σύνθεση χώρων, η αντιµεταθετικότητα δεν µπορεί να ισχύει. Θεωρούµε
το ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα 5. ΄Εστω x̂ και M̂q να είναι οι γραµµικές απεικονίσεις στο χώρο
των πολυωνύµων των οποίων οι πράξεις σ’ενα πολυώνυµο f(x) είναι

(5.6) x̂[f(x)] = xf(x), M̂q[f(x)] = f(qx)

Τότε για κάθε f(x) έχουµε

M̂qx̂[f(x)] = M̂q[xf(x)] = qxf(qx) = qx̂M̂q[f(x)],

έτσι

(5.7) M̂qx̂ = qx̂M̂q

Το ϑεώρηµα (5.1) παρακάτω εισάγει ένα µη αντιµεταθετικό διωνυµικό
τύπο που περιέχει δύο στοιχεία που ικανοποιούν µία ειδική σχέση εναλλαγής
όπως η σχέση (5.7).

Θεώρηµα 5.1. Εάν yx = qxy, όπου q είναι ένας αριθµός που µετατίθεται και
µε το x και µε το y, τότε

(5.8) (x+ y)n =
n∑

j=0

[
n

j

]
xjyn−j.



· 23

Απόδειξη. Η αποδειξή µας ϑα γίνει µε επαγωγή στο n. Η εξίσωση (5.8) είναι
προφανώς αληθής για n = 1. Σηµειώστε ότι ykx = qyk−1xy = q2yk−2xy2 =
. . . = qkxyk, υπολογίζουµε

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y) =

(
n∑

j=0

[
n

j

]
xjyn−j

)
(x+ y)

=
n∑

j=0

[
n

j

]
xjyn−jx+

n∑
j=0

[
n

j

]
xjyn−j+1

=
n∑

j=0

[
n

j

]
xj(qn−jxyn−j) +

n∑
j=0

[
n

j

]
xjyn−j+1

=
n+1∑
j=1

qn−j+1

[
n

j − 1

]
xjyn−j+1 +

n∑
j=0

[
n

j

]
xjyn−j+1

= yn+1 +
n∑

j=1

(
qn−j+1

[
n

j − 1

]
+

[
n

j

])
xjyn−j+1 + xn+1

=
n+1∑
j=0

[
n+ 1

j

]
xjyn+1−j,

όπου χρησιµοποιήσαµε τον q-κανόνα του Pascal (6.3), όπου ϑα συζητηθεί
στο επόµενο κεφάλαιο. Το ϑεώρηµα έχει έτσι αποδειχθεί.





Κεφάλαιο 6

Ιδιότητες των q-∆ιωνυµικών
Συντελεστών

Ας εξετάσουµε κάποιες ιδιότητες των q-διωνυµικών συντελεστών, που έχουν
οριστεί στην (4.5), µε n και j να είναι µη-αρνητικοί ακέραιοι και n ≥ j. Ε-
πειδή ϑα ξαναπάρουµε τους συνήθεις διωνυµικούς συντελεστές εάν πάρουµε
q → 1, περιµένουµε τα q-αναλογά τους να έχουν παρόµοιες ιδιότητες. Πρώτα,
όπως έχουµε σηµειώσει στην (5.4),

(6.1)
[
n

j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
=

[
n

n− j

]
ακολουθεί ακριβώς το κλασσικό αποτέλεσµα. Ωστόσο, η αντιστοίχιση είναι
πιο λεπτή για άλλη ταυτότητα των διωνυµικών συντελεστών, ο κανόνας του
Pascal: (

n

j

)
=

(
n− 1

j − 1

)
+

(
n− 1

j

)
, 1 6 j 6 n− 1.

Για παράδειγµα, [
2

1

]
= 1 + q 6= 2 =

[
1

0

]
+

[
1

1

]
.

Πρόταση 6.1. Υπάρχουν δύο q-κανόνες του Pascal, ονοµαστικά,

(6.2)
[
n

j

]
=

[
n− 1

j − 1

]
+ qj

[
n− 1

j

]
και

(6.3)
[
n

j

]
= qn−j

[
n− 1

j − 1

]
+

[
n− 1

j

]
,

όπου 1 6 j 6 n− 1.
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Απόδειξη. Επειδή για κάθε 1 6 j 6 n− 1,

[n] = 1 + q + · · ·+ qn−1

= (1 + q + · · ·+ qj−1) + qj(1 + q + · · ·+ qn−j−1)

= [j] + qj[n− j],

έχουµε [
n

j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
=

[n− 1]![n]

[j]![n− j]!

=
[n− 1]!([j] + qj[n− j])

[j]![n− j]!

=
[n− 1]!

[j − 1]![n− j]!
+ qj

[n− 1]!

[j]![n− j − 1]!

=

[
n− 1

j − 1

]
+ qj

[
n− 1

j

]
,

το οποίο είναι η (6.2). Η συµµετρική ιδιότητα των συντελεστών (6.1) µας δίνει
την άλλη ταυτότητα, επειδή[

n

j

]
=

[
n

n− j

]
=

[
n− 1

n− j − 1

]
+ qn−j

[
n− 1

n− j

]

=

[
n− 1

j

]
+ qn−j

[
n− 1

j − 1

]
.

Πόρισµα 6.2. Κάθε q-διωνυµικός συντελεστής είναι ένα πολυώνυµο του q
ϐαθµού j(n− j), µε το 1 ως ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου.

Απόδειξη. Για κάθε µη-αρνητικό ακέραιο n,[
n

0

]
=

[
n

n

]
= 1,

το οποίο είναι ϕυσικά ένα πολυώνυµο. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 6.1
και µε επαγωγή στο n, για κάθε 1 6 j 6 n− 1,

[
n
j

]
είναι το άθροισµα των δύο

πολυωνύµων, έτσι είναι το ίδιο ένα πολυώνυµο.
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Από τους ορισµούς (4.5) και (1.9), η σαφής έκφραση ενός q-διωνυµικού συν-
τελεστή είναι

(6.4)
[
n

j

]
=

(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−j+1 − 1)

(qj − 1)(qj−1 − 1) · · · (q − 1)
.

Και ο αριθµητής και ο παρανοµαστής της (6.4) είναι πολυώνυµα του q µε
µεγαλύτερο συντελεστή το 1, άρα και το πηλίκο τους. Τέλος, ο ϐαθµός του[
n
j

]
στο q είναι η διαφορά των ϐαθµών του αριθµητή και του παρανοµαστή,

η οποία είναι [n + (n − 1) + · · · + (n − j + 1)] − [j + (j − 1) + · · · + 1] =
(n− j) + (n− j) + · · ·+ (n− j) = j(n− j).

΄Ενα άλλο γεγονός που µπορούµε να συµπεράνουµε από την αναλυτική
έκφραση (6.4) του q-διωνυµικού συντελεστή. Γνωρίζοντας ότι αυτό είναι ένα
πολυώνυµο του q ϐαθµού j(n− j), ας αφήσουµε

a0 + a1q + · · · +aj(n−j)−1q
j(n−j)−1 + aj(n−j)q

j(n−j)

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−j+1)

(qj − 1)(qj−1 − 1) · · · (q − 1)

Εάν αντικαταστήσουµε q µε 1
q
και πολλαπλασιάσουµε και τις δύο πλευρές µε

qj(n−j), είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι το δεξί µέλος δεν ϑα αλλάξει, ενώ το
αριστερό µέλος,

a0q
j(n−j) + a1q

j(n−j)−1 + · · ·+ aj(n−j)−1q + aj(n−j),

έχει η ακολουθία των συντελεστών ai δεδοµένου ότι αντιστρέφεται. Συγκρί-
νωντας συντελεστές, παρατηρούµε ότι οι συντελεστές στην πολυωνυµική έκ-
ϕραση του

[
n
j

]
είναι συµµετρικοί, δηλαδή, ai = aj(n−j)−i. ΄Οπως και στους

συνήθεις διωνυµικούς συντελεστές, οι q- διωνυµικοί συντελεστές έχουν συν-
δυαστικές ερµηνείες. Εδώ είναι µία απάυτές, και άλλη µία ϑα δωθεί στο
επόµενο κεφάλαιο.

Θεώρηµα 6.3. ΄Εστω An = 1, 2, . . . , n και έστω An,j να είναι η συλλογή όλων
των υποσυνόλων του An µε j στοιχεία, 0 6 j 6 n. Τότε

(6.5)
[
n

j

]
=
∑

S∈An,j

qw(S)− j(j+1)
2 , όπου w(S) =

∑
s∈S

s.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το Θεώρηµα µε επαγωγή στο n. Πρώτα, ϑεωρούµε
n = 1, j = 0. Για j = 0, A1,0 = ∅ και w(∅) = 0. ΄Ετσι, το δεξί µέλος της (6.5)
ισούται µε τη µονάδα, το οποίο συµφωνεί µε το αριστερό µέλος. Για j = 1,
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το µόνο στοιχείο του A1,1 είναι A1 = 1, και w(1) = 1. Ξανά, το δεξί µέλος
ισούται µε τη µονάδα και συµφωνεί µε το αριστερό µέλος.
Υποθέτουµε ότι (6.5) ισχύει για 1 6 n 6 m − 1, όπου m ≥ 2, και ϑεωρούµε
n = m. Η περίπτωση j = 0 είναι όµοια για n = 1 όπου έχει περιγραφεί
παραπάνω. Για j ≥ 1 γράφουµε Am,j = B∪B′, όπου B = {S ∈ Am,j|m /∈ S}
και B′ = {S ∈ Am,j|m /∈ S}. Τα σύνολα στο Β είναι όλα τα υποσύνολα του
Am−1 µε j-στοιχεία, δηλαδή, B = Am−1,j. Τα σύνολα στο Β΄ το καθένα µε το
στοιχείο «m» να έχει αφαιρεθεί είναι όλα τα υποσύνολα του Am−1 µε (j − 1)-
στοιχεία. Ως εκ τούτου, το δεξί µέλος της (6.5) γίνεται∑

S∈B

qw(S)− j(j+1)
2 +

∑
S∈B′

qw(S)− j(j+1)
2

=
∑

S∈Am−1,j

qw(S)− j(j+1)
2 +

∑
S∈Am−1,j−1

q(w(S)+m)− j(j+1)
2

=
∑

S∈Am−1,j

qw(S)− j(j+1)
2 +

∑
S∈Am−1,j−1

qw(S)− j(j−1)
2 · qm−j

=

[
m− 1

j

]
+ qm−j

[
m− 1

j − 1

]
=

[
m

j

]
.

Η τελευταία γραµµή προκύπτει από έναν από τους q-κανόνες του Pascal(6.3).
Με επαγωγή στο j, (6.5) είναι αληθής για 0 6 j 6 m. Τελικά, η επαγωγή στο
n ολοκληρώνει την απόδειξη.

Για µελλοντική χρήση, σηµειώστε ότι ο ορισµός του q-διωνυµικού συντε-
λεστή µπορεί να γενικευτεί µε έναν τρόπο όµοιο µε το αντιστοιχό του, χρησι-
µοποιώντας την (3.8):

(6.6)
[
a

j

]
=

[a][a− 1] · · · [a− j + 1]

[j]!
,

όπου a είναι κάθε αριθµός και j είναι ένας µη-αρνητικός ακέραιος.

Για να κατανοήσουµε καλύτερα το Θεώρηµα 6.3 ϑα πάρουµε την περίπτωση
όπου n = 3 και j = 2. ΄Αρα έχουµε το σύνολο A3 = 1, 2, 3 τότε ϑα πρέπει να
ισχύει ότι : [

3

2

]
=
∑

S∈A3,2

qw(S)− 2(2+1)
2 , όπου w(S) =

∑
s∈S

s.

Από την σχέση (4.5) έχουµε ότι[
3

2

]
=

[3]!

[2]![1]!
=

(q3 − 1)(q2 − 1)

(q2 − 1)(q − 1)
=

(q3 − 1)

(q − 1)
= 1 + q2 + q.
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Τώρα ϑέτουµε S1 = {1, 2}, S2 = {1, 3}, S3 = {2, 3} να είναι όλα τα υποσύνολα
του A3 µε 2 στοιχεία. ΄Αρα έχουµε

w(S1) = 1 + 2 = 3, w(S2) = 1 + 3 = 4, w(S3) = 2 + 3 = 5

και από το Θεώρηµα ϑα πρέπει να ισχύει ότι[
3

2

]
= 1 + q2 + q =

∑
S∈A3,2

qw(S)− 2(2+1)
2 , όπου w(S) =

∑
s∈S

s.

Το άθροισµα ισούται µε∑
S∈A3,2

qw(S)− 2(2+1)
2 = q3−3 + q5−3 + q4−3 = 1 + q2 + q.

΄Αρα ισχύει για n = 3.





Κεφάλαιο 7

q-∆ιωνυµικοί Συντελεστές και
Γραµµική ΄Αλγεβρα πάνω σε
πεπερασµένα σώµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα εξηγήσουµε µία σηµαντική συνδυαστική ερµηνεία
των q-διωνυµικών συντελεστών.

Θεώρηµα 7.1. Εάν q είναι η τάξη ενός πεπερασµένου σώµατος Fq (ως εκ
τούτου, ο αριθµός q είναι πρώτος), τότε

(7.1)

[
n

j

]
= ο αριθµός των υποχώρων διάστασης j

στον διανυσµατικό χώρο F n
q διάστασης n.

Πριν αποδείξουµε το Θεώρηµα, ας κάνουµε µια πολύ σύντοµη ανασκό-
πηση κάποιων ϐασικών εννοιών της γραµµικής άλγεβρας. Μία συλλογή δια-
νυσµάτων σε έναν διανυσµατικό χώρο V πάνω σε ένα σώµα F είναι ένας
υπόχωρος εάν αυτός περιέχει το µηδενικό διάνυσµα και είναι κλειστός ως
προς τη διανυσµατική πρόσθεση και το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό. Η διά-
σταση ενός υπόχωρου, εάν είναι πεπερασµένος, δίνεται από τον αριθµό των
διανυσµάτων σε µία ϐάση για τον υπόχωρο, η οποία είναι µία συλλογή γραµ-
µικών ανεξάρτητων διανυσµάτων τα οποία παράγουν ολόκληρο τον υπόχωρο.
Ο µοναδικός υπόχωρος διάστασης µηδέν είναι 0. ΄Ενας υπόχωρος διάστα-
σης ένα παράγεται από ένα µη-µηδενικό διάνυσµα, {au|u 6= 0, a ∈ F}, ένας
υπόχωρος διάστασης δύο παράγεται από δύο γραµµικώς ανεξάρτητα διανύ-
σµατα, {au1+bu2|u1, u2 γραµµικώς ανεξάρτητα, a, b ∈ F}, και πάει λέγοντας.
Ο διανυσµατικός χώρος F n

q αποτελείται απο n-άδες, ή n-διανυσµατικές συ-
νιστώσες,

(a1, a2, . . . , an),
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όπου κάθε ai είναι ένα στοιχείο του πεπερασµένου σώµατος Fq. Επειδή
|Fq| = q, υπάρχουν qn τέτοιες n-άδες, ή |F n

q | = qn.

Απόδειξη. του Θεωρήµατος 7.1 ΄Εστω V = F n
q . Για j = 0,

[
n
0

]
= 1 και

υπάρχει µόνο ένας µη-µηδενικός υπόχωρος του V , οπότε αυτή η περίπτωση
έχει αποδειχθεί. Για j ≥ 1, για να αποκτήσουµε έναν υπόχωρο δίαστασης j,
επιλέγουµε j γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα στον V για να σχηµατίσουµε
µία ϐάση. Το πρώτο, u1, µπορεί να είναι ένα από τα qn − 1 µη-µηδενικά
διανύσµατα. Το δεύτερο,u2, δεν µπορεί να είναι οποιοδήποτε διάνυσµα στον
υπόχωρο που παράγεται απο το u1. Επειδή ένας υπόχωρος διάστασης ένα
έχει q στοιχεία, υπάρχουν qn−q επιλογές για την δεύτερη ϐάση διανυσµάτων.
Τότε, ο αριθµός των επιλογών για την τρίτη, u3, είναι qn− q2, επειδή αυτό δεν
µπορεί να είναι στον υπόχωρο διάστασης δύο που παράγεται απο τα u1 και u2,
το οποίο έχει q2 στοιχεία. Γενικά, µετά την συλλογη της i-στής διανυσµατικής
ϐάσης, ο αριθµός των διανυσµάτων στον υπόχωρο που παράγεται από τις
πρώτες i διανυσµατικές ϐάσεις είναι qi, και έχουν µείνει qn − qi επιλογές για
την (i+ 1)-στή. ΄Αρα, έχουµε

(7.2) (qn − 1)(qn − q)(qn − q2) · · · (qn − qj−1)

διαφορετικές επιλογές για να διαλέξουµε j γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµα-
τα στον F n

q .
Ωστόσο, πολλές από αυτές τις j-άδες παράγουν τον ίδιο υπόχωρο. Θα πρέπει
να διαιρέσουµε την έκφραση (7.2) µε τον αριθµό των διαφορετικών πιθανών
τρόπων της ϐάσης ενός συγκεκριµένου υπόχωρου διάστασης j. Αλλά αυτό
είναι κατόυσίαν ο ίδιος αριθµός στην (7.2), µε το n να έχει αντικατασταθεί
από το j. ΄Αρα, ο αριθµός των διαφορετικών υπόχωρων διάστασης j είναι

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2) · · · (qn − qj−1)
(qj − 1)(qj − q)(qj − q2) · · · (qj − qj−1)

=
q· q2 · · · qj−1· (qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−j+1 − 1)

q· q2 · · · qj−1· (qj − 1)(qj−1 − 1) · · · (q − 1)

=

[
n

j

]
,

σύµφωνα µε την σχέση (6.4).

΄Οπως ο κανόνας του Pascal, πολλές ταυτότητες που περιλαµβάνουν διω-
νυµικούς συντελεστές έχουν τα q-αναλογά τους. Φανταστείτε ότι έχουµεm+n
µπάλες, και τις τοποθετούµε σε δύο οµάδες, µία µεm και µία µε n από αυτές.
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Κάθε τρόπος να διαλέξουµε k µπάλες από όλες τις m+n από αυτές αντιστοι-
χούν σε ένα προς ένα τρόπο να διαλέξουµε j µπάλες από την οµάδα µε τις m
µπάλες και διαλέγοντας k− j µπάλες από την οµάδα µε τις n µπάλες, µε το j
να τρέχει από 0 έως k. ΄Αρα, έχουµε την ακόλουθη ταυτότητα των διωνυµικών
συντελεστών :

(7.3)
(
m+ n

k

)
=

k∑
j=0

(
m

j

)(
n

k − j

)
.

Παράδειγµα 6. Για να αποκτήσουµε ένα q-ανάλογο της ταυτότητας (7.3) χρη-
σιµοποιώντας τη συνδυαστική αναπαράσταση των q-διωνυµικών συντελεστών
όπως έχουν αναφερθεί στο Θεώρηµα 7.1.
΄Εστω V = Fm+n

q και έστω Vm ⊂ V να είναι ένας σταθερός υπόχωρος µε
dimVm = m. Θα ϑέλαµε να αποκτήσουµε µία ταυτότητα για να µετράµε των
αριθµών των υπόχωρων διάστασης k στον V µε δύο τρόπους. Πρώτα, από
το Θεώρηµα 7.1, ξέρουµε ότι αυτός ο αριθµός ισούται µε

[
m+n
k

]
. Από την

άλλη, έστω W να είναι ένας υπόχωρος διάστασης k του V . Ως η τοµή των
δύο υποχώρων, W ∩ Vm είναι επίσης ένας υπόχωρος, διάστασης j, το οποίο
είναι ανάµεσα στο 0 και k. Ας ϑεωρήσουµε κάθε W καθώς επεκτείνεται από
ένα υπόχωρο διάστασης j του Vm. Υποθέτουµε ότι ένας υπόχωρος W ′ ⊂ Vm,
dimW ′ = j, έχει επιλεγεί. Τώρα προσθέτουµε k − j γραµµικώς ανεξάρτητα
διανύσµατα (u1, u2, . . . , uk−j) στον W ′ για να σχηµατίσουµε W : το u1 µπορεί
να επιλεγεί από τα qm+n−qm διανύσµατα που δεν είναι στον Vm, το u2 µπορεί
να επιλεγεί από τα qm+n− qm+1 διανύσµατα που δεν είναι στον υπόχωρο που
παραγέται απο τα Vm και u1, κ.τ.λ. Από το ίδιο επιχείρηµα όπως και στην
απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1, υπάρχουν

(7.4) (qm+n − qm)(qm+n − qm+1) · · · (qm+n − qm+k−j−1)

διαφορετικούς τρόπους να προσθέσουµε k− j γραµµικώς ανεξάρτητα διανύ-
σµατα στον W ′. Ξανά, πρέπει να µετρήσουµε τον αριθµό των διαφορετικών
τρόπων να επεκτείνουµε τον W ′ σε ένα µόνο W . Επειδή dimW = k και
dimW ′ = j, ο αριθµός είναι

(7.5) (qk − qj)(qk − qj+1) · · · (qk − qk−1),

σύµφωνα µε παρόµοια επιχειρήµατα. Επιπλέον, ο αριθµός των διαφορετικών
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W που λαµβάνεται µε την επέκταση από ένα δοσµένο W ′ είναι

(qm+n − qm)(qm+n − qm+1) · · · (qm+n − qm+k−j−1)

(qk − qj)(qk − qj+1) · · · (qk − qk−1)

=
qm· qm+1 · · · qm+k−j−1· (qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−k+j+1 − 1)

qj· qj+1 · · · qk−1· (qk−j − 1)(qk−j−1 − 1) · · · (q − 1)

= q(k−j)(m−j)
[

n

k − j

]
.

Επειδή υπάρχουν
[
m
j

]
διαφορετικές επιλογές για τον W ′ και κάθε δύο απάυ-

τές παράγουν ξεχωριστό W , έχουµε την ταυτότητα

(7.6)
[
m+ n

k

]
=

k∑
j=0

q(k−j)(m−j)
[
m

j

][
n

k − j

]
,

το οποίο είναι το q-ανάλογο της (7.3).

Παράδειγµα 7. Ανακαλώντας απο την (4.4) το q-ανάπτυγµα Taylor της f(x) =
xn γύρω από το x = 1:

xn =
n∑

j=0

[
n

j

]
(x− 1)jq.

΄Οπως υποσχεθήκαµε νωρίτερα, ϑα αποδείξουµε αυτό το ανάπτυγµα χρησιµο-
ποιώντας συνδυαστικά επιχειρήµατα. Η στρατηγική µας είναι να δείξουµε ότι η
ταυτότητα ισχύει εάν x = qm, όπου m είναι κάθε ϑετικός ακέραιος. Επειδή και
οι δύο πλευρές της ταυτότητας είναι πολυώνυµα, ισότητα σε απείρα σηµεία εξα-
σφαλίζει ισότητα σε όλα τα σηµεία. (Εάν f ,g είναι πολυώνυµα και f(x) = g(x)
για άπειρες τιµές του x, το πολυώνυµο h(x) = f(x)− g(x) έχει άπειρα µηδέν,
το οποίο είναι πιθανό µόνο αν h είναι ταυτοτικά µηδέν.)
΄Εστω n,m να είναι ϑετικοί ακέραιοι και S το σύνολο όλων των γραµµικών
µετασχηµατισµών από το A = F n

q στο B = Fm
q . Υποθέτουµε ότι e1, . . . , en είναι

µία ϐάση για τον A. Επειδή, δεδοµένου ότι κάθε T ∈ S, T (ek) µπορεί να είναι
οποιοδήποτε από τα qm διανύσµατα στον B, για κάθε 1 6 k 6 n, και µαζί
καθορίζουν µοναδικά τον T , ο αριθµός των στοιχείων |S| του S είναι (qm)n, το
οποίο είναι το αριστερό µέρος της (4.4) όπου x = qm. Από την άλλη, µπορούµε
να γράψουµε

|S| =
n∑

j=0

(ο αριθµός των στοιχείων του S ϐαθµού j)
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Επιθυµούµε να δείξουµε ότι το j-στό άθροισµα είναι
[
n
j

]
(qm − 1)jq. Σηµειώστε

ότι ο ϐαθµός του T δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος απόm, το οποίει συµφωνεί
µε το γεγονός ότι (qm − 1)jq = 0 όταν j > m. ΄Αρα, ϑεωρούµε µόνο j 6 m.
Εδώ χρησιµοποιούµε κάποια γεγονότα από τους γραµµικούς µετασχηµατισµούς.
΄Οτι ο T έχει ϐαθµό j σηµαίνει ότι W = T (A) ⊂ B είναι ένας υπόχωρος διά-
στασης j, και ο A µπορεί να διασπαστεί ως ένα ευθύ άθροισµα δύο υποχώρων,
A = V ⊕K, όπου dimV = j και dimK = n−j, τέτοιος ώστε ο T απεικονίζει τον
V πάνω στον W µε ένα προς ένα τρόπο αναπαράστασης ως ένα άθροισµα δύο
διανυσµάτων µε µοναδικό τρόπο, όπου το ένα είναι στον V και το άλλο στονK.
(Για να δούµε γιατί µία τέτοια διάσπαση είναι πιθανή, επιλέγουµε u1, · · · , uj
στον A τέτοια ώστε οι εικόνες τους να σχηµατίζουν µία ϐάση για τον W . Η
γραµµική ανεξαρτησία των εικόνων τους συνεπάγεται τη δικιά τους γραµµική
ανεξαρτησία. ΄Εστω V να είναι ο χώρος που παράγεται από το ui. Για κάθε
u ∈ A, T (u) ∈ W . Επειδή T (ui) είναι µία ϐάση για τον W , T (u) =

∑
aiT (ui)

για κάποια ui. ΄Εστω u′ =
∑
aiui. Τότε, u′ ∈ V και T (u − u′) = 0: άρα

u−u′ ∈ K. ΄Οτι οK είναι ένας υπόχωρος είναι εύκολο να το δείξουµε. Επειδή
T (V ) = W και µαζί οι V και W περιέχουν qj διανύσµατα, ο T είναι ένα προς
ένα στον V , και το u′ είναι το µόνο διάνυσµα στον V τέτοιο ώστε T (u) = T (u′),
υπονοεί την µοναδικότητα της διάσπασης.)
Από άλλη άποψη, ϑα προσδιορίσουµε τον T διαλέγοντας υποχώρους V ⊂ A
και W ⊂ B και ο τρόπος να αντιστοιχίζεται ο V πάνω στον W . Από το Θεώ-
ϱηµα 7.1, ο αριθµός των επιλογών για τον V και τον W είναι

[
n
j

][
m
j

]
. Τώρα,

υποθέτουµε V καιW δοσµένα, και έστω u1, . . . , uj να είναι µία ϐαση για τον V .
΄Εχοντας κατα νου ότι T είναι ένα προς ένα, γνωρίζουµε ότι T (u1) µπορεί να εί-
ναι οποιοδήποτε από τα qj−1 µη µηδενικά διανύσµατα στονW , T (u2) µπορεί να
είναι οποιοδήποτε από τα qj − q µη µηδενικά διανύσµατα στον W όχι όµως στα
στοιχεία που παράγει η T (u1), T (u3) µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα qj−q2
µη µηδενικά διανύσµατα στον W όχι όµως στα στοιχεία που παράγει η T (u1)
και η T (u2), και παεί λέγοντας. ΄Αρα, υπάρχουν (qj−1)(qj− q) · · · (qj− qj−1)
τρόποι να απεικονίσουµε τον V πάνω στον W αµφιµονοσήµαντα. Εποµένως, ο
αριθµός των στοιχέιων του S ϐαθµού j είναι[

n

j

][
m

j

] j−1∏
i=0

(qj − qi) από (6.4)
=

[
n

j

] j−1∏
i=0

(
qm−i − 1

qj−i − 1

) j−1∏
i=0

(qj − qi)

=

[
n

j

] j−1∏
i=0

(qm − qi) =
[
n

j

]
(qm − 1)jq,

όπως, ϑέλουµε.

Το Θεώρηµα 7.1 επίσης µας λέει ότι ο συνολικός αριθµός των υπόχωρων
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του διανυσµατικού χώρου F n
q δίνεται από

(7.7) Gn =
n∑

j=0

[
n

j

]
,

το οποίο ονοµάζεται ο n-οστός αριθµός Galois. Εάν οι q-διωνυµικοί συντε-
λεστές αντικαταστηθούν από τους συνήθεις, το άθροισµα είναι ακριβώς 2n.
Ωστόσο, η περίπτωση του q-λογισµου δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί ακρι-
ϐώς. Αντί αυτού, οι αριθµοί Galois µπορούν να υπολογιστούν αναδροµικά,
όπως δείχτηκε απο τους Goldman και Rota.

Πρόταση 7.2. Οι αριθµοί Galois ικανοποιούν την ακόλουθη αναδροµική σχέ-
ση :

(7.8) Gn+1 = 2Gn + (qn − 1)Gn−1,

µε G0 = 1 και G1 = 2.

Απόδειξη. ΄Εστω Pn(x) = (x − 1)nq . Το κόλπο που πρόκειται να χρησιµοποι-
ήσουµε είναι να ορίσουµε µία γραµµική συνάρτηση L στο χώρο των πολυω-
νύµων τέτοια ώστε

(7.9) L{Pn(x)} = 1

για κάθε µη-αρνητικό ακέραιο n. ΄Οπως µία γραµµική συνάρτηση υπάρχει
επειδή τα πολυώνυµα (x− a)nq είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (για διαφορετικό
n). Εάν εφαρµόσουµε την L και στις δύο πλευρές της (4.4), έχουµε

(7.10) L{xn} =
n∑

j=0

[
n

j

]
L{Pj(x)} =

n∑
j=0

[
n

j

]
= Gn.

Για να εκµεταλλευτούµε την γραµµική ιδιότητα τηςL, σηµειώνουµε ότι Pn+1(x) =
(x− qn)Pnx = xPn(x)− qnPn(x), άρα

(7.11) L{xPn(x)} = L{Pn+1(x)}+ qnL{Pn(x)}1 + qn.

Από την άλλη, από DqPn(x) = [n]Pn−1(x), έχουµε

(7.12) 1 + qn = 2L{Pn(x)}+ (q − 1)L{DqPn(x)}.

Εξισώνοντας τις (7.11) και (7.12), παίρνουµε

(7.13) L{xPn(x)} = 2L{Pn(x)}+ (q − 1)L{DqPn(x)},
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το οποίο είναι αληθές για κάθε n ≥ 0. Επειδή κάθε πολυώνυµο µπορεί να
εκφραστεί ως ένας γραµµικός συνδυασµός της Pn(x), µπορούµε να αντικα-
ταστήσουµε το Pn(x) στην (7.13) µε κάθε πολυώνυµο. Ιδίως, εάν αντικατα-
στήσουµε αυτό µε την xn, παίρνουµε

L{xn+1} = 2L{xn}+ (q − 1)L{[n]xn−1}

= 2L{xn}+ (qn − 1)L{xn−1}

σύµφωνα µε την (7.10), αυτό αποδεικνύει την (7.8).

Επιπλέον, εάν διαλέξουµε άλλη γραµµική συνάρτησηL′ τέτοια ώστεL{Pn} =
tn, ϑα πάρουµε τον ακόλουθο αναδροµικό τύπο µε παρόµοιο τρόπο:

L′{xn+1} = (t+ 1)L′{xn}+ t(qn − 1)L′{xn−1}.

Και αν ορίσουµε την ακολουθία

fn(t) =
n∑

j=0

[
n

j

]
tj

των πολυωνύµων του t, έχουµε fn(t) = L′xn, και άρα

fn+1(t) = (t+ 1)fn(t) + (qn − 1)tfn−1(t), n ≥ 1.

Σηµειώστε ότι Gn = fn(1) και ϐάζοντας t = 1 παραπάνω ξαναπαίρνω την
Πρόταση 7.2.
΄Οταν t = −1, η αναδροµική σχέση είναι ιδιαίτερα απλή:

fn+1(−1) = (1− qn)fn−1(−1), n ≥ 1,

Επειδή f0(−1) = 1 και f1(−1) = 0, έχουµε

(7.14)
2m∑
j=0

(−1)j
[
2m

j

]
= (1− q2m−1)(1− q2m−3 · · · (1− q)),

και

(7.15)
2m+1∑
j=0

(−1)j
[
2m+ 1

j

]
= 0

για κάθε m ≥ 0. Αυτές οι δύο ταυτότητες ανακαλύφθηκαν πρώτα από τον
Gauss. Η σηµερινή απόδειξη οφείλεται στους Goldman και Rota.





Κεφάλαιο 8

Ο q-τύπος του Taylor για τυπικές
δυναµοσειρές και ο διωνυµικός
τύπος του Heine

Θα ξεκινήσουµε να εφαρµόζουµε ότι έχουµε µάθει τόσο καιρό, ειδικότερα
τον q-τύπο του Taylor (4.1), για να µελετήσουµε ταυτότητες που περιέχουν
άπειρα αθροίσµατα και γινόµενα. Για να το κάνουµε αυτό, πρέπει πρώτα
να παρατηρήσουµε ότι ο γενικευµένος τύπος του Taylor (2.2) γύρω από το
a = 0, και ο τύπος του Taylor (4.1) για c = 0, δεν εφαρµόζεται µόνο στα πο-
λυώνυµα, αλλά επίσης στις τυπικές δυναµοσειρές. Μία τυπική δυναµοσειρά,
της µορφής

f(x) =
∞∑
k=0

ckx
k,

µπορούµε να το σκεφτούµε σαν πολυώνυµα άπειρου ϐαθµού. Είναι «τυπική»
επειδή συχνά δεν ανησυχούµε σχετικά µε το αν η σειρά συγκλίνει ή όχι, και
µπορούµε να κάνουµε πράξεις (για παράδειγµα, να διαφορίσουµε) πάνω στις
σειρές τυπικά. Θα πρέπει να υποθέσουµε a και c να είναι µηδέν ώστε να
αποφύγουµε τα προβλήµατα απόκλισης. Φυσικά, f(0) = c0 εξ’ ορισµού.
Η q-παράγωγος των τυπικών δυναµοσειρών f(x) είναι, ϕυσικά, Dqf(x) =∑∞

k=0[k]ckx
k−1. ΄Αρα έχουµε

[k]ck = (Dk
qf(x))(0).

Αυτό ακολουθεί, ειδικότερα, ότι αν δύο τυπικές δυναµοσειρές συγκλίνουν σε
κάποια «γειτονιά» του 0 στην ίδια συνάρτηση, τότε αυτές είναι ίσες.

Θεώρηµα 8.1. Υποθέτουµε D να είναι ένας γραµµικός τελεστής στον χώρο
των τυπικών δυναµοσειρών και {P0(x), P1(x), P2(x), . . .} είναι µία ακολουθία
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πολυωνύµων τέτοια ώστε οι τρεις συνθήκες του Θεωρήµατος 2.1 ικανοποιούνται
για a = 0. Τότε, κάθε τυπική δυναµοσειρά f(x) µπορεί να εκφραστεί ως
γενικευµένη σειρά Taylor (2.2) γύρω από το x = 0.

Πόρισµα 8.2. Κάθε τυπική δυναµοσειρά f(x) µπορεί να εκφραστεί ως µία
q-σειρά Taylor (4.1) γύρω απο το x = 0.

Απόδειξη. του Θεωρήµατος 8.1 Είναι εύκολο να δούµε ότι µε επαγωγή στο n
ότι στην περίπτωση a = 0 οι τρεις συνθήκες του Θεωρήµατος 2.1 συνεπάγον-
ται ότι Pn(x) = akx

k, όπου οι ak είναι µη-µηδενικοί αριθµοί. ΄Αρα για κάθε
τυπική δυναµοσειρά f(x), έχουµε

f(x) =
∞∑
j=0

cjPj(x)

για κάποιες σταθερές cj. Εφαρµόζοντας το D k ϕορές και ϐάζοντας όπου
x = 0 δίνει ck = (Dkf)(0), το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παράδειγµα 8. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x) =
1

(1− x)nq
. Χρησιµοποιώντας

τη διχοτόµηση, µπορούµε να δούµε ότι η f(x) είναι µία τυπική δυναµοσειρά.
Ας επεκτείνουµε την f(x) χρησιµοποιώντας τον q-τύπο του Taylor γύρω από το
x = 0. Από την (3.12), έχουµε

Dqf(x) = Dq
1

(1− x)nq
=

[n]

(1− x)n+1
q

,

και, µε επαγωγή,

Dj
qf(x) =

[n][n+ 1] · · · [n+ j − 1]

(1− x)n+j
q

.

΄Αρα, (Dj
qf)(0) = [n][n+ 1] · · · [n+ j − 1] για κάθε j ≥ 1, και επιπλέον,

(8.1)
1

(1− x)nq
= 1 +

∞∑
j=1

[n][n+ 1] · · · [n+ j − 1]

[j]!
xj,

το οποίο είναι το q-ανάλογο του αναπτύγµατος του Taylor της f(x) =
1

(1− x)n
στον συνήθη λογισµό. Ο τύπος (8.1) ονοµάζεται ο διωνυµικός τύπος του Heine.



Κεφάλαιο 9

Οι δύο ταυτότητες του Euler και
οι δύο q-εκθετικές συναρτήσεις

Τώρα έχουµε δύο διωνυµικούς τύπους, ονοµαστικά είναι ο τύπος του Gauss
(5.5) (µε το x και το a να έχουν αντικατασταθεί απο το 1 και το x αντίστοιχα)

(1 + x)nq =
n∑

j=0

q
j(j−1)

2

[
n

j

]
xj,

και ο τύπος του Heine (8.1)

1

(1− x)nq
= 1 +

∞∑
j=1

[n][n+ 1] · · · [n+ j − 1]

[j]!
xj.

Τι ϑα γίνει αν αφήσουµε το n→∞ και στους δύο τύπους·Στον συνήθη λογι-
σµό, δηλαδή για , q = 1, η απάντηση δεν είναι πολύ ενδιαφέρον. Αυτό είναι
είτε απείρως µεγάλο είτε απείρως µικρό, ανάλογα µε την τιµή του x. Ωστόσο,
αυτό είναι διαφορετικό στον κβαντικό λογισµό, επειδή, για παράδειγµα, όταν
|q| < 1, το άπειρο γινόµενο (1 + x)∞q = (1 + x)(1 + qx) · · · συγκλίνουν σε
κάποιο πεπερασµένο όριο. Επιπλέον, εάν υποθέσουµε |q| < 1, έχουµε

(9.1) lim
n→∞

[n] = lim
n→∞

1− qn

1− q
=

1

1− q

και

lim
n→∞

[
n

j

]
= lim

n→∞

(1− qn)(1− qn−1) · · · (1− qn−j+1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
.
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΄Ετσι έχουµε

(9.2) lim
n→∞

[
n

j

]
=

1

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
.

΄Ετσι, τα q-ανάλογα των ακεραίων και των διωνυµικών συντελεστών συµπε-
ϱιφέρονται µε διαφορετικό τρόπο όταν n είναι µεγάλο σε σύγκριση µε τα
συνήθη αντίστοιχα τους. Εάν εφαρµόσουµε την (9.1) και την (9.2) στους διω-
νυµικούς τύπους του Gauss και του Heine, παίρνουµε, ότι καθώς n→∞, οι
ακόλουθες δύο ταυτότητες των τυπικών δυναµοσειρών του x(υποθέτοντας ότι
|q| < 1):

(9.3) (1 + x)∞q =
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
xj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
,

(9.4)
1

(1− x)∞q
=
∞∑
j=0

xj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
.

Οι δύο παραπάνω ταυτότητες σχετίζουν άπειρα αθροίσµατα σε άπειρα γινό-
µενα. Αυτές δεν έχουν κλασσικά ανάλογα επειδή κάθε όρος στα αθροίσµατα
δεν έχει νόηµα όταν q = 1. Ενδιαφέρον είναι το γεγονός ότι, οι δύο ταυτότητες
ανακαλύφθηκαν απο τον Euler, ο οποίος έζησε πριν από τον Gauss και τον
Heine. Θα ονοµάσουµε τις (9.3) και (9.4) η πρώτη και η δεύτερη ταυτότητα
του Euler, αντίστοιχα, ή E1 και E2.
Ας µελετήσουµε την E2 πιο πρσεκτικά. Θεωρούµε

(9.5)

∞∑
j=0

xj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
=
∞∑
j=0

(
x

1−q

)j
1
(

1−q2
1−q

)
· · ·
(

1−qj
1−q

)

=
∞∑
j=0

(
x

1−q

)j
[j]!

,

το οποίο µοιάζει µε το ανάπτυγµα Taylor της κλασικής εκθετικής συνάρτη-
σης :

(9.6) ex =
∞∑
j=0

xj

[j]!
.
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Ορισµός 9.1. ΄Ενα q-ανάλογο της κλασικής εκθετικής συνάρησης ex είναι

(9.7) exq =
∞∑
j=0

xj

[j]!
.

Τότε, από τις (9.4) και (9.5), έχουµε αµέσως ότι

(9.8) e
x

(1−q)
q =

1

(1− x)∞q
,

ή

(9.9) exq =
1

(1− (1− q)x)∞q
.

Ανάλογα, µπορούµε να ορίσουµε άλλη q-εκθετική συνάρτηση χρησιµοποιών-
τας την E1.

Ορισµός 9.2. ΄Αλλο q-ανάλογο της κλασσικής εκθετικής συνάρτησης είναι

(9.10) Ex
q =

∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
xj

[j]!
= (1 + (1− q)x)∞q .

Ας µελετήσουµε µερικές ιδιότητες των q-διωνυµικών συντελεστών. Η κλα-
σική εκθετική συνάρτηση είναι αµετάβλητη υπό τη διαφόριση. Τα q-αναλογά
τους έχουν παρόµοια συµπεριφορά. Επειδή

Dqe
x
q =

∞∑
j=0

Dqx
j

[j]!
=
∞∑
j=0

[j]xj−1

[j]!
=
∞∑
j=0

xj−1

[j − 1]!
=
∞∑
j=0

xj

[j]!

και,

DqE
x
q =

∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
Dqx

j

[j]!
=
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
[j]xj−1

[j]!

=
∞∑
j=0

q
(j−1)(j−2)

2 qj−1
xj−1

[j − 1]!
=
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
qjxj

[j]!
,

έχουµε

(9.11) Dqe
x
q = exq και DqE

x
q = Eqx

q .

Σηµειώστε ότι η παράγωγος της Eqx
q δεν είναι ακριβώς η ίδια. Τα αποτελέ-

σµατα στην (9.11) µπορούν να αποκτηθούν αφήνοντας το n→∞ στην

Dq
1

(1− (1− q)x)nq
=

(1− q)[n]
(1− (1− q)x)n+1

q

.
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Τι συµβαίνει µε το γινόµενο exqeyq · Γενικά, exqeyq 6= ex+y
q . Αλλά η προσθετική

ιδιότητα των εκθετικών ισχύει εάν x και y ικανοποιεί την αντιµεταθετική σχέση
που έχει αναφερθεί στο Κεφάλαιο 5, δηλαδη, yx = qxy. Για να το δούµε αυτό,
ϑεωρούµε

exqe
y
q =

(
∞∑
j=0

xj

[j]!

)(
∞∑
k=0

yk

[k]!

)
=
∞∑
j=0

∞∑
k=0

xjyk

[j]![k]!

=
∞∑
j=0

∞∑
k=0

[j + k]!

[j]![k]!
· xjyk

[j + k]!
.

Εάν αλλάξουµε µεταβλητές απο j και k στις j και n = n + k, τότε για µία
συγκεκριµένη τιµή του n, το j τρέχει απο το 0 στο n. Χρησιµοποιώντας το
Θεώρηµα 5.1, έχουµε

exqe
y
q =

∞∑
n=0

(
n∑

j=0

[
n

j

]
xjyn−j

)
1

[n]!
=
∞∑
n=0

(x+ y)n

[n]!
.

΄Αρα, έχουµε

(9.12) exqe
y
q = ex+y

q εάν yx = qxy.

Λόγω της αντιµεταθετικής σχέσης, τα x και y δεν είναι συµµετρικά, και exqeyq 6=
eyqe

x
q .

Επίσης, οι q-εκθετικές συναρτήσεις είναι στενά συνδεδεµένες. Από τις (9.9)
και (9.10). µπορούµε να δούµε ότι

(9.13) exqE
x
q = 1,

και, χρησιµοποιώντας τις (9.3) και (9.4), παίρνουµε

ex1
q

=
∞∑
j=0

(
1− 1

q

)j
xj(

1− 1
q

)(
1− 1

q2

)
· · ·
(
1− 1

qj

)

=
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2
(1− q)jxj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
,

και έτσι έχουµε

(9.14) ex1
q
= Ex

q .
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q-Τριγωνοµετρικές Συναρτήσεις

Τα q-ανάλογα των ηµιτονικών και συνηµιτονικών συναρτήσεων µπορούν να
οριστούν ανάλογα µε τις γνωστές εκφράσεις του Euler σε όρους της εκθετικής
συναρτησής τους.

Ορισµός 10.1. Οι q-τριγωνοµετρικές συναρτήσεις είναι

(10.1) sinq x =
eixq − e−ixq

2i
, Sinqx =

Eix
q − E−ixq

2i
,

(10.2) cosq x =
eixq + e−ixq

2
, Cosqx =

Eix
q + E−ixq

2
.

Από την (9.14) έχουµε Sinqx = sin 1
q
x και Cosqx = cos 1

q
x. Επίσης, χρη-

σιµοποιώντας την (9.13), παίρνουµε

cosq xCosqx =
eixq E

ix
q + e−ixq E−ixq + 2

4
και

sinq xSinqx =
eixq E

ix
q + e−ixq E−ixq − 2

4
΄Αρα, έχουµε

(10.3) cosq xCosqx+ sinq xSinqx = 1,

το οποίο είναι το q-ανάλογο της ταυτότητας sin2 x+cos2 x = 1. Ο αναγνώστης
καλείται να προσπαθήσει να ϐρει τα q-ανάλογα των άλλων τριγωνοµετρικών
τύπων. Για να ϐρούµε τις παραγώγους των q-τριγωνοµετρικών συναρτήσεων,
εφαρµόζουµε τον κανόνα της αλυσίδας (1.15), όπου u(x) = ix, και χρησιµο-
ποιούµε την (9.11). Τότε, παίρνουµε

(10.4) Dq sinq x = cosq x, DqSinqx = Cosqx,

(10.5) Dq cosq x = − sinq x, DqCosqx = −Sinqx.





Κεφάλαιο 11

Η Ταυτότητα του Τριπλού
Γινοµένου του Jacobi

Υπενθυµίζουµε ότι οι δύο ταυτότητες του Euler, οι (9.3) και (9.4), σχετίζουν
άπειρα γινόµενα και άπειρα αθροίσµατα. Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα τις χρησι-
µοποιήσουµε αυτές για να αποδείξουµε µία σηµαντική ταυτότητα που ανα-
καλύφθηκε πρώτα από τον Jacobi. Αρκετές ενδιαφέρουσες εφαρµογές αυτής
της ταυτότητας στην ϑεωρία αριθµών ϑα εξεταστούν στα επόµενα κεφάλαια.

Θεώρηµα 11.1. Εάν |q| < 1, έχουµε

(11.1)
∞∑

n=−∞

qn
2

zn =
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z)(1 + q2n−1z−1),

η οποία είναι η ταυτότητα του τριπλού γινοµένου του Jacobi.

Απόδειξη. (G.E. Andrews) Ξεκινάµε µε την E1:

(11.2)
∞∏
n=0

(1 + qnx) =
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2 xj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)
.

Εάν αντικαταστήσουµε το q µε το q2, και το x µε το zq, παίρνουµε
∞∏
n=1

(1 + q2n−1z) =
∞∏
n=0

(1 + q2n+1z) =
∞∑
j=0

qj
2
zj

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2j)
.

Το γινόµενο στον παρανοµαστή κάθε όρου του αθροίσµατος µπορεί να αφαι-
ϱεθεί πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές µε

∞∏
n=1

(1− q2n),
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δίνοντας

(11.3)
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z) =
∞∑

j=−∞

(
qj

2

zj
∞∏
n=0

(1− q2n+2j+2)

)
.

Σηµειώστε ότι το άθροισµα στα δεξιά αρχίζει από το −∞ αντί για µηδέν.Το
άθροισµα είναι αµετάβλητο επειδή (1 − q2n+2j+2) = 0 για κάποια n ≥ 0 εάν
j είναι αρνητικός. Από την άλλη, χρησιµοποιούµε την (11.2) ξανά, αντικα-
ϑιστώντας τον δείκτη j µε το k, το q µε το q2, και τότε το x µε το −q2j+2,
παίρνουµε

∞∏
n=0

(1− q2n+2j+2) =
∞∑
k=0

(−1)kqk2+2kj+k

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)
.

Τοποθετόντας αυτό στην (11.3) µας δίνει
(11.4)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=0

(−1)kq(j+k)2+kzj

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)

ϑέτουµε j = j − k
=

∞∑
j=−∞

∞∑
k=0

qj
2
zj(−qz−1)k

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)
,

όπου η τελευταία γραµµή έχει ϐγει µετατοπίζοντας το δείκτη j µε το j − k.
Τώρα χρησιµοποιούµε την E2 µε το q να έχει αντικατασταθεί µε το q2 και τότε
το x µε το −qz−1 να παίρνουµε

(11.5)
∞∏
n=1

1

(1 + q2n−1z−1)
=
∞∑
k=0

(−qz−1)k

(1− q2)(1− q4) · · · (1− q2k)
.

Επιπλέον, απο τις (11.4) και (11.5), έχουµε

∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z) =
∞∑

j=−∞

(
qj

2

zj
∞∏
n=0

1

(1 + q2n−1z−1)

)
,

το οποίο είναι ισοδύναµο µε την (11.1).



Κεφάλαιο 12

Η κλασσική συνάρτηση
διαµέρισης και ο τύπος
γινοµένου του Euler

Με διάφορες αντικαταστάσεις του q και του z, η ταυτότητα του τριπλού γι-
νοµένου του Jacobi δίνει ενδιαφέροντα αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, εάν
ϐάλουµε όπου q = q

3
2 και το z = −q− 1

2 στην (11.1), παίρνουµε

(12.1)
∑
n∈Z

(−1)nq
(3n2−n)

2 =
∞∏
n=1

(1− q3n)(1− q3n−2)(1− q3n−1) =
∞∏
n=1

(1− qn),

το οποίο είναι ο κανόνας γινοµένου του Euler. Αποδείξαµε ότι αυτό ισχύει
όταν |q| < 1. Αυτό συνεπάγεται επίσης ότι ισχύει µία ισότητα των τυπικών
δυναµοσειρών του q (ϐλέπε Κεφάλαιο 8). Ο τύπος αυτός µπορεί να γραφτεί
χρησιµοποιώντας τον κανόνα γινοµένου του Euler ως εξής

ϕ(q) =
∞∏
n=1

(1− qn)

όπως

(12.2) ϕ(q) =
∑
n∈Z

(−1)nqen ,

όπου

(12.3) en =
3n2 − n

2
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ονοµάζονται πεντάγωνοι αριθµοί. Ο αναγνώστης προτρέπεται να πολλαπλα-
σιάσει τα πρώτα στοιχεία του κανόνα γινοµένου του Euler για να ανακα-
λύψουµε το εκπληκτικό γεγονός ότι πράγµατι ο en-οστός συντελεστής είναι
(−1)n και όλοι οι άλλοι συντελεστές είναι µηδέν.

Ορισµός 12.1. Η κλασική συνάρτηση διαµέρισης p(n) ορίζεται στο σύνολο
των ακεραίων αφήνοντας το p(n) να είναι ο αριθµός των τρόπων να διαχωρί-
σουµε το n σε ένα άθροισµα ϑετικών ακεραίων(δεν µετράµε τη σειρα των όρων
της πρόσθεσης) εάν n > 0, p(n) = 0 εάν n < 0, και p(0) = 1.

Για παράδειγµα, p(1) = 1 επειδή ο µόνος τρόπος να γράψουµε το 1 σαν
άθροισµα είναι 1 = 1, p(2) = 2 επειδή 2 = 2 = 1 + 1,p(3) = 3 επειδή
3 = 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1, p(4) = 5 επειδή 4 = 4 = 3 + 1 = 2 + 2 =
2+ 1+1 = 1+ 1+1+1, και πάει λέγοντας. Αυτή η αργή ανάπτυξη του p(n)
για µικρές τιµές του n είναι παραπλανητική, επειδή στην πραγµατικότητα,
κάποιος γνωρίζει ότι

p(n) ∼ 1

4
√
3n
eπ
√

2n
3 καθώς n→∞.

΄Αρα ο χρόνος που χρειάζεται για να απαριθµήσουµε όλους τις διαµερίσεις
του n µεγαλώνει εκθετικά σε σχέση µε το n.
Η ακόλουθη Πρόταση µας δείχνει πως η ϕ(q) σχετίζεται µε τα χωρίσµατα των
ακεραίων.

Πρόταση 12.2. Καθεµία έχει την ακόλουθη ισότητα των τυπικών δυναµοσει-
ϱών στο q:

(12.4)
1

ϕ(q)
=
∞∑
n=0

p(n)qn.

Απόδειξη. Αυτό το γνωστό επιχείρηµα ϑα το χρησιµοποιούµε συχνά στα επό-
µενα κεφάλαια. Υποθέτοντας ότι |q| < 1 και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα

των γεωµετρικών σειρών(δηλαδή (1 + q + q2 + . . .) =
1

(1− q)
), έχουµε

1

ϕ(q)
=

1

(1− q)(1− q2)(1− q3) · · ·

= (1 + q + q2 + q3 + · · · )(1 + q2 + q4 + q6 + · · · )

×(1 + q3 + q6 + q9 + · · · ) · · · .

Σηµειώστε ότι οι εκθέτες του q στον n-οστό παράγοντα είναι όλα τα µη-
αρνητικά ακέραια πολλαπλάσια του n. Εάν επεκτείνουµε το γινόµενο στο
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δεξί µέλος σε µία δυναµοσειρά, κάθε όρος είναι της µορφής qn1q2n2q3n3 · · ·
q1n1+2n2+3n3+···, όπου ni είναι όλοι µη-αρνητικοί ακέραιοι. Ο qn όρος αποκτιέ-
ται εάν n = 1n1+2n2+3n3+ · · · , για κάποια ni, και κάθε qn όρος αντιστοιχεί
σε έναν τρόπο να εκφράσουµε το n σαν άθροισµα ϑετικών ακεραίων, δηλαδή,
το άθροισµα των 1 n1, 2 n2, 3 n3 και πάει λέγοντας. Επίσης, ένας τρόπος να
διαχωρίσουµε το n ϑα συνεισφέρει ένα νέο qn όρο. Επιπλέον, ο συντελεστής
του qn, ή ο αριθµός των qn όρων, είναι ακριβώς ο αριθµός των τρόπων να
διαχωρίσουµε το n σε ένα άθροισµα ϑετικών ακεραίων.

Με την παραπάνω ερµηνεία της ϕ(q), µπορούµε να εφαρµόσουµε την
ταυτότητα του γινοµένου του Euler για να πάρουµε µία σχέση ανάµεσα στους
αριθµούς p(n). Αυτή η σχέση διευκρινίζεται στο ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 12.3. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n έχουµε

(12.5)
p(n) = p(n− e1) + p(n− e−1)− p(n− e2)− p(n− e−2)

+p(n− e3) + p(n− e−3) + · · · ,

όπου οι en είναι οι πεντάγωνοι αριθµοί που έχουν οριστεί απο τη σχέση (12.3).

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τις (12.2) και (12.4), έχουµε

(12.6) 1 =

(∑
j∈Z

(−1)jqej
)(∑

k∈Z

p(k)qk

)
=
∑
k,j∈Z

p(k)(−1)jqej+k.

΄Οταν αναπτύξουµε το γινόµενο, παίρνουµε τον (−1)jp(k)qn όρο εάν n = ej+k
για κάποιους ακέραιους j και k. ΄Αρα, για n > 0, παίρνουµε

(12.7)
0 = p(n− e0)− p(n− e1)− p(n− e−1) + p(n− e2) + p(n− e−2)

−p(n− e3)− p(n− e−3) + · · · ,

(Το παραπάνω αποτέλεσµα ϐγαίνει αν δούµε και τις δύο πλευρές της (12.6)
σαν πολυώνυµα του q και δεδοµένου ότι για k = 0 και j = 0 το δεξί µέλος της
(12.6) ισούται µε p(0) = 1, τότε καταλήγουµε στην παραπάνω ισότητα (12.7).)

όπου εξισώνουµε τους συντελεστές και στις δύο πλευρές. Επειδή e0 = 0,
η απόδειξη είναι ολοκληρωµένη.

Ο τύπος (12.5) είναι ένας ϐολικός αναδροµικός τύπος για ένα γρήγορο υ-
πολογισµό της p(n). Για παράδειγµα, p(5) = p(4)+p(3)−p(0) = 5+3−1 = 7,
p(6) = p(5) + p(4)− p(1) = 11, κ.τ.λ. Ο χρόνος που χρειαζόµαστε να αξιολο-
γήσουµε τη p(n) χρησιµοποιώντας ττον τύπο (12.5) µεγαλώνει αργά σε σχέση
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µε το n, το οποίο είναι, ϕυσικά, πολύ λιγότερο απ’οτι απαιτούµε να αξιολο-
γήσουµε όλους τις διαµερίσεις του n.
΄Οπως υπαινίσσεται και το όνοµά τους, οι πεντάγωνοι αριθµοί en έχουν µία
γεωµετρική ερµηνεία. Αυτό περιγράφεται στο ακόλουθο σχήµα:

Τα πεντάγωνα που είναι παρόµοια µε κάθε άλλο πο µπορούµε να σχεδιάσου-
µε ενώνοντας τις n-οστές κορυφές για κάθε ακτίνα. Ο αριθµός των κορυφών
που περικλείονται από τα πεντάγωνα (υπολογίζονται αυτοί που είναι στις ά-
κρες) είναι οι πεντάγωνοι αριθµοί. Για παράδειγµα, το πρώτο µη-τετριµµένο
πεντάγωνο περιέχει e2 = 5κορυφές και το δεύτερο e3 = 12 κορυφές. Ο γενι-
κός τύπος για τα en υπό αυτή την ερµηνεία µπορεί να αποδειχτεί µε επαγωγή
στην σχέση (12.3).
Τώρα που έχουµε τους πεντάγωνους αριθµούς, µπορούµε να ορίσουµε τους
m-γωνους αριθµούς για κάθε m ≥ 3 µε τον ίδιο τρόπο. Οι δύο πιο συνηθι-
σµένοι τύποι των πολύγωνων αριθµών είναι οι τρίγωνοι αριθµοί,

4n =
n(n+ 1)

2
,

και, ϕυσικά, τους τετράγωνους αριθµούς,

�n = n2.

Γενικά, µπορούµε να συµπεράνουµε γεωµετρικά τον τύπο για τον n-οστό
m-γωνο αριθµό:

mn = (m− 2)4n−1 + n =
n(mn− 2n−m+ 4)

2
.
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Οι ταυτότητες για τους τρίγωνους και τετράγωνους αριθµούς παρόµοια µε
τον τύπο του γινοµένου του Euler µπορεί να προέλθει από την ταυτότητα του
τριπλού γινοµένου του Jacobi. Και οι δύο ταυτότητες που δίνονται παρακάτω
ανακαλύφθηκαν απο τον Gauss (πριν ο Jacobi ανακαλύψει την δικιά του
ταυτότητα του τριπλού γινοµένου).

Πρόταση 12.4.

(12.8)
∞∑
n=0

q4n =
∞∏
n=1

(1− q2n)
(1− q2n−1)

.

Απόδειξη. Αντικαθιστώντας και το q και το z µε το q
1
2 στην (11.1). Παίρνουµε∑

n∈Z

q4n =
∞∏
n=1

(1− qn)(1 + qn)(1 + qn−1)

= 2
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + qn).

(Το 2 στην τελευταία ισότητα είναι ο πρώτος όρος του 1 + qn−1, για n = 1,
οπότε µετά γίνεται 1 + qn και το 2 ϐγαίνει έξω από το γινόµενο.)
Παρατηρούµε ότι4n = 4−n−1, και το άθροισµα απο το n = 0 έως το∞ είναι
το ίδιο µε το να ξεκινάει από n = −1 έως το −∞. ΄Αρα, έχουµε

(12.9)
∑
n∈Z

q4n =
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + qn).

Επειδή

(12.10)
∞∏
n=1

(1 + qn) =
∞∏
n=1

1− q2n

1− qn
=
∞∏
n=1

1

1− q2n−1
,

το επιθυµητό αποτέλεσµα έχει αποκτηθεί.

Πρόταση 12.5.

(12.11)
∑
n∈Z

(−q)n2

=
∞∏
n=1

1− qn

1 + qn

Απόδειξη. Εάν ϑέσουµε z = −1 στην σχέση (11.1), έχουµε∑
n∈Z

(−q)n2

=
∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2n−1)(1− q2n−1)

=
∞∏
n=1

(1− qn)(1− q2n−1) =
∞∏
n=1

1− qn

1 + qn
,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την (12.10) στην τελευταία ισότητα.
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Οι ταυτότητες (12.8) και (12.11) ϑα είναι χρήσιµες αργότερα όταν όταν
ϑα µελετήσουµε το διαχωρισµό ενός ακεραίου ως ένα άθροισµα τρίγωνων
αριθµών ή τετράγωνων αριθµών. Πριν συνεχίσουµε, η συνδυαστική ερµηνεία
της (12.10) αξίζει ένα σχόλιο.
Το γινόµενο στο αριστερό µέρος της (12.10) είναι

(1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · .

Ο qn όρος εµφανίζεται στο ανάπτυγµα εάν n = a1 + a2 + a3 + · · · , όπου ai
είναι διακριτά. Χρησιµοποιώντας παρόµοιο επιχείρηµα µε αυτό που χρησι-
µοποιήσαµε στην Απόδειξη της Πρότασης 12.2, ο συντελεστής του qn είναι ο
αριθµός των τρόπων να γράψουµε το n ως ένα άθροισµα διακριτών ϑετικών
ακεραίων. Από την άλλη, το γινόµενο στην άλλη πλευρά ισούται

(1 + q + q2 + q3 + · · · )(1 + q3 + q6 + q9 + · · · )(1 + q5 + q10 + q15 + · · · ) · · · .

Κάθε qn όρος αντιστοιχεί σε έναν τρόπο έκφρασης του n ως ένα άθροισµα
περιττών αριθµών. Επιπλέον, (12.10) λέει ότι ο αριθµός των τρόπων να δια-
χωρίσουµε το n σε διακριτούς ϑετικούς αριθµούς είναι το ίδιο µε τον αριθµό
των τρόπων να διαχωρίσουµε το n σε περιττούς αριθµούς.
Για να ολοκληρώσουµε το κεφάλαιο, ϑα διακόψουµε για λίγο τη συζητησή
µας για τον q-λογισµό εισάγοντας µία σηµαντική συνάρτηση στην ϑεωρία
αριθµών η οποία µοιράζεται µε το p(n) την ίδια αναδροµική σχέση (12.5).

Θεώρηµα 12.6. Για κάθε µη-µηδενικό ακέραιο n, ορίζουµε την συνάρτηση

d(n) =

{
το άθροισµα των ϑετικών διαιρετών του n, αν n > 0,

0 αν n < 0.

Τότε, για n > 0 έχουµε

(12.12) d(n) = d(n− e1) + d(n− e−1)− d(n− e2)− d(n− e−2) + · · · ,

όπου παίρνουµε d(0) = n εάν µπεί στο δεξί µέλος.

Απόδειξη. Ορίζουµε την γενική συνάρτηση

D(q) =
∞∑
n=1

d(n)qn.
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Αντιστρέφοντας τη σειρά της πρόσθεσης. έχουµε

D(q) =
∞∑
n=1

∑
m|n

mqn =
∞∑

m=1

∑
m|n

mqn

=
∞∑
n=1

∑
m|n

m(qm + q2m + q3m + · · · ) =
∞∑
n=1

∑
m|n

mqm

1− qm

= −q
∞∑

m=1

d

dq
log(1− qm) = −q d

dq
log

∞∏
m=1

(1− qm)

=
−q d

dq

∏∞
m=1(1− qm)∏∞

m=1(1− qm)
,

ή

D(q)ϕ(q) = −q d
dq

ϕ(q).

Χρησιµοποιώντας την (12.2), έχουµε(
∞∑
j=1

d(j)qj

)(∑
k∈Z

(−1)kqek
)

=
∑
m∈Z

(−1)m+1emq
em .

Συγκρίνοντας τους συντελεστές του qn και στις δύο πλευρές, έχουµε

∑
k∈Z

(−1)kd(n− ek) =

{
(−1)m+1em αν n = em για κάποια m ∈ Z,

0 αλλιώς,

το οποίο είναι το ίδιο µε την (12.12), επειδή j = n−ek ≥ 1 και η d(n) ορίζεται
να είναι µηδέν για κάθε αρνητικό ακέραιο n.

Παρατηρήσεις 12.7.

(i)
∑

m|nmq
n =

∑
m|nm(qm + q2m + q3m + · · · ), διότι, αφού το m|n αυτό

σηµαίνει ότι το n είναι ακέραιο πολλαπλάσιο τουm και επειδήm,n ≥ 1
ισχύει η παρατήρηση (i)

(ii)
mqm

1− qm
= −q d

dq
log(1− qm), ισχύει διότι το δεξί µέλος γίνεται

−q d
dq

log(1− qm) = −q (1− q
m)′

1− qm
= −q−mq

m−1

1− qm
=

mqm

1− qm
.

΄Αρα ισχύει και η παρατήρηση (ii).





Κεφάλαιο 13

Οι q-υπεργεωµετρικές
συναρτήσεις και ο τύπος του
Heine

Για περαιτέρω µελέτη των άπειρων αθροισµάτων και των άπειρων γινοµένων
ϑα ϑέλαµε να εισάγουµε τις υπεργεωµετρικές σειρές. Μία κλασσική υπεργε-
ωµετρική σειρά ορίζεται όπως ακολουθεί.

Ορισµός 13.1. Η F (x) είναι µία υπεργεωµετρική σειρά εάν

(13.1) F (x) =
∞∑
n=0

cnx
n,

όπου

(13.2)
cn+1

cn
= R(n), c0 = 1,

και R είναι µία κλασµατική συνάρτηση της οποίας ο παρανοµαστής δεν µηδε-
νίζεται στους µη-αρνητικούς ακεραίους.

Εάν R(t) είναι δοσµένο, οι συντελεστές cn προσδιορίζονται αµέσως:

cn = R(0)R(1) · · ·R(n− 1).

Για παράδειγµα, εάν R(t) ≡ 1, τότε cn = 1 για όλα τα n, και η F (x) είναι
µία γεωµετρική σειρά. Ανακαλώντας το t εάν είναι απαραίτητο, µπορούµε να
παραγοντοποιήσουµε την R(t) τον εξής όρο, µέχρι ένα σταθερό συντελεστή:

(13.3) R(t) =
(t+ a1)(t+ a2) · · · (t+ ar)

(t+ b1)(t+ b2) · · · (t+ bs)(t+ 1)
,
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όπου ai 6= bj, και bj δεν είναι ϑετικοί ακέραιοι, για όλα τα 1 6 i 6 r,
1 6 j 6 s.
΄Ενας συµβολισµός που εισήχθη από τον Gauss συνοψίζει την απαραίτητη
πληροφορία µίας γενικής υπεργεωµετρικής σειράς. Εάν η F (x) έχει οριστεί
από τις (13.1) και (13.2), και R(t) έχει τη µορφή (13.3), κάποιος γράφει

(13.4) F (x) = rFs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
,

το οποίο, όταν εκφραστεί ϱητά, είναι

(13.5) 1 +
∞∑
n=1

a1(a1 + 1) · · · (a1 + n− 1) · · · ar(ar + 1) · · · (ar + n− 1)

b1(b1 + 1) · · · (b1 + n− 1) · · · bs(bs + 1) · · · (bs + n− 1)

xn

n!
.

Για παράδειγµα,

0F0[x] = 1 +
∞∑
n=1

xn

n!
= ex,

και

1F0

[
a
− ;x

]
= 1 +

∞∑
n=1

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

n!
xn =

1

(1− x)a
.

΄Αρα, οι υπεργεωµετρικές σειρές είναι ένας γενικός τύπος σειρών, για τις ο-
ποίες αρκετές σειρές, όπως οι γεωµετρικές, οι διωνυµικές, και οι εκθετικές,
είναι ειδικές περιπτώσεις. Το q-ανάλογο της υπεργεωµετρικής σειράς ανακα-
λύφθηκε πρώτα από τον Heine.

Ορισµός 13.2. Η Φ(x) είναι µία q- υπεργεωµετρική σειρά εάν

(13.6) Φ(x) =
∞∑
n=0

cnx
n,

όπου

(13.7)
cn+1

cn
= R(qn), c0 = 1,

και R(t) είναι µία κλασµατική συνάρτηση της οποίας ο παρανοµαστής δεν
µηδενίζεται στα t = 1, q, q2, . . . .

΄Οµοια, έχουµε, για n ≥ 1,

(13.8) cn = R(1)R(q) · · ·R(qn−1).
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Κατά συνθήκη, η κλασµατική συνάρτηση R ϑεωρείται σε µια µικρή µορφή:

(13.9) R(t) =
(a1 − t−1) · · · (ar − t−1)

(b1 − t−1) · · · (bs − t−1)(q − t−1)
.

Εδώ, ai 6= bj και κάθε bj δεν είναι ένα από τα 1, q−1, q−2, . . . . Τότε, επειδή

(13.10)
n−1∏
j=0

(a− q−j) =
n−1∏
j=0

(−q−j)(1− qja) = (−1)nq−
n(n−1)

2 (1− a)nq ,

έχουµε

(13.11) cn = (−1)nq
n(n−1)

2

s−r+1 (1− a1)nq · · · (1− ar)nq
(1− b1)nq · · · (1− bs)nq

1

(1− q)nq
.

Οι q-υπεργεωµετρικές σειρές επίσης έχουν ένα συµβολισµό όµοιο µε την
(13.4):

(13.12) Φ(x) = rΦs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q ;x

]
Για παράδειγµα, από τις (9.3),(9.4),(9.8) και την (9.10) έχουµε

(13.13) 0Φ0

[
−
− ; q ;x

]
=
∞∑
n=0

(−1)nq
n(n−1)

2

(1− q)nq
xn = (1− x)∞q = E

x
(q−1)
q

και

(13.14) 1Φ0

[
0
− ; q ;x

]
=
∞∑
n=0

1

(1− q)nq
xn =

1

(1− x)∞q
= e

x
(1−q)
q .

Ας µελετήσουµε την επόµενη απλή q-υπεργεωµετρική σειρά, δηλαδή,

(13.15) 1Φ0

[
a ; q ;x

]
= 1 +

∞∑
n=1

(1− a)nq
(1− q)nq

xn.

Εδώ γράφουµε το 1Φ0

[
a
− ; q ;x

]
ως 1Φ0

[
a ; q ;x

]
για απλότητα. Εάν

a = qN , όπου N είναι ένας ϑετικός ακέραιος, έχουµε

1Φ0

[
qN ; q ;x

]
= 1 +

∞∑
n=1

(1− qN) · · · (1− qN+n−1)

(1− q) · · · (1− qn−1)
xn

= 1 +
∞∑
n=1

[N ] · · · [N + n− 1]

[n]!
xn.
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Εφαρµόζωντας το στον διωνυµικό τύπο του Heine(8.1), έχουµε

(13.16) 1Φ0

[
qN ; q ;x

]
=

1

(1− x)Nq
.

αυτό το αποτέλεσµα µας εµπνέει µε το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 13.3. Για κάθε a, καθε µία έχει τον ακόλουθο τύπο του Heine:

(13.17) 1Φ0

[
a ; q ;x

]
=

(1− ax)∞q
(1− x)∞q

.

Απόδειξη. Πρώτα, η (13.17) είναι αληθής εάν a = qN , επειδή

(1− qNx)∞q
(1− x)∞q

=
(1− qNx)(1− qN+1x) · · ·

(1− x)(1− qx) · · ·
=

1

(1− x)Nq
,

το οποίο είναι ίσο µε την 1Φ0

[
a ; q ;x

]
από την (13.16). Για να ολοκλη-

ϱώσουµε την απόδειξη, εφαρµόζουµε ένα πολύ χρήσιµο επιχείρηµα. Τώρα,
και οι δύο πλευρές στην (13.17) µπορούν να εκφραστούν ως άπειρες σειρές
µε τους συντελεστές να είναι κλασµατικές συναρτήσεις του a, δηλαδή,

1Φ0

[
a ; q ;x

]
=
∞∑
n=0

cn(a)x
n,

(1− ax)∞q
(1− x)∞q

=
∞∑
n=0

c′n(a)x
n.

Ξέρουµε από πάνω ότι για κάθε n, cn = c′n σε άπειρες διαφορετικές τιµές
του a, ονοµαστικά, a = qN , όπου N είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Με άλλα
λόγια, cn − c′n είναι µία κλασµατική σχέση του a µε άπειρα µηδέν. ΄Οπως
µία κλασµατική σχέση πρέπει να είναι ταυτοτικά µηδέν, επειδή ο αριθµός
των µηδέν µίας κλασµατικής σχέσης δεν µπορεί να υπερβαίνει το ϐαθµό του
πολυωνύµου που είναι στον αριθµητή του. Εποµένως, cn = c′n για κάθε n,
και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.



Κεφάλαιο 14

Περισσότερα πάνω στον τύπο του
Heine και το Γενικό ∆ιωνυµικό

Εµπνευσµένοι από τις (13.16) και (13.17), είναι ϕυσικό να γενικεύσουµε τον
συµβολισµό του q-διωνυµικού µε τον ακόλουθο τρόπο.

Ορισµός 14.1. Για κάθε αριθµό a, ορίζουµε

(14.1) (1 + x)aq =
(1 + x)∞q
(1 + qax)∞q

Προφανώς, ο ορισµός συµπίπτει µε τον γενικό που έχει δοθεί από την
σχέση (3.4) όπου a είναι ένας ϑετικός ακέραιος, και επίσης µε τον ορισµό
που έχει δωθεί από την (3.7) όταν a είναι ένας αρνητικός αριθµός. Το γεγο-
νός ότι αυτό είναι µία κατάλληλη γενίκευση που ικανοποιείται από τις δύο
ακόλουθες δύο προτάσεις, οι οποίες είναι γενικεύσεις της Πρότασης 3.2 και
της εξίσωσης (3.11).

Πρόταση 14.2. Για κάθε δύο αριθµούς a και ϐ, έχουµε

(14.2) (1 + x)aq(1 + qax)ϐq = (1 + x)a+ϐ
q

Απόδειξη. Η Πρόταση ακολουθεί ακριβώς από τον ορισµό, επειδή

(1 + x)∞q
(1 + qax)∞q

(1 + qax)∞q
(1 + qa+ϐx)∞q

=
(1 + x)∞q

(1 + qa+ϐx)∞q
.

Πρόταση 14.3. Για κάθε αριθµό a, έχουµε

(14.3) Dq(1 + x)aq = [a](1 + qx)a−1q .
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Απόδειξη. Εξ’ ορισµού, έχουµε

Dq

(
(1 + x)∞q
(1 + qax)∞q

)
=

(
(1 + qx)∞q

(1 + qa+1x)∞q
−

(1 + x)∞q
(1 + qax)∞q

)
1

(q − 1)x

=
(1 + qx)∞q
(1 + qax)∞q

(1 + qax)− (1 + x)

(q − 1)x

= (1 + qx)a−1q

qa − 1

q − 1
.

Με τον ορισµό του [a] που έχει δοθεί από την (3.8), η απόδειξη είναι ολοκλη-
ϱωµένη.

Η Πρόταση (14.3) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τη σειρά Taylor της
(1 + x)aq . Χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας (1.15), παίρνουµε

Dj
q(1 + x)aq = Dj−1

q [a](1 + qx)a−1q

= Dj−2
q [a]· q[a− 1](1 + q2x)a−2q

= Dj−3
q [a]· q[a− 1]· q2[a− 2](1 + q3x)a−3q

...

= [a]· q[a− 1]· q2[a− 2] · · · qj−1(1 + qjx)a−jq ,

και έτσι Dj
q(1 + x)aq |x=0 = q

j(j−1)
2 [a][a− 1] · · · [a− j + 1]. Επιπλέον, έχουµε

(14.4)

(1 + x)aq =
∞∑
j=0

q
j(j−1)

2 [a][a− 1] · · · [a− j + 1]xj

[j]!

=
∞∑
j=0

[
a

j

]
q

j(j−1)
2 xj,

το οποίο γενικεύει τον διωνυµικό τύπο του Gauss (5.5).

Πρόταση 14.4. Για κάθε αριθµό a, έχουµε

(14.5) Dq

(
1

(1− x)aq

)
=

[a]

(1− x)a+1
q

.
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Απόδειξη. Από τον ορισµό της q-παραγώγου, έχουµε

Dq

(
1

(1− x)aq

)
= Dq

(
(1− qax)∞q
(1− x)∞q

)
=

(
(1− qa+1x)∞q
(1− qx)∞q

−
(1− qax)∞q
(1− x)∞q

)
1

(q − 1)x

=
(1− qa+1x)∞q
(1− x)∞q

(1− x)− (1− qax)
(q − 1)x

=
1

(1− x)a+1
q

qa − 1

q − 1
,

όπως ϑέλαµε.

Χρησιµοποιώντας αυτή την πρόταση και επαγωγή. µπορεί κάποιος εύκο-
λα να δει ότι

(14.6) Dj
q

(
1

(1− x)aq

) ∣∣∣∣
x=0

= [a][a+ 1] · · · [a+ j − 1].

΄Αρα, έχουµε το ανάπτυγµα Taylor

1

(1− x)aq
=
∞∑
j=0

[a][a+ 1] · · · [a+ j − 1]xj

[j]!

=
∞∑
j=0

(1− qa)(1− qa+1) · · · (1− qa+j−1)xj

(1− q)(1− q2) · · · (1− qj)

=
∞∑
j=0

(1− qa)jqxj

(1− q)jq
.

Από την (13.15) και όπου qa ϐάλουµε το a, ξαναπαίρνουµε τον τύπο του Heine
(13.17).





Κεφάλαιο 15

Ο Τύπος Γινοµένου του
Ramanujan

Σε αυτό το κεφάλαιο, εφαρµόζουµε τον τύπο του Heine να αποδείξουµε µία
αξιοσηµείωτη ταυτότητα που ανακαλύφθηκε από τον Ινδό µαθηµατικό Ra-
manujan. Αυτή η ταυτότητα µετατρέπει µία q-υπεργεωµετρική σειρά σε ένα
άπειρο γινόµενο, και αυτό έχει πολλές ενδιαφέρουσες εφαρµογές στην Θεω-
ϱία Αριθµών, οι οποίες ϑα συζητηθούν στα επόµενα κεφάλαια.
Προκειµένου να αποδείξουµε τον τύπο του Ramanujan ϑα χρειαστούµε µε-
ϱικά στοιχειώδει γεγονότα από τη ϑεωρία των µιγαδικών αναλυτικών συναρ-
τήσεων. Μία τυπική δυναµοσειρά στο z η οποία συγκλίνει σε έναν ανοικτό
δίσκο Dε = {z : |z| < ε} στο µιγαδικό επίπεδο για κάποιο ε > 0 λέγεται µία
αναλυτική συνάρτηση στο δίσκο Dε. Φυσικά, όλα τα πολυώνυµα του z µε
αυθαίρετους µιγαδικούς συντελεστές είναι αναλυτικές συναρτήσεις στο D∞.
΄Ενα λιγότερο προφανές παράδειγµα µίας αναλυτικής συνάρτησης στοD∞ εί-
ναι (1+z)∞q . Αυτό προκύπτει από την (9.3) εφαρµόζωντας το κριτήριο λόγου.
Είναι εύκολο να δείξουµε ότι κάθε γραµµικός συνδυασµός και το γινόµενο
αναλυτικών συναρτήσεων είναι αναλυτική συνάρτηση: επίσης, εάν f(z) είναι

αναλυτική, τότε και η
1

f(z)
είναι αναλυτική, υπό την προυπόθεση ότι η f(z)

δεν µηδενίζεται στο Dε.
Μία σειρά

∑∞
n=1 fn(z) µίας αναλυτικής συνάρτησης στο Dε συγκλίνει σε µία

αναλυτική συνάρτηση στοDε εάν για κάθε n, |fn(z)| 6Mn, στοDε για κάποια
Mn τέτοια ώστε το

∑
nMn να συγκλίνει. Στην πραγµατικότητα, οι συντελεστές

στο ανάπτυγµα της σειράς fn(z) =
∑∞

m=0 anmz
m µπορεί να εκφραστεί σαν

anm =
1

2πi

∮
fn(z)

zm+1
dz, n ≥ 1, m ≥ 0,
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όπου το ολοκλήρωµα ορίζεται πάνω στον κύκλο µε κέντρο την αρχή των α-
ξόνων µε ακτίνα r, 0 < r < ε. Κάποιος µπορεί εύκολα να συµπεράνει από
τον τύπο ότι |anm| 6 Mnr

−m, ή επειδή το r µπορεί να είναι αυθαίρετα κον-
τά στο ε, |anm| 6 Mnε−m. Για κάθε m ορίζουµε το am =

∑
n anm, η οποία

είναι µία συγκλίνουσα ακολουθία επειδή |am| 6
∑

n |anm| 6 Mε−m όπου
M =

∑
nMn. Τότε, η τυπική δυναµοσειρά f(z) =

∑∞
m=0 amz

m πραγµατικά
ορίζει µία αναλυτική συνάρτηση στο Dε, επειδή

|f(z)| 6
∞∑

m=0

|am||zm| 6M

∞∑
m=0

(
|z|
ε

)m

,

και η τελευταία σειρά συγκλίνει για κάθε |z| < ε. Η ίδια εκτίµηση ότι η
|anm| < Mε−m δείχνει ότι η f(z) =

∑∞
n=1 fn(z) συγκλίνει στην f(z) στο Dε.

Οι αναλυτικές συναρτήσεις έχουν µία ιδιότητα παρόµοια µε αυτή των πολυω-
νύµων: Εάν µία αναλυτική συνάρτηση f(z) έχει ένα άπειρο αριθµό ϱιζών στο
Dε, έστω οι {z1, z2, . . .}, τέτοιες ώστε limi→∞ zi = 0, τότε η f(z) είναι ταυτοτι-
κά µηδέν.(Η απαιτήση ότι το limi→∞ zi = 0 είναι κρίσιµη, επειδή υπάρχουν
µη µηδενικές αναλυτικές συναρτήσεις που διαθέτουν άπειρες ϱίζες, για πα-
ϱάδειγµα, όλες οι ϱίζες της ez − 1 είναι οι 2πin, όπου n έιναι κάθε ακέραιος.)
Ας µελετήσουµε τώρα τον τύπο του Ramanujan.

Θεώρηµα 15.1 (Ο Τύπος Γινοµένου του Ramanujan). Στο πεδίο ορισµού

(15.1) |q| < 1, |a| > |q|, |b| < 1 και

∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣ < |x| < 1,

έχουµε την ακόλουθη ισότητα των συναρτήσεων των a, b, q, x:
(15.2)

1Ψ1 [ a, b; q; x] : =
∞∑

n=−∞

(1− a)nq
(1− b)nq

xn

=
∞∏
n=0

(
1− bqn

a

)
(1− qn+1)

(
1− qn+1

ax

)
(1− axqn)

(1− bqn)
(
1− qn+1

a

) (
1− bqn

ax

)
(1− xqn)

.

Απόδειξη. (M.E.H. Ismail) Η στρατηγική είναι πρώτα να δείξουµε ότι και
οι δύο πλευρές της (15.2) είναι αναλυτικές συναρτήσεις του b (όταν τα a, q
και x είναι «ϕιξαρισµένα») στο µη κενό πεδίο ορισµού από την (15.1) (για
παράδειγµα, |b| < min{1, |ax|}), και µετά να αποδείξουµε την ισότητα για b =
qM , qM+1, qM+2, . . ., µε το M να είναι ένας αρκετά µεγάλος αριθµός. Ως εκ
τούτου, η διαφορά των δύο πλευρών της (15.2) είναι µία αναλυτική συνάρτηση
του b που περιέχει µία άπειρη ακολουθία ϱιζών οι οποίες συγκλίνουν στο
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µηδέν, και εποµένως πρέπει να είναι µηδέν ταυτοτικά.
Συµβολίζουµε µε fn(b) τον n-οστό όρο στη σειρά στην (15.2). Για να δούµε ότι
η σειρά συγκλίνει σε µία αναλυτική συνάρτηση του b, αυτή ικανοποιεί όπως
σηµειώσαµε παραπάνω, για να δείξουµε ότι η fn(b) είναι αναλυτική για κάθε
n ∈ Z και καθώς το n → ∞, |fn(b)| < M±c

|n|
± για κάποια 0 < c± < 1 και

ϑετικές σταθερές M±. Εάν n > 0, τότε (1− b)nq είναι ένα πολυώνυµο του b το
οποίο δεν µηδενίζεται στο πεδίο ορισµού, επειδή |b|, |q| < 1, έτσι δείχνουµε
την αναλυτικότητα της fn(b). Επειδή καθώς n→∞,

∣∣∣∣fn+1(b)

fn(b)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(1− qna)x1− qnb

∣∣∣∣→ |x| < 1,

έχουµε |fn+1(b)| < c+|fn(b)| για κάθε c+ ∈ (|x|, 1) όταν n είναι αρκετά µε-
γάλο, το οποίο συνεπάγεται ότι |fn(b)| < M+c

n
+ για κάποια M+ και όλα τα

n που είναι αρκετά µεγάλα. ΄Οµοια, για n < 0 έχουµε από την (3.7) ό-

τι
1

(1− b)nq
= (1 − qnb)

|n|
q είναι ένα πολυώνυµο, και έτσι είναι αναλυτική.

΄Εχουµε ∣∣∣∣f−n−1(b)f−n(b)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1− q−n−1b
(1− q−n−1a)x

∣∣∣∣→ ∣∣∣∣ bax
∣∣∣∣ < 1

καθώς n→ −∞, και το παραπάνω επιχείρηµα µπορεί να εφαρµοστεί ξανά.
Για την πλευρά του γινοµένου, ϐλέπουµε ότι οι παράγοντες στον παρανοµα-
στή δεν µηδενίζονται στο καθορισµένο πεδίο ορισµού και κάθε παράγοντας
είναι είτε ανεξάρτητος του b είτε είναι της µορφής (1 + cb)∞q , όπου c είναι
είναι ανεξάρτητο του b. ΄Οπως είπαµε και πιο πριν, η f(z) = (1 + z)∞q είναι
αναλυτική στο D∞. Επειδή τα γινόµενα των αναλυτικών συναρτήσεων και οι
αντίστροφες των αναλυτικών συναρτήσεων που δεν µηδενίζονται είναι επίσης
αναλυτικές, το κλάσµα παραπάνω είναι επίσης αναλυτική στο καθορισµένο
πεδίο ορισµου.
Τώρα ϑα εφαρµόσουµε την αντικατάσταση b = qM , όπου το M είναι τόσο
µεγάλο ώστε το b να ϐρίσκεται µέσα στο καθορισµένο πεδίο ορισµου. Ση-
µειώνουµε ότι

1

(1− qM)nq
=

1

(1− qM)−n′q

= (1− qM−n′)n′q = 0

Το παραπάνω ισχύει διότι, αφού −n′ 6 −M ⇒ n′ ≥M ⇒M −n′ 6 0. Θέτω
k =M − n′, άρα το k = 0,−1,−2, .....
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΄Αρα έχουµε,

(1− qM−n′)n′q = (1− qM−n′)(1− qM−n′+1) · · · (1− qM−n′+n′−1)

= (1− qM−n′)(1− qM−n′+1) · · · (1− qM−1)

= (1− qk)(1− qk+1) · · · (1− qk+n′−1) = 0

Εάν n = −n′ 6 −M , ϐλέπουµε ότι το δεξί µέλος(LHS) της (15.2) γίνεται

∑
n∈Z

(1− a)nq
(1− qM)nq

xn =
∞∑

n=−M+1

(1− a)nq
(1− qM)nq

xn

= x1−M
∞∑
n=0

(1− a)n+1−M
q

(1− qM)n+1−M
q

xn

= x1−M
(1− a)1−Mq

(1− qM)1−Mq

∞∑
n=0

(1− q1−Ma)nq
(1− q)nq

xn

= x1−M
(1− a)1−Mq

(1− qM)1−Mq
1Φ0

[
q1−M a ; q ;x

]
(Στην πρώτη ισότητα το άθροισµα ξεκινάει από −M + 1 µέχρι το ∞ διότι
έχουµε αποδείξει παραπάνω ότι για τις τιµές που είναι µικρότερες από ή ίσες
µε −M το άθροισµα ισούται µε µηδέν.)
όπου έχουµε εφαρµόσει την (14.2) µε α = 1 −M και ϐ = n. Από τον τύπο
του Heine (13.17), έχουµε

(15.3)

LHS = x1−M
(1− a)1−Mq

(1− qM)1−Mq

(1− q1−Max)∞q
(1− x)∞q

= x1−M
(1− q)M−1q

(1− q1−Ma)M−1q

(1− q1−Max)∞q
(1− x)∞q

,

όπου στην τελευταία ισότητα έχουµε χρησιµοποιήσει την (3.7). Για να ολο-
κληρώσουµε την απόδειξη, ξεκινάµε συγκρίνωντας τις δύο πλευρές της (15.2).
Θέτωντας b = qM στην πλευρά του γινοµένου, έχουµε

(15.4)

RHS =
(1− qMa−1)∞q (1− q)∞q (1− qa−1x−1)∞q (1− ax)∞q
(1− qM)∞q (1− qa−1)∞q (1− qMa−1x−1)∞q (1− x)∞q

(14.1)
=

(1− q)M−1q

(1− qa−1)M−1q

(1− qa−1x−1)M−1q (1− ax)∞q
(1− x)∞q

.
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Συγκρίνοντας τις (15.3) και (15.4), ϐλέπουµε ότι το µόνο που µένει να δεί-
ξουµε είναι

x1−M
(1− q1−Max)∞q
(1− q1−Ma)M−1q

=
(1− qa−1x−1)M−1q (1− ax)∞q

(1− qa−1)M−1q

,

ή, ισοδύναµα

(1− qa−1)M−1q

(1− q1−Ma)M−1q

=
(1− qa−1x−1)M−1q (1− ax)∞q

(1− q1−Max)∞q
xM−1

(14.1)
=

(1− qa−1x−1)M−1q

(1− q1−Max)M−1q

xM−1.

Παρατηρούµε ότι το αριστερό µέλος είναι ανεξάρτητο του x, και οι δύο πλευ-
ϱές «συµφωνούν» όταν x = 1. Εποµένως, ελπίζουµε ότι το δεξί µέλος είναι
επίσης ανεξάρτητο του x. Επεκτείνωντας το δεξί µέλος, έχουµε

(1− qa−1x−1)(1− q2a−1x−1) · · · (1− qM−1a−1x−1)xM−1

(1− q1−Max)(1− q2−Max) · · · (1− q−1ax)

=
1− qa−1x−1

1− q−1ax
1− q2a−1x−1

1− q−2ax
· · · 1− q

M−1a−1x−1

1− q1−Max
xM−1

=
(
− q

ax

)(
− q

2

ax

)
· · ·
(
−q

M−1

ax

)
xM−1,

το οποίο είναι ανεξάρτητο του x, όπως ϑέλαµε.
(Αν κάνουµε πράξεις και στο αριστερό µέλος που είναι επίσης ανεξάρτητο του
x ϑα καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα.)

Η ταυτότητα γινοµένου του Ramanujan περιέχει 4 µεταβλητές, τις q, a, b,
και x. Μία από τις σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις είναι για a = y και b = qy.
Το πεδίο ορισµού της σύγκλισης γίνεται

(15.5) |q| < |x| < 1 και |q| < |y| < |q|−1,

το οποίο είναι µη κενό. Το αριστερό µέλος της (15.2) γίνεται

LHS =
∑
n∈Z

(1− y)nq
(1− qy)nq

xn =
∑
n∈Z

1− y
1− qny

xn,

επειδή (1−y)nq (1−qy)nq = (1−y)n+1
q = (1−y)(1−qy)nq για κάθε ακέραιο n. Ε-

άν περιορίσουµε το πεδίο ορισµού του y σε |q| < |y| < 1, έχουµε |qny| < 1 εάν
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n ≥ 0 και |qny−1| < 1 εάν n ≥ 1, και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ανά-

πτυγµα της γεωµετρικής σειράς

(
∞∑
n=1

aλn = a+ aλ+ aλ2 + · · · = a

1− λ

)
(1)

παίρνουµε

LHS =
∞∑
n=0

(1− y)xn

1− qny
+
−∞∑
n=−1

(1− y)xn

1− qny

=
∞∑
n=0

(1− y)xn

1− qny
−
∞∑
n=1

(1− y)xnqny−1

1− qny−1

= (1− y)

(
∞∑
n=0

∞∑
m=0

xn(qny)m −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

x−n(qny−1)m

)
.

Από την άλλη, η πλευρά του γινοµένου γίνεται

∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1− x−1y−1qn+1)(1− xyqn)
(1− yqn+1)(1− x−1qn+1)(1− y−1qn+1)(1− xqn)

.

∆ιαιρώντας και τις δύο πλευρές µε το 1− y, έχουµε
(15.6)

∞∑
m,n=0

qmnxnym −
∞∑

m,n=1

qmnx−ny−m

=
∞∏
n=1

(1− qn)2(1− x−1y−1qn)(1− xyqn−1)
(1− xqn−1)(1− x−1qn)(1− x−1qn)(1− yqn−1)(1− y−1qn)

.

Ως εκ τούτου, στο πεδίο ορισµού |q| < |z| < 1 έχουµε

(15.7)

∞∑
m,n=0

qmnzm+n −
∞∑

m,n=1

qmnz−m−n

=
∞∏
n=1

(1− qn)2(1− z−2qn)(1− z2qn−1)
(1− zqn−1)2(1− z−1qn)2

εάν ϑέσουµε x = y = z. Μπορούµε περαιτέρω να τραβήξουµε τους όρους µε
m = 0 ή n = 0 έξω από το πρώτο άθροισµα. Επειδή το άθροισµα αυτών των
όρων είναι

∞∑
n=0

zn +
∞∑

m=0

zm − 1 = 2
∞∑
n=0

zn − 1 = 2
1

1− z
− 1 =

1 + z

1− z
,
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(Αφαιρώ έναν άσσο από τα δύο αθροίσµατα ώστε να έχω τελικά έναν άσσο, ο
οποίος είναι αυτός που προκύπτει από το πρώτο άθροισµα στην σχέση(15.7)
γιαm = 0 και n = 0.) Εάν πολλαπλασιάσουµε και τις δύο πλευρές της (15.7)
µε 1−z

1+z
= (1−z)2

1−z2 , έχουµε στο ίδιο πεδίο ορισµού

(15.8)

1 +
1− z
1 + z

∞∑
m,n=1

qmn(zm+n − z−m−n)

=
∞∏
n=1

(1− qn)2(1− z−2qn)(1− z2qn)
(1− zqn)2(1− z−1qn)2

.

Τα παραπάνω αποτελέσµατα είναι σηµαντικά για τη συζητησή µας στις αριθ-
µοθεωρητικές εφαρµογές στα επόµενα δύο κεφάλαια.





Κεφάλαιο 16

Αναλυτικοί Τύποι για τα
Αθροίσµατα δύο και τεσσάρων
τετραγώνων

΄Ενα από τα πιο παλιά προβλήµατα στη Θεωρία Αριθµών αφορά τη διαµέρι-
ση ενός ακεραίου σε άθροισµα τετραγώνων. ΄Ενα διάσηµο αποτέλεσµα, που
πρώτα αποδείχθηκε από τον Lagrange, είναι ότι κάθε ϑετικός ακέραιος είναι
ένα άθροισµα τεσσάρων τετραγώνων. Σε αυτό το κεφάλαιο, δεν ϑα αποδεί-
ξουµε µόνο αυτό το ϑεώρηµα, αλλά επίσης ϑα ϐρούµε αναλυτικούς τύπους
του Gauss και του Jacobi για τον αριθµό των διαµερίσεων ενός ακεραίου σε
άθροισµα δύο και τεσσάρων τετραγώνων.
Πρώτα, ας υποδηλώσουµε τον αριθµό των τρόπων να εκφράσουµε το N ως
ένα άθροισµα m ακεραίων τετραγώνων, µετρώντας τη σειρά, µε το �m(N).
Για παράδειγµα, �2(5) = 8, επειδή συνολικά τα οχτώ διατεταγµένα Ϲευγά-
ϱια, (±1,±2), (±2,±1), έχουν το άθροισµα των τετραγώνων τους ίσο µε 5.
Εάν ορίσουµε την τυπική δυναµοσειρά

(16.1) �(q) =
∑
n∈Z

qn
2

,

τότε έχουµε

(16.2) �m(N) = οι σιντελεστές του qNστο �(q)m.

Για να καταλάβουµε αυτό, ϕανταζόµαστε ότι επεκτείνουµε την δυναµοσειρά
στην (16.1):

�(q)m = (· · ·+ q9 + q4 + q + 1 + q + q4 + q9 + · · · )m.

Στα προκύπτοντα αποτελέσµατα, κάθε qN όρος αντιστοιχεί έναν ένα προς ένα
τρόπο σε µία m-άδα (a1, . . . , am), µε N = a21 + · · · + a2m. ΄Αρα, ο αριθµός
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που εµφανίζονται τα qN είναι ο αριθµός των τρόπων να εκφράσουµε το N
σαν άθροισµα τετραγώνων των m ακεραίων. Για m = 4, έχουµε το ακόλουθο
Θεώρηµα.

Θεώρηµα 16.1. Για κάθε ϑετικό ακέραιο N έχουµε

(16.3) �4(N) = 8× (το άθροισµα των ϑετικών διαιρετών του N
τα οποία δεν είναι πολλαπλάσια του 4).

Μία άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος είναι ότι κάθε ϑετικός ακέραιος
είναι ένα άθροισµα τεσσάρων τετραγώνων, επειδή 1 είναι ένας διαιρέτης κάθε
ακέραιου και το 1 δεν είναι πολλαπλάσιο του 4. Για παράδειγµα, 6 = 22 +
12 + 12 + 02, 97 = 82 + 52 + 22 + 22.

Απόδειξη. του Θεωρήµατος 16.1 Θεωρούµε την (15.8) και αφήνουµε το z →
−1 στις δύο πλευρές.
Από την (12.11) έχουµε

lim
z→−1

RHS =

(
∞∏
n=1

1− qn

1 + qn

)4

= �(−q)4.

Γράφωντας το αριστερό µέλος σαν

1 + (1− z)
∞∑

m,n=1

qmn z
m+n − z−m−n

1 + z

και εφαρµόζωντας τον κανόνα του L’Hospital, έχουµε

lim
z→−1

LHS = 1 + 4
∞∑

m,n=1

(−1)m+n−1(m+ n)qmn.

Λόγω συµµετρίας

∞∑
m,n=1

(−1)m+n−1mqmn =
∞∑

m,n=1

(−1)m+n−1nqmn,

οπότε γράφουµε το αριστερό µέλος ως

LHS = 1 + 8
∞∑

m,n=1

(−1)m−1m(−qm)n

= 1 + 8
∞∑

m=1

(−1)mmqm

1 + qm
= 1 + 8

∞∑
m=1

m(−q)m

1 + qm
.
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Συνδυάζοντας τα αποτελέσµατα για τις δύο πλευρές και αντικαθιστώντας q µε
το −q, έχουµε

(16.4) �(q)4 = 1 + 8
∞∑

m=1

mqm

1 + (−q)m
.

Επειδή
∞∑

m=1

mqm

1 + (−q)m
=

∑
m≥1

m περιττός

mqm

1− qm
+
∑
m≥1

m άρτιος

mqm

1 + qm

∞∑
k=1

2kq2k

1 + q2k
=
∞∑
k=1

2k(q2k − q4k + q6k − q8k + · · · )

=
∞∑
k=1

2k(q2k + q4k + q6k + q8k + · · · )

−
∞∑
k=1

4k(q4k + q8k + · · · )

=
∞∑
k=1

2kq2k

1− q2k
−
∞∑
k=1

4kq4k

1− q4k
,

έχουµε
∞∑

m=1

mqm

1 + (−q)m
=
∑
m≥1
4-m

mqm

1− qm
=
∑
m≥1
4-m

∞∑
n=1

mqmn.

Ως εκ τούτου έχουµε,

(16.5) �(q)4 = 1 +
∑
m≥1

∞∑
n=1

mqmn.

Επιπλέον, για κάθε N ≥ 1, οι συντελεστές του qN στο �(q)4 δίνεται από
8
∑
m, όπου mn = N για κάποιο ϑετικό ακέραιο n και το 4 δεν διαιρεί το

m. Με άλλα λόγια, �4(N) ισούται µε 8 ϕορές το άθροισµα των διαιρετών του
N που δεν διαιρείται µε το 4.

Το αποτέλεσµα ότι κάθε ακέραιος είναι ένα άθροισµα τεσσάρων ακεραίων
είναι το καλύτερο δυνατό, επειδή δεν είναι κάθε ακέραιος άθροισµα τριών
τετραγώνων, για παράδειγµα, το 7. Ωστόσο, µπορούµε ακόµα να πούµε κάτι
σχετικά για τον αριθµό των τρόπων όπου ένας ακέραιος µπορεί να εκφραστεί
σαν ένα άθροισµα δύο τετραγώνων, δηλαδή, �2(N).
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Θεώρηµα 16.2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο έχουµε

(16.6)

�2(N) = 4× (το πλήθος των ϑετικών διαιρετών του N
που ισούνται µε 1 modulo 4)

−4× (το πλήθος των ϑετικών διαιρετών του N
που ισούνται µε 3 modulo 4).

Απόδειξη. Αυτή τη ϕορά, αφήνουµε το z να τείνει στο i =
√
−1 στην (15.8).

Για το δεξί µέλος, έχουµε

RHS =
∞∏
n=1

(1− qn)2(1 + qn)2

(1 + iqn)2(1− iqn)2
=

(
∞∏
n=1

1− q2n

1 + q2n

)2

= �(−q2)2.

Το αριστερό µέρος γίνεται

LHS = 1− i
∞∑

m,n=1

qmn(im+n − (−i)m+n).

Επειδή (−i)m+n = im+n εάν m + n είναι άρτιος, και (−i)m+n = −im+n εάν
m+ n είναι περιττός, δηλαδή, m και n έχουν διαφορετικές ισοτιµίες, έχουµε

LHS = 1− 2i
∑
m≥1

m περιττός

∑
n≥1

n άρτιος

qmnim+n − 2i
∑
m≥1

m άρτιος

∑
n≥1

n περιττός

qmnim+n.

Τα δύο αθροίσµατα είναι πανοµοιότυπα, επειδή καθένα από αυτά είναι συµ-
µετρικό ως προς m και n. Αντικαθιστώντας το q2 µε το −q και στις δύο
πλευρές, παίρνουµε

�(q)2 = 1− 4
∑
m≥1

m περιττός

∑
n≥1

n άρτιος

(−q)
mn
2 im+n+1

= 1− 4
∑
m≥1

m περιττός

∑
n≥1

n άρτιος

(−1)
(m+1)

2 q
mn
2 .

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι :

(−1)mn
2 im+n+1 = imnim+n+1 = i(m+1)(n+1) = (i(n+1))(m+1) = (±i)(m+1) = im+1

και χρησιµοποιήσαµε ότι ik = ±i για k περιττό.
Θέτωντας n = 2k, παίρνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα:

(16.7) �(q)2 = 1 + 4
∑
m≥1

m περιττός

∞∑
k=1

(−1)
(m−1)

2 qmk.
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Ας εξετάσουµε το δεξί µέλος της (16.7). Για κάθε N ≥ 1, ο 4qN όρος προκύ-
πτει για κάθε περιττό m το οποίο διαιρεί το N και συγκλίνει στο 1 modulo
4, ώστε (m−1)

2
είναι άρτιος. ΄Οµοια, ο (−4qN) όρος προκύπτει για κάθε περιτ-

τό m το οποίο διαιρεί το N και συγκλίνει στο 3 modulo 4, ώστε (m−1)
2

είναι
περιττός. Ως εκ τούτου, ο συντελεστής του qN δίνεται από το δεξί µέλος της
(16.6), όπως ϑέλαµε.

Πόρισµα 16.3. Το Θεώρηµα του Fermat. ΄Ενας πρώτος περιττός αριθµός p
µπορεί να αναπαρασταθεί σαν ένα άθροισµα δύο τετραγώνων αν και µόνο εάν
p ≡ 1 mod 4, και η αναπαράσταση είναι µοναδική.

Απόδειξη. ΄Ενας πρώτος p έχει δύο διαιρέτες, το 1 και το p. Εάν p ≡ 1 mod 4,
και τα δύο συγλίνουν στο 1 modulo 4. Από το Θεώρηµα 16.2, �2(p) = 8.
Υποθέτουµε ότι p = a2+b2. Καθένα από τα 8 διατεταγµένα Ϲευγάρια (±a,±b),
(±b,±a) το άθροισµα των τετραγώνων τους ισούται µε p. Επίσης, αυτά τα 8
Ϲευγάρια είναι διακριτά, επειδή το p είναι περιττός συνεπάγεται |a| 6= |b|.
Ως εκ τούτου, αυτές είναι όλες οι πιθανές περιπτώσεις, και η αναπαράσταση
είναι µοναδική µέχρι και το πρόσηµο και τη σειρά. Εάν p ≡ −1 mod 4, το
Θεώρηµα 16.2 µας λέει ότι �2(p) = 0.

Στο κεφάλαιο αυτό παρατίθονται οι αναλυτικοί τύποι για το άθροισµα δύο
και τεσσάρων τετραγώνων, ενδιαφέρον όµως παρουσιάζουν και οι αναλυτικοί
τύποι για το άθροισµα των έξι και οκτώ τετραγώνων, οι οποίοι παρουσιάζονται
στη συνέχεια.

Θεώρηµα 16.4.

(16.8)

�6(n) = 4

 ∑
d|n

d≡3( mod 4)

d2 −
∑
d|n

d≡1( mod 4)

d2



+16

 ∑
d|n

k
d
≡1( mod 4)

d2 −
∑
d|n

k
d
≡3( mod 4)

d2


Απόδειξη. (S.H. Chan) Αντικαθιστώντας τα a, b µε y, yq, αντίστοιχα, στον τύπο
του Ramanujan (15.2), παίρνουµε

(16.9)
∞∑

n=−∞

nxn

1− yqn
=
∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1− qn+1

yx
)(1− yxqn)

(1− yqn+1)(1− qn+1

y
)(1− xqn)(1− qn+1

x
)
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όπου |q| < |x| < 1.Παρατηρούµε ότι το δεξί µέλος της (16.9) είναι συµµετρικό
ως προς x και y. Ως εκ τούτου,

(16.10)
∞∑

n=−∞

xn

1− yqn
=

∞∑
n=−∞

yn

1− xqn
.

∆ιαφορίζοντας και τις δύο πλευρές της (16.9) ως προς x και πολλαπλασιάζον-
τας µε x, ϐρίσκουµε ότι :
(16.11)

∞∑
n=−∞

nxn

1− yqn
=
∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1− qn+1

yx
)(1− yxqn)

(1− yqn+1)(1− qn+1

y
)(1− xqn)(1− qn+1

x
)

×
∞∑

n=−∞

(
− xyqn

1− xyqn
+

qn+1

xy

1− qn+1

xy

+
xqn

1− xqn
−

qn+1

x

1− qn+1

x

)

Εναλλάσοντας το x και το y στην (16.10) και αφαιρόντας το αποτέλεσµα αυτό
από την (16.10) συµπεραίνουµε ότι
(16.12)

∞∑
n=−∞

nxn

1− yqn
−

∞∑
n=−∞

nyn

1− xqn
=
∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1− qn+1

yx
)(1− yxqn)

(1− yqn+1)(1− qn+1

y
)(1− xqn)(1− qn+1

x
)

×
∞∑

n=−∞

(
xqn

1− xqn
−

qn+1

x

1− qn+1

x

− yqn

1− yqn
+

qn+1

y

1− qn+1

y

)

όπου |q| < |x|, |y| < 1. Αφήνοντας το y → −x στην (16.11) και απλοποιών-
τας, ϐρίσκουµε ότι
(16.13)

LHS : =
∞∑

n=−∞

(
nxn

1 + xqn
− n(−x)n

1− xqn

)
=
∞∏
n=0

(1 + x2qn)(1 +
q

x2
qn)(1− qn+1)2

(1− x2q2n)(1− q2

x2
q2n)

×2
∞∑
n=0

 nqn

1− x2q2n
−

qn+1

x

1− q2n+2

x2

 =: RHS
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Απλοποιώντας, ϐλέπουµε ότι :
(16.14)

RHS =
∞∏
n=0

(1 + x2qn)(1 +
q

x2
qn)(1− qn+1)2

(1− x2q2n)(1− q2

x2
q2n)

∞∑
n=−∞

2xqn

1− x2q2n

= 2x
∞∏
n=0

(1 + x2qn)(1 +
q

x2
qn)(1− qn+1)2

(1− x2q2n)(1− q2

x2
q2n)

∞∏
n=0

(1 + x2q2n+1)(1− q

x2
q2n)(1− q2n+2)2

(1− x2q2n)(1− q2

x2
q2n)(1− q2n+1)2

= 2x(1 + x2)
∞∏
n=0

(1 + x2qn+1)(1 +
q

x2
qn)(1 + x2q2n+1)(1− q2

x2
q2n)(1− q2n+2)4

(1− x2q2n)2(1− q2

x2
q2n)2

,

όπου στην δεύτερη ισότητα εφαρµόσαµε την (16.9) µε τα x, y, q να έχουν
αντικατασταθεί µε τα q, x2, q2, αντίστοιχα. Επίσης, µένει να αποδείξουµε ότι :

∞∏
n=0

(1 + x2qn)(1− qn+1)2(1− q2n+2)2

(1− q2n+1)2
= (1 + x2)

∞∏
n=0

(1 + x2qn+1)(1− q2n+2)4

Ξεκινάµε από το αριστερό µέλος και κάνοντας πράξεις ϑα ϕτάσουµε στο δεξί,
άρα έχουµε,

∞∏
n=0

(1 + x2qn)(1− qn+1)2(1− q2n+2)2

(1− q2n+1)2

=
(1 + x2)(1− q)2(1− q2)2

(1− q)2
(1 + x2q)(1− q2)2(1− q4)2

(1− q3)2
(1 + x2q2)(1− q3)2(1− q6)2

(1− q5)2
· · ·

= (1 + x2)(1 + x2q)(1− q2)4(1 + x2q2)(1− q4)4 · · ·

= (1 + x2)
∞∏
n=0

(1 + x2qn+1)(1− q2n+2)4.

Απλοποιώντας το δεξί µέλος της (16.13) προκύπτει
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LHS =
∞∑
n=1

(
nxn

1 + xqn
− n(−x)n

1− xqn
+
−nx−n

1 + xq−n
− −n(−x)

−n

1− xq−n

)

=
∞∑
n=1

nxn − nxn+1qn

1 + xqn
− n(−x)n + n(−x)n+1qn

1− xqn
− nx−n−1qn

1 +
qn

x

+
n(−x)−n−1qn

1− qn

x


=
∞∑
n=1

nxn(1− (−1)n)

+
∞∑

n=1,m=0

(
(−1)m+1nxn+m+1qmn+n + (−1)n+1nxn+m+1qmn+n

)

+
∞∑

n=1,m=0

(
(−1)m+1nx−n−m−1qmn+n + (−1)n+1nx−n−m−1qmn+n

)

= 2
∞∑
n=1

(2n− 1)x2n−1 +
∞∑

n,m=1

((−1)m − (−1)n)n(xn+m − x−n−m)qmn.

Σηµειώνοντας ότι τα αθροίσµατα εξαφανίζονται όταν ταm και n είναι ίδια,



· 81

συµπεραίνουµε ότι

(16.15)

LHS = 2
∞∑
n=1

(2n− 1)x2n−1

+2
∞∑

n,m=1

(2n− 1)
(
x2n+2m−1 + x−2n−2m+1

)
q(2n−1)2m

−2
∞∑

n,m=1

2n
(
x2n+2m−1 + x−2n−2m+1

)
q(2m−1)2n

=
2x(1 + x2)

(1− x2)2
+ 2

∞∑
n,m=1

(2n− 1− 2m)

×
(
x2n+2m−1 + x−2n−2m+1

)
q(2n−1)2m

=
2x(1 + x2)

(1− x2)2
+ 2x(1 + x2)

∞∑
n,m=1

(2n− 1− 2m)x−2n−2m

× (1− x2 + · · ·+ x4n+4m−4)q(2n−1)2m

Τώρα πολλαπλασιάζουµε και το δεξί µέλος και το αριστερό µέλος µε
2

(x(1 + x2))
και αφήνουµε το x→ i. Πρώτα, από την (16.14) ϐρίσκουµε ότι :
(16.16)

lim
x→i

2RHS

x(1 + x2)
=
∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1 + q2n+1)2(1− q2n+2)4

(1 + q2n+2)4

=
∞∏
n=0

(1− q4n+2)2(1− q2n+2)6

(1 + q2n+2)4
(12.10)
=

∞∏
n=0

(1− q2n+2)6

(1 + q2n+2)6

Για να αποδείξουµε την δεύτερη ισότητα αναπτύσουµε το γινόµενο στον αριθ-
µητή στο αριστερό µέλος για να ϕτάσουµε στο γινόµενο στον αριθµητή στο
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δεξιό µέλος :

∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1 + q2n+1)2(1− q2n+2)4

= (1− q)2(1 + q)2(1− q2)4(1− q2)2(1 + q3)2(1− q4)4 · · ·

= (1− q2)2(1− q6)2(1− q2)6 · · · =
∞∏
n=0

(1− q4n+2)2(1− q2n+2)6

∆εύτερον, από την (16.15) συµπεραίνουµε ότι

(16.17)

lim
x→i

2LHS

x(1 + x2)
= 1 + 4

∞∑
n,m=1

(2n− 2m− 1)(−1)n+m

×(2n− 1 + 2m)q(2n−1)2m

= 1 + 4
∞∑

n,m=1

((2n− 1)2 − 4m2)(−1)n(−q2)(2n−1)m

= 1 + 4
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)2
∞∑

m=1

(−q2)(2n−1)m

+16
∞∑

m=1

m2

∞∑
n=1

(−1)n+1(−q2)(2n−1)m

= 1 + 4
∞∑
k=1

(−q2)k
∑

(2n−1)|k

(−1)n(2n− 1)2

+16
∞∑
k=1

(−q2)k
∑

(2n−1)m=k

(−1)n+1m2.
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Τώρα ϐάζοντας τις (16.16) και (16.17) µέσα στην (16.13) συµπεραίνουµε ότι :

∞∏
n=0

(1− q2n+2)6

(1 + q2n+2)6
= 1 + 4

∞∑
k=1

(−q2)k
∑

(2n−1)|k

(−1)n(2n− 1)2

+16
∞∑
k=1

(−q2)k
∑

(2n−1)m=k

(−1)n+1m2.

Εξισώνοντας τους συντελεστές του (−q2)n, n ≥ 1, και στις δύο πλευρές παρα-
πάνω, ολοκληρώνουµε την απόδειξη.

Θεωρούµε τη συνάρτηση

(16.18) F (z) :=
∞∏
n=0

(1 + z)(1 + zqn+1)(1 +
qn+1

z
)(1− qn+1)2

(1− z)(1− zqn+1)(1− qn+1

z
)(1 + qn+1)2

,

Λήµµα 16.5. Για |q| < |z| < 1

|q|
και z 6= 1,

(16.19) F (z) =
1 + z

1− z
+ 2

∞∑
n=1

qn(z−n − zn)
1 + qn

.

Απόδειξη. Στον τύπο του Ramanujan (15.2), ϑέτουµε a = b = −1, αν-
τικαθιστούµε το q2 µε το q και το x µε το

√
qz. Τότε ϐρίσκουµε ότι, για

1 < |z| < 1

|q|
,

(16.20)

1 + 2
∞∑
n=1

qnzn

1 + qn
+ 2

∞∑
n=1

z−n

1 + qn
=
∞∏
n=0

(1− qn+1)2(1 + zqn+1)(1 +
qn

z
)

(1 + qn+1)2(1− zqn+1)(1− qn

z
)

= −
∞∏
n=0

(1 + z)(1 + zqn+1)(1 +
qn+1

z
)(1− qn+1)2

(1− z)(1− zqn+1)(1− qn+1

z
)(1 + qn+1)2

= −F (z).
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Αλλά, για 1 < |z|,

(16.21)

1 + 2
∞∑
n=1

z−n

1 + qn
= 1 + 2

∞∑
n=1

(
z−n − qnz−n

1 + qn

)

= 1 + 2
z−1

1− z−1
− 2

∞∑
n=1

qnz−n

1 + qn

=
z + 1

z − 1
− 2

∞∑
n=1

qnz−n

1 + qn
.

Τοποθετώντας την (16.21) µέσα στην (16.20), πολλαπλασιάζοντας µε −1, και
χρησιµοποιώντας την αναλυτική συνέχεια, ολοκληρώνουµε την απόδειξη της

(16.19) για |q| < |z| < 1

|q|
και z 6= 1.

Θεώρηµα 16.6. Για |q| < |z| < 1

|q|
και z 6= 1,

(16.22) F 2(z) =

(
1 + z

1− z

)2

+ 8
∞∑
n=1

(−1)n−1nqn

1− qn
+ 4

∞∑
n=1

nqn

1− qn
(zn + z−n).

Απόδειξη. Ξεκινάµε τετραγωνίζοντας την και τις δύο πλευρές της (16.19), και
χρησιµοποιούµε τις ακόλουθες ταυτότητες

(16.23)
(
1 + z

1− z

)
(z−n − zn) = (zn + z−n) + 2

n−1∑
k=1

(zk + z−k) + 2,

(16.24) (z−n − zn)(z−m − zm) = (zn+m − z−n−m)− (zn−m − zm−n).

Αυτό ακολουθεί από τις (16.19),(16.23), και (16.24) ότι

(16.25)

(
1 + z

1− z
+ 2

∞∑
n=1

qn(z−n − zn)
1 + qn

)2

=

(
1 + z

1− z

)2

+ C0 +
∞∑
n=1

Cn(z
n + z−n),

όπου οι σταθερές Cn, n ≥ 0, είναι ανεξάρτητες του x. Τώρα εφαρµόζοντας
αναλυτικά τις (16.23) και (16.24) µέσα στο ανάπτυγµα του αριστερού µέρους
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της (16.25), ϐρίσκουµε ότι
(16.26)(

1 + z

1− z
+ 2

∞∑
n=1

qn(z−n − zn)
1 + qn

)2

=

(
1 + z

1− z

)2

+ 4
∞∑
n=1

qn

1 + qn

(
(zn + z−n) + 2

n−1∑
k=1

(zk + z−k) + 2

)

+ 4
∞∑

m,n=1

qn

1 + qn
qm

1 + qm
(
(zn+m + z−n−m)− (zn−m + zm−n)

)
.

Εξισώνοντας τους συντελεστές του (zn + z−n) στα δεξί µέλη των (16.25) και
(16.26), ϐρίσκουµε ότι

(16.27)

Cn = 4
qn

1 + qn
+ 8

∞∑
m=1

qn+m

1 + qn+m
+ 4

n−1∑
m=1

qn

(1 + qm)(1 + qn−m)

−8
∞∑

m=1

qmqn+m

(1 + qm)(1 + qn+m)
.

Για να απλοποιήσουµε, ξαναγράφουµε καθένα από τα τρία αθροίσµατα στην
(16.27) και καταλήγουµε ότι

(16.28)

Cn = 4
qn

1 + qn
+ 8

qn

1− qn
∞∑

m=1

(
qn+m

qn(1 + qn+m)
− qn+m

1 + qn+m

)

+4
qn

1− qn
n−1∑
m=1

(
1− qm

1 + qm
− qn−m

1 + qn−m

)

−8 qn

1− qn
∞∑

m=1

(
− qm

1 + qm
+

qn+m

qn(1 + qn+m)

)
.

Παρατηρούµε ότι η πρώτη ποσότητα στο πρώτο άθροισµα στο δεξί µέλος α-
κυρώνει τη δεύτερη ποσότητα στο τρίτο άθροισµα στο δεξί µέλος παραπάνω.
Μετά τη «διαγραφή», ϐρίσκουµε ότι η (16.28) περιορίζεται απλά στην

(16.29)

Cn = 4
qn

1 + qn
+ 4(n− 1)

qn

1− qn
+ 8

qn

1− qn
qn

1 + qn

= 4n
qn

1− qn
.



86 · Αναλυτικοί Τύποι για τα Αθροίσµατα δύο και τεσσάρων τετραγώνων

Παρατηρούµε ότι το δεξί µέλος της (16.25) µηδενίζεται στο z = −1. Θέτοντας
z = −1 στην (16.25), γρήγορα ϐρίσκουµε ότι

(16.30) C0 = 8
∞∑
n=1

(−1)n−1nqn

1− qn
.

Βάζοντας τις (16.29) και (16.30) στην (16.25), ολοκληρώνουµε την απόδειξη
της (16.22).

Θεώρηµα 16.7. ΄Εχουµε

(16.31) �(q)8 = 1 + 16
∞∑
n=1

n3qn

1− (−q)n
.

Απόδειξη. Ξαναγράφουµε την (16.22) στη µορφή

(16.32) F 2(z) =

(
1 + z

1− z

)2

+ 4
∞∑
n=1

nqn

1− qn
(zn + z−n − 2(−1)n).

∆ιαιρούµε και τις δύο πλευρές της (16.31) µε (1 + z)2 και αφήνουµε το z να
πάει στο −1. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του L’Hospital, ϐρίσκουµε ότι

(16.33) lim
z→−1

zn + z−n − 2(−1)n

(1 + z)2
= (−1)nn2.

Αφήνοντας το z → −1 στην (16.32), χρησιµοποιώντας την (16.33), χρησιµο-
ποιώντας τον ορισµό (16.18) στο αριστερό µέλος της (16.32), καταλήγουµε
ότι

(16.34) �(q)8 = 1 + 16
∞∑
n=1

(−1)nn3qn

1− qn
.

Αντικαθιστώντας το q µε το −q στην (16.34), συµπεραίνουµε την (16.31) ολο-
κληρώνοντας την απόδειξη.

Θεώρηµα 16.8. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n,

(16.35) �8(n) = 16(−1)n
∑
d|n

(−1)dd3.

Απόδειξη. Από την (16.31),

�(q)8 = 1 + 16
∞∑
d=1

d3qd

1− (−q)d

= 1 + 16
∞∑
d=1

∞∑
m=0

d3qd(−q)dm = 1 + 16
∞∑
n=1

(−1)n
∑
d|n

(−1)dd3qn,
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όπου τοποθετήσαµε n = d(m + 1). Το επιθυµητό αποτέλεσµα ακολουθεί
εξισώνοντας τους συντελεστές του qn, n ≥ 1, και στις δύο πλευρές παραπάνω.





Κεφάλαιο 17

Αναλυτικοί Τύποι για τα
Αθροίσµατα δύο και τεσσάρων
τρίγωνων αριθµών

Εκτός από τις διαµερίσεις σε τετράγωνους αριθµούς, ο τύπος γινοµένου του
Ramanujan µπορεί επίσης να εφαρµοστεί για να µελετήσουµε τις διαµερίσεις
σε αθροίσµατα δύο και τεσσάρων τρίγωνων αριθµών. Ας υπενθυµίσουµε τον
ορισµό του n-οστού τρίγωνου αριθµού, που έχουµε εισάγει στο Κεφάλαιο 12:

4n =
n(n+ 1)

2
.

Επειδή4−n−1 = 4n, η δίπλευρη ακολουθία {4n}n∈Z , είναι συµµετρική, και
ϑα περιορίσουµε τον ορισµό των «τρίγωνων αριθµών» για n ≥ 0 µόνο. ΄Οπως
και στην περίπτωση των τετράγωνων αριθµών, ορίζουµε παρακάτω, όµοια, την
δυναµοσειρά:

4(q) =
∞∑
n=0

q4n .

(Σε αντίθεση µε (16.1), το άθροισµα αφορά τους µη αρνητικούς ακέραιους
µόνο.)Τότε, ο αριθµός των τρόπων να εκφράσουµε το N σαν ένα άθροισµα
m τρίγωνων αριθµών, µετρώντας τη σειρά των προσθετέων, είναι ίσο µε το
συντελεστή του qN στη δυναµοσειρά 4(q)m, και συµβολίζεται από 4m(N).
Το λογικό είναι να είναι όµοιο µε τα αθροίσµατα των τετράγωνων αριθµών.

Θεώρηµα 17.1. Για κάθε ϑετικό ακέραιο έχουµε

(17.1)

42(N) = (το πλήθος των ϑετικών διαιρετών του 4N + 1
που ισούνται µε 1 modulo 4)

− (το πλήθος των ϑετικών διαιρετών του 4N + 1
που ισούνται µε 3 modulo 4).
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Απόδειξη. Εάν αντικαταστήσουµε το q µε το −q και το z µε το −√q στην
(15.7), όπου 0 < q < 1, έχουµε, από την (12.8),

RHS =
∞∏
n=1

(1− (−1)nqn)2(1− (−1)nqn−1)(1 + (−1)nqn)
(1− (−1)nqn− 1

2 )2(1 + (−1)nqn− 1
2 )2

= 2
∞∏
n=1

(1− (−1)nqn)2(1 + (−1)nqn)2

(1− (−1)nqn− 1
2 )2(1 + (−1)nqn− 1

2 )2

= 2
∞∏
n=1

(1− q2n)2

(1− q2n−1)2
= 24(q)2,

και

LHS =
∞∑

m,n=0

(−1)mn+m+nqmn+m+n
2 −

∞∑
m,n=1

(−1)mn−m−nqmn−m+n
2

=
∞∑

m,n=1

(−1)mn−1qmn−m+n
2 −

∞∑
m,n=1

(−1)mn−m−nqmn−m+n
2 ,

όπου έχουµε αντικαταστήσει το m µε το m− 1 και το n µε το n− 1 στο πρώτο
άθροισµα. ΄Οτανm+n είναι περιττός, οι αντίστοιχοι όροι στα δύο αθροίσµατα
αλληλεξουδετερώνονται. Ως εκ τούτου, έχουµε

LHS = 2
∑

m,n≥1
m+n άρτιος

(−1)mn−1qmn−m+n
2

= 2
∑

m,n≥1
m,n περιττοί

qmn−m+n
2 − 2

∑
m,n≥1

m,n άρτιοι

qmn−m+n
2 ,

και επιπλέον,

(17.2) 4(q)2 =
∑

m,n≥1
m,n περιττοί

qmn−m+n
2 −

∑
m,n≥1

m,n άρτιοι

qmn−m+n
2 .

΄Ενας±qN όρος εµφανίζεται στο δεξί µέλος αν και µόνο εάνN = mn−m+ n

2
,

ή 4N+1 = (2m−1)(2n−1), για κάποιαm > 0 και n > 0 που είναι και τα δύο
άρτιοι ή και τα δύο περιττοί. Εάν είναι και τα δύο περιττοί, 2m−1 ≡ 1 mod 4,
και, εάν είναι και τα δύο άρτιοι, 2m − 1 ≡ 3 mod 4. Ως εκ τούτου, κάθε
συντελεστής του 4N + 1 που ισούται µε 1 mod 4 µας δίνει +1, και κάθε
συντελεστής του 4N +1 που ισούται µε 3 mod 4 µας δίνει −1, στο συντελεστή
του qN . Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Συγξεκριµένα, όταν 4N + 1 είναι ένας πρώτος αριθµός, έχουµε το ακό-
λουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 17.2. Εάν N είναι ένας ϑετικός ακέραιος τέτοιος ώστε ο 4N + 1
να είναι ένας πρώτος αριθµός, τότε ο N µπορεί να αναπαρασταθεί µοναδικά
σαν ένα άθροισµα δύο διακριτών τρίγωνων αριθµών, ώστε να είναι σε ϑεση να
αναδιατάξουµε τα αθροίσµατα.

Απόδειξη. Είναι ξεκάθαρο ότι αν 4N + 1 είναι πρώτος, όλοι οι διαιρέτες του
4N + 1 είναι ο 1 και ο 4N + 1, που συγκλίνουν και οι δύο στο 1 mod 4,
και το Θεώρηµα 17.1 συνεπάγεται ότι 42(N) = 2 − 0 = 2. Ως συνέπεια
του ορισµού οι συντελεστές του 4(q)m, 4m µετράει κάθε αναδιάταξη των
διακριτων προσθετέων. Ως εκ τούτου, 42(N) = 2 συνεπάγεται ότι όλοι οι
πιθανοί τρόποι να αναπαραστήσουµε το N σαν ένα άθροισµα δύο τρίγωνων
αριθµών είναι είτε

N = 4k +4l = 4l +4k, k 6= l,

ή
N = 4k +4k = 4l +4l, k 6= l.

Η δεύτερη περίπτωση είναι προφανώς άκυρη επειδή η ακολουθία {4n}n≥0
είναι γνησίως αύξουσα. Η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. ΄Ενας άλλος τρόπος για
να απορίψουµε την δεύτερη περίπτωση είναι να σηµειώσουµε ότι N = 24k

που συνεπάγεται ότι 4N + 1 = (2k + 1)2, το οποίο δεν είναι πρώτος.

Παραδείγµατα του Πορίσµατος είναι 7 = 1+6, 13 = 3+10, και 43 = 15+
28. ΄Αλλο Θεώρηµα αφορά τις διαµερίσεις σε τέσσερις τρίγωνους αριθµούς.

Θεώρηµα 17.3. Για κάθε ϑετικό ακέραιο N έχουµε

(17.3) 44(N) = το άθροισµα όλων των διαιρετών του 2N + 1

Απόδειξη. Εάν διαιρέσουµε και τις δύο πλευρές της (15.7) µε 1− qz−2, αντι-
καθιστούµε q µε το q2, και αφήνουµε το z να πάει στο q, έχουµε

RHS =
∞∏
n=1

(1− q2n)2(1− q2n)(1− q2n)
(1− q2n−1)2(1− q2n−1)2

= 4(q)4,

από (12.8). Επειδή το δεξί µέλος είναι πεπερασµένο, έτσι και το αριστερό µέ-
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λος πρέπει να είναι. Επιπλέον, ϑα εφαρµόσουµε τον κανόνα του L’Hospital:

LHS = lim
z→q

1

1− q2z−2

(
∞∑

m,n=0

q2mnzm+n −
∞∑

m,n=1

q2mnz−m−n

)

=
1

2q−1

(
∞∑

m,n=0

(m+ n)q2mn+m+n−1 +
∞∑

m,n=1

(m+ n)q2mn−m−n−1

)

=
1

2

(
∞∑

m,n=1

(m+ n− 2)q2mn−m−n +
∞∑

m,n=1

(m+ n)q2mn−m−n

)

=
1

2

(
∞∑

m,n=1

(2m+ 2n− 2)q2mn−m−n

)

=
∞∑

m,n=1

(m+ n− 1)q2mn−m−n.

Επειδή όµως η έκφραση είναι συµµετρική ως προς m και n, µπορούµε να
ξαναγράψουµε το αριστερό µέλος και να πάρουµε

4(q)4 =
∞∑

m,n=1

(2m− 1)q2mn−m−n.

Θέτωντας k = 2m− 1 και l = 2n− 1, παίρνουµε

(17.4) 4(q)4 =
∑
k,l≥1

k,l περιττοί

kq
(kl−1)

2 .

Ο qN όρος εµφανίζεται στο άθροισµα αν και µόνο εάν N = (kl−1)
2

, ή 2N +1 =
kl, για κάποιους περιττούς αριθµούς k και l. Επειδή κάθε διαιρέτης του
2N + 1 είναι περιττός, ο συντελεστής του qN είναι∑

k|2N+1

k

.



Κεφάλαιο 18

q-Αντιπαράγωγος

Μετά τη µελέτη διάφορων εφαρµογών, ας επιστρέψουµε στον q-λογισµό. Τόσο
καιρό, µιλήσαµε σχετικά για τον κβαντικό διαφορισµό µόνο. Τι συµβαίνει µε
την κβαντική ολοκλήρωση· Ας ϑεωρήσουµε την q-αντιπαράγωγο.

Ορισµός 18.1. Η συνάρτηση F (x) είναι µία q-αντιπαράγωγος της f(x) αν
DqF (x) = f(x). Αυτό συµβολίζεται µε

(18.1)
∫
f(x)dqx

Σηµειώστε ότι λέµε µία q-αντιπαράγωγο αντί για την q-αντιπαράγωγο,
επειδή, όπως και στον συνήθη λογισµό, µία αντιπαράγωγος δεν είναι µονα-
δική. Στον συνήθη λογισµό, η µοναδικότητα εξαρτάται από την πρόσθεση
µίας σταθεράς, επειδή η παράγωγος µίας συνάρτησης µηδενίζεται αν και µό-
νο αν αυτή είναι σταθερή. Η συνθήκη στον κβαντικό λογισµό είναι πιο λεπτή.
Dqϕ(x) = 0 αν και µόνο αν ϕ(qx) = ϕ(x), το οποίο δεν συνεπάγεται απα-
ϱαίτητα ότι η ϕ είναι σταθερά. Προσθέτωντας µία τέτοια συνάρτηση ϕ δεν
µεταβάλλει την q-παράγωγο της συνάρτησης. Ωστόσο, εάν απαιτήσουµε η
ϕ να είναι µία τυπική δυναµοσειρά, η συνθήκη ϕ(qx) = ϕ(x) συνεπάγεται
qncn = cn για κάποιο n, όπου cn είναι ο συντελεστής του xn. Αυτό είναι
πιθανό όταν cn = 0 για κάθε n ≥ 1, δηλαδή, η ϕ είναι σταθερά. Επιπλέον,
εάν

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

είναι µία τυπική δυναµοσειρά, τότε ανάµεσα στις τυπικές δυναµοσειρές, f(x)
έχει µία µοναδική q-αντιπαράγωγο που έχει και σταθερό όρο, η οποία είναι

(18.2)
∫
f(x)dqx =

∞∑
n=0

anx
n+1

[n+ 1]
+ C.
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Εάν η f(x) είναι µία γενική συνάρτηση, µπορούµε να ενισχύσουµε την µονα-
δικότητα επιβάλλοντας κάποιους περιορισµούς στην q-αντιπαράγωγο. Θεω-
ϱούµε ξανά την συνάρτηση ϕ(x), η οποία έχει µία µηδενική q-αντιπαράγωγο.
Η συνθήκη ϕ(qx) = ϕ(x) είναι όµοια µε αυτής της περιοδικής συνάρτη-
σης, αλλά η περίοδος είναι µικρότερη καθώς το x είναι κοντά στο 0. Για
να το δούµε αυτό, υποθέτουµε q = 0.1. Τότε παραδείγµατα περιόδων είναι
(.1, 1], (.01, 1], (.001, 01], κ.τ.λ. Εάν το γράφηµα της ϕ στο (.1, 1] είναι µία
ευθεία αλλά όχι οριζόντια γραµµή, µέσα στις περιόδους κοντά στο 0, το γρά-
ϕηµα έχει το ίδιο σχήµα, αλλά αυτό γίνεται απότοµο και απότοµο, κάνοντας
την ϕ ασυνεχή στο x = 0. Η γενική ιδέα περιέχεται στην επόµενη Πρόταση.

Πρόταση 18.2. ΄Εστω 0 < q < 1. Τότε, αφού προσθέσουµε µία σταθερά, κάθε
συνάρτηση f(x) έχει το πολύ µία q-αντιπαράγωγο η οποία είναι συνεχής στο
x = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε F1 και F2 δύο q-αντιπαραγώγοι της f οι οποίοι είναι
συνεχείς στο 0. ΄Εστω ϕ = F1 − F2. Η συνάρτηση ϕ είναι συνεχής στο 0,
και έχει την ιδιότητα ϕ(qx) = ϕ(x) για κάθε x, επειδή Dqϕ = 0. Για κάποιο
A > 0, έστω

m = inf{ϕ(x)|qA 6 x 6 A},

M = sup{ϕ(x)|qA 6 x 6 A},

το οποίο µπορεί να είναι άπειρο εάν η ϕ δεν είναι ϕραγµένη από πάνω ή από
κάτω.
Υποθέτωντας m < M , τουλάχιστον ένα από τα ϕ(0) 6= m και ϕ(0) 6= M είναι
αληθή. Υποθέτουµε ότι ϕ(0) 6= m. Από τη συνέχεια στο x = 0, δεδοµένου
ενός ε > 0 αρκετά µικρό, µπορούµε πάντα να ϐρούµε ένα δ > 0 τέτοιο ώστε

m+ ε /∈ ϕ(0, δ).

Από την άλλη πλευρά, qNA < δ για κάποια αρκετά µεγάλα N . Επειδή
ϕ(qx) = ϕ(x), έχουµε

m+ ε ∈ (m,M) ⊂ ϕ[qA,A] = ϕ[qN+1A, qNA] ⊂ ϕ(0, δ),

καταλήγωντας σε αντίθεση. Επιπλέον, m = M και η ϕ είναι σταθερή στο
[qA,A], το οποίο σηµαίνει ότι αυτή είναι σταθερή παντού.

Η Πρόταση µας λέει ότι η µοναδικότητα της q-αντιπαραγώγου έχει ουσια-
στικά ϐελτιωθεί απαιτώντας συνέχεια στο x = 0. Το πρόβληµα ύπαρξης ϑα
συζητηθεί στο επόµενο κεφάλαιο.
Ολοκληρώνουµε αυτό το κεφάλαιο µε τον ακόλουθο τύπο για την αλλαγή
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µεταβλητής u = u(x) = axϐ, όπου α και ϐ είναι σταθερές. Υποθέτουµε ότι η
F (x) είναι µία q-αντιπαράγωγος της f(x). Τότε∫

f(u)dqu = F (u) = F (u(x)).

΄Εχουµε για κάθε q′, χρησιµοποιώντας την (1.15),

F (u(x)) =

∫
Dq′F (u(x))dq′x

=

∫
(Dq′ϐF )(u(x))·Dq′u(x)dq′x

=

∫
(Dq′ϐF )(u(x))dq′u(x).

Θέτωντας q′ = q
1
ϐ , έχουµε Dq′ϐF = DqF = f , και έτσι παίρνουµε

(18.3)
∫
f(u)dqu =

∫
f(u(x))d

q
1
ϐ
u(x).

Αυτός ο τύπος σηµαίνει ότι η f(u(x))D
q
1
ϐ
u(x) είναι µία από τις q-αντιπαραγώγους

της f(u).





Κεφάλαιο 19

Ολοκλήρωµα Jackson

Υποθέτουµε την f(x) µία αυθαίρετη συνάρτηση. Για να κατασκευάσουµε την
q-αντιπαραγωγό της F (x), υπενθυµίζουµε τον τελεστή M̂q, πού έχει οριστεί
ως M̂q(F (x)) = F (qx) στο Κεφάλαιο 5. Τότε έχουµε από τον ορισµό της
q-παραγώγου:

(19.1)
1

(q − 1)x
(M̂q − 1)F (x) =

F (qx)− F (x)
(q − 1)x

= f(x).

Σηµειώστε ότι η σειρά είναι σηµαντική, επειδή οι τελεστές δεν αντιµετατίθεν-
ται. Τότε µπορούµε τυπικά να γράψουµε την q-αντιπαράγωγο σαν

F (x) =
1

1− M̂q

((1− q)xf(x)) = (1− q)
∞∑
j=0

M̂ j
q (xf(x)),

χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της γεωµετρικής σειράς, και άρα παίρνουµε

(19.2)
∫
f(x)dqx = (1− q)

∞∑
j=0

qjf(qjx).

Η σειρά αυτή ονοµάζεται το ολοκλήρωµα Jackson της f(x). Από τον ορισµό
εύκολα παίρνουµε ένα πιο γενικό τύπο:∫

f(x)Dqg(x)dqx = (1− q)
∞∑
j=0

qjf(qjx)Dqg(q
jx)

= (1− q)
∞∑
j=0

qjf(qjx)
g(qjx)− g(qj+1x)

(1− q)qjx
,

ή

(19.3)
∫
f(x)Dqg(x)dqx =

∞∑
j=0

f(qjx)
(
g(qjx)− g(qj+1x)

)
.
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Εµείς έχουµε απλώς πάρει την (19.2) ϕορµαλιστικά, και έχουµε ακόµα να
εξετάσουµε κάτω από ποιές προυποθέσεις αυτό πραγµατικά συγκλίνει σε µία
q-αντιπαράγωγο. Το παρακάτω Θεώρηµα µας δίνει µία επαρκή συνθήκη για
αυτό.

Θεώρηµα 19.1. Υποθέτουµε ότι 0 < q < 1. Εάν |f(x)xa| είναι ϕραγµένη στο
διάστηµα (0, A] για κάποια 0 6 a < 1, τότε το ολοκλήρωµα Jackson που έχει
οριστεί από τη (19.2) συγκλίνει σε µία συνάρτηση F (x) στο διάστηµα (0, A], η
οποία είναι µία q-αντιπαράγωγος της f(x). Επιπλέον, η F (x) είναι συνεχής στο
x = 0 µε F (0) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι |f(x)xa| < M στο (0, A]. Για κάθε 0 < x 6 A,
j ≥ 0,

|qjf(qjx)| < M(qjx)−a.

΄Ετσι, για κάθε 0 < x 6 A, έχουµε

(19.4) |qjf(qjx)| < Mqj(qjx)−a =Mx−a(q1−a)j.

Επειδή 1−a > 0 και 0 < q < 1, ϐλέπουµε ότι η σειρά ’ από µία συγκλίνουσα
γεωµετρική σειρά. Ως εκ τούτου, το δεξί µέλος της (19.2) συγκλίνει σηµειακά
σε κάποια συνάρτηση F (x). Αυτό προκύπτει άµεσα από την (19.2) ότι F (0) =
0. Το γεγονός ότι η F (x) είναι συνεχής στο x = 0, δηλαδή, η F (x) τείνει στο
µηδέν καθώς το x→ 0, είναι ξεκάθαρο ότι εάν ϑεωρήσουµε, χρησιµοποιώντας
την (19.4), ∣∣∣∣∣(1− q)x

∞∑
j=0

qjf(qjx)

∣∣∣∣∣ < M(1− q)x1−a

1− q1−a
, 0 < x 6 A.

Για να επαληθεύσουµε ότι η F (x) είναι µία q-αντιπαράγωγος, ϑα το παραγω-
γίσουµε αυτό :

DqF (x) =
1

(1− q)x

(
(1− q)x

∞∑
j=0

qjf(qjx)− (1− q)qx
∞∑
j=0

qjf(qj+1x)

)

=
∞∑
j=0

qjf(qjx)−
∞∑
j=0

qj+1f(qj+1x)

=
∞∑
j=0

qjf(qjx)−
∞∑
j=1

qjf(qjx) = f(x).

Σηµειώνουµε ότι εάν x ∈ (0, A] και 0 < q < 1, τότε qx ∈ (0, A], και η
q-διαφόριση είναι έγκυρη.
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Από την Πρόταση 18.2, εάν οι προυποθέσεις του Θεωρήµατος 19.1 ικανο-
ποιούνται, το ολοκλήρωµα Jackson µας δίνει µία µοναδική q-αντιπαράγωγο
η οποία είναι συνεχής στο x = 0, προσθέτωντας µία σταθερά. Από την άλλη,
εάν γνωρίζουµε ότι η F (x) είναι µία q-αντιπαράγωγος της f(x) και F (x) είναι
συνεχής στο x = 0, η F (x) πρέπει να δίνεται, προσθέτωντας µία σταθερά, από
τον τύπο του Jackson(19.2), επειδή ένα µερικό άθροισµα του ολοκληρώµατος
Jackson είναι

(1− q)x
N∑
j=0

qjf(qjx) = (1− q)x
N∑
j=0

qjDqF (t)|t=qjx

= (1− q)x
N∑
j=0

qj
(
F (qjx)− F (qj+1x)

(1− q)qjx

)

=
N∑
j=0

(
F (qjx)− F (qj+1x)

)
= F (x)− F (qN+1x),

το οποίο τείνει στο F (x) − F (0) καθώς N → ∞, από τη συνέχεια της F (x)
στο x = 0.
Για να δούµε ένα παράδειγµα όπου το ολοκλήρωµα Jackson αποτυγχάνει,
ϑεωρούµε την f(x) = 1

x
. Επειδή

(19.5) Dq log x =
log(qx)− log(x)

(q − 1)x
=

log q

q − 1

1

x
,

έχουµε

(19.6)
∫

1

x
dqx =

q − 1

log q
log x.

Ωστόσο, ο τύπος του Jackson δίνει∫
1

x
dqx = (1− q)

∞∑
j=0

1 =∞.

Ο τύπος αποτυγχάνει επειδή η f(x)xa δεν είναι ϕραγµένη για κάθε 0 6 a < 1.
Σηµειώνουµε ότι η log x δεν είναι συνεχής στο x = 0.
Τώρα εφαρµόζουµε τον τύπο του Jackson για να ορίσουµε το ορισµένο ολο-
κλήρωµα.

Ορισµός 19.2. Υποθέτουµε ότι 0 < a < b. Το ορισµένο q-ολοκλήρωµα δίνεται
από

(19.7)
∫ b

0

f(x)dqx = (1− q)b
∞∑
j=0

qjf(qjb)
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και

(19.8)
∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx.

΄Οπως πριν (ϐλέπε 19.3), παίρνουµε από την (19.7) ένα πιο γενικό τύπο:

(19.9)
∫ b

0

f(x)dq(x) =
∞∑
j=0

f(qjb)
(
g(qjb)− g(qj+1b)

)
.

Σηµειώστε ότι ο ορισµός ταιριάζει στην πραγµατικότητα ότι το ολοκλήρωµα
Jackson µηδενίζεται για x = 0. Γεωµετρικά, το ολοκλήρωµα στην (19.7)
αντιστοιχεί στην περιοχή της ένωσης πεπερασµένου αριθµού ορθογωνίων πα-
ϱαλληλογράµµων, όπως ϕαίνεται παρακάτω.

Στο διάστηµα [ε, b], όπου ε είναι ένας µικρός ϑετικός αριθµός, το άθροισµα
αποτελείται από αρκετούς πεπερασµένους όρους, και στην πραγµατικότητα
είναι ένα άθροισµα Riemann. Ωστόσο, καθώς q → 1, το πλάτος των ορθο-
γώνιων παραλληλογράµµων προσεγγίζει το µηδέν, και το άθροισµα τείνει στο
ολοκλήρωµα Riemann στο [ε, b]. Επειδή το ε είναι αυθαίρετο, έχουµε, υπό
την προϋπόθεση ότι η f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [ε, b],

(19.10) lim
q→1

∫ b

0

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dx.
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∆εν µπορούµε να αποκτήσουµε ένα καλό ορισµό του γενικευµένου ολοκλη-
ϱώµατος απλά αφήνοντας το b→∞ στην (19.7). Αντί αυτού, επειδή∫ qj

qj+1

f(x)dqx =

∫ qj

0

f(x)dqx−
∫ qj+1

0

f(x)dqx

= (1− q)
∞∑
k=0

qj+kf(qj+k)− (1− q)
∞∑
k=0

qj+k+1f(qj+k+1),

και έτσι έχουµε

(19.11)
∫ qj

qj+1

f(x)dqx = (1− q)qjf(qj),

αυτό είναι ϕυσικό να ορίσουµε το γενικευµένο q-ολοκλήρωµα όπως ακολου-
ϑεί.

Ορισµός 19.3. Το γενικευµένο q-ολοκλήρωµα της f(x) στο [0,∞) ορίζεται να
είναι

(19.12)
∫ ∞
0

f(x)dqx =
∞∑

j=−∞

∫ qj

qj+1

f(x)dqx

εάν 0 < q < 1, ή ∫ ∞
0

f(x)dqx =
∞∑

j=−∞

∫ qj+1

qj
f(x)dqx

εάν q > 1.

Πρόταση 19.4. Το γενικευµένο q-ολοκλήρωµα που έχει οριστεί παραπάνω
συγκλίνει εάν xaf(x) εάν είναι ϕραγµένη σε µία γειτονιά του x = 0 για κάποιο
a < 1 και για αρκετά µεγάλο x για κάποιο a > 1.

Απόδειξη. Από την (19.11), έχουµε

(19.13)
∫ ∞
0

f(x)dqx = |1− q|
∞∑

j=−∞

qjf(qj).

Επειδή το άθροισµα

∞∑
j=−∞

qjf(qj) =
∞∑
j=0

qjf(qj) +
∞∑
j=1

q−jf(q−j)
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παραµένει αµετάβλητο εάν αντικαταστήσουµε το q µε το q−1, αυτό επαρκεί να
ϑεωρήσουµε την περίπτωση του q < 1. Η σύγκλιση του πρώτου αθροίσµατος
έχει αποδειχθεί από το Θεώρηµα 19.1. Για το δεύτερο άθροισµα, υποθέτουµε
για µεγάλο x έχουµε |xaf(x)| < M όπου a > 1 και M > 0. Τότε, έχουµε για
αρκετά µεγάλα j,

|q−jf(q−j)| = qj(a−1)|q−jaf(q−j)| < Mqj(a−1).

Ωστόσο το δεύτερο άθροισµα είναι επίσης ϕραγµένο από µία συγκλίνουσα
γεωµετρική σειρά, και έτσι συγκλίνει.

Τώρα ας συζητήσουµε την αλλάγη µεταβλητής u = u(x) = axϐ στα ορι-
σµένα ολοκληρώµατα. Εάν το ολοκλήρωµα Jackson µίας συνάρτησης συγ-
κλίνει, ο τύπος του Jackson µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παράγει ξανά
την (18.3). Πράγµατι, ϑεωρούµε το δεξί µέλος του:

RHS =
∞∑
j=0

f(u(q
j
ϐx))

(
u(q

j
ϐx)− u(q

(j+1)
ϐ x)

)
=
∞∑
j=0

f(aqjxϐ)
(
aqjxϐ − aqj+1xϐ

)
=
∞∑
j=0

f(qju)(qju− qj+1u) = (1− q)u
∞∑
j=0

qjf(qju)
(19.2)
= LHS,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την (19.3). Αντικαθιστώντας το x µε a και b
παραπάνω, κάποιος παίρνει ότι

(19.14)
∫ u(b)

u(a)

f(u)dqu =

∫ b

a

f(u(x))d
q
1
ϐ
u(x).

Με τον τύπο των Newton-Leibnitz(20.1) που έχει εισαχθεί στο επόµενο Κε-
ϕάλαιο, (19.14) µπορεί να δειχθεί απευθείας, επειδή και οι δύο πλευρές του
ισούνται µε F (u(b)) − F (u(a)), όπου η F είναι µία q-αντιπαράγωγος της f
που είναι συνεχής στο x = 0. Επειδή η (20.1) είναι αληθής για γενικευµένα
ολοκληρώµατα, ϐλέπουµε ότι εάν a, ϐ > 0, ώστε u(+∞) = +∞, (19.14) είναι
επίσης αληθής για b =∞. Ιδίως, έχουµε για a > 0, ϐ = 1,

(19.15)
∫ ∞
0

f(ax)dqx =
1

a

∫ ∞
0

f(x)dqx.



Κεφάλαιο 20

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα του
q-Λογισµού και η Ολοκλήρωση
κατά µέρη

Στον συνήθη λογισµό, µία παράγωγος έχει οριστεί ως το όριο ενός λόγου,
και ένα ορισµένο ολοκλήρωµα ως το όριο ενός άπειρου αθροίσµατος. Αυτή
η λεπτή και συναρπαστική σχέση τους δίνεται από τον τύπο των Newton-
Leibniz, που επίσης λέγεται το Θεµελιώδες Θεώρηµα του λογισµού. Σε αν-
τίθεση, επειδή η εισαγωγή του ορισµένου q-ολοκληρώµατος έχει υποκινηθεί
από µία αντιπαράγωγο, η σχέση µεταξύ της q-παραγώγου και του ορισµένου
q-ολοκληρώµατος είναι πιο προφανής. Ανάλογα µε την συνηθισµένη περί-
πτωση, έχουµε το ακόλουθο Θεµελιώδες Θεώρηµα ή τον τύπο των Newton-
Leibniz, για τον q-λογισµό.

Θεώρηµα 20.1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα του q-λογισµού). Εάν η F (x) είναι µία
αντιπαράγωγος της f(x) και η F (x) είναι συνεχής στο x = 0, έχουµε

(20.1)
∫ b

a

f(x)dqx = F (b)− F (a),

όπου 0 6 a < b 6∞.

Απόδειξη. ΄Οπως σηµειώθηκε και στο προηγούµενο Κεφάλαιο, επειδή η F (x)
είναι συνεχής στο x = 0, η F (x) δίνεται από τον τύπο του Jackson, προσθέ-
τωντας µία σταθερά, δηλαδή,

F (x) = (1− q)x
∞∑
j=0

qjf(qjx) + F (0).
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Επειδή από τον ορισµό∫ a

0

f(x)dqx = (1− q)a
∞∑
j=0

qjf(qja),

έχουµε ∫ a

0

f(x)dqx = F (a)− F (0).

΄Οµοια, έχουµε, για πεπερασµένο b,∫ b

0

f(x)dqx = F (b)− F (0),

και έτσι ∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx = F (b)− F (a).

Θέτωντας a = qj+1(ή qj) και b = qj(ή qj+1), όπου 0 < q < 1 (ή q > 1), και
ϑεωρώντας τον ορισµό του γενικευµένου q-ολοκληρώµατος (19.12), ϐλέπουµε
ότι η (20.1) είναι αληθής για b =∞ εάν το limx→∞ F (x) υπάρχει.

Πόρισµα 20.2. Εάν η f ′(x) υπάρχει σε µία γειτονιά του x = 0 και είναι
συνεχής στο x = 0, όπου η f ′(x) υποδηλώνει τη δυνήθη παράγωγο της f(x),
έχουµε

(20.2)
∫ b

a

Dqf(x)dqx = f(b)− f(a).

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του L’Hospital, παίρνουµε

lim
x→0

Dqf(x) = lim
x→0

f(qx)− f(x)
(q − 1)x

= lim
x→0

qf ′(qx)− f ′(x)
q − 1

= f ′(0).

Ως εκ τούτου η Dqf(x) µπορεί να γίνει συνεχής στο x = 0 εάν ορίσουµε
(Dqf)(0) = f ′(0), και η (20.2) ακολουθεί από το Θεώρηµα.

Μία σηµαντική διαφορά µεταξύ του ορισµένου q-ολοκληρώµατος και του
αντίστοιχου συνηθισµένου του είναι ότι ακόµα και εάν ολοκληρώσουµε µία
συνάρτηση σε ένα διάστηµα της µορφής [1, 2], πρέπει να ανησυχούµε για τη
συµπεριφορά της στο x = 0. Αυτό έχει να κάνει µε τον ορισµό του ορισµένου
q-ολοκληρώµατος και τη συνθήκη για τη σύγκλιση του ολοκληρώµατος Ja-
ckson.
Τώρα υποθέτουµε ότι οι f(x) και g(x) είναι δύο συναρτήσεις των οποίων οι
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παράγωγοι τους υπάρχουν σε µία γειτονιά του x = 0 και είναι συνεχείς στο
x = 0. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του γινοµένου(1.12), έχουµε

Dq (f(x)g(x)) = f(x) (Dqg(x)) + g(qx) (Df (x)) .

Επειδή το γινόµενο διαφορίσιµων συναρτήσεων είναι επίσης διαφορίσιµη στο
συνήθη λογισµό, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Πόρισµα 20.2 για να πάρου-
µε

f(b)g(b)− f(a)g(a) =
∫ b

a

f(x) (Dqg(x)) dqx+

∫ b

a

g(qx) (Df (x)) dqx,

ή

(20.3)
∫ b

a

f(x)dqg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(qx)dqf(x),

το οποίο είναι ο τύπος της q-ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. Σηµειώνουµε
ότι για b =∞ επιτρέπεται επίσης.
Η ολοκλήρωση κατά παράγοντες µπορεί να εφαρµοστεί για να πάρουµε τον
τύπο του Taylor µε τον όρο υπολοίπου του Cauchy.

Θεώρηµα 20.3. Υποθέτουµε ότι η Dj
qf(x) είναι συνεχής στο x = 0 για κάθε

j 6 n + 1. Τότε, έχουµε ένα q-ανάλογο του τύπου του Taylor µε το υπόλοιπο
Cauchy:

(20.4) f(b) =
n∑

j=0

(
Dj

qf
)
(a)

(b− a)jq
[j]!

+
1

[n]!

∫ b

a

Dn+1
q f(x)(b− qx)nq dqx.

Απόδειξη. Επειδή η Dqf(x) είναι συνεχής στο x = 0, από το Θεώρηµα 20.1
έχουµε

f(b)− f(a) =
∫ b

a

Dqf(x)dqx = −
∫ b

a

Dqf(x)dq(b− x),

το οποίο αποδεικνύει την (20.4) στην περίπτωση όπου n = 0. Υποθέτουµε ότι
η (20.4) ισχύει για n− 1:

f(b) =
n−1∑
j=0

(
Dj

qf
)
(a)

(b− a)jq
[j]!

+
1

[n− 1]!

∫ b

a

Dn
q f(x)(b− qx)n−1q dqx.
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Χρησιµοποιώντας την (3.11) και εφαρµόζωντας την q-ολοκλήρωση κατά πα-
ϱάγοντες (20.3), παίρνουµε∫ b

a

Dn
q f(x)(b− qx)n−1q dqx = − 1

[n]

∫ b

a

Dn
q f(x)(b− x)nq dqx

= Dn
q f(a)

(b− a)nq
[n]

+
1

[n]

∫ b

a

(b− qx)nqDn+1
q f(x)dqx,

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί µε επαγωγή.



Κεφάλαιο 21

q-Γάµµα και q-Βήτα Συναρτήσεις

Αρκετές σηµαντικές συναρτήσεις στην ανάλυση είναι ορισµένες σαν όρια πε-
περασµένων ολοκληρωµάτων.Οι ακόλουθες δύο συναρτήσεις, που εισήχθαν
από τον Euler,

(21.1) Γ(t) =
∫ ∞
0

xt−1e−xdx, t > 0,

(21.2) Β(t, s) =
∫ 1

0

xt−1(1− x)s−1dx, s, t > 0,

ονοµάζονται οι γάµµα και οι ϐήτα συναρτήσεις αντίστοιχα, είναι τα πιο ση-
µαντικά παραδείγµατα. Μερικές από τις ιδιοτητές τους δίνονται παρακάτω:

(21.3) Γ(t+ 1) = tΓ(t),

(21.4) Γ(n) = (n− 1)! εάν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος,

(21.5) Β =
Γ(t)Γ(s)
Γ(t+ s)

.

Συγκεκριµένα, η (21.4) µας λέει ότι η γάµµα συνάρτηση µπορεί να ϑεωρη-
ϑεί ως µία γενλικευση των παραγοντικών. Σε αυτό το κεφάλαιο, µελετάµε
τα q-ανάλογα αυτών των δύο συναρτήσεων και τις ποικίλες ιδιοτητές τους,
συµπεριλαµβάνοντας τα q-ανάλογα των (21.3) - (21.5). Θα υποθέσουµε ότι
0 < q < 1.

Ορισµός 21.1. Για κάθε t > 0,

(21.6) Γq(t) =

∫ ∞
0

xt−1E−qxq dqx

ονοµάζεται η q-γάµµα συνάρτηση.
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Πρώτα σηµειώνουµε ότι από την (9.10), E0
q = 1, και από την (9.7) και

την (9.13), E−∞q = limx→∞
1

exq
= 0. Χρησιµοποιώντας την (9.11) και την

q-ολοκλήρωση κατά παράγοντες (20.3), έχουµε∫ ∞
0

xtE−qxq dqx = −
∫ ∞
0

xtE−xq dqx = [t]

∫ ∞
0

xt−1E−qxq dqx,

και ως εκ τούτου,

(21.7) Γq(t+ 1) = [t]Γq(t),

για κάθε t > 0. Επειδή

Γq(1) =

∫ ∞
0

E−qxq dqx = E0
q − E−∞q = 1,

έχουµε για κάθε µη αρνητικό ακέραιο n,

(21.8) Γq(n+ 1) = [n]!.

Για να µελετήσουµε την γάµµα συνάρτηση για t /∈ N , είναι χρήσιµο να
ϑεωρήσουµε µία ϕαινοµενικά πιο περίπλοκη συνάρτηση.

Ορισµός 21.2. Για κάθε t, s > 0,

(21.9) Βq(t, s) =

∫ 1

0

xt−1(1− qx)s−1q dqx

ονοµάζεται η q-ϐήτα συνάρτηση.

Από τον ορισµό του αόριστου και του γενικευµένου ολοκληρώµατος, (19.7)
και (19.12), έχουµε

Βq(t,∞)
(19.7)
= (1− q)

∞∑
j=0

qj(qja)t−1(1− qj+1)∞q

= (1− q)
∞∑

j=−∞

qj(qja)t−1(1− qj+1)∞q

(19.11),(19.12)
=

∫ ∞
0

xt−1(1− qx)∞q dqx,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι (1− qj+1)∞q = 0 για κάθε αρνη-
τικό ακέραιο j. Η σχέση µεταξύ των Γq(t) και Βq(t, s) αποκαλύφθηκε από τον
τύπο Ex

q = (1 + (1− q)x)∞q . ΄Ετσι έχουµε

Βq(t,∞) =

∫ ∞
0

xt−1E
− qx

(1−q)
q dqx,
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και εκτελώντας την αλλαγή µεταβλητής x = (1− q)y(19.15), παίρνουµε

Βq(t,∞) = (1− q)t
∫ ∞
0

yt−1E−qyq dqy,

ή

(21.10) Γq(t) =
Βq(t,∞)

(1− q)t
.

Εισάγοντας άλλη µεταβλητή s ϕαίνεται να γίνεται ένα ϐήµα προς τα πίσω µε
την πρώτη µατιά. Ωστόσο, αυτό στην πραγµατικότητα αυξάνει την ελευθερία
να διαχειριστούµε τις συναρτήσεις και να απλοποιήσουµε το πρόβληµα.

Πρόταση 21.3. (α) Εάν t > 0 και n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, έχουµε

(21.11) Βq(t, n) =
(1− q)(1− q)n−1q

(1− qt)nq
.

(ϐ) Για κάθε t, s > 0, έχουµε

(21.12) Βq(t, s) =
(1− q)(1− q)∞q (1− qt+s)∞q

(1− qt)∞q (1− qs)∞q
.

Απόδειξη. (α) Εµείς πρώτα εξάγουµε δύο επαναληπτικές σχέσεις για την
Βq(t, s). Πρώτα, χρησιµοποιώντας την (3.11) και την q-ολοκλήρωση κατά
παράγοντες, έχουµε, για κάθε t > 1 , s > 0,

Βq(t, s) = −
1

[s]

∫ 1

0

xt−1dq(1− x)sq =
[t− 1]

[s]

∫ 1

0

xt−2(1− qx)sqdqx,

και ως εκ τούτου

(21.13) Βq(t, s) =
[t− 1]

[s]
Βq(t− 1, s− 1).

Από την άλλη, έχουµε

Βq(t, n+ 1) =

∫ 1

0

xt−1(1− qx)n−1q (1− qnx)dqx

=

∫ 1

0

xt−1(1− qx)n−1q dqx− qn
∫ 1

0

xt(1− qx)n−1q dqx,

και έτσι

(21.14) Βq(t, n+ 1) = Βq(t, n)− qnΒq(t+ 1, n).
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Συνδυάζοντας τις (21.13) και (21.14), παίρνουµε

Βq(t, n+ 1) = Βq(t, n)−
qn[t]

[n]
Βq(t, n+ 1),

ή

(21.15) Βq(t, n+ 1) =
1− qn

1− qt+n
Βq(t, n),

για κάθε t > 0 και ϑετικό ακέραιο n. Επειδή

Βq(t, 1) =

∫ 1

0

xt−1dqx =
1

[t]
,

έχουµε

Βq(t, n) =
(1− qn−1 · · · (1− q))

(1− qt+n−1) · · · (1− qt+1)[t]
=

(1− q)(1− q)n−1q

(1− qt)nq
,

Αποδεικνύουµε την πρώτη ισότητα:

Βq(t, n) =
1− qn−1

1− qt+n−1Βq(t, n− 1) = · · ·

=
(1− qn−1) · · ·
(1− qt+n−1) · · ·

Βq(t, 2)

=
(1− qn−1) · · · (1− q)

(1− qt+n−1) · · · (1− qt+1)
Βq(t, 1)

=
(1− qn−1 · · · (1− q))

(1− qt+n−1) · · · (1− qt+1)[t]

όπως ϑέλαµε. (ϐ) Θα χρησιµοποιήσουµε ένα επιχείρηµα όµοιο µε αυτό που
χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 13.1. Από το µέρος (α),
επειδή

(1− q)n−1q =
(1− q)∞q
(1− qn)∞q

και
1

(1− qt)nq
=

(1− qt+n)∞q
(1− qt)∞q

,

η (21.12) είναι αληθής για s = 1, 2, 3, . . .. Γράφουµε το δεξί µέλος της (21.12)
σαν ∫ 1

0

xt−1(1− qx)∞q
(1− ax)∞q

dqx
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και το δεξί µέλος του σαν

(1− q)(1− q)∞q (1− aqt)∞q
(1− qt)∞q (1− a)∞q

,

όπου a = qs. Τότε, και οι δύο πλευρές είναι τυπικές δυναµοσειρές του q. Οι
αντίστοιχοι συντελεστές τους είναι ίσοι για άπειρες τιµές του a, δηλαδή για,
a = q, q2, q3, . . .. Ωστόσο, επειδή όλοι οι συντελεστές είναι πολυώνυµα του
a και διακριτά πολυώνυµα µπορούν να συµπίπτουν µόνο σε πεπερασµένα
αρκετά σηµεία, οι δύο σειρές έχουν εντελώς ίδιους συντελεστές, και η ισότητα
είναι εξακριβωµένη.

Το µέρος (α) της Πρότασης µας δίνει µία ϱητή έκφραση για την q-γάµµα
συνάρτηση. Χρησιµοποιώντας την (21.10) και αφήνωντας το n → ∞ στην
(21.11), παίρνουµε

(21.16) Γq(t) =
(1− q)∞q

(1− q)t−1q (1− qt)∞q
.

Το µέρος (ϐ) µας δείχνει ότι η q-ϐήτα συνάρτηση είναι συµµετρική ως προς t
και s, δηλαδή, Β(t, s) = Β(s, t), το οποίο δεν είναι προφανής απλά κοιτώντας
την (21.9). Συγρίνωντας τις (21.12) και (21.16), επίσης παίρνουµε µία έκ-
ϕραση για την q-ϐήτα συνάρτηση σε όρους της q-γάµµα συνάρτησης όµοια
µε την (21.5):

(21.17) Βq(t, s) =
Γq(t)Γq(s)

Γq(t+ s)
.

Αποδεικνύουµε την (21.17):

Γq(t)Γq(s)

Γq(t+ s)
=

(1− q)∞q
(1− q)t−1(1− qt)∞q

(1− q)∞q
(1− q)s−1(1− qs)∞q

(1− q)∞q
(1− q)t+s−1(1− qt+s)∞q

=
(1− q)∞q (1− q)∞q (1− q)t+s−1(1− qt+s)∞q

(1− q)∞q (1− q)t−1(1− qt)∞q (1− q)s−1(1− qs)∞q

=
(1− q)(1− q)∞q (1− qt+s)∞q

(1− qt)∞q (1− qs)∞q
= Βq(t, s).

Αυτό ολοκληρώνει την συζητησή µας για τις q-γάµµα και q-ϐήτα συναρτήσεις.





Κεφάλαιο 22

h-Παράγωγος και h-Ολοκλήρωµα

΄Εχουµε µελετήσει αρκετά µόνο τον q-λογισµό. Τώρα επιστρέφουµε στον h-
λογισµό. Πρώτα, ας ανακαλέσουµε από το Κεφάλαιο 1 µία άλλη κβαντι-
κή παράγωγο που χαρακτηρίζεται από µία πρόσθετη παράµετρο h, την h-
παράγωγο:

Dhf(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
,

όπου h 6= 0. Ας ξεκινήσουµε αναπτύσσοντας τις ιδιότητες του h-λογισµού
µε ανάλογο τρόπο που κάναµε για τον q-λογισµό, και να συζητήσουµε τις
εφαρµογές τους στα επόµενα κεφάλαια.
Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε τους κανόνες του γινοµένου και του πηλίκου
για την h-διαφόριση:

(22.1) Dh (f(x)g(x)) = f(x)Dhg(x) + g(x+ h)Dhf(x),

(22.2) Dh

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Dhf(x)− f(x)Dhg(x)

g(x)g(x+ h)
.

Ο πρώτος τύπος ϐγαίνει από την (1.4), και ο δεύτερος ϐγαίνει εύκολα από το
πρώτο. Η οµοιότητα στο κανόνα του γινοµένου υποδηλώνει ότι το h-διωνυµικό
έχει οριστεί µε έναν παρόµοιο τρόπο.

Ορισµός 22.1. Το h-ανάλογο ενός διωνυµικού (x− a)n είναι

(22.3) (x− a)nh = (x− a)(x− a− h) · · · (x− a− (n− 1)h)

όταν n ≥ 1, και (x− a)0h = 1.
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Για να επαληθεύσουµε ότι αυτό είναι ένας επαρκές ορισµός του
h-διωνυµικού, ϑεωρούµε

Dh(x − a)nh =
1

h
((x− a+ h)(x− a) · · · (x− a− (n− 2)h)

−(x− a)(x− a− h) · · · (x− a− (n− 1)h))

= (x− a) · · · (x− a− (n− 2)h)
(x− a+ h)− (x− a− (n− 1)h)

h
.

Ως εκ τούτου, έχουµε

(22.4) Dh(x− a)nh = n(x− a)n−1h .

Σηµειώνουµε ότι το h-ανάλογο ενός ακεραίου n είναι το ίδιο το n, και (x −
0)nh 6= xn. Με την (22.4) από πάνω, η ακολουθία των πολυωνύµων {(x− a)nh}
ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος 2.1 ως προς το γραµµικό τελεστή
D ≡ Dh. Επιπλέον, έχουµε το ακόλουθο h-τύπο του Taylor για ένα πολυώ-
νυµο f(x) ϐαθµού N :

(22.5) f(x) =
∞∑
j=0

(Dj
hf)(a)

(x− a)jh
j!

.

Παράδειγµα 9. Ο h-τύπος του Taylor για την f(x) = (x + b)N , για a = 0,
δίνει :

(x+ b)N =
N∑
j=0

(
N

j

)
bN−jh xjh.

Τα ακόλουθα γεγονότα ορίζονται χωρίς απόδειξη. Οι αποδείξεις είναι
παρόµοιες µε αυτές που έχουν δοθεί για τις q-εκδοχές τους :

(22.6) (x− a)m+n
h = (x− a)nh(x− a− nh)mh ,

(22.7) Dh(a− x)nh = −n(a− h− x)n−1h ,

(22.8) Dh
1

(x− a)nh
= − n

(x+ h− a)n+1
h

,

(22.9) Dh
1

(a− h)nh
=

n

(a− x)n+1
h

.
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Οι τύποι παραπάνω µπορούν να επεκταθούν σε όλους τους ακεραίους εάν
ορίσουµε

(22.10) (x− a)−nh =
1

(x− a+ nh)nh
,

όπως υπαγορεύεται από την (22.6).
Μέτα, ας συζητήσουµε την f(x) = exh, το h-ανάλογο της εκθετικής συνάρτη-
σης. Τρεις ιδιότητες τις οποίες η f(x) πρέπει να έχει είναι :(1)f(0) = 1, (2)
Dhf(x) = f(x) για κάθε x, και (3) η f(x) να επιδέχεται το h-Taylor ανάπτυγ-
µα(22.5) γύρω από το x = 0(µε N =∞) για µικρά h. Στην πραγµατικότητα,
οι τρεις αυτές ιδιότητες χαρακτηρίζουν µοναδικά την f(x), επειδή µε τις (1)
και (2), γνωρίζουµε ότι (Dj

hf)(0) = 1 για κάθε j = 0, 1, . . .. Από την (22.5)
µε a = 0, έχουµε

f(x) =
∞∑
j=0

(x− 0)jh
j!

=
∞∑
j=0

x(x− h) · · · (x− (j − 1)h)

j!

=
∞∑
j=0

x
h
(x
h
− 1) · · · (x

h
− j + 1))hj

j!
=
∞∑
j=0

(
x
h

j

)
hj = (1 + h)

x
h ,

και ως εκ τούτου, από το κλασσικό ανάπτυγµα Taylor ενός διωνυµικού, έ-
χουµε

(22.11) exh = (1 + h)
x
h .

Συγκεκριµένα, ex1 = 2x. Επίσης, καθώς h→ 0, η ϐάση του (1 + h)
x
h προσεγ-

γίζει το e, όπως περιµέναµε. Σηµειώστε ότι

Dhe
ax
h =

(1 + h)
a(x+h)

h − (1 + h)
ax
h

h
=

(1 + h)a − 1

h
(1 + h)

ax
h

και ως εκ τούτου

(22.12) Dhe
ax
h = [a]1+he

ax
h ,

το οποίο είναι ένα παράδειγµα όπου ο κανόνας της αλυσίδας αποτυγχάνει.
Εάν DhF (x) = f(x), τότε η F (x) είναι µία h-αντιπαράγωγος της f(x) και
συµβολίζεται µε ∫

f(x)dhx.

Το ορισµένο h-ολοκλήρωµα µίας συνάρτησης από το x = a στο x = b, όπου
a και b διαφέρει από ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του h, που ορίζεται ως ένα
πεπερασµένο άθροισµα:



116 · h-Παράγωγος και h-Ολοκλήρωµα

Ορισµός 22.2. Εάν b−a ∈ hZ, ορίζουµε το ορισµένο h-ολοκλήρωµα να είναι
(22.13)∫ b

a

f(x)dhx =


h (f(a) + f(a+ h) + · · ·+ f(b− h)) αν a < b

0 αν a = b

−h (f(b) + f(b+ h) + · · ·+ f(a− h)) αν a > b

Με αυτό τον ορισµό, το ορισµένο h-ολοκλήρωµα είναι ένα άθροισµα Rie-
mann της f(x) στο διάστηµα [a, b], το οποίο είναι διαχωρισµένο σε υποδια-
στήµατα ίσου πλάτους. Το ακόλουθο Θεώρηµα δικαιολογεί την (22.13) ως
ένα κατάλληλο ορισµό για το h-ολοκλήρωµα.

Θεώρηµα 22.3 (Θεµελιώδες Θεώρηµα του h-λογισµού). Εάν η F (x) είναι µία
h-αντιπαράγωγος της f(x) και b− a ∈ hZ, έχουµε

(22.14)
∫ b

a

f(x)dhx = F (b)− F (a).

Απόδειξη. Εάν b > a, τότε από τον ορισµό έχουµε∫ b

a

f(x)dhx = h

(b−a)
h
−1∑

j=0

f(a+ jh) = h

(b−a)
h
−1∑

j=0

DhF (x)|x=a+jh

=

(b−a)
h
−1∑

j=0

(F (a+ (j + 1)h)− F (a+ jh)) = F (b)− F (a),

όπως ϑέλαµε. Η περίπτωση b < a είναι παρόµοια, και η τελευταία περίπτωση,
b = a, είναι τετριµµένη.

Εφαρµόζωντας το Θεώρηµα 22.3 για Dh(F (x)g(x)) και χρησιµοποιώντας
την (22.1), παίρνουµε την h-εκδοχή της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες :

(22.15)
∫ b

a

f(x)dhg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(x+ h)dhf(x),

όπου(υποθέτωντας a < b)∫ b

a

f(x)dhg(x) =

∫ b

a

f(x)Dhg(x)dhx

= h

(b−a)
h
−1∑

j=0

f(a+ jh)(Dhg)(a+ jh)

=

(b−a)
h
−1∑

j=0

f(a+ jh) (g(a+ jh+ h)− g(a+ jh)) .
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Παίρνουµε h = 1 και a,b να είναι ακέραιοι, µε a < b. Για µία συνάρτηση
ϕ(x) ορίζουµε

f(x) = ϕ(0) + ϕ(1) + · · ·+ ϕ(x− 1),

όπου x είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Με άλλα λόγια, D1f(x) = ϕ(x). Επίσης,
αντικαθιστώ το j + a µε το j και αλλάζω την «αρίθµηση» από j = 0 σε j = a.
΄Αρα από την (22.15), παίρνουµε

(22.16)
b−1∑
j=a

ϕ(j)g(j + 1) = g(b)f(b)− g(a)f(a)−
b−1∑
j=a

f(j)(g(j + 1)− g(j)).

Αυτός ο τύπος είναι γνωστός ως ο µετασχηµατισµός του Abel. ΄Αλλος χρήσιµος
τύπος µπορεί να αποκτηθεί εφαρµόζωντας κατέπανάληψη την h-ολοκλήρωση
κατά παράγοντες. Εάν x − a ∈ hZ, τότε χρησιµοποιώντας τις (22.7) και
(22.15), έχουµε

f(x)− f(a) =

∫ x

a

Dhf(t)dht = −
∫ x

a

Dhf(t)dh(x− t)

= (Dhf)(a)(x− a) +
∫ x

a

(x− h− t)D2
hf(t)dht

= (Dhf)(a)(x− a)−
1

2

∫ x

a

D2
hf(t)dh(x− t)2h

= (Dhf)(a)(x− a)

+
1

2
(D2

hf)(a)(x− a)2h −
1

6

∫ x

a

D3
hf(t)dh(x− t)3h

και πάει λέγοντας, και ως εκ τούτου για κάθε µη αρνητικό ακέραιο n,

(22.17) f(x) =
n∑

j=0

(Dj
hf)(a)

j!
(x− a)jh −

1

(n+ 1)!

∫ x

a

Dn+1
h f(t)dh(x− t)n+1

h ,

ή

(22.18) f(x) =
n∑

j=0

(Dj
hf)(a)

j!
(x− a)jh +

1

n!

∫ x

a

(x− t− h)nhDn+1
h f(t)dht.

Αυτός ο τύπος είναι ο τύπος παρεµβολής του Newton. ΄Οπως έχουµε δει, από
την πλευρά του h-λογισµού, αυτός είναι ο h-τύπος του Taylor µε υπόλοιπο.
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Υποθέτουµε h > 0. Από την (22.13), η απόλυτη τιµή του υπολοίπου ϕράζεται
από

(22.19)
1

n!
|x− a|n+1max

[a,x]
|Dn+1

h f |.

Για να αποδείξουµε ότι το υπόλοιπο ϕράζεται χρησιµοποιούµε το γεγονός
ότι :|

∫ x

a
f (n+1)(ξ)dξ| 6

∫ x

a
|f (n+1)(ξ)|dξ 6 maxξ∈[a,b] |f (n+1)(ξ)|(x − a), όπου το

ξ ανήκει στο κλειστό διάστηµα που ορίζουν τα a, x. Χωρίς ϐλάβη της γενικό-
τητας I = [a, x].
Για να δούµε γιατί η (22.18) λέγεται τύπος παρεµβολής, έστω x = a + mh,
όπου m είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Το ολοκλήρωµα στην (22.18) τότε ισού-
ται

m−1∑
j=0

((a+mh)− (a+ jh)− h)nhD
n+1
h f(a+ jh)

από την (22.13). Επειδή η συνάρτηση g(t) = (a +mh− t− h)nh µηδενίζεται
όταν t = a + (m − 1)h, a + (m − 2)h, . . . , a + (m − n)h, το υπόλοιπο µηδε-
νίζεται όταν m είναι ένας ακέραιος ανάµεσα στο 1 και το n. Το ολοκλήρωµα
προφανώς µηδενίζεται όταν m = 0. Αυτό δείχνει ότι το πεπερασµένο άθροι-
σµα στην (22.18) είναι ακριβώς ίσο µε την f(x) σε n + 1 ισαπέχοντα σηµεία
x = a, a + h, a + 2h, . . . , a + nh. Επιπλέον το άθροισµα, όταν ϑεωρηθεί σαν
µία συνάρτηση του x, είναι στην πραγµατικότητα πολυώνυµο παρεµβολής
ϐαθµού n το οποίο προσεγγίζει µία αυθαίρετη συνάρτηση f(x) στο διάστηµα
[a, b = a + nh]. Ο λάθος όρος µπορεί να εκτιµηθεί χρησιµοποιώντας την
(22.19).
Λόγω της οµοιότητας ανάµεσα στις (22.18) και (20.4), µία παρόµοια συζήτη-
ση είναι έγκυρη για την q-εκδοχή, δηλαδή, το άθροισµα στο δεξί µέλος της
(20.4) µπορούµε να το εκλάβουµε ως ένα πολυώνυµο παρεµβολής το οποίο
είναι ακριβής για a, qa, . . . , qna.



Κεφάλαιο 23

Πολυώνυµα Bernoulli και
Αριθµοί Bernoulli

Σε αυτό το Κεφάλαιο, εισάγουµε µία ακολουθία πολυωνύµων που είναι στε-
νά συνδεδεµένη µε την h-αντιπαράγωγο των πολυωνύµων και έχει πολλές
σηµαντικές εφαρµογές.

Ορισµός 23.1. Στο ανάπτυγµα Taylor

(23.1)
∞∑
n=0

Bn(x)

n!
zn =

zezx

ez − 1
,

όπου Bn(x) είναι πολυώνυµα του x, για κάθε µη αρνητικό ακέραιο n. Είναι
γνωστά ως Πολυώνυµα Bernoulli.

Εάν διαφορίσουµε και τις δύο πλευρές της (23.1) ως προς x, παίρνουµε

∞∑
n=0

B′n(x)

n!
zn = z

zezx

ez − 1
=
∞∑
n=0

Bn(x)

n!
zn+1.

Εξισώνοντας του συντελεστές του zn, όπου n ≥ 1, παίρνουµε

(23.2) B′n(x) = nBn−1(x).

Μαζί µε το γεγονός ότι B0(x) = 1, το οποίο µπορούµε να το πάρουµε αφήνον-
τας το z να πάει στο µηδέν και στις δύο πλευρές της (23.1), αυτό ακολουθεί
ότι ο ϐαθµός του Bn(x) είναι n και ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου
είναι µονάδα. Χρησιµοποιώντας την (23.2), µπορούµε να προσδιορίσουµε τα
Bn(x) ένα προς ένα, υπό την προυπόθεση ότι οι σταθεροί όροι είναι γνωστοί.

Ορισµός 23.2. Για n ≥ 0, bn = Bn(0) λέγονται αριθµοί Bernoulli.



120 · Πολυώνυµα Bernoulli και Αριθµοί Bernoulli

Βάζοντας όπου x = 0 στην (23.1), παίρνουµε

(23.3)
∞∑
n=0

bn
n!
zn =

z

ez − 1
.

΄Αρα χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Taylor έχουµε

z

ez − 1
=

1

1 + z
2
+ z2

6
+ z3

24
+ · · ·

,

ϑα χρησιµοποιήσουµε µακρά διαίρεση για να ϐρούµε τους αριθµούς Ber-
noulli. Ωστόσο, ϑα ϑέλαµε να προσδιορίσουµε τα bn και Bn(x) µε έναν πιο
εύκολο και πιο συστηµατικό τρόπο. Για να το καταφέρουµε αυτό, χρειαζό-
µαστε τις ακόλουθες προτάσεις.

Πρόταση 23.3. Για κάθε n ≥ 1,

(23.4) Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1.

Απόδειξη. Συγκρίνοντας τους συντελεστές του zn στην

∞∑
n=0

Bn(x+ 1)

n!
zn − Bnx

n!
zn =

zez(x+1) − zezx

ez − 1
= zezx =

d

dx
ezx,

όπου

ezx =
∞∑
n=0

xnzn

n!
,

έχουµε

Bn(x+ 1)−Bn(x) =
d

dx
xn = nxn−1,

όπως ϑέλαµε.

Πρόταση 23.4. Για κάθε n ≥ 0,

(23.5) Bn(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
bjx

n−j.

Απόδειξη. ΄Εστω

Fn(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
bjx

n−j.

Αρκεί να δείξουµε ότι (1)Fn(0) = bn για n ≥ 0 και (2)F ′n(x) = nFn−1(x)
για κάθε n ≥ 1, επειδή αυτές οι δύο ιδιότητες χαρακτηρίζουν µοναδικά την
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Bn(x). Η πρώτη ιδιότητα είναι προφανής. ΄Οσο για την δεύτερη ιδιότητα,
χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι για n > j ≥ 0,

(n− j)
(
n

j

)
=

n!

j!(n− j − 1)!
= n

(
n− 1

j

)
.

έχουµε για n ≥ 1,

d

dx
Fn(x) =

n−1∑
j=0

(
n

j

)
(n− j)bjxn−1−j = n

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
bjx

n−1−j,

όπως ϑέλαµε.

Βάζοντας x = 1 στην (23.5), έχουµε

Bn(1) =
n∑

j=0

(
n

j

)
bj = bn +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
bj, n ≥ 1.

Ωστόσο, για κάθε n ≥ 2, έχουµε Bn(1) = bn, το οποίο ακολουθεί από την
(23.4) µε x = 0. Επιπλέον, παίρνουµε τον τύπο

(23.6)
n−1∑
j=0

(
n

j

)
bj = 0, n ≥ 2.

Αυτός ο τύπος µας επιτρέπει να υπολογίζουµε τους αριθµούς Bernoulli επα-
γωγικά. Οι πρώτοι από αυτούς είναι

(23.7) b0 = 1, b1 = −
1

2
, b2 =

1

6
, b3 = 0, b4 = −

1

30
, b5 = 0, b6 =

1

42
.

Είναι δελεαστικόνα πούµε ότι |bn| → 0 καθώς n → ∞. Ωστόσο, εάν ϑεωρή-
σουµε κάποιους άλλους αριθµούς στην ακολουθία,

b8 = −
1

30
, b10 =

5

66
, b12 = −

691

2730
, b14 =

7

6
,

b16 = −
3617

510
, b18 =

43867

798
, b20 = −

174611

330
,

παρατηρούµε ότι οι τιµές τους γενικά αυξάνουν µε εναλλακτικό πρόσηµο.
Μία σηµαντική ιδιότητα των αριθµών Bernoulli είναι ότι bn = 0 για περιττά
n ≥ 3, το οποίο ακολουθεί από το γεγονός ότι η συνάρτηση

f(z) =
∞∑
n=0

bn
n!
zn − b1z =

z

ez − 1
+
z

2
=
z

2

ez + 1

ez − 1
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είναι άρτια, δηλαδή, f(−z) = f(z). (Οι συντελεστές του tn στο ανάπτυγµα
Taylor γύρω από το µηδέν για κάθε άρτια συνάρτηση g(t) µηδενίζεται για όλα
τα περιττά n, επειδή εάν η g είναι άρτια, g(n)(t) = (−1)ng(n)(−t) για κάθε n
και g(n)(0) = −g(n)(0) για κάθε περιττό n.)
΄Ενας ενδιαφέρον τύπος που περιλαµβάνει τους αριθµούς Bernoulli που µπο-
ϱούν να αποκτηθούν ϐάζοντας x = −1 µέσα στις (23.4) και (23.5), το οποίο
µας δίνει

bn + n(−1)n = Bn(−1) =
n∑

j=0

(
n

j

)
bj(−1)n−j,

ή

n = 1 +
n

2
+

n−1∑
j=2

(−1)j
(
n

j

)
bj.

Αντικαθιστώντας το j µε το j +1 και το n µε το n+1, στην παραπάνω σχέση,
παίρνουµε:

(23.8)
n−1∑
j=1

(−1)j
(
n

j

)
bj
bj+1

j + 1
=

1

n+ 1
− 1

2
.

Απόδειξη της (23.8): Αφού αντικαθιστήσουµε στην εξίσωση που έχουµε και
κάνουµε πράξεις ϑα ϐγάλουµε την σχέση (23.8),

n+ 1 = 1 +
n+ 1

2
+

n−1∑
j=1

(−1)j+1

(
n+ 1

j + 1

)
bj+1

(
− 1

n+ 1

)
n− 1

2
= −

(
− 1

n+ 1

) n−1∑
j=1

(−1)j
(
n

j

)
n+ 1

j + 1
bj+1

1− n
2(n+ 1)

=
n−1∑
j=1

(−1)j
(
n

j

)
bj
bj+1

j + 1

1

n+ 1
− 1

2
=

n−1∑
j=1

(−1)j
(
n

j

)
bj
bj+1

j + 1
.

(
Στη δεύτερη γραµµή έχουµε πολλαπλασιάσει και τα δύο µέλη µε− 1

n+1

)
Πρόταση 23.5. Για κάθε n ≥ 1,

(23.9)
n−1∑
j=0

(
n

j

)
Bj(x) = nxn−1.
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Απόδειξη. Η περίπτωση όπου n = 1 είναι προφανής. Εάν υποθέσουµε ότι η
(23.9) ισχύει για k ≥ 1, έχουµε, από την (23.2),

d

dx

k∑
j=0

(
k + 1

j

)
Bj(x) =

k∑
j=1

j

(
k + 1

j

)
Bj−1(x)

= (k + 1)
k∑

j=1

(
k

j − 1

)
Bj−1(x)

= (k + 1)
k−1∑
j=0

(
k

j

)
Bj(x)

= (k + 1)kxk−1 = (k + 1)
d

dx
xk,

ή
k∑

j=0

(
k + 1

j

)
Bj(x) = (k + 1)xk + C,

για κάποια σταθερά C. Βάζοντας x = 0 και χρησιµοποιώντας την (23.6)
δείχνουµε ότι C = 0. Ως εκ τούτου, η (23.9) είναι αληθής για κάθε ϑετικό
ακέραιο.

΄Οπως έχουµε αναφέρει παραπάνω, ο τύπος (23.2) και η γνώση των α-
ϱιθµών Bernoulli µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε το πολυώνυµα Bernoulli
επαγωγικά. Τα πρώτα έξι από αυτά δίνονται παρακάτω:

B0(x) = 1,

B1(x) = x− 1

2
,

B2(x) = x2 − x+ 1

6
,

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x,

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
,

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x.





Κεφάλαιο 24

Αθροίσµατα ∆υνάµεων

Τώρα στρεφόµαστε στην σχέση ανάµεσα στα πολυώνυµα Bernoulli και τον
h-λογισµό. Από την Πρόταση 23.1, έχουµε

D1Bn(x) = Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1,

ή

(24.1) n

∫
xn−1d1x = Bn(x),

όπου D1 είναι η h-παράγωγος µε h = 1 και
∫
f(x)d1x συµβολίζει την h-

αντιπαράγωγο µε h = 1. Εφαρµόζωντας το Θεµελιώδες Θεώρηµα του h-
λογισµού(22.14), έχουµε για ένα µη αρνητικό ακέραιο n,

(24.2) an+(a+1)n+· · ·+(b−1)n (22.13)
=

∫ b

a

xnd1x
(22.14)
=

Bn+1(b)−Bn+1(a)

n+ 1
,

όπου a < b και b−a ∈ Z. Εάν ξαναγράψουµε το δεξί µέλος χρησιµοποιώντας
την (23.5) και αφήνοντας a = 0, b =M + 1, παίρνουµε

(24.3)
M∑
k=0

kn =
1

n+ 1

n∑
j=0

(
n+ 1

j

)
(M + 1)n+1−jbj.

Εφόσον οι αριθµοί Bernoulli είναι γνωστοί, καποιός µπορεί να χρησιµοποι-
ήσει την (24.3) εύκολα για να ϐρει τύπους για τα αθροίσµατα ακεραίων δυ-
νάµεων.
Για παράδειγµα, για n = 2, η (24.3) γίνεται

M∑
k=1

k2 =
1

3

((
3

0

)
(M + 1)3b0 +

(
3

1

)
(M + 1)2b1 +

(
3

2

)
(M + 1)b2

)
=

1

3

(
(M + 1)3 − 3

2
(M + 1)2 +

1

2
(M + 1)

)
=
M(M + 1)(2M + 1)

6
.
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Για n = 3, έχουµε

M∑
k=1

k3 =
1

4

(
(M + 1)4 − 2(M + 1)3 + (M + 1)2

)
=

(
M(M + 1)

2

)2

.

Αυτή είναι µία ενδιαφέρουσα σύµπτωση ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο M ,

13 + 23 + · · ·+M3 = (1 + 2 + · · ·+M)2.

Επίσης, η (24.3) αποκαλύπτει το γενικό γεγονός ότι ο τύπος για 1n + 2n +
· · · +Mn είναι ένα πολυώνυµο του M ϐαθµού n + 1. Αυτό το πολυώνυµο,
για κάθε ϑετικό ακέραιο n, περιέχει το παράγοντα M(M + 1), επειδή το δεξί
µέλος της (24.3) προφανώς µηδενίζεται για M = −1 και, από την (23.6),
επίσης µηδενίζεται για M = 0.



Κεφάλαιο 25

Ο Τύπος των Euler-Maclaurin

Στον q-λογισµό, ο τύπος του Jackson (19.2) παρέχει ένα τρόπο να υπολο-
γίσουµε ϱητά την q-αντιπαράγωγο κάθε συνάρτησης. Υπενθυµίζουµε ότι ο
τύπος του Jackson συµπεραίνεται τυπικά χρησιµοποιώντας τελεστές. Θα κά-
νουµε το ίδιο πράγµα για την h-αντιπάραγωγο σε αυτό το κεφάλαιο.
Υποθέτουµε ότι DhF (x) = f(x). Χρησιµοποιώντας τον συνήθη τύπο του
Taylor, έχουµε

F (x+ h) =
∞∑
n=0

F (n)(x)hn

n!
=

(
∞∑
n=0

hnDn

n!

)
F (x),

και ως εκ τούτου, τυπικά,

(25.1) F (x+ h) = ehDF (x),

όπου D ≡ d
dx

. ΄Ετσι, έχουµε

f(x) =
F (x+ h)− F (x)

h
=
ehD − 1

h
F (x),

ή

(25.2) F (x) =
hD

ehD − 1

∫
f(x)dx.

Από τον ορισµό των αριθµών Bernoulli (23.3), έχουµε

hD

ehD − 1
=
∞∑
n=0

bn
n!
(hD)n,

και ως εκ τούτου

F (x) =
∞∑
n=0

bn
n!
(hD)n

∫
f(x)dx.
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι bn = 0 εάν n είναι περιττός και n ≥ 3,
εξάγουµε τον τύπο των Euler - Maclaurin

(25.3) F (x) =

∫
f(x)dx− h

2
f(x) +

∞∑
n=1

b2nh
2n

(2n)!
f (2n−1)(x).

Σηµειώστε ότι το συνηθισµένο ολοκλήρωµα και η συνηθισµένη παράγωγος
εµπλέκονται στην (25.3). Υποθέτουµε ότι h = 1 και b − a ∈ N . Χρησιµο-
ποιώντας το Θεµελιώδες Θεώρηµα του h-λογισµού, έχουµε

(25.4)

b−1∑
n=a

f(n)
(22.13)+(22.14)

=

∫ b

a

f(x)dx− 1

2
(f(b)− f(a))

+
∞∑
n=1

b2n
(2n)!

(
f (2n−1)(b)− f (2n−1)(a)

)
.

Εάν η f αυξάνει πιο γρήγορα ως προς x µε όλες τις παραγώγους να προσεγ-
γίζουν το µηδέν καθώς x→∞, έχουµε

(25.5)
∞∑
n=a

f(n) =

∫ ∞
a

f(x)dx+
1

2
f(a)−

∞∑
n=1

b2n
(2n)!

f (2n−1)(a).

Προκειµένου να δικαιολογηθεί η τυπική παράγωγος αυτών των τύπων, ας
ϑεωρήσουµε κάποια παραδείγµατα. Εάν f(x) = xs, όπου s είναι ένας ϑετικός
ακέραιος, η (25.4) γίνεται

b−1∑
n=a

ns =
bs+1 − as+1

s+ 1
− bs − as

2

+
s+1∑
m=2

bm
m!
s(s− 1) · · · (s−m+ 2)(bs−m+1 − as−m+1)

=
1

s+ 1

(
xs+1 − s+ 1

2
xs +

s+1∑
m=2

(
s+ 1

m

)
bmx

s+1−m

)∣∣∣∣x=b

x=a

,

[Επαληθεύουµε την προηγούµενη σχέση όσο αφορά το κοµµάτι του αθροί-

σµατος :
(
s+ 1

m

)
1

s+ 1
=

(s+ 1)!

m!(s+ 1−m)!

1

s+ 1
=

s!

m!(s+ 1−m)!
=

=
(s+ 2−m) · · · s

m!
]

το οποίο, από την (23.5), είναι απλά
1

s+ 1
(Bs+1(b) − Bs+1(a)). ΄Εχουµε
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µόλις ανακτήσει τον τύπο (24.2) από το προηγούµενο κεφάλαιο. Καθώς ένα
δεύτερο παράδειγµα, ϑεωρούµε την (25.5) µε f(x) = e−x και a = 0. Το
αριστερό µέλος είναι µία γεωµετρική σειρά,

∞∑
n=0

(e−1)n =
1

1− e−1
,

το οποίο συµφωνεί µε το δεξί µέλος,

1 +
1

2
+
∞∑
n=1

b2n
(2n)!

=
−1

e−1 − 1
,

(Το αριστερό µέλος της προηγούµενης σχέσης ισούται µε
∞∑
n=0

bn
n!
(−1)n =

b0 − b1 + b2 + b4 + b6 + · · · )
όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την (23.3) µε z = −1. Ως εκ τούτου, ο τύπος
των Euler-Maclaurin έχει περισσότερα από απλές τυπικές τιµές, τουλάχιστον
για συναρτήσεις που µειώνονται γρήγορα στο άπειρο, όπως η f(x) = e−x.
Για τους τύπους (25.4) και (25.5), ωστόσο και τα δεξί και τα αριστερά µέ-
λη περιέχουν αθροίσµατα, τα οποία στο δεξί µέλος συγκλίνουν πιο γρήγορα
απ’οτι αυτά στο αριστερό µέλος. Σε αυτή την περίπτωση, οι τύποι παρέχουν
αποτελεσµατικούς τρόπους για να εκτιµήσουµε πεπερασµένα και άπειρα α-
ϑροίσµατα. Ωστόσο, πρέπει να είµαστε προσεκτικοί πώς να εφαρµόσουµε
αυτούς τους τύπους για να εκτιµήσουµε ένα άθροισµα, επειδή, όπως έχουµε
συζητήσει στο Κεφάλαιο 23, |b2n| αυξάνει επάόριστον ως προς n. Θεωρούµε
την f(x) = x−2. Επειδή f (n)(x) = (−1)n2· 3 · · · (n+ 1)x−n−2, έχουµε

(25.6)
∞∑
n=a

1

n2
=

1

a
+

1

2a2
+
∞∑
n=1

b2n
a2n+1

.

Θα δούµε ότι οι σειρές στο δεξί µέλος συγκλίνουν πιο γρήγορα, αλλά σε
αρκετά µεγάλα n, η |b2n| γίνεται πιο κυρίαρχη πάνω από το a2n, και το µερικό
άθροισµα αναπηδά πάνω και κάτω όλο και πιο δραστικά. Προκειµένου να
δούµε πόσο καλά ένα ορισµένο µερικό άθροισµα προσεγγίζει την πραγµατική
τιµή, ϑα ϑέλαµε να παράξουµε ένα τύπο όµοιο µε την (25.4), αλλά µε το
άπειρο άθροισµα στο δεξί µέλος να αντικαταστηµένο από το N-ιοστό µερικό
άθροισµα, sN , συν έναν επιπλέον όρο υπολοίπου, RN .
Ξεκινάµε, γράφοντας το δεξί µέλος της (25.4) ως

∞∑
k=0

bk
k!

(
h(k)(b)− h(k)(a)

)
,
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όπου h(x) =
∫
f(x)dx. Υποθέτουµε a ∈ Z και b = a + 1. Θεωρούµε το

N-ιοστό µερικό άθροισµα,

sN =
N∑
k=0

Bk(0)

k!

(
h(k)(a+ 1)− h(k)(a)

)
,

όπου N είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Εάν ϑέσουµε g(x) =
BN(x)

N !
, έχουµε

g(N−k)(x) =
Bk(x)

k!
από την (23.2). Από την Πρόταση 23.3, έχουµε Bk(1) =

Bk(0) για k 6= 1 και B1(1) = B1(0) + 1. Ως εκ τούτου

sN =
N∑
k=0

(
Bk(0)

k!
h(k)(a+ 1)− Bk(1)

k!
h(k)(a)

)
+ h′(a)

=
N∑
k=0

(
g(N−k)(0)h(k)(a+ 1)− g(N−k)(1)h(k)(a)

)
+ h′(a)

= h′(a)−
N∑
k=0

g(N−k)(x)h(k)(a+ 1− x)
∣∣∣∣x=1

x=0

.

Παρατήρηση: Για k = 1 έχουµε ότι στο δεξί µέλος στη πρώτη σειρά το απο-
τέλεσµα είναι −B1(1)h

′(a) = −B1(0)h
′(a) − h′(a) οπότε προσθέτω το h′(a)

ώστε να πάρω το αρχικό N-ιοστό µερικό άθροισµα !
Επειδή η συνάρτηση

G(x) =
N∑
k=0

g(N−k)(x)h(k)(a+ 1− x)
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έχει πολύ απλή παράγωγο,

G′(x) =
N∑
k=0

g(N−k+1)(x)h(k)(a+ 1− x)

−
N∑
k=0

g(N−k)(x)h(k+1)(a+ 1− x)

=
N∑
k=0

g(N−k+1)(x)h(k)(a+ 1− x)

−
N+1∑
k=1

g(N−k+1)(x)h(k)(a+ 1− x)

= g(N+1)(x)h(a+ 1− x)− g(x)h(N+1)(a+ 1− x)

= −g(x)h(N+1)(a+ 1− x),

όπου g(N+1)(x) = 0 επειδή deg g = degBN = N , έχουµε

sN = h′(a)−G(1) +G(0)
Θ.Θ.Α.Λ
= h′(a) +

∫ 1

0

g(x)h(N+1)(a+ 1− x)dx,

ή

N∑
k=0

bk
k!

(
f (k−1)(a+ 1)− f (k−1)(a)

)
= f(a) +

∫ 1

0

BN(x)

N !
f (N)(a+ 1− x)dx,

εάν συµβολίσουµε το
∫
f(x)dx µε f (−1)(x). Εκτελούµε την αλλαγή µεταβλη-

τής x = a+ 1− t µέσα στο ολοκλήρωµα, παίρνουµε

f(a) =
N∑
k=0

bk
k!

(
f (k−1)(a+ 1)− f (k−1)(a)

)
−
∫ a+1

a

BN({1− t})
N !

f (N)(t)dt,

όπου {y} ∈ [0, 1) υποδηλώνει το κλασµατικό µέρος ενός πραγµατικού αριθ-
µού y. Στην πραγµατικότητα, επειδή a είναι ένας ακέραιος, για a < t < a+1
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έχουµε −a < 1− t < −a+1 και έτσι {1− t} = a+1− t (Προσθέτω το a ώστε
το {1− t} = a+1− t να ανήκει στο διάστηµα [0, 1)). Τελικά, αντικαθιστώντας
το a µε τα a+ 1, a+ 2, . . ., b− 1 και αθροίζοντας όλα αυτά παίρνουµε
(25.7)

b−1∑
n=a

f(n) =
N∑
k=0

bk
k!

(
f (k−1)(b)− f (k−1)(a)

)
−
∫ b

a

BN({1− t})
N !

f (N)(t)dt,

ή, µε N = 2m+ 1,

(25.8)

b−1∑
n=a

f(n) =

∫ b

a

f(t)dt− 1

2
(f(b)− f(a))

+
m∑
k=1

b2k
(2k)!

(
f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)

)
−
∫ b

a

B2m+1({1− t})
(2m+ 1)!

f (2m+1)(t)dt,

το οποίο είναι ο τύπος των Euler-Maclaurin µε υπόλοιπο. Εάν η f και οι
παραγωγοί της µηδενίζονται στο άπειρο, έχουµε

(25.9)

∞∑
n=a

f(n) =

∫ ∞
a

f(t)dt+
1

2
f(a)−

m∑
k=1

b2k
(2k)!

f (2k−1)(a)

−
∫ ∞
a

B2m+1({1− t})
(2m+ 1)!

f (2m+1)(t)dt.

Οι τύποι (25.8) και (25.9) µας λέει ότι το λάθος όσο αφορά την προσέγγιση των
αθροισµάτων στο αριστερό µέλος από το s2m+1 δίνεται από τον όρο υπολοίπου,

(25.10) R2m+1 =

∫ b

a

B2m+1({1− t})
(2m+ 1)!

f (2m+1)(t)dt (b 6∞).

Για να εκτιµήσουµε το µεγεθός του, χρειαζόµαστε ένα πάνω ϕράγµα της
B2m+1(x) στο διάστηµα [0, 1]. Από τον ορισµό των πολυωνύµων Bernoulli
(23.1), έχουµε

(25.11)
∞∑
n=0

Bn(a)

n!
zn =

zeaz

ez − 1
,

για κάθε 0 6 a 6 1. Είναι γνωστό από τη µιγαδική ανάλυση ότι η ακτίνα
σύγκλισης µίας δυναµοσειράς µίας συνάρτησης f(z) γύρω από το z = 0
δίνεται από την απόσταση στο µιγαδικό επίπεδο από την αρχή των αξόνων
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στο πλησιέστερο σηµείο όπου η f(z) δεν ορίζεται. Τώρα, όλα τα σηµεία
όπου η (ez − 1)−1 δεν ορίζεται είναι 2πni, όπου n είναι ένας ακέραιος, ως εκ
τούτου τα πλησιέστερα κοντά στην αρχή των αξόνων είναι τα ±2πi. Η ακτίνα
σύγκλισης της δυναµοσειράς στην (25.11) είναι 2π.
Από την άλλη, ένα άλλο γεγονός από την ανάλυση µας λέει ότι εάν η R είναι
η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∑
anx

n, τότε το πάνω όριο των τιµών

(|an|Rn)
1
n = R|an|

1
n είναι µονάδα, δηλαδή, |an|

1
n τελικά ϕραγµένη από το

1

R
,

αλλά όχι από µικρότερους αριθµούς. (Κάποιος ϑα µπορούσε να επαληθεύσει
το γεγονός ϑεωρώντας τη γεωµετρική σειρά

∑
anx

n, όπου R = 1
|a| ). Αυτό

σηµαίνει ότι καθώς το n πάει στο∞, έχουµε

(
|Bn(a)|
n!

) 1

n ∼ 1

2π
,

ή
|Bn(a)|
n!

∼ 1

(2π)n
.

Ως εκ τούτου, ακολουθώντας από την (25.10), το απαιτούµενο ϕράγµα της
|R2m+1| έχει µέγεθος όµοιο µε

1

(2π)2m+1

∫ b

a

|f (2m+1)(t)|dt.

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι στη συζητησή µας για το µεγεθός της
|R2m+1| εδώ δεν είναι αυστηρά ένα. Ωστόσο, το παραπάνω αποτέλεσµα είναι
έγκυρο, επειδή στην πραγµατικότητα, είναι γνωστό για 0 6 a 6 1,

(25.12)
|B2m+1(a)|
(2m+ 1)!

<
4e2π

(2π)2m+1
.

Επιπλέον, έχουµε

(25.13) |R2m+1| <
4e2π

(2π)2m+1

∫ b

a

|f (2m+1)(t)|dt.

Για παράδειγµα, µε f(x) = e−x, a = 0 , και b = ∞, (25.13) µας λέει ότι

|R2m+1| <
4e2π

(2π)2m+1
πάει στο µηδέν πολύ γρήγορα, και είδαµε νωρίτερα στο

Κεφάλαιο ότι οι σειρές Euler-Maclaurin συγκλίνουν.
Μετά, ας ϑεωρήσουµε την f(x) = x−2, b =∞ ξανά. Υποθέτουµε ότι ϑέλουµε
να εκτιµήσουµε το άθροισµα

(25.14)
∞∑
n=1

1

n2
,
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και το κάνουµε αυτό πρώτα προσθέτωντας ένα µεγάλο αριθµό όρων, ας πού-
µε 1000. Η ουρά του αθροίσµατος µπορεί να εκτιµηθεί χρησιµοποιώντας
ολοκληρώµατα, δηλαδή,

0.001 =

∫ ∞
1000

dx

x2
<

∞∑
n=1000

1

n2
<

∫ ∞
999

dx

x2
= 0.001001 . . .

Βλέπουµε ότι η πρώτη µας µέθοδο µας δίνει µία ακριβή απάντηση µόνο για το
έκτο δεκαδικό ψηφίο. Τι ϑα γίνει εάν πάµε πιο πέρα και χρησιµοποιήσουµε
την (25.9) για να προσεγγίσουµε την ουρά· Από την (25.13), έχουµε την
ανισότητα

|R2m+1| <
4e2π(2m+ 1)!

1000(2000π)2m+1
.

Συγκεκριµένα, έχουµε

|R3| < 10−10, |R5| < 10−16, |R7| < 10−23.

Αυτό σηµαίνει ότι µερικοί παραπάνω υπολογισµοί αυξάνουν «τερατωδώς» την
ακρίβεια των δικών µας προσεγγίσεων.
Αυτό είναι δελεαστικό να συµπεράνουµε ότι οι περισσότεροι όροι που υπολο-
γίσαµε, οι πιο ακριβείς είναι µία εκτίµηση που παίρνουµε. Ωστόσο, ο λόγος∣∣∣∣R2m+1

R2m−1

∣∣∣∣ ∼ 2m(2m+ 1)

(2000π)2

τελικά υπερβαίνει τη µονάδα. ΄Οταν το m είναι µικρό, |R2m+1| µειώνεται
γρήγορα και τα µερικά αθροίσµατα ϕαίνεται να συγκλίνουν, µέχρι το m ≈
1000π, η τιµή του |R2m+1| ελαχιστοποιείται, και πέραν αυτού, και τα µερικά
αθροίσµατα αναπηδά όλο και πιο ακµαία µακριά από την πραγµατική τιµή.
Γενικά, εάν η ουρά ξεκινάει από το n = a, |R2m+1| ελαχιστοποιείται όταν
m ≈ πa.
Η ακριβή τιµή του αθροίσµατος (25.14) ανακαλύφθηκε από τον Euler να

είναι ίσο µε
π2

6
. Υπάρχουν αρκετοί τρόποι να το αποδείξουµε αυτό, ένας απ’

αυτούς κάνει χρήση µιγαδικής ανάλυσης και άλλοι περιλαµβάνουν τις σειρές
Fourier. Και οι δύο από αυτές µας επιτρέπουν να υπολογίσουµε την ακριβή

τιµή
∑∞

n=1(
1

ns
), όπου s είναι ένας άρτιος ϑετικός ακέραιος : αποδεικνύεται

ότι ισούται µε 2s−1πs bs
s!

. Ωστόσο, δεν υπάρχει όµοια κλειστή µορφή που να
έχει ανακαλυφθεί για τα αθροίσµατα όταν s είναι περιττός.
Συµπερασµατικά ϑεωρούµε δύο άλλα απλά παραδείγµατα του τύπου των
Euler-Maclaurin (25.8), µε a = 1, m = 1.
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Παράδειγµα 10. f(x) =
1

x
. Τότε έχουµε :

(25.15)
b∑

n=1

1

n
= log b+R(b), όπου lim

b→∞
R(b) = c.

Ο αριθµός c λέγεται η σταθερά του Euler.

Παράδειγµα 11. f(x) = log x. Τότε έχουµε :

(25.16) log(b− 1)! =

∫ b

1

log tdt− 1

2
log b+R1(b), όπου lim

b→∞
R1(b) = C.

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες, παίρνουµε∫ b

1

log tdt = b(log b− 1) + 1.

Ως εκ τούτου, προσθέτωντας το log b και στις δύο πλευρές της (25.16), παίρνου-
µε :

log b! = log
√
b

(
b

e

)b

+R1(b).

Επιπλέον,

(25.17) b! ∼ eC
√
b

(
b

e

)b

καθώς b→∞.

Επιπλέον υπολογισµοί δείχνουν ότι eC =
√
2π. Το αποτέλεσµα αυτό είναι ο

διάσηµος τύπος του Stirling.





Κεφάλαιο 26

Συµµετρικός Κβαντικός Λογισµός

Τα q- και h-διαφορικά µπορούν να γίνουν «συµµετρικά» µε τον ακόλουθο
τρόπο,

(26.1) d̃qf(x) = f(qx)− f(q−1x),

(26.2) d̃hg(x) = g(x+ h)− g(x− h),

όπου, q 6= 1 και h 6= 0. Οι ορισµοί των αντίστοιχων παραγώγων προκύπτουν
προφανώς:

(26.3) D̃qf(x) =
d̃qf(x)

d̃qx
=
f(qx)− f(q−1x)

(q − q−1x)
,

(26.4) D̃hg(x) =
d̃hg(x)

d̃hx
=
g(x+ h)− g(x− h)

2h
.

Πρόκειται να αναρωτηθούµε προσεχώς µόνο µε τον q-συµµετρικό λογισµό,
επειδή αυτός είναι σηµαντικός για τη ϑεωρία κάποιων αλγεβρικών αντικειµέ-
νων που ονοµάζονται κβαντικές οµάδες.
Οι συµµετρικοί κανόνες του q-γινοµένου και του q-πηλίκου είναι

(26.5)
D̃q(f(x)g(x)) = f(qx)D̃qg(x) + g(q−1x)D̃qf(x)

= f(q−1x)D̃qg(x) + g(qx)D̃qf(x),

(26.6)

D̃q

(
f(x)

g(x)

)
=
g(qx)D̃qf(x)− f(qx)D̃qg(x)

g(qx)g(q−1x)

=
g(q−1x)D̃qf(x)− f(q−1x)D̃qg(x)

g(qx)g(q−1x)
.
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Για κάθε αριθµό a, έχουµε

(26.7) D̃qx
a = [a]∼xa−1,

όπου

(26.8) [a]∼ =
qa − q−a

q − q−1
.

Πρόταση 26.1. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, εάν ορίσουµε

(26.9) (x− a)nq̃ = (x− qn−1a)(x− qn−3a)(x− qn−5a) · · · (x− q−n+1a),

και (x− a)0q̃ = 1, έχουµε

(26.10) D̃q(x− a)nq = [n]∼(x− a)n−1q̃ .

Απόδειξη. Η περίπτωση n = 1 είναι τετριµµένη. Σηµειώνουµε ότι για κάθε
n > 1, (x−a)n+1

q̃ = (x−qa)nq̃ (x−q−na). ΄Ετσι, από την (26.5) και µε επαγωγή
στο n, έχουµε

D̃q(x− a)n+1
q̃ = (qx− qa)nq̃ + [n]∼(x− qa)n−1q̃ (q−1x− q−na)

= qn(x− a)nq̃ + q−1[n]∼(x− qa)n−1q̃ (x− q−n+1a)

= (qn + q−1[n]∼)(x− a)nq̃ = [n+ 1]∼(x− a)nq̃ ,

όπως ϑέλαµε.

Σηµειώνουµε ότι deg(x − a)nq̃ = n για κάθε n, και οι πρώτοι τρεις από
αυτούς είναι

(q − a)1q̃ = (q − a),

(q − a)2q̃ = (x− qa)(x− q−1a),

(q − a)3q̃ = (x− q−2a)(x− a)(x− q−2a).

Ωστόσο, εάν a 6= 0, (q − a)nq̃ δεν µηδενίζεται στο x = a όταν n είναι άρτιος,

και έτσι τα πολυώνυµα Pn(x) =
(q−a)nq̃
[n]∼!

δεν ικανοποιεί όλες τις συνθήκες
του γενικευµένου τύπου του Taylor (Θεώρηµα 2.1). (Θα αναφερθούµε στην
(26.23) για την οικογένεια των πλουωνύµων η οποία ικανοποιεί το Θεώρηµα
2.1.) Για a = 0, το ανάπτυγµα Taylor µίας δυναµοσειράς είναι

(26.11) f(x) =
∞∑
j=0

(D̃j
qf)(0)

xj

[j]∼!
.
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Θεωρούµε την f(x) = (x+ a)nq̃ . Επειδή (D̃j
qf)(0) = [n]∼[n− 1]∼ · · · [n− j +

1]∼× (0+a)n−jq̃ =
(

[n]∼!
[n−j]∼!

)
an−j για j 6 n και D̃j

qf(q) = 0 για j > n, έχουµε

(26.12) (x+ a)nq̃ =
n∑

j=0

[
n

j

]∼
an−jxj,

όπου

(26.13)
[
n

j

]∼
=

[n]∼!

[j]∼![n− j]∼!
.

Η εξίσωση (26.12) είναι το q̃-ανάλογο του διωνυµικού τύπου του Gauss (5.5).
Θα ϑέλαµε επίσης να πάρουµε ένα q̃-ανάλογο του διωνυµικού τύπου του

Heine (8.1). Ας ϑεωρήσουµε την g(x) =
1

(1− x)nq̃
. Επειδή

(1− x)nq̃ = (1− qn−1x)(1− qn−3x) · · · (1− q−n+1x)

= qn−1(q1−n − x)× qn−3(q3−n − x) · · · q1−n(qn−1 − x),

ή

(26.14) (1− x)nq̃ = (−1)n(x− 1)nq̃ ,

έχουµε

D̃q(1− x)nq̃ = (−1)n[n]∼(x− 1)n−1q̃ = −[n]∼(1− x)n−1q̃ ,

και, από (26.6),

(26.15) D̃qg(x) =
[n]∼(1− x)n−1q̃

(1− qx)nq̃ (1− q−1x)nq̃
=

[n]∼

(1− x)n+1
q̃

.

Επιπλέον, για κάθε j ≥ 0, έχουµε (D̃j
qg)(0) = [n]∼ · · · [n+ j − 1]∼, και

(26.16)
1

(1− x)nq̃
=
∞∑
j=0

[n]∼ · · · [n+ j − 1]∼

[j]∼
xj,

η οποία είναι όµοια µε την (8.1).
Ας γυρίσουµε τώρα στην ολοκλήρωση. Για να παράξουµε ένα σαφή τύπο για
την q̃-αντιπαράγωγο µίας αυθαίρετης συνάρτησης f(x), ϑα µας ξανά απα-
σχολήσει µία τυπική προσέγγιση χρησιµοποιώντας τελεστές. Υποθέτουµε ότι
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η F (x) είναι µία q̃-αντιπαράγωγος της f(x). Χρησιµοποιώντας το τελεστή M̂q

όπως έχει οριστεί στην (5.6), έχουµε

(M̂q − M̂q−1)F (x) = F (qx)− F (q−1x) = (q − q−1)xf(x).

Επειδή
M̂qM̂q−1g(x) = M̂q−1M̂qg(x) = g(x)

για κάθε g(x), είναι ϕυσικό να γράψουµε M̂q−1 = (M̂q)
−1. ΄Ετσι, έχουµε(

M̂q −
1

M̂q

)
F (x) = (q − q−1)xf(x),

ή

F (x) =
M̂q

1− M̂2
q

(q−1 − q)xf(x)

= (q−1 − q)(M̂q + M̂3
q + M̂5

q + · · · )xf(x).

Ως εκ τούτου, έχουµε

(26.17) F (x) = x(q−1 − q)
∑

n=1,3,...

qnf(qnx).

Είναι απλό να ελέγξουµε ότι εάν το δεξί µέλος της (26.17) συγκλίνει, αυτό µας
δίνει µία q̃-αντιπαράγωγο της f(x), και αυτή η αντιπαράγωγος µηδενίζεται
για x = 0. Συνεπώς, υπό την προυπόθεση ότι η σειρά συγκλίνει, το ορισµένο
q̃-ολοκλήρωµα δίνεται από

(26.18)
∫ a

0

f(x)d̃qx = a(q−1 − q)
∑

n=1,3,...

qnf(qna).

Το πρόβληµα της µοναδικότητας στηρίζεται στη ϕύση των λύσεων στη συ-
ναρτησιακή εξίσωση D̃qG(x) = 0. Αυτή η εξίσωση συνεπάγεται ότι G(qx) =
G(q−1x), ή G(x) = G(q2nx) για κάθε x και ακέραιο n. Εάν απαιτήσουµε
η G(x) να είναι συνεχής στο µηδέν, τότε η G(x) ϑα είναι αυθαίρετα κοντά
στο G(0): έτσι η G(x) είναι σταθερά. Επιπλέον, όπως και στον q-λογισµό, η
συνέχεια στο x = 0 υποχρεώνει την q̃-αντιπαράγωγο να είναι µοναδικά καθο-
ϱισµένη µέχρι ένα σταθερό προσθετέο.
Εάν ορίσουµε ∫ b

a

f(x)d̃qx =

∫ b

0

f(x)d̃qx−
∫ a

0

f(x)d̃qx,
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έχουµε, συγκεκριµένα∫ qm−1

qm+1

f(x)d̃qx = (q−1 − q)(
∑

n=1,3,...

qn+m−1f(qn+m−1)

−
∑

n=1,3,...

qn+m−1f(qn+m−1))

= (q−1 − q)qmf(qm).

Είναι ϕυσικό να ορίσουµε

(26.19)

∫ ∞
0

f(x)d̃qx =
∑

m=±1,±3,...

∫ qm−1

qm+1

f(x)d̃qx

= (q−1 − q)
∑

m=±1,±3,...

qmf(qm).

Τελειώνουµε µε µία σύντοµη συζήτηση πιο γενικών κβαντικών λογισµών. Συ-
ναντήσαµε µέχρι στιγµή τρεις διαφορετικούς κβαντικούς λογισµούς, δηλαδή,
τον q-λογισµό, τον h-λογισµό, και τον q-συµµετρικό λογισµό. Ο πιο γενικός
ορισµός ενός κβαντικού διαφορικού ϑα ήταν

df(x) = f(qx+ h)− f(q′x+ h′).

΄Οµοιες ϑεωρίες αποτελούνται από τις αντίστοιχες παραγώγους, τύπους του
Taylor και αντιπαραγώγους που έτσι µπορούν να ανπτυχθούν. Ούτως ώστε
η παράγωγος Df(x) = df(x)

dx
, είναι καλά ορισµένη, ϑα υποθέσουµε ότι είτε

q 6= q′ ή h 6= h′. Μία οικογένεια πολυωνύµων {Pn}n≥0 που ικανοποιεί τις
τρεις υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.1 πάντα υπάρχει, επειδή κάθε πολυώνυµο
είναι δυνατό να προκύψει από το άλλο ξεκινώντας από n = 0. Γενικά, αυτά
τα πολυώνυµα έχουν την ακόλουθη έκφραση:

(26.20) Pn(x) = cn(x− a)(x− a2) · · · (x− an),

όπου a2, a3, . . . είναι συναρτήσεις του a, q, q′, h, h′. Συγκρίνοντας τους συντε-
λεστές των µεγιστοβάθµιων όρων στο DPn(x) και στο Pn−1(x), είναι εύκολο
να δούµε ότι cn

cn−1
= 1

[n]
, όπου ορίζουµε

[n] =
(qn − q′n)
(q − q′)

εάν q 6= q′ και [n] = nqn−1 εάν q = q′.

Θέτωντας [n]! = [1] · · · [n] για ένα ϑετικό ακέραιο n, και [0]! = 1, έχουµε

cn =
1

[n]!
, n ≥ 0.
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Ωστόσο, η γενική έκφραση του an είναι αρκετά πολύπλοκη για να την γρά-
ψουµε αναλυτικά. Τώρα, συγκρίνουµε τους συντελεστές του xn−1 στο dPn(x)
και στο Pn−1(x)dx. Αυτό µας επιτρέπει να συµπεράνουµε τον ακόλουθο ανα-
δροµικό τύπο για το sn = a+ a2 + · · ·+ an, n ≥ 2:

(26.21)

sn =
[n]

[n− 1]
sn−1

+

(
n(qn−1h− q′n−1h′)

qn−1 − q′n−1
− [n](h− h′)
qn−1 − q′n−1

)
εάν; q 6= q′,

(26.22) sn =
n

n− 1
qsn−1 +

1

2
n(h+ h′) εάν; q = q′.

Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι γενικά, ακόµα και οι a2 και οι a3 έχουν
«άσχηµες» εκφράσεις. Η αναδροµική σχέση είναι πιο απλή όταν h = h′. Σε
αυτή την περίπτωση, η (26.21) γίνεται

sn =
[n]

[n− 1]
sn−1 + nh, n ≥ 2,

το οποίο, µαζί µε την αρχική συνθήκη s1 = a, δίνει τη λύση

sn = (a− h)[n] + h[n]

(
1

[1]
+

2

[2]
+ · · ·+ n

[n]

)
, n ≥ 1.

(Επαληθεύουµε τους παραπάνω τύπους για n = 2: s2 =
[2]

[1]
a+2h = [2]a+2h

το οποίο είναι ίσο µε s2 = (a− h)[2] + h[2]

(
1

[1]
+

2

[2]

)
= [2]a− [2]h+ [2]h+

2h = [2]a+ 2h.) Τότε, έχουµε

an = sn − sn−1

= (a− h)([n]− [n− 1]) + nh

+h([n]− [n− 1])

(
1

[1]
+ · · ·+ n− 1

[n− 1]

)
, n ≥ 2.

Συγκεκριµένα, για τον q-συµµετρικό λογισµό, δηλαδή, h = 0, q′ = q−1,
έχουµε

an = ([n]∼ − [n− 1]∼)a = (qn−1 − qn−2 + qn−3 − · · ·+ q1−n)a, n ≥ 1.
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(Για να πάµε από το δεύτερο µέλος στο τρίτο χρησιµοποιούµε το ανάπτυγµα

της γεωµετρικής σειράς : [n]∼ =
qn − q−n

q − q−1
=
qn−1 − q−n−1

1− q−2
= qn−1 − q−n−1 +

qn−3− q−n−3 + · · · , όµοια το [n− 1]∼ = qn−2− q−n + qn−4− q−n−2 + · · · , άρα
[n]∼ − [n− 1]∼ = qn−1 − qn−2 + qn−3 − · · ·+ q1−n)
Με άλλα λόγια, η ακολουθία πολυωνύµων για το q-συµµετρικό λογισµό η
οποία ικανοποιεί το γενικευµένο τύπο Taylor του δίνεται από:

(26.23)
Pn(x) =

1

[n]∼!
(x− a) (x− (q − 1 + q−1)a) · · ·

× (x− (qn−1 − qn−2 + qn−3 − · · ·+ q1−n)a) .





Παράρτηµα

Μία λίστα των q-Αντιπαραγώγων

∫
xadqx =

xa+1

[a+ 1]
(a 6= 1)

∫
dqx

x
=
q − 1

log q
log x∫

(x− a)aqdqx =
(x− a)a+1

q

[a+ 1]
(a 6= 1)∫

(a− x)aqdqx = −
q(a− q−1x)a+1

q

[a+ 1]
(a 6= 1)∫

dqx

(x− a)aq
=

1

q[1− a](x− qa)a−1q

(a 6= 1)∫
dqx

(a− x)aq
=

1

[a− 1](a− x)a−1q

(a 6= 1)∫
eaxq dqx =

1

a
eaxq∫

Eax
q dqx =

q

a
e−axq∫

cosq(ax)dqx =
1

a
sinq(ax)∫

sinq(ax)dqx = −1

a
cosq(ax)∫

Cosq(ax)dqx =
q

a
Sinq(q

−1ax)∫
Sinq(ax)dqx = −q

a
Cosq(ax)
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Ολοκλήρωση κατά παράγοντες :∫ b

a

f(x)dqg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(qx)dqf(x)

Αλλαγή Μεταβλητής :∫ u(b)

u(a)

f(u)dqu =

∫ b

a

f(u(x))d
q
1
ϐ
u(x) όπου u(x) = αxϐ
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